Mori, Shigefumi

Moon, Satz von, 7 Turnier.

Moore, Eliakim Hastings, amerikanischer Mathe-
matiker, geb. 26.1.1862 Marietta (Ohio, USA), gest.
30.12.1932 Chicago.

Moore studierte bis 1883 an der Yale Univer-
sity in New Haven und promovierte dort 1885. Es
folgten Studienreisen nach Gottingen und Berlin
zu Klein, Weierstrafy und Kronecker. Nach seiner
Riickkehr arbeitete er an der Northwestern Uni-
versity und in Yale. 1892 wurde er Professor an der
neugegriindeten Universitit in Chicago.

Moore fiihrte den Begriff Moore-Smith-Folgen als
verallgemeinerte Folgen ein und entwickelte daraus
eine allgemeine Theorie der Konvergenz (Netzkon-
vergenz). Daneben befafite er sich mit Algebra und
Gruppentheorie. Von 1898 bis 1900 war er Vize-
prasident der American Mathematical Society und
1901/02 deren Prisident.

Zu seinen bedeutendsten Schiilern gehorten
Dickson, Veblen und Birkhoff.

Moore-Automat, 7 endlicher Automat.

Moore-Bellman-Ford, Algorithmus von, liefert in
einem zusammenhingenden und bewerteten Gra-
phen G ohne Kreise negativer Linge mit einer Kom-
plexitit O(|[E(G)||IK(G)|) die kiirzesten Wege von
einer Ecke u aus zu allen iibrigen Ecken des Gra-
phen. Diesen Algorithmus gewinnt man durch eine
Modifizierung des Algorithmus’ von Dijkstra.

Moore-Penrose-Inverse, ein spezieller Typ von
Pseudo-Inversen einer Matrix.

Es sei A eine reelle (m x n)-Matrix. Die (n x m)-
Matrix B heif3t Moore-Penrose-Inverse von A, wenn
gilt:

(i)ABA = A und BAB = B,

(ii) AB und BA sind symmetrisch.

Jede Moore-Penrose-Inverse ist eine Pseudo-In-
verse, jedoch nicht umgekehrt. Es gilt der Satz:

Jede reelle (m xn)-Matrix A besitst eine eindeutig
bestimmte Moore-Penrose-Inverse.

Mora-Algorithmus, Algorithmus zur Berechnung
von Standardbasen eines Ideals I in der Lokalisie-
rung eines Polynomenringes nach einem durch die
Ordnung definierten multiplikativ abgeschlossenen
System.

Es handelt sich um eine Verallgemeinerung des
7 Buchberger-Algorithmus’ durch T.Mora fiir lo-
kale 2”Monomenordnungen (der Buchberger-Algo-
rithmus terminiert nur fiir Wohlordnungen). Da-
bei mufy die im Buchberger-Algorithmus verwen-
dete Normalform (/7 Normalform eines Polynoms)
geeignet modifiziert werden.

Mordell, Louis Joel, amerikanisch-englischer Ma-
thematiker, geb. 28.1.1888 Philadelphia, gest.
12.3.1972 Cambridge (England).

Mordell studierte in Philadelphia und Cambridge
und wurde danach Dozent am Birkbeck College in
London. 1923 bis 1945 war er Professor an der Uni-
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versitiat Manchester, danach ab 1945 an der Univer-
sitit Cambridge.

Mordell war ein bedeutender Zahlentheoretiker.
Er studierte 2 diophantische Gleichungen, insbe-
sondere Gleichungen der Form

y2 = a3+ k.

Er zeigte, daf} diese Gleichung hochstens endlich
viele ganzzahlige Losungen besitzt. Bekannt wurde
seine Name vor allem durch die von ihm gedufierte
/" Mordellsche Vermutung.

Mordellsche Vermutung, die von Louis Joel Mor-
dell aufgestellte Vermutung, dafy auf algebraischen
Kurven mit einem Geschlecht gréfier als Eins hoch-
stens endlich viele rationale Punkte liegen.

Sie konnte erst im Jahre 1983 durch Gerd Fal-
tings bewiesen werden und stellt einen wichtigen
Schritt zum Beweis der 7 Fermatschen Vermutung
dar.

Morera, Satz von, funktionentheoretische Aus-
sage, die wie folgt lautet:

Es sei G C C ein NAGebiet und f: G — C eine
in G stetige Funktion. Weiter gelte fiir jedes abge-
schlossene Dreieck A C G

/f(z)dz = 0.
aA

Dann ist f eine in G 2 holomorphe Funktion.

Morgan, Augustus, /' de Morgan, Augustus.

Mori, Shigefumi, japanischer Mathematiker, geb.
23.2.1951 Nagoya.

Mori, dessen Eltern eine Handelsgesellschaft lei-
teten, studierte bis 1975 an der Universitit Kyoto
und promovierte dort 1978 bei M. Nagata. 1980 er-
hielt er eine Dozentenstelle (Lecturer) an der Uni-
versitit von Nagoya, 1982 eine Assistenz-Professur
und 1988 eine Professur. In dieser Zeit weilte
er oft als Gastprofessor in des USA, so 1977-80
an der Harvard Universitidt in Cambridge (Mass.),



Morita-Aquivalenz

1981/82 am Institute for Advanced Study in Prin-
ceton, 1985-87 an der Columbia Universitit New
York und 1987-89, 1991/92 an der Universitit von
Utah in Salt Lake City. Seit 1990 hat er eine Pro-
fessur an der Universitit Kyoto inne.

Mori erzielte bahnbrechende Resultate zur Klasi-
fikation algebraischer Mannigfaltigkeiten und stiefy
in Fortsetzung des Werkes von Castelnouvo, Severi,
Zariski, Kodaira u. a. in neue Bereiche vor. Angeregt
durch den Erfolg beim Beweis der Hartshorneschen
Vermutung (1978), dafy gewisse glatte vollstin-
dige algebraische Mannigfaltigkeiten als projek-
tive Rdume beschrieben werden kénnen, stellte er
ein Programm zur vollstindigen Klassifikation al-
ler dreidimensionalen algebraischen Mannigfaltig-
keiten auf. Die von Mori im Beweis entwickelten
neuen Techniken zur Konstruktion rationaler Kur-
ven auf Mannigfaltigkeiten bildeten eine wichtige
Basis fiir die Realisierung des Programms. 1981
gelang ihm die vollstindige Klassifikation der Fano-
Mannigfaltigkeiten. Mit Hilfe des Begriffs der nume-
rischen Effektivitit fand er ein Mittel, um die drei-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten in zwei Gruppen
einzuteilen, die er dann jeweils in kleinere Klas-
sen aufspalten konnte. Fiir all diese Klassen wies
er bis 1988 die Existenz eines minimalen Modells
nach und schlofl damit nach iiber zehnjihriger
Forschungstitigkeit die Klassifikation der dreidi-
mensionalen Mannigfaltigkeiten ab. Mit seinen Me-
thoden eroffnete Mori zugleich Wege, um hoher-
dimensionale Probleme in Angriff zu nehmen, die
bisher als vollig unzuginglich erschienen.

Mori wurden fiir seine Leistungen zahlreiche
Ehrungen zuteil, 1990 wurde er mit der 7 Fields-
Medaille ausgezeichnet.

Morita-Aquivalenz, Aquivalenz von Kategorien
von Moduln.

Sei K ein Korper, seien A und B endlich-dimen-
sionale K-Algebren und mod-A bzw. mod-B die Ka-
tegorien der A~-Moduln bzw. B-Moduln. Dann sind
die Kategorien mod-A und mod-B dquivalent genau
dann, wenn ein projektiver A-Modul P existiert mit
B = Homy (P, P). Dabei wird die Aquivalenz durch
die Funktoren F = Homy (P,—) : mod-A — mod-B
und G =_®pP : mod-B — mod-A gegeben, d.h.
GF = Id04-4 und FG = Id;04-5-

Morland, Samuel, englischer Mathematiker und
Techniker, geb. 1625 Sulhamstead Bannister (Eng-
land), gest. 30.12.1695 London.

Morland studierte in Cambridge. Er widmete sich
zunichst der Politik und war fiir Cromwell als Di-
plomat titig. Spéter unterstiitzte er die Restaura-
tion der Monarchie.

Morland entwickelte zwei handgetriebene Re-
chenmaschinen (1662, 1672, 1673) und ein Baro-
meter. Er arbeitete auflerdem zur Hydrostatik
und unternahm Experimente zur Anwendung

der Dampfkraft fiir einfache technische Zwecke
(1685).

Morphismenklasse, Menge von AMorphismen,
die denselben Voraussetzungen gentigen.

Morphismus, Abbildung zwischen Ringen, Mo-
duln oder anderen Objekten, auf denen Operatio-
nen definiert sind, die mit den entsprechenden
Operationen vertraglich sind.

Ein Morphismus zwischen Moduln ist ein
Z Homomorphismus von Moduln. Ein Morphismus
¢ : R = R, von Ringen muf} p(x +y) = ¢(x) +¢(y)
und ¢(x -y) = @(x) - ¢(y) erfiillen. Morphismen von
Vektorrdaumen sind lineare Abbildungen. Die Ab-
bildung x > €* von C nach C ist kein Morphismus
des C-Vektorraumes C, sie definiert jedoch einen
Morphismus der additiven Gruppe C in die multi-
plikative Gruppe C ~ {0}.

Morphismus von geringten Raumen, Verallgemei-
nerung der Charakterisierung der holomorphen
Abbildungen ¢ : X — Y zwischen Bereichen
X Cc C"und Y C C™ mit Hilfe der Liftung holomor-
pher Funktionen ¢° : xO —yO, ffoo lo—1 )
W CY offen, f € yO (W).

Ein Morphismus ¢ : (S, sA) — (T, 1.A) von ge-
ringten Réumen ist ein Paar (J¢|, ¢"), bestechend
aus einer stetigen Abbildung |¢| : |S| — |T| und
einem |p|- Komorphismus ¢° : 7.4 — g.A4 von Al-
gebren, d.h. einer Familie von Algebrahomomor-
phismen

0._ (0 . -1
o= (" V) rAW) = 54T V),
die mit den Einschriankungen in 7.4 und g A vertrag-
lich ist. Dabei bezeichnet man zur Unterscheidung
eines geringten Raumes S = (S, 5.A) von seinem
zugrundeliegenden topologischen Raum den letz-
teren mit |S].

Fiir zwei Morphismen ¢ : S - T und ¢ : T —
U von geringten Rdumen definiert man ¢ o ¢ :=
(I¥lolel, ¢ o y?). Hiufig schreibt man ‘¢’ anstelle
von ,|¢|*, obwohl der Komorphismus ¢° i.a. nicht
durch |g| bestimmt ist. Es gilt der folgende Satz:

Ist (|(p\ s (po) : S — T ein Morphismus von gering-
ten Riiumen, und ist S redusziert, dann ist ¢° durch
lp| bestimmt: p°(f) = (Redf) o || fiir f € 7 A.

Dies fiithrt zu der folgenden Standard-Termino-
logie fiir reduzierte geringte Rdume S und T: Eine
stetige Abbildung 7 : |S| — |T| heifst Morphismus
von geringten Rdumen S und T, wenn das ,Urbild
for fiir jedes f € 7.4 in g A liegt.

Beispiele. 1. Ist ¢ : S — T eine stetige Abbil-
dung von topologischen Riumen, und bezeichne
¢ die Liftung von Funktionen, dann ist (¢, ¢”) :
S, sC) — (T, 1C) ein Morphismus.

2. Fiir einen BereichX ¢ C", bezeichnei: xO —
xC die kanonische Inklusion, dann ist (idx,i) :
X, xC) — X, xO) ein Morphismus. Dabei sei xO



Morse-Zerlegung

die Strukturgarbe von X und xC die Garbe der ste-
tigen Funktionen auf X.

Morphogenese, die Entwicklung eines Organis-
mus’, seiner Organe und Funktionen, nach seinem
genetischen Programm unter dem Einflufy der Um-
welt.

Einzelne Aspekte wie Segmentierung der Arthro-
poden und Vertebraten, Anlage der Extremititen,
die Bildung von Oberflichenformen (Siugetiere,
Reptilien, Fische, Muscheln und Schnecken) sind
hier Gegenstand mathematischer Modellbildung.

Morse, Harold Calvin Marston, amerikanischer
Mathematiker, geb. 24.3.1892 Waterville (Maine,
USA), gest. 22.6.1977 Princeton (New Jersey,
USA).

Morse studierte bis 1914 am Colby College. Nach
dem Kriegsdienst promovierte er 1917 bei Birkhoff
an der Harvard University in Massachusetts. Von
1920 bis 1925 arbeitet er an der Cornell University
in Ithaca, von 1925 bis 1926 an der Brown Univer-
sity (Providence, Rhode Island) und von 1926 bis
1935 in Harvard. Ab 1935 war er am Institute for
Advanced Study in Princeton titig.

Morse entwickelte anhand des Dreikorperpro-
blems die Variationsrechnung im Groflen mit
Anwendungen in der Stabilitdtstheorie der mathe-
matischen Physik. Sein Herangehen bestand in der
Beschreibung einer Mannigfaltigkeit mittels ihrer
kritischen Punkte. Dieses Vorgehen ist Ausgangs-
punkt und wichtiges Hilfsmittel fiir viele Untersu-
chungen in der Topologie.

Seine wichtigsten Arbeiten sind , Functional to-
pology and abstract variational theory“ (1938),
, Topological methods in the theory of functions of
a complex variable“ (1947) und , Lectures on ana-
lysis in the large® (1947).

Morse-Index, ganze Zahl A, die nach M. Morse
einer Geoditischen y : [0, 1] — M auf einer Rie-

mannschen Mannigfaltigkeit M in folgender Weise
zugeordnet wird:

A ist gegeben durch die gewichtete Anzahl der
Punkte y(¢t) (0 < t < 1), die entlang y zu y(0)
konjugiert sind, wobei jeder dieser Punkte mit der
Dimension des Raums derjenigen Jacobi-Felder
entlang y gewichtet wird, die bei O und ¢ verschwin-
den.

Morse-Smale-System, ein Ck-Fluf M, R, ®)
bzw. ein von einem CX-Diffeomorphismus f :
M — M erzeugtes diskretes dynamisches System
M, Z, ®) mit einer kompakten differenzierbaren
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M, wofiir gilt:

1. Es gibt nur endlich viele Fixpunkte und geschlos-
sene Orbits, und sie sind alle hyperbolisch.

2. Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten schnei-
den sich nur transversal.

3.Die Menge der nichtwandernden Punkte von M
besteht nur aus periodischen Punkten, also Fix-
punkten und periodischen Orbits.

Ein C*-Diffeomorphismus, der ein diskretes Morse-

Smale-System induziert, bzw. ein Ck-Vektorfeld,

das ein kontinuierliches Morse-Smale-System indu-

ziert, heifit Morse-Smale-Diffeomorphismus bzw.

Morse-Smale-Vektorfeld.

Morse-Thue-Folge, zweiseitige Folge {an}nez mit
Werten in {0, 1}.

Fiir n € Ny setzt man a,, gleich der Anzahl der
Einsen mod 2 in der binidren Entwicklung von n;
firneZ  :={.-,-2,—1} setzt man a, = 0.

Die Berechnung der Werte der Morse-Thue-Folge
fiir positive Indizes kann auch blockweise erfolgen:
Man beginnt mit dem Block Ay := 0. Fiir jedes
n € N wird die Grofie des bisherigen Blocks A, ver-
doppelt, indem dem bisherigen A,, der Zifternblock
An angefiigt wird, der aus A, durch Vertauschen
von 0 und 1 entsteht Fiir A, = (0, 1, 1, 0) ist z. B.
Ag = (1,0, 0, 1). Damit beginnt der positive Teil der
Morse-Thue-Folge mit (0,1,1,0,1,0,0,1,1,0,0,
1,0,1,1,0,...). Die Morse-Thue-Folge ist nicht pe-
riodisch, aber fastperiodisch. Sie wird zur Kon-
struktion spezieller Beispiele dynamischer Systeme
in der symbolischen Dynamik verwendet.

[1] Kitchens, B.P.: Symbolic Dynamics. Springer Berlin, 1997.

Morse-Zerlegung, endliches System {Aq,...,
Ay} paarweise disjunkter, abgeschlossener, invari-
anter Teilmengen von G fiir ein 2 dynamisches Sy-
stem (M, G, ®), das folgenden Bedingungen geniigt:
(1) Fiir jedes x € G gibt es i,j miti <j und
ax) CAj, o) CA;,
wobei a(x) bzw. w(x) die a- bzw. w-Limesmenge
von x bezeichnet.

(2)Wenn a(x) C A; und w(x) C Ay, dann gilt
X € Ai.

Falls A ein 2 Attraktor ist, dann ist A* := A\ W¥(A)



Mortalitat

(mit der stabilen Mannigfaltigkeit W®(A)) ein Re-
peller, und {A, A*} bilden eine Morse-Zerlegung.

Mortalitdt, eine der im Rahmen der 7 Demogra-
phie zu untersuchenden Gréfien.

Moser, von Leo Moser mit Hilfe der Zahl 2 Mega
in der /' Polygonschreibweise angegebene, unvor-
stellbar grofie natiirliche Zahl, ndmlich die Zahl 2
in einem Mega-Eck.

Moser, Jiirgen Kurt, deutsch-amerikanischer Ma-
thematiker, geb. 4.7.1928 Konigsberg (Kalinin-
grad), gest. 17.12.1999 Schwerzenbach (Schweiz).

Moser studierte ab 1947 in Gottingen. Ein Ful-
bright-Stipendium ermoglichte ihm einen einjdhri-
gen Aufenthalt am Courant-Institut der New Yorker
Universitit. In dieser Zeit arbeitete er viel mit Cou-
rant zusammen. Nach einem kurzen Aufenthalt in
Gottingen als Assistent von Siegel kehrte er 1955
an die New Yorker Universitit zuriick und heira-
tete Courants ilteste Tochter. 1957 begann er, am
Massachusetts Institute of Technology zu forschen.
1960 ging er zuriick an das Courant-Institut. 1980
schliefilich nahm er einen Ruf nach Ziirich an.

Mosers Hauptarbeitsgebiet war die mathemati-
sche Physik, insbesondere die Untersuchung der
Stabilitit der Bahnen von Koérpern. Dabei ent-
wickelte er 1962 zusammen mit Arnold die von
Kolmogorow initiierte Stérungstheorie zur Kolmo-
gorow-Arnold-Moser-Theorie (KAM-Theorie) wei-
ter. Diese Theorie, die die Auswirkungen von klei-
nen Stérungen auf die Bewegung von Korpern
beschreibt, hat vielfiltige Anwendungen in der Dy-
namik von Flugzeugen und Fahrzeugen und letzt-
endlich in der Beschreibung der Bahnen der Plane-
ten iiber grofie Zeitriume hinweg,

Moufang, Ruth, deutsche Mathematikerin, geb.
10.1.1905 Darmstadt, gest. 26.11.1977 Frank-
furt/Main.

Ruth Moufang studierte von 1925 bis 1930 an der
Universitit Frankfurt/Main und promovierte dort

bei Max Dehn. Nach kiirzeren Aufenthalten in Rom
und Konigsberg (Kaliningrad) kehrte sie 1934 an
die Universitit Frankfurt zuriick, wo sie sich 1936
habilitierte. Da sie aus politischen Griinden keine
feste Position an der Universitit erhalten konnte,
arbeitete sie danach am Krupp-Forschungsinstitut
in Essen, bis sie 1946 als Privatdozentin an die
Universitit Frankfurt zuriickkehrte. 1957 wurde
sie schliefilich ordentliche Professorin, ebenfalls in
Frankfurt.

Moufangs bekannteste Resultate betreffen projek-
tive Ebenen (Moufang-Ebene); diese schrieb sie alle
in den Jahren bis 1936. Von 1941 bis 1948 befafite
sie sich mit Fragen der Mechanik und verfafite dazu
auch einige Publikationen, danach schrieb sie nur
noch einen Artikel, eine Wiirdigung Max Dehns.

Moufang-Ebene, eine ~projektive Ebene, die
bzgl. jeder Geraden eine 7 Translationsebene ist.

move-to-front-Strategie, Strategie zur Verarbei-
tung einer linearen Liste im Hinblick auf Suchver-
fahren.

Sucht man ein Element in einer linearen Liste,
so muf’ man jedes einzelne Element nacheinander
mit dem gesuchten Schliissel vergleichen. Deshalb
hingt die Effizienz dieser Suchstrategie stark da-
von ab, wie weit vorne das gesuchte Element in der
Liste steht. Man versucht daher, Elemente, nach
denen hiufiger gesucht wird, weiter an den An-
fang der Liste zu stellen als jene, die weniger hiu-
fig benotigt werden. Solche Listen werden auch als
selbstanordnende Listen bezeichnet, und es gibt
verschiedene Strategien, nach denen sie gebildet
werden.

Die move-to-front-Strategie sieht vor, daf} ein Ele-
ment, auf das durch eine vorherige Suche zugegriffen
wurde,anden Anfangder Liste gestellt wird. Dadurch
befinden sich die Elemente, die hiufig verwendet
wurden, nach einer gewissen Zeit eher am Anfang
der Liste. Andererseits kann es bei dieser Strategie
vorkommen, daf} auf ein Element zugegriffen wird,
das eigentlich selten benétigt, aber dennoch lange
weit am Anfang der Liste stehen wird.

move-to-root-Strategie, andere Bezeichnung fiir
7/ move-to-front-Strategie.

Moving-Average-ProzeB, 7 Prozef} der gleitenden
Mittel.

Moving-Lemma, Aussage aus der algebraischen
Geometrie.

Ist V eine glatte quasiprojektive 2 algebraische
Varietcit, und sind a, B algebraische Zyklen auf'V,
so gibt es einen su a rational dquivalenten Zyklus
o’ so, daf3 sich o’ und B eigentlich schneiden, und
die rationale Aquivalensklasse des Produktes o' -
hdngt nur von o und 8 ab.

MST-Problem, 7 spannender Baum.

MST-Relaxation, die Relaxation des Travelling-
Salesman-Problems, bei der ein minimaler Spann-



multilinearer (Sigma-Pi-)Assoziierer

baum (minimum spanning tree, MST), d.h. ein
Baum, der jeden Ort beriihrt, berechnet wird.

Ein minimaler Spannbaum lif3t sich sehr effizi-
ent berechnen. Die Kosten eines minimalen Spann-
baums bilden eine untere Schranke fiir die Kosten
einer optimalen Rundreise. Somit kann die MST-
Relaxation fiir das Modul der Berechnung einer un-
teren Schranke in Zbranch-and-bound Algorith-
men fiir das TSP benutzt werden. Diese untere
Schranke kann durch die Betrachtung von 1-Béu-
men verbessert werden, dies sind Spannbidume
mit einer zusitzlichen den Startort berithrenden
Kante.

MTBF, 7 mean time before failure.

Miiller, Johannes, /' Regiomontanus, Johannes.

Multigraph, 7 Pseudograph.

Multiindex-Schreibweise, Konzept zur kompak-
ten Notation von Objekten mehrerer Variabler.

Ein n-Multiindex i = (i1, 15, ... , i) ist ein Tupel
von Indizes i1, 15, ... ,i, € Ny. Die Linge [i| eines
Multiindexes ist definiert als |i| := Y"; i;. Deswei-
teren setzt man

n
it = []ah.
J=1
Sind n Variable X{,X>, ...
man

,Xn gegeben, so setzt

X o= XUXZ XD

Ein beliebiges Polynom vom Grad k mit Koeffizien-
ten in einem Korper K kann dann als

k k
fX) =) Y wX = ) wX
=0 |i|=l [i]=0
mit ; € K geschrieben werden. Hierbei durchliuft
die zweite Summe im ersten Ausdruck alle Multi-
indizes der Linge [, und die Summe im zweiten
Ausdruck alle Multiindizes bis zur Linge k. In ana-
loger Weise konnen Potenzreihen als Z(\)i?:o ;X' ge-
schrieben werden.
Diese Schreibweise wird auf Ableitungen ausge-
dehnt. Ist i ein Multiindex, so bezeichnet D' den
Differentialoperator

alil
i aain
ooy - - 0oy
der Ordnung |i|, der auf Funktionen in n Variablen

X1, ... ,%y operiert. Ein allgemeiner linearer Diffe-
rentialoperator der Ordnung k kann durch

k

Z o (x)Di

[il=0

mit Funktionen ; (x) in den Variablenx = (x4, ... ,
xn) gegeben werden.

Weitere interessante Anwendungen sind die Mul-
tinomialformel

1
@ +az -t = kY S
lil=k
und die Taylor-Reihenentwicklung einer Funktion
f in n Variablen am Punkt x € R"
fath) = 3 =Df)
[i|=0
(falls diese existiert und die Funktion f darstellt).

Multiindizes kénnen ebenso fiir unendliche Tupel
i = (i1,12,...) mit i, € N betrachtet werden, falls
fiir das Tupel i vorausgesetzt wird, dafd nur endlich
viele i, # 0 sind.

Multikette, cine 7 (a, b)-Kette mit Wiederholun-
gen.

Multi-Layer-Network, 7 Mehrschichtennetz.

multilineare Algebra, jenes Teilgebiet der Alge-
bra, das sich mit multilinearen Abbildungen zwi-
schen Moduln (spez. Vektorriumen) beschiftigt.

Am Anfang der Untersuchungen standen bili-
neare und quadratische Formen, woraus sich die
Determinantentheorie entwickelt hat. Zentraler
Begriff der multilinearen Algebra ist das Tensor-
produkt.

In Geometrie und Analysis findet die multilineare
Algebra hauptsichlich in der Tensorrechnung und
in der Theorie der Differentialformen Anwendung.

multilineare (Sigma-Pi-Typ-)Aktivierung, be-
zeichnet im Kontext 7 Neuronale Netze eine spe-
zielle Aktivierungsfunktion A, : R" — R eines
Zformalen Neurons, die von einem Gewichtsvek-
tor w € R?" und einem Dilatationsparameter ¢ € R
abhingt und definiert ist als

S wn [

Rc(l,..m}  ieR

Apyp: x>0

multilinearer (Sigma-Pi-)Assoziierer, Bezeich-
nung fiir ein spezielles zweischichtiges 7 Neuro-
nales Netz fiir bipolare Eingabewerte, das mit der
verallgemeinerten /" Hebb-Lernregel trainiert wird
und im Ausfithr-Modus auf den Trainingswerten ex-
akt arbeitet.

Im folgenden wird der multilineare Assoziierer
kurz skizziert: Es sei ein zweischichtiges neuro-
nales Feed-Forward-Netz mit multilinearer Akti-
vierung und identischer Transferfunktion in den
Ausgabe-Neuronen gegeben (vgl. Abbildung).

Wenn man diesem Netz eine Menge von
t Trainingswerten mit bipolaren Eingabewerten
@®,y®) e {=1,1)" x R™, 1 < s < t, prisen-
tiert, setzt man entsprechend der verallgemeiner-
ten Hebb-Lernregel

t
wnyi= 27 Yo T
s=1

ieR



Multilinearform

xl %%
() V1
X —
— )2
5O

Xq

— 3

Struktur eines multilinearen Assoziierers

firRC {1,...,n}und 1 <j < m. Sind nun die bi-
polaren Eingabetrainingsvektoren &® e {—1, 1},
1 < s < t, alle verschieden, dann arbeitet das
so entstandene neuronale Netz im Ausfithr-Modus
perfekt auf den Trainingswerten, d. h.

> en [l -

Rc{1,....n} i€R

fir 1 < j < mund 1 < s < t, und wird
in der Literatur (Hebb-trainierter) multilinearer
(Sigma-Pi-)Assoziierer genannt. Im Gegensatz zum
gewohnlichen (Hebb-trainierten) Alinearen Asso-
ziierer, der orthonormale Eingabetrainingsvekto-
ren zum perfekten Arbeiten benétigt, arbeitet
der Sigma-Pi-Assoziierer fiir beliebige, lediglich als
verschieden vorausgesetzte bipolare Eingabetrai-
ningsvektoren perfekt. Dies ist natiirlich ein ent-
scheidender Gewinn, der allerdings durch eine
wesentlich hohere Komplexitit des Netzes erkauft
wird.

Schliefilich sei noch erwihnt, dafy der Sigma-Pi-
Assoziierer insbesondere jede bipolar codierte Boo-
lesche Funktion f : {—1, 1} — {—1, 1}™ exakt im-
plementieren kann und damit implizit gezeigt ist,
daf} jede Boolesche Funktion exakt durch ein der-
artiges neuronales Netz dargestellt werden kann.

Multilinearform, eine Abbildung f : V| x --- x
V,, — K (hierbeisind Vq, ..., V, Vektorrdaume iiber
K), die linear in jeder Komponente ist, d. h. fiir die
fiir alle @ € K und v, v;,,v; € Vi (1 <i <) gilt:

S@1, v F 0, 0n) =

SO, VO F R Vi, TR);
1 2

f@1,...,a0, ... ,0p) =af (V1,..., Vi, ..., Vn).

Man spricht dann auch von einer n-fachen Linear-
form; eine 2-fache Linearform wird meist als Bi-
linearform bezeichnet. Ist der Bildbereich nicht
notwendig der Korper K, sondern ein beliebiger
Vektorraum iiber K, so spricht man allgemeiner
von multilinearen Abbildungen oder n-fach linea-
ren Abbildungen. Die Menge L(V7, ..., Vy; W) aller

n-fach linearen Abbildungen f : Vi x --- x V,; —
W (V; und W K-Vektorrdume) wird durch kom-
ponentenweise erklirte Vektorraumaddition und
komponentenweise erklirte Skalarmultiplikation
selbst zu einem Vektorraum iiber K. Ist (0;:)) 3¢,
eine Basis von V; (1 <i < n), so gibt es genau eine
multilineare Abbildung f : Vq x -+ x V), = W mit

S@1a1ys - -+ Vi)

beliebig, aber fest vorgegeben in W fiir alle
@), ..., Jjm) €Jy x -+ xJp.

Sind alle V; und W endlich-dimensional, so bil-
den die im folgenden definierten Abbildungen eine
Basis von L(V7y, ..., Vy; W) ((wj)jes Basis von W):

Siy.ioi @1y - - - Onjm)) =
wj falls i(1) =j(1). ... .i(n) = j(n),
0 sonst.

(Dabei durchliuft i(1) die Menge Jq, ... ,i(n) die
Menge Jp, und j die Menge J.) Der Vektorraum
L(Vq,...,Vy; W) ist fiir jedes i € {1,...,n} iso-
morph zum Vektorraum
LVi;L(Vy, ... Vi1, Vigr, oo, Vs W)

aller linearen Abbildungenvon V; inL(V4, ... ,V;_q,
Vitis -, Vi W). Speziell ist der Vektorraum aller
Bilinearformen auf (V, V,) isomorph zu den Vek-
torraumen L(V1,V3) und L(V3, V) (2 Dualraum).
Sind W und alle V; endlich-dimensional, so gilt

dimL(Vy, ...,V W) =
dimVy-...-dimV, - dimW.

Ist (bq, ..., by) eine Basis von V, so ist eine multi-
lineare Abbildung f : V* — W durch die m" Bild-
vektoren f(bi1, ..., bi,) € W, wobei (i1, ... ,i,) die
Menge {1, ... ,m}" durchliuft, eindeutig festgelegt.
Ist f alternierend und m > n, so geniigen die (')
Bildvektoren f(b;1,...,biy) mit 1 < i; < --- <
in < m zur Festlegung von f. Insbesondere sind
fiir m = n alle alternierenden multilinearen Abbil-
dungen skalare Vielfache einer einzelnen (von Null
verschiedenen) unter ihnen.

Beispiel: vq,...v, bezeichnen Spaltenvektoren
aus K". Durch die Abbildung det : (K")" — K;
(®1,...,0p) — det(v1,...,vp)) (M Determinante
einer Matrix) ist eine n-fache alternierende Multi-
linearform auf dem Vektorraum K" gegeben.

Multimenge, Menge, in der eine Wiederholung
von Elementen moglich ist.

Am einfachsten erklirt man eine Multimenge M
als Paar (S,ry) mit S als Grundmenge und ry; :
S — Ny, wobei (ry(a)) angibt, wie oft das Element
a € 8 in M auftritt. Ist 1, (@) = 0, so heifit das, dafy
a nicht in M erscheint.



Multiplikation von Folgen

Um Verwechslungen mit gewoénlichen Mengen
auszuschliefen, fiigt man meist das Symbol ~ hinzu
und nennt M = (S, ry) eine Multimenge aus S.

Multinomialkoeffizient, cine natiirliche Verallge-
meinerung der 7 Binomialkoeffizienten.

Es bezeichne (klk?'“kr) die Anzahl der Abbildun-
gen f: N = {1,2,....,n) —> R = {by,bs,...b,}
mit f~1(b;) = k; fiir 1 <i <n.

Dann heifien die Zahlen

n
kikz - ky

Multinomialkoeffizienten.
Es gilt ebenfalls die folgende explizite Darstellung:

< n
kiks - -

Die Multinomialkoeffizienten treten im folgenden
Multinomialsatz auf, woher auch ihr Name stammt.

Sei R ein kommutativer Ring. Dann gilt fiir
ai,an,...,ar aus R:

n!

m falls n = er: 1ki
0)

sonst.

(@ +az+-- +a)"

= (o )
- 12 %o
Rykoseeder=0 kiks---ky

Y kij=n

Multinomialverteilung,  Polynomialverteilung,
mehrdimensionale diskrete Wahrscheinlichkeits-
verteilung,.

Ist n eine natiirliche Zahl und sind pq, ..., pg,
k > 2, positive reelle Zahlen mit Zle pi = 1, so
heifit das durch

n
Py, ... ,np)}) = ( )p?‘ o
ny, ... ,Ng

fiir alle (nq,...,ng) € Ng mit Zi;l n; = n ein-
deutig festgelegte und oft mit Mn,pq,...,pr)
bezeichnete Wahrscheinlichkeitsmaff P die Mul-
tinomialverteilung mit den Parametern n und
P1, ... ,Pr. Hier bezeichnet der Ausdruck

n
niy, ... ,ng

den 2 Multinomialkoeffizienten.

Ist X = (Xy,...,Xg) ein mit den Parametern
n und pq,...,pr multinomialverteilter zufilliger
Vektor, so sind die Erwartungswerte seiner Kom-
ponenten fiir i = 1,...,k durch EX;) = np;
gegeben. Fiir die Elemente der Kovarianzmatrix
Cov(X) = (Coo X, X))ijor,.. i ilt

npi(1—py), 1=7j,

Der Wert P({nq, ... ,ng}) der Multinomialvertei-
lung gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, daf3 bein
unabhiingigen Wiederholungen eines Experimentes
mit k moglichen Ausgingen genau nq-mal der erste,
ny-mal der zweite Ausgang, usw. realisiert wird.

Multiplexer, ~logischer Schaltkreis mit drei
primiren Eingingen s, dy, d; und einem primiren
Ausgang. Der Eingang s, der als Steuereingang be-
zeichnet wird, steuert, welcher der beiden Daten-
eingingen do, d; auf den Ausgang geschaltet wird.
Der logische Schaltkreis berechnet demnach die
Boolesche Funktion (dg AS) V (dq AS).

multiplicative binary moment diagram, 7 binary
moment diagram.

Multiplikand, die Grofie, die bei einer 2Multi-
plikation mit dem Multiplikator multipliziert wird,
also die Grofie y im Ausdruck x - y.

Multiplikation, meist mit dem Malzeichen - ge-
schriebene assoziative Abbildung - : M xM — M,
(x,y) = x -y auf einer Menge M, wie die Multiplika-
tion von Zahlen oder Matrizen, die punktweise er-
klirte Multiplikation geeigneter Folgen oder Funk-
tionen oder allgemein die Verkniipfung auf einer
Halbgruppe. Man lifit das Multplikationszeichen
- meist weg, schreibt also xy statt x -y (,,¢ mal
»“). Der Ausdruck xy heifit Produkt der Fakto-
ren x und y. x und y werden multipliziert oder
malgenommen. x nennt man auch Multiplikator
und y Multiplikand und sagt, y werde mit & mul-
tipliziert. Fiir die Multiplikation mehrerer Fakto-
ren und fiir Grenzwerte von Multiplikationen wird
das Produktsymbol [] benutzt. Falls es ein bzgl.
der Multiplikation neutrales Element gibt, wird die-
ses meist als Eins 1 notiert, und ist (M, -, 1) so-
gar eine Gruppe, so schreibt man das Inverse zu
x als x~1 und nennt es das Reziproke von x, de-
finiert damit die Abbildung ~1: M — M, x +> &~
und mit x/y := xy ! fiir &, y € M, auch geschrieben
als x : v, die zur Multiplikation - gehérende Division
/M XM — M, (x,y) — x/y.

Multiplikation von Folgen, die auf dem Raum ¢
der reellen oder komplexen Zahlenfolgen durch

(an) - (bn) = (an -byp) ((an), (bn) € £)

erkliarte Abbildung - : £ x £ — £. Die Produktfolge
(an)(by) ist also die Folge der Produkte a,b,. Da
Zahlenfolgen auf N definierte R- oder C-wertige
Funktionen sind, ist die Multiplikation von Folgen
ein Spezialfall der Multiplikation von R- bzw. C-
wertigen Funktionen. Das Produkt aus einer Null-
folge und einer beschrinkten Zahlenfolge ist eine
Nullfolge. Das Produkt zweier beschriankter Zahlen-
folgen ist eine beschrinkte Zahlenfolge. Das Pro-
dukt zweier konvergenter Zahlenfolgen (ay), (by)
ist konvergent mit

lim apb, = lim a,
n—oo n—

- lim by, .
o0 n—oo



Multiplikation von Funktionen

Eine Multiplikation l4f3t sich ebenso allgemeiner er-
Kklédren fiir beliebige Folgen, in deren gemeinsamem
Zielbereich eine Multiplikation gegeben ist, wie z. B.
in einer Halbgruppe (H, -). Hat man im Zielbereich
noch eine Division /, wie z. B. in einer Gruppe, so
kann man durch

(an)/(bn) = (an/bn)

auch die Division von Folgen (ay), (by) zur Quoti-
entenfolge (ay)/(by) erkliren. Der Quotient zweier
konvergenter Zahlenfolgen (ay,), (by) mit by, # O fiir
n € Nund 111Lngo by # 0 ist konvergent mit

lim a,
llm _n _ nh—ox
n—oo by, lim b,

n—oo

Multiplikation von Funktionen, die fiir eine nicht-
leere Menge % auf dem Raum § := F(R) der reell-
oder komplexwertigen Funktionen durch

(f-8)) = fx)g(x) f,6€d

erklirte Abbildung - : § x § — §. Die Produktfunk-
tion f - g ist also die Funktion, die an jeder Stelle
x € R das Produkt der Werte f(x) und g(x) an-
nimmt. Da Zahlenfolgen auf N definierte R- oder
C-wertige Funktionen sind, ist die Multiplikation
solcher Folgen Spezialfall der Multiplikation von
Funktionen. Natiirlich stellt sich oft die Frage,
welche Eigenschaften sich von den Faktoren f
und g auf die Produktfunktion iibertragen. Dazu
seien beispielhaft genannt: Das Produkt zweier be-
schrinkter Funktionen ist beschrinkt. Ist R ein
topologischer Raum, so ist das Produkt zweier ste-
tiger Funktionen stetig. Ist 9 ein normierter Vek-
torraum, so ist das Produkt zweier differenzierba-
rer Funktionen differenzierbar. Das Produkt zweier
integrierbarer Funktionen ist integrierbar, wenn
man sich auf das eigentliche Riemann-Integral be-
zieht. Hingegen gilt dies nicht fiir das uneigentli-
che Riemann-Integral und nicht fiir das Lebesgue-
Integral.

Eine Multiplikation lifit sich ebenso allgemeiner
erkliren fiir beliebige Funktionen, in deren gemein-
samen Zielbereich eine Multiplikation gegeben ist,
wie z. B. in einer Halbgruppe (H, -). Natiirlich kén-
nen noch allgemeinere Situationen betrachtet wer-
den, so etwa mit drei Mengen B, und einer verbin-
denden Abbildung

(x € R)

w: By X By — By

fiir Funktionen f : 8 — B und ¢ : ® — B
durch

f-8) ) = w(fx),8)

Speziell findet man das oft fiir Vektorriume %8, und
bilineares w.

(x € R).

Vereinzelt spricht man auch bei anderen Ver-
bindungen zweier Funktionen von Multiplikation,
so etwa bei der Hintereinanderausfithrung und der
Faltung,.

Multiplikation von ganzen Zahlen, die durch

(k, E) -{m,n) = (km +4In, kn + Zm)

fiir k, ¢,m,n € N erklirte Abbildung - : Z x Z—Z,
wenn die ganzen Zahlen Z als Aquivalenzklassen
(k, E) von Paaren (R, £) natiirlicher Zahlen bzgl. der
durch

(R, 0) ~(m,n) &= k+n=m-+¢

erklirten Aquivalenzrelation eingefiithrt werden.
Definiert man N als die kleinste induktive Teil-
menge des axiomatisch eingefithrten Kérpers R der
reellen Zahlen und Z als —N U {0} UN, so ist Z ge-
geniiber der von R geerbten Multiplikation abge-
schlossen, man erhilt also die Multiplikation auf Z
als Einschrinkung der Multiplikation auf R.
Multiplikation von Kardinalzahlen, fiir Kardinal-
zahlen « und A definiert als k ® A := #(x x 1), siche
auch 7 Kardinalzahlen und Ordinalzahlen.
Multiplikation von Matrizen, die durch (1) defi-
nierte Verkniipfung einer (m x n)-Matrix A = (az)
iiber K mit einer (n x p)-Matrix B = (by) iiber K:

C=(cj) =AB:= [ [ Y auby (1)
k=1

(1 <i<m;1 <j < p). Das Element c¢;; der Er-
gebnismatrix C ist also das ,,Produkt der i-ten Zeile
von A mit der j-ten Spalte von B“. Das Multiplika-
tionsergebnis C ist eine (m x p)-Matrix iiber K und
wird als das Produkt von A und B bezeichnet. Stim-
men Zeilenzahl von A und Spaltenzahl von B nicht
iiberein, so ist ein Produkt AB nicht definiert; im
anderen Fall werden die Matrizen A und B auch als
verkettet bezeichnet.

Mit der elementweise definierten Addition und
der durch (1) definierten Multiplikation wird die
Menge aller (n x n)-Matrizen iiber K zu einem Ring,
dessen Einselement die / Einheitsmatrix ist.

Einige Rechenregeln: Die Multiplikation von Ma-
trizen ist assoziativ ((AB)C = A(BC)) und distribu-
tiv (A(B+C) = AB+AC; (A+B)C = AC +BC), und
es gilt fiir die transponierte Matrix

(AB)' = BA'.

Im allgemeinen ist die Matrizenmultiplikation nicht
kommutativ; gilt aber AB = BA, so heifien A und
B (miteinander) vertauschbar. Miteinander ver-
tauschbare Matrizen sind notwendigerweise qua-
dratisch von gleicher Gréfie. Die Matrizenmultipli-
kation ist nicht nullteilerfrei (d. h., es gibt Matrizen



Multiplikation von Reihen

A und B, beide verschieden von der Nullmatrix 0,
jedoch AB = 0).

Beschreiben die Matrizen A und B beziiglich fest
gewihlter Basen By, B> und Bj in den Vektorriu-
men Vi, V> und V3 die linearen Abbildungen g :
Vi — Vo und f : Vo — V3, so beschreibt das Pro-
dukt AB die Kompositionsabbildung fog : Vi — V3
bzgl. B1 und Bj.

Multiplikation von natiirlichen Zahlen, die fiir je-
des m € N durch die rekursive Definition

m-1:=m
m-Nn) := (m-n)+m @neN)

erklirte Abbildung - : N x N — N, wenn die natiir-
lichen Zahlen N axiomatisch als Menge mit einem
ausgezeichneten Element 1 € N und /' Nachfolger-
funktion N : N — N eingefiihrt werden. Definiert
man N als die Menge der Kardinalzahlen nicht-
leerer endlicher Mengen, so wird die Multiplikation
von den Kardinalzahlen geerbt, und erkldart man N
als die kleinste induktive Teilmenge des axioma-
tisch eingefiihrten Korpers R der reellen Zahlen, so
ist N gegeniiber der von R geerbten Multiplikation
abgeschlossen, man erhilt also die Multiplikation
auf N als Einschrinkung der Multiplikation auf R.

Multiplikation von Ordinalzahlen, definiert durch
transfinite Rekursion iiber die Ordinalzahl 8.

Man fixiert die Ordinalzahl o und definiert
a-0:=0,a-(B+1):=a- B+« fiir Nachfolgeordi-
nalzahlen B+ 1 sowie o -8 :=sup{a-y : y < B} fiir
Limesordinalzahlen g (7 Kardinalzahlen und Ordi-
nalzahlen).

Multiplikation von rationalen Zahlen, die durch

b'd " bd ac<¢

a ¢ ac a c
(5’ d )
erklirte Abbildung - : Q x Q — Q, wenn die ratio-
nalen Zahlen Q als Briiche % ganzer Zahlen a, b mit
b # 0 eingefiihrt werden. Definiert man N als die
kleinste induktive Teilmenge des axiomatisch ein-
gefiithrten Korpers R der reellen Zahlen, die ganzen
Zahlen Z als —N U {0} U N und Q als die Menge der-
jenigen reellen Zahlen, die sich als Quotient gan-
zer Zahlen schreiben lassen, so ist Q gegeniiber der
von R geerbten Multiplikation abgeschlossen, man
erhilt also die Multiplikation auf Q als Einschrin-
kung der Multiplikation auf R.
Multiplikation von reellen Zahlen, die durch

(Pn) - Gn) == Pn-an) (Pn), (gn) €R)

erklirte Abbildung - : R x R — R, wenn die reellen
Zahlen R als Aquivalenzklassen (p,) von Cauchy-
Folgen (py) rationaler Zahlen bzgl. der durch

Pn) ~ @n) = qn—pPn—> 0 (N — 00)

gegebenen Aquivalenzrelation eingefiihrt werden.
Definiert man R iiber Dedekind-Schnitte, Dezimal-
bruchentwicklungen, Aquivalenzklassen von Inter-
vallschachtelungen oder Punkte der Zahlengera-
den, so mufy man fiir diese eine Multiplikation er-
kliren. Wird R axiomatisch als vollstdndiger archi-
medischer Korper eingefiihrt, so ist die Multiplika-
tion schon als Teil der Definition gegeben.

Multiplikation von Reihen, ist zunichst —iiber die
Partialsummen - ein Spezialfall der Multiplikation
von (konvergenten) Folgen:

Sind Y2 a, und Y92, b, konvergente Reihen
reeller oder komplexer Zahlen mit Reihenwerten A
bzw. B, so gilt mit den Partialsummen

n n
An =) av. By =) by  (neNp)
v=0 v=0

ApB, — AB.

v=0

n n n
Dabei ist AyB, = | X av ]| X by = X py

mit

Py = Z ayb, ,

A k€N
max(i,xk)=v
also
00
AB =) "p,.
v=0

Fiir viele Zwecke, insbesondere bei Potenzreihen,
ist die Anordnung nach , Schrigzeilen“ (2 Cauchy-
Produkt) besser geeignet:

I, = {()\.,K)GN()XN() : )»+K=n}
= {(v,n—v) : Ng>sv <n} (neNyp).

n
Mit ¢, := Z a,b, = Zav bn_y
v=0

(M) eln

besagt der Reihenproduktsatz von Cauchy
(A Cauchy, Reihenproduktsatz von):

Sind Y 02y ay und Y 2 b, absolut konvergent,
dann ist die Cauchy-Produktreihe Y ;> cn kon-
vergent, und es gilt

o0 o0 o0
ch = AB = Zav Zb”

n=0 v=0 v=0

Allgemeiner gilt: Sind die beiden Reihen
Z(f:()av und ZSO:ObV absolut konvergent,
so konvergiert jede ihrer Produktreihen gegen

(230:0 av) <Z§i0 bv)

Der Satz gilt nicht, wenn die beiden Reihen
Yool pay und Y02 b, nur (bedingt) konvergieren.
Ein Standard-Beispiel dazu ist gegeben durch:

(="

S+l

a, =b, =



Multiplikation von surrealen Zahlen
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Die Konvergenz von ) oo ¢, mit

o0

ch = AB

n=0

ist schon gesichert, falls nur eine der Reihen ab-
solut konvergent und die andere (nur) konvergent
ist. Dies beinhaltet der Satz von Mertens (/' Mer-
tens, Satz von, iiber das Cauchy-Produkt).

Als Anwendung des 7 Abelschen Grenzwertsat-
zes erhilt man: Ist neben ) 72 a, und Y 72, b,
auch ) 7 ¢, konvergent, so gilt

o0 oo o0
ch = AB = Za,, va
n=0 v=0 v=0

Multiplikation von surrealen Zahlen, die durch

{xLy+xyL—xl‘yL oy + xyf —xLyR}
xRy 4 xyR — xRyR | xRy 4 oyl — xRyl
fiir x,y € No erklirte Abbildung -: No x No— No,
wenn die surrealen Zahlen No axiomatisch rekursiv
als Conway-Schnitte x = {xl | %} eingefiihrt wer-
den. Wegen der besseren Darstellbarkeit ist hier
{; | ¢} ={a.b | c,d} gesetzt. Definiert man die sur-
realen Zahlen als spezielle Spiele, so erhilt man die
Multiplikation der surrealen Zahlen aus der Multi-
plikation von Spielen. Definiert man sie als Vorzei-
chenfolgen, so mufl man fiir diese eine Multiplika-
tion erkldren.

Multiplikation von Zahlen, als 2 Multiplikation
von natiirlichen Zahlen rekursiv definierte Abbil-
dung - : N x N — N, die bei der Erweiterung der
Zahlenbereiche von N auf die ganzen, rationalen,
reellen und komplexen Zahlen (Z, Q, R und C) fort-
gesetzt wird. Bei einer axiomatischen Einfithrung
von R als vollstindiger archimedischer Korper ist
die Multiplikation auf R und auf den diesbeziiglich
abgeschlossenen Mengen N, Z und Q von vorn-
herein gegeben. Die Multiplikation von Zahlen ist
assoziativ, kommutativ und bzgl. der Addition dis-
tributiv und hat die Eins 1 € N als neutrales Ele-
ment. (N,-,1) und (Z\ {0},-,1) sind kommuta-
tive Monoide mit Kiirzungsregel, und (Q \ {0}, -, 1),
R\ {0},-,1) und (C\ {0},-,1) sind kommutative
Gruppen.

Multiplikationsformel fiir Wahrscheinlichkeiten,
gelegentlich anzutreffende Bezeichnung fiir die
Formel

PANB) = PA)-PBlA),

welche sich durch Umschreiben aus der Definition
der bedingten Wahrscheinlichkeit P(B|A) des Er-
eignisses B, gegeben das Ereignis A mit P(A) > 0,
ergibt. Die Verallgemeinerung
PA1N...NAp) =
PAq) -P(As]A7) - ...-PAR AT N...NAL_7)

dieser Formel fiir Ereignisse A1, ..., A, € 2 mit
PA1N...NA,_1) > 0 eines Wahrscheinlichkeits-
raumes (2, 2, P) wird zuweilen als Kettenregel oder
Multiplikationssatz fiir elementare bedingte Wahr-
scheinlichkeiten bezeichnet.

Multiplikationsmatrix, /7 Baummultiplizierer.

Multiplikationsoperator, ein Operator der Form
f + h-f auf einem Funktionenraum.

Jeder selbstadjungierte Operator in einem
Hilbertraum ist zu einem Multiplikationsoperator
unitidr dquivalent (7 Spektralsatz fiir selbstadjun-
gierte Operatoren).

multiplikativ abgeschlossen, Eigenschaft einer
Teilmenge S eines Rings R: 1 € Sund s,s" € S im-
pliziert ss’ € S. Wenn P C R ein Primideal ist, dann
ist S = R ~ P multiplikativ abgeschlossen. Fiir ein
Element f € R ist die Menge {1,f,f2,f°, ...} multi-
plikativ abgeschlossen. Zur 7 Lokalisierung eines
Rings benutzt man multiplikativ abgeschlossene
Mengen.

multiplikative Funktion, eine zahlentheoretische
Funktion f : N — C, die nicht identisch 0 ist, mit
der Eigenschaft

Sfmn) =f(m) -f(n)

Gilt f(mn) = f(m)f(n) fiir beliebige m,n € N, so

heifst f vollstindig multiplikativ.

Beispiele:

1. Fiir festes r € R ist die durch n — n" gegebene
Funktion vollstindig multiplikativ.

2. Ein Dirichlet-Charakter (2 Charakter modulo m)
ist eine multplikative Funktion.

3.Die 2 Mobius-Funktion p ist multiplikativ, aber
nicht vollstindig multiplikativ.

4. Fiir ein Polynom f(x) mit ganzzahligen Koeffizi-
enten und m € N bezeichne g¢(m) die Anzahl der
(ganzzahligen) Losungen der Kongruenz f(x) = 0
mod m. Dann ist gy eine multiplikative Funktion.

Die multiplikativen Funktionen besitzen eine alge-

braische Struktur:

Sind f,g : N - C multiplikative Funktionen, so
ist auch ihr Dirichlet-Produkt

fxg:N—>C, (f*@m) =) fO)E(),

rs=n

falls m, n teilerfremd.

wobei die Summe tiber alle r,s € N mit rs =n zsu
erstrecken ist, eine multiplikative Funktion. Mit
dieser Multiplikation bildet die Menge der multi-
plikativen Funktionen eine 7 abelsche Gruppe.

Beim Beweis dieses Satzes macht man we-
sentlich Gebrauch von der Bedingung ,falls m,n
teilerfremd*. Die vollstindig multiplikativen Funk-
tionen besitzen keine solche Struktur; das
Dirichlet-Produkt zweier vollstindig multiplikati-
ver Funktionen ist zwar eine multiplikative Funk-
tion, aber nicht notwendigerweise vollstindig mul-
tiplikativ.
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