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Aufgaben

Kapitel 1: Periodische Strukturen

Aufgabe 1.1 Direktes und reziprokes Gitter

a) Zeigen Sie, dafl das reziproke Gitter des reziproken Gitters wieder das urspriingliche Gitter ist.

b) Zeigen Sie, daf fcc- und bee-Gitter zueinander reziprok sind.

Aufgabe 1.2 Zentriertes Rechteckgitter

a) Bestimmen Sie das reziproke Gitter eines zentrierten Rechteckgitters. Welches Bravaisgitter
erhélt man?

b) Zeichnen Sie die erste Brillouinzone des zentrierten Rechteckgitters.

Aufgabe 1.3 Kristallstruktur von LasCuQOy

LaoCuOy besitzt eine tetragonal raumzentrierte Struktur mit beziiglich der konventionellen Einheits-
zelle (mit Quadratseitenlidnge a1 = ag = a ~ 3.8Aund a3 = ¢ ~ 13.2 A) folgendermafien angeordneten
Atomen:

a) Skizzieren Sie diese Struktur durch Darstellung der Atomverteilung in ein (bis vier) konventio-
nellen Elementarzellen.

b) Wie viele Formeleinheiten hat man pro konventioneller und pro primitiver Elementarzelle?

c) Uberzeugen Sie sich davon, daf jedes Kupfer-Ion von einem (in c-Richtung leicht gestreckten)
Oktaeder aus 6 Sauerstoffionen umgeben ist.

d) Uberzeugen Sie sich davon, daf sich im Abstand ¢/2 CuOg-Schichten ausbilden und bestimmen
Sie Gitter und Basis dieser zweidimensionalen Schichten.

Aufgabe 1.4 Wurtzit-Struktur

Die Wurtzit-Struktur, die bei einigen II-VI-Halbleitern (neben der Zinkblende-Struktur) vorkommt,
wird Thnen in der Ubungsstunde an einem Modell demonstriert. Bestimmen Sie das Bravais-Gitter
und die Basis fiir diese Kristallstruktur.
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Kapitel 2: Born-Oppenheimer-Niherung und chemische Bindung

Aufgabe 2.1 Born-Oppenheimer-Nédherung

Gegeben sei der Hamilton-Operator

2 2
p1 V%) K o k 2
H = —/— 4+ == 1 =~ _
oaf tom Tt glm - 22)
. h
mit o1,z = ;5119

(d.h. klassisch sind (x;, p;) zueinander kanonisch konjugierte Orts- und Impulskoordinaten)

a) Bestimmen Sie die exakten Eigenwerte von H.

(Stichwort: gekoppelte harmonische Oszillatoren)

b) Losen Sie das Problem in Born-Oppenheimer-Niherung, indem Sie (fiir m < M)

2
Ty = 21’—]\14
als "atomare” kinetische Energie auffassen, zunéchst vernachlidssigen und das ”elektronische”
Problem
ﬁ + 5:0% + ﬁ(561 — 35)
2m 2 2

fiir festen ”Parameter” z; l6sen (d.h. die Eigenwerte e, (x1) bestimmen) und anschlieflend das
atomare Problem

i
oM +en, (1)

l6sen.

c) Vergleichen Sie die Néherungslosung aus b) mit der exakten Losung aus a).

Aufgabe 2.2 1-dimensionales ” Wasserstoff-Molekiil-Ton”

Ein eindimensionaler Modell-Hamilton-Operator fiir 2 einfach positiv geladene Atomkerne der Masse
M bei R; und Ry und ein negativ geladenes Elektron bei x kann geschrieben werden als
P2 P

S U T _ _ _ _
H = 2M+2M+2m v(x — R1) —v(x — Ry) + v(R1 — Ra)

Fiir die ”Coulomb”-Wechselwirkung in einer Dimension machen wir die Modellannahme:

2
v(x) = ——
(z) |z| + 0
wobei der Parameter ¢ zur Vermeidung einer Singularitit eingefiihrt wurde.
Geméf dem Konzept der Born-Oppenheimer-Néherung ist zunéchst fiir feste Kernpositionen R und
Ry die elektronische Schrodinger-Gleichung zu 16sen. Wahlt man o.E. den Ursprung des Koordinaten-
systems in der Mitte zwischen R; und Ry, d.h. Ry = —a, Ry = +a also |Ry — Rg| = 2a, dann ist die
folgende elektronische Schrodinger-Gleichung zu 16sen:

h? a2 e? e?
_%@W”) B <|x —al+46 + |z + al +6> Ylz) = By(z)

zu 10sen.
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a)

b)

d)

f)

Ly . . . 2 ~ . . .. .
Uberzeugen Sie sich davon, dal man mit ag = 17 und # = ap# zur dimensionslosen Schrodinger-

Gleichung "

1., - 1 1 N Es
@ (ﬁ—m+ﬁﬁﬁf+m+ﬁ>¢@)_E¢@)
kommt mit
E ECLO

b= ety = 2

me4 i
h?

Im folgenden werden die ”Tilden” wieder weggelassen und Energien in Einheiten von

2 .. . . .
2—0 = 2 Rydberg und Liingen in Einheiten von ag = 0.5A gemessen.

Diskretisieren Sie obige Differentialgleichung fiir 201 Stiitzstellen auf dem Intervall [—10., 10.]
gemdfl x; = —10. + (i — 1) % 0.1, wéhlen Sie § = 0.1 und zeigen Sie, dafl sie zu folgender
Differenzengleichung kommen:

—(xip1) — V(@i—1) + 2. % P(25) — 2.« V3 % 0.01 x ¢(x;) = E % 0.02 % ()
mit
1 1
+
|r; —al +0.1  |z;+al+0.1

Vi=V(z) =

Zeigen Sie, dal Sie eine Matrix der Form

hy —1. 0 0 ... 0
—1. hy —1. 0 ... 0
0. —-1. hsy -—1. 0.
) ) ) mit h; = 2. (1. — Vi * 0.01)
0. 0. - ‘. .. 0.
0. 0. —1. hgy -—1.
0. 0. 0. —1. hop

zu diagonalisieren haben und aus deren Eigenwerten E,,(n) (n =1,...,201) als Eigenwerte der
eindimensionalen Schrédinger-Gleichung néherungsweise E,, = E,,(n)/0.02 bekommen.

Diagonalisieren Sie die Matrix aus c¢) numerisch (mittels einer geeigneten Routine fiir Tridiago-
nalmatrizen), geben Sie die niedrigsten 4 Energieeigenwerte Fi,..., F4 an und plotten Sie die
zugehorigen Eigenzustidnde fiir ¢ = 1. und a = 7.. Interpretieren Sie das Ergebnis physikalisch.

Bestimmen Sie jetzt numerisch die Abhéingigkeit von a bzw. dem Abstand |R; — Ra| = 2a fiir
die niedrigsten beiden Eigenwerte (n = 1,2) und plotten Sie E,,(2a) = E,(|R1 — Ra|).

Geméfl der Born-Oppenheimer-Ndherung ist das effektive Potential fiir die beiden Atomkerne
gegeben durch

1

Vers(|R1 — Rs|) = En(|R1 — Rol) +
1R — Ry) (IR QDI&—&Hﬁl

Plotten Sie den Verlauf dieses effektiven Potentials fiir n = 1, 2.
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Kapitel 3: Phononen

Aufgabe 3.1 Gitterwellen auf dem Quadratgitter

Betrachten Sie ein Quadratgitter aus Atomen der Masse M (mit periodischen Randbedingungen). Die
potentielle Energie habe die Form

- SN2 o S \2
Vo= 5 {(uﬁ+61_uﬁ) +( R+ids E)}

WObeiC_ﬁ = (8),_‘2:<2>

die (primitive) Elementarzelle des quadratischen Gitters auf-
spannen.
Bestimmen Sie die Dispersionsrelation w(q) der moglichen Gitterschwingungen.

Aufgabe 3.2 Lineare Kette mit 2 Atomsorten pro Einheitszelle

Betrachten Sie eine Kette aus 2 verschiedenen Atomen der Massen M und m, die iiber Federn der
Federkonstanten K gekoppelt sind.
K K K K K K K

Der Gleichgewichtsabstand zweier benachbarter Atome sei a; in der Ruhelage ist das System also
periodisch mit Gitterkonstanten 2a.

a) Zeigen Sie, daf§ die Dispersionsrelation der Eigenschwingungen durch

K
2 _ 2 2
iy [M+m:|:\/M + m? + 2Mm cos(2qa)

gegeben ist.

b) Diskutieren und skizzieren Sie die Dispersionsrelation; betrachten Sie insbesondere die Fille
qa — 0,2qa — .

c) Zeigen Sie, dafl man fiir m = M das Ergebnis der monoatomaren Kette erhilt.

Aufgabe 3.3 Lineare Kette mit starren Randbedingungen

Betrachten Sie eine lineare Kette aus N 4+ 1 Atomen der Masse M, die durch gleiche Federn (Feder-
konstante k) gekoppelt sind und im (entspannten) Gleichgewichtszustand den Abstand der Gitterkon-
stanten a haben, mit starren Randbedingungen, d.h. die Auslenkungen u,, des n-ten Atoms miissen die
Randbedingung ug = uy = 0 erfiillen (N +1 Atome, wovon aber nur die Atome 1,..., N —1 schwingen
konnen, wihrend die Atome 0 und N festgehalten werden). Stellen Sie die Bewegungsgleichung auf
und I6sen Sie diese mit dem Ansatz

U, = Asin(nga)e™!

Bestimmen Sie die Dispersionsrelation w(q). Welche g-Werte sind erlaubt?
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Aufgabe 3.4 Innere Energie bei der linearen harmonischen Kette

Betrachten Sie noch einmal das Modell von N iiber Federn der Federkonstante k gekoppelten Mas-
senpunkten m mit Gleichgewichtsabstand (Gitterkonstanten) a und periodischen Randbedingungen.
Bekanntlich ist hierfiir die Dispersionsrelation der Phonionen gegeben durch

a)
b)

d)

f)

k1l. qa
= 2 — [S e
wlg) =2/ |sin(5)
2
mit q = —g + nN—Z , n=1,...,N (aus der 1.Brillouin-Zone)

Bestimmen Sie die innere Energie und die spezifische Wérme im Grenzfall hoher Temperaturen.

Zeigen Sie, daB sich die innere Energie durch Ubergang von der q-Summe zum Integral (im
thermodynamischen Limes) in folgender Form schreiben 1a8t:

Na [™/a ! 1
B=—= [ daho(q) (m+§)

Bestimmen Sie die innere Energie (relativ zur Grundzustandsenergie) und die spezifische Wirme
im Grenzfall tiefer Temperaturen T, wobei T' so niedrig sein soll, dafl man fiir iw(q) < kgT ent-

wickeln kann hw(q) = \/%haq = c4q. Prézisieren Sie die Bedingung fiir "niedrige” Temperatur.

Zeigen Sie, dafl man in Debye-Niherung (d.h. der Annahme hw(q) = c4q fiir alle ¢) fiir die innere
Energie erhélt
Na 9 CsT Nreg
E(T) = kpT)" D
(T) cs7r( sT) 1(akBT)+ 2a

wobei die Debye-Funktionen definiert sind iiber

X tn
Dy () :/O dt—

Diese findet man tabelliert, z.B. in Abramowitz-Stegun, Handbook of Mathematical Functions,
Kapitel 27, oder man kann sie relativ leicht numerisch berechnen. Was ergibt sich in Debye-
Naherung fiir tiefe und hohe Temperaturen?

Berechnen Sie die niedrigsten nicht verschwindenden Korrekturen zur Debye-Néherung. Ma-
chen Sie hierzu in dem Integral aus b) die Substitution =z = hw(q)5 Entwickeln Sie dann im
Integranden einen Ausdruck der Form

\/ (k:BTa )2
1- x
2cy
bis zur niedrigsten nichtverschwindenden Ordnung in kpT. Wie gut ist diese Entwicklung ge-
rechtfertigt?

Bestimmen Sie die Temperaturabhéngigkeit von innerer Energie und spezifischer Warme exakt
numerisch (durch numerisches Berechnen des Integrals in b)) und in Debye-Néherung und mit
den ersten Korrekturen aus e) zur Debye-Néherung und plotten Sie die 3 Ergebnisse fiir E(T)/N
und ¢y (T")/N.

Aufgabe 3.5 Quantenkorrekturen zum Dulong-Petit-Gesetz

Berechnen Sie die innere Energie und spezifische Warme von Phononen in der Hochtemperatur-
Entwicklung bis zu Beitriigen proportional zu 1/T bzw. 1/T2
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Aufgabe 3.6 Phononen-Zustandsdichten

Man kann die Phononen-Zustandsdichte numerisch u.a. auch mittels der Definition (3.94) bestimmen.
Dazu diskretisiert man ein endliches Frequenzintervall [0,€2,,], in dem Eigenfrequenzen zu erwarten
sind, in N, Stiicke der Linge Aw = %—z, wéhlt représentativ N, verschiedene g-Werte, bestimmt
die zugehorigen Eigenfrequenzen w;(¢) und bestimmt die Zahl N(w,) der Eigenfrequenzen w;(q) in
den einzelnen Intervallen [w;,_1,wy] (mit w, = NLme ,n=1,...,N,). Die Zustandsdichte an den

diskreten Stellen w,, ist dann einfach

N(wp)
NyAw

n(wn) =
Damit im Mittel mehr als ein Zustand pro Frequenzintervall liegen, muf gelten N, < Nj,.

a) Bestimmen Sie auf diese Weise noch einmal numerisch die Zustandsdichte der eindimensionalen
harmonischen linearen Kette, also fiir die Dispersionsrelation

. qa . K
w(q) = wn sm(%)\ mit wy, = 2 i

und vergleichen Sie das Ergebnis mit dem exakten analytischen Ergebnis (3.106).

b) Bestimmen Sie die Zustandsdichte fiir das 2-dimensionale Phononensystem aus Ubung 3.1, also
fiir die Phononendispersion

w(q) = 2\/%\/sin2(%) + sinQ(q;—a)

Beachte: Aus Symmetriegriinden reicht es, die g~Werte nur aus einem Simplex (Dreieck) eines
Quadranten der Brillouinzone zu wéhlen.

Aufgabe 3.7 Phononen-Spektrum und -Zustandsdichte fiir fcc-Gitter

Betrachten Sie ein dreidimensionales einatomiges fcc-Gitter mit harmonischer Néchste-Nachbarn-
Kopplung (Atome der Masse M, gekoppelt iiber "Federn” der Federkonstanten k).

a) Zeigen Sie, dafi die g-abhéngige dynamische Matrix gegeben ist durch

2k a a
Dii(7) = T |2—cos(qiz) ) cos(qjz)
M 27 = 2

J#i

2k . qa. . a

Dz’j@ = Msm(?)sm(qji)

(1,7 € {1,2,3} = {z,y,2}), wobei a die Gitterkonstante der konventionellen Einheitszelle sein
soll. Gehen Sie analog vor wie in Kapitel 3.6.1 bei der Ableitung von (3.90).

b) Diagonalisieren Sie die dynamische Matrix numerisch und plotten Sie die resultierenden Eigen-
frequenzen w;(q) als Funktion von ¢, indem Sie ¢ lings ausgewihlter Richtungen im ¢-Raum
variieren. Stellen Sie w(q) insbesondere dar fiir Variation ldngs der (1,0,0)-Richtung vom I'-
Punkt (0,0,0) zum X-Punkt (27”,0,0) , also fiir ¢ = (¢,0,0) ¢ € [0, 27”], fiir Variation lings der
(1,1,0)-Richtung, also fiir ¢ = (¢q,¢,0) q € [0, %”], und léngs der (1,1, 1)-Richtung vom I'-Punkt
zum L-Punkt, also fiir = (¢,¢,q9) ¢ € [0,7].

Identifizieren Sie kritische Punkte und kritische Frequenzen w,, an denen (van-Hove-) Singula-
ritdten der Zustandsdichte zu erwarten sind.

c) Bestimmen Sie mittels der Methode aus Aufgabe 3.6 die Zustandsdichte der (akustischen) Pho-
nonen im fcc-Gitter.

Hinweis: Wie in 3.6.b reicht es wieder, ¢ nur innerhalb eines Simplexes im ersten Oktanden des
¢-Raums zu variieren.
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Aufgabe 3.8 van-Hove-Singularititen in 2 Dimensionen

Bestimmen Sie die Art der Singularitéten, die in der (Phononen-) Zustandsdichte eines 2-dimensionalen
Systems in der Umgebung von kritischen Frequenzen w, auftreten. Eine kritische Frequenz liegt dann
vor, wenn es ¢-Werte mit w. = w(q) und Vaw(q) = 0 gibt.

Hinweis: Gehen Sie analog vor wie bei der Diskussion der 3-dimensionalen van-Hove-Singularititen in
(3.115)-(3.119). Diskutieren Sie gesondert Extrema (Maxima) und Sattelpunkte der Dispersionsrela-
tion.

Aufgabe 3.9 Kontinuumslimes der linearen harmonischen Kette

Betrachten Sie noch einmal das Modell der einatomigen, linearen harmonischen Kette (Massen M,
Federkonstanten k, Gitterkonstante a) und vollziehen Sie an den Bewegungsgleichungen fiir dieses
Modell explizit den Kontinuumslimes (vgl. Kapitel 3.7.1). Welche N#herungen werden gemacht und
wann sind diese giiltig? Losen Sie die resultierende partielle Differentialgleichung mit einem geeigneten
Exponentialansatz. Welche Dispersionsrelation ergibt sich und wie vergleicht sich diese mit der exakten
fiir die lineare Kette?

Aufgabe 3.10 Mittleres Auslenkungsquadrat

Gegeben sei ein d-dimensionaler Kristall (N Gitterplidtze) mit einem Atom (der Masse M) pro Ele-
mentarzelle; R, sei der Gittervektor und u, die Auslenkung des Atoms der n-ten Elementarzelle. In
harmonischer Naherung 1483t sich der Phononen-Hamilton-Operator bekanntlich schreiben als

1
H =3 hw(q) (b}jbqﬁ + 5)
@

a) Zeigen Sie, daB fiir die j-te Komponente des Auslenkungsvektors gilt:

7Rn T
Un,j = \/— Z & \ 2Mw.: () ‘U + b—qj

(wobei das kartesische Koordinatensystem zugrunde gelegt wurde, bzg. dem die dynamische
Matrix diagonal ist.)

b) Berechnen Sie die mittlere thermische Auslenkung (i,).

c) Zeigen Sie, daf fiir das mittlere Auslenkungsquadrat gilt:

1 1
-2\ __ -
(uz) = Wi /dwn(w)w coth(Shw)
wobei n(w) die Phononen-Zustandsdichte bezeichnet.

d) Begriinden Sie, daf (#2) fiir d = 1,2 divergiert, fiir d = 3 aber nicht. Welche Konsequenzen hat
dies?
e) Zeigen Sie, daf fiir hohe Temperaturen gilt:
1
(%) = kBT— / dwn(w —2

f) Berechnen Sie (#2) im Debye-Modell.

g) Der Kristall schmilzt, wenn die mittlere Auslenkung einen bestimmten Bruchteil der Gitterkon-
stanten erreicht (Lindemannsches Schmelzkriterium), wenn also

(ity,) = x0”

gilt. Leiten Sie daraus und aus e), f) eine Formel fiir die Schmelztemperatur her.
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Aufgabe 3.11 Anharmonische Korrekturen

Um den Einflul von anharmonischen Korrekturen zu untersuchen, betrachten wir nur einen einzelnen
Oszillator unter dem Einfluf} einer anharmonischen Stérung:

2 k

(a >0)
a) Berechnen Sie den quantenmechanischen Erwartungswert

(T)n
im Zustand |n) in erster nichtverschwindender Ordnung Stérungsrechnung in .
Hinweis: Wenden Sie die quantenmechansische Stérungsrechnung fiir den Zustand |n) an!
Fiir welche n ist diese Stérungsrechnung sinnvoll? (Skizzieren Sie dazu den Potentialverlauf!)

b) Berechnen Sie anschlieend den thermodynamischen Erwartungswert (z) in niedrigster Ordnung

in @. Wie kann man (z) interpretieren und welche Temperaturabhéngigkeit erhalten Sie fiir diese
Grofle?
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Kapitel 4: Nicht wechselwirkende Elektronen

Aufgabe 4.1 Attraktives Kronig-Penney-Modell

Betrachten Sie das eindimensionale periodische Potential
V(z) = —vo Zé(m —na) (vg > 0)
n

also attraktive Delta-Peaks an den Gitterpléitzen na.
Losen Sie die Schrodinger-Gleichung fiir gebundene Zustéinde (d.h. mit Eigenenergien E < 0).
Anleitung: Machen Sie den Ansatz

Y(x) = Cpe ™) 4 D, e @) fiiy ng < 2 < (n+ 1)a
Wie héngt x mit den gesuchten Eigenenergien zusammen? Zeigen Sie, dafl die erste Ableitung bei
x =na (oder z = (n + 1)a) einen Sprung der Grofle
2muyg
h2
macht. Benutzen Sie ferner das Bloch-Theorem
(o +a) = dtop(a)
um einen Zusammenhang zwischen den Koeffizienten C), 1, Dy, 11 und C,,, D,, zu bekommen und leiten

Sie ein homogenes Gleichungssystem fiir C},, D,, her. Wann hat dieses nicht-triviale Losungen?
Zeigen Sie, daf} zwischen k (und damit moglichen Eigenenergien) und k die Beziehung

(na)

kcosh(ka) — % sinh(ka) = Kk cos(ka)

erfiillt sein muf}, damit Eigenwerte existieren. Diskutieren Sie diese Beziehung graphisch und bestim-
men Sie den Energiebereich, in dem Energieeigenwerte liegen kénnen. Plotten Sie (k) bzw. E(k).

Aufgabe 4.2 Kronig-Penney-Modell mit Potentialmulden endlicher Breite

In der Originalarbeit von Kronig und PenneyEl wurden keine Delta-Potentiale sondern Potentialtopfe
endlicher Breite b und Tiefe vy behandelt, was analytisch etwas aufwendiger wird als in Aufgabe 4.1,
numerisch aber zweckméfiger ist.

Wir betrachten also jetzt das periodische Potential

V(x):{_vo firna <x <na+b

0 firna+b<z<(n+1la (b<a)

Losen Sie die eindimensionale Schrodinger-Gleichung

durch Diskretisierung (analog wie in Aufgabe 2.2).

Hinweis: Wihlen Sie konkret N = 20 Gitterplétze (Einheitszellen) mit periodischen Randbedingungen,
a = 1 und Energieeinheiten so, daB8 7%/2m = 1 ist, betrachten Sie das endliche Intervall [0,20] und
wéhlen Sie als Diskretisierungsschritt A = 0.1. Dann hat die diskretisierte Schrodinger-Gleichung die
Form:

—Yit1 — Y1 + 2%+ V(wg) x hxhxy = Exhxhxq;
mit r,=1itxh,i=1,...,200
Um periodische Randbedingungen zu realisieren, mufl der Diskretisierungspunkt ¢ = 0 mit ¢ = N = 200
und ¢ = N 4+ 1 = 201 mit ¢ = 1 identifiziert werden, d.h. die Hamilton-Matrix mufl entsprechende
nicht verschwindende Matrixelemente h(1,200) = h(200,1) haben.
Plotten Sie den Potentialverlauf, einige ausgewihlte Eigenzusténde und die niedrigsten 40 oder 60
Energieeigenwerte.

'R. de L. Kronig, W.G.Penney, Proc. Roy. Soc. (London) A130, 499 (1931), abgedruckt in ”Mathematical Physics in
One Dimension”, p.243 (Academic Press New York 1966)
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Aufgabe 4.3 Bloch-Faktoren fiir das Kronig-Penney-Modell

Betrachten Sie das gleiche Problem wie in Aufgabe 4.2. Geméf Gleichung (4.20) muf} der Blochfaktor
in einer Dimension die Randwert- (Eigenwert-) Gleichung

B’ dPup  hPikdup | hPK?

- 2k DR TR R 1% —E

5 g Tk T (z)ug(z) = Epug(r)
erfiillen mit periodischen Randbedingungen auf der Einheitszelle, z.B. [0,1]. Losen Sie dieses Rand-
wertproblem ebenfalls durch Diskretisierung und tragen Sie die niedrigsten 3 Energie-Eigenwerte E,j
als Funktion von k auf. Variieren Sie k einmal im Bereich [—m, 7| (1.Brillouin-Zone bei ¢ = 1) und
auch im Bereich [—27,27] ("ausgedehntes Zonenschema”) und variieren Sie auch die Potentialstérke
vo (etwa vy = 0,10, 20,50, 100). Plotten Sie auch einige ausgewihlte Bloch-Zusténde.

Aufgabe 4.4 Kosinuspotential

Betrachten Sie das eindimensionale periodische Potential
x
V(z) = vo cos(2m—)
a
Bestimmen Sie die Energiebénder ndherungsweise mittels der Methode der fast freien Elektronen.

Aufgabe 4.5 Symmetrie der Bandstruktur

Wenn D eine Symmetrieoperation (Drehung oder Spiegelung, Element der Punktgruppe) bezeichnet,

die das Gitter in sich selbst {iberfiihrt, kann man einen zugehorigen Operator D auf dem Hilbertraum
definieren durch:

Df(7) = f(D7)

Dann vertauscht D mit dem Hamilton-Operator (fiir wechselwirkungsfreie Elektronen im Gitterpo-
tential).
Zeigen Sie, dal die Bandstruktur (Eigenenergien) erfiillen:

() = =(DF)

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dafl
Dypp(7) = ¢p(L2F)

Eigenzustand zum Hamilton-Operator H ist zur Eigenenergie 5(1_%) Zeigen Sie dann

wg(QF) - w[)*llg(f’)

Untersuchen Sie dazu, wie ein beliebiger Translationsoperator Tz auf ¢;(D7) wirkt.

Aufgabe 4.6 Kronig-Penney-Modell in Tight-Binding-N&herung

Behandeln Sie das Kronig-Penney-Modell aus Aufgabe 4.1 in Tight-Binding-N&herung, indem Sie
zuerst das ”atomare Problem” (nur ein einzelnes attraktives Deltapotential) exakt l6sen und die
Uberlapp-Matrixelemente der ”atomaren” Wellenfunktionen explizit berechnen. Vergleichen Sie das
Ergebnis fiir die Bandstruktur mit dem exakten Ergebnis aus Aufgabe 4.1

Aufgabe 4.7 Tight-Binding-Bandstrukturen

Bestimmen Sie unter Benutzung der Tight-Binding-Annahme (4.91) nur fiir Néchste-Nachbar-Vektoren
die Energiedispersion eines Tight-Binding-Bandes fiir ein fce-Gitter und ein bee-Gitter und plotten
Sie die Bandstruktur lings ausgewéhlter Richtungen der Brillouin-Zone.
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Aufgabe 4.8 Wannier-Funktionen

Bestimmen Sie fiir das Kronig-Penney-Modell aus Aufgabe 4.2 aus den dort berechneten Blochfunk-
tionen numerisch die Wannier-Funktionen w;(z — na) geméf Definition (4.85) und vergleichen Sie sie
mit entsprechenden ”atomaren” Zustinden ¢;(x — na) (Eigenzustinde des einzelnen Potentialtopfs
gleicher Breite und Tiefe). Variieren Sie gegebenenfalls die Potentialstérke (Tiefe der Topfe) und die
Gitterkonstante.

Aufgabe 4.9 Tight-Binding-Zustandsdichte fiir fcc- und bcc-Gitter

Betrachten Sie das Néchste-Nachbar-Tight-Binding-Modell auf einem fcc- bzw. bee-Gitter, d.h. die in
Aufgabe 4.7 hergeleiteten Dispersionsrelationen.

a) Bei welchen Energien sind van-Hove-Singularititen zu erwarten und welcher Art sind diese?

b) Bestimmen Sie numerisch die Zustandsdichten p(E). Benutzen Sie die fiir die numerische Be-
stimmung von Phononen-Zustandsdichten in Aufgaben 3.6, 3.7 entwickelten Methoden.

Aufgabe 4.10 Freie Elektronen in 2 Dimensionen

Betrachten Sie freie Elektronen mit Dispersion

SN A
k)= ——=—(kI+k
in 2 Dimensionen.
a) Bestimmen Sie den Zusammenhang von Fermi-Wellenzahl kr und der Fermi-Energie Er mit
der Teilchen-Dichte n = N/F (N Gesamt-Elektronenzahl, F' Fliche (bzw. ”Volumen” des 2-
dimensionalen Systems).

b) Bestimmen Sie die Zustandsdichte p(E).

c) Bestimmen Sie das chemische Potential 1(T"), insbesondere seine Temperatur-Abhéngigkeit, d.h.
die ersten Korrekturen zu Ep.

d) Bestimmen Sie die innere Energie U(T') und die spezifische Wérme ¢y (T') bis zu ersten Korrek-
turen zum linearen T-Gesetz.

Aufgabe 4.11 Temperaturabhingigkeit von chemischem Potential und innerer Energie

Bestimmen Sie die Temperaturabhéngigkeit des chemischen Potentials und der inneren Energie frei-
er nicht-relativistischer Fermionen numerisch auch fiir hohere Temperaturen T ~ Tr. In geeignet
gewihlten dimensionslosen Einheiten gilt

o0
p(E) = VE und das chemische Potential ist zu bestimmen aus 1 = / dEp(E)f(E)
0

mit der Fermifunktion .

FE) = mmm

Diskutieren Sie den Hochtemperatur-Grenzfall (T' > Tr) auch analytisch.

Aufgabe 4.12 Spezifische Warme von Halbleitern

a) Bestitigen Sie fiir das in der Vorlesung behandelte Halbleiter-Modell (4.195) mit wurzelformiger
(und somit 3-dimensionaler) Valenz- und Leitungsband-Zustandsdichte das Ergebnis (4.202)
bzw. (4.203) fiir die spezifische Warme durch explizites Nachrechnen, d.h. vollziehen Sie die (nur
kurz skizzierten) Zwischenschritte zwischen den Gleichungen (4.200 - 4.202).
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b) Betrachten Sie das folgende Halbleitermodell mit konstanten Valenz- und Leitungsband-Zustandsdichten:

(E) = ELO fir0< E<Eyund Eg+A < E<2Ey+ A
p 10 sonst

Dann liegt offenbar eine Liicke der Grofle A vor und fiir 1 Elektron pro Elementarzelle féllt die
Fermi-Energie in diese Liicke.

Bestimmen Sie fiir dieses Modell die Temperaturabhéngigkeit der spezifischen Wérme im Grenz-
fall tiefer Temperaturen.
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Kapitel 5: Elektron-Elektron-Wechselwirkung

Aufgabe 5.1 Einteilchen-Operatoren in Besetzungszahldarstellung

Bestimmen Sie fiir freie Elektronen in einem Kasten vom Volumen V mit periodischen Randbedin-
gungen den Impulsoperator, Stromdichte-Operator und den Operator der Teilchendichte in 2.Quanti-
sierung beziiglich der Eigenzusténde.

Aufgabe 5.2 Fermionisches 2-Niveau-System und Besetzungszahldarstellung

Gegeben sei ein Fermi-System mit 2 Einteilchenzustéinden |¢1), |¢2), die den (2-dimensionalen) Einteilchen-
Hilbertraum aufspannen.

a) Welche Dimension hat der Zweiteilchen-Hilbertraum, welche Dimension hat der Fock-Raum?
Geben Sie die Basis des Fockraums in Form von Slater-Determinanten und in Besetzungszahldar-
stellung explizit an.

b) Bestimmen Sie beziiglich dieser Basis die Matrixdarstellung der Fermionen-Erzeuger und -
Vernichter ¢;, c;-r (1 = 1,2) sowie der Besetzungszahl-Operatoren n; = c;-rci.

c) Rechnen Sie die Antikommutatorrelationen
{ene)y = {cl e} =05 {eic} = 3y
explizit durch Matrix-Multiplikation der in b) bestimmten Matrizen nach.

d) Ein Hamilton-Operator
H = HO + Hy

mit Einteilchen-Anteil Hy und Wechselwirkungs-(Zweiteilchen-)Anteil H; habe beziiglich der
|pi) die Matrixelemente

(pilHolps) = € {pilHolpj) =t
Do1|@ (o H|p2) P01}V = U5 D{1|@ (o] Hi1) P02V = J

Geben Sie H in 2. Quantisierung und in Matrixdarstellung (beziiglich der urspriinglichen Einteilchen-
Basis) an. Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenzusténde von H.

e) Geben Sie H in 2.Quantisierung beziiglich der Eigenzusténde von Hy an. Welcher Zusammenhang
besteht zwischen diesen Erzeugern und Vernichtern und den urspriinglichen (in a)-d) betrachte-
ten)?

Aufgabe 5.3 Wicksches Theorem

a) Zeigen Sie, daf fiir wechselwirkungsfreie Fermionen, die in Eigendarstellung durch einen Hamilton-
Operator der Art

H = Z Ca c}; Co
«
beschrieben werden kénnen, fiir (grofkanonische) Erwartungswerte gilt:
<C<El ng CasCau) = <C<El Cau) (CLQ Cag)0arasbazas — ( Ll Cas) <Cilg Cas)0ar0300s04

b) Folgern Sie aus a), daf§ auch beziiglich jeder anderen Einteilchenbasis {|n)} fiir wechselwirkungs-
freie Fermionen gilt:

<cj’bl CIZQ Cn3Cny > - <cj’bl Cny > <CILQ Cns > - <cj’bl Cns > <CILQ Cny >
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Beziiglich dieser Basis ist der Hamilton-Operator i.a. nicht diagonal, also von der Form

H = Z tnmcilcm

n,m
Hinweis: Durch eine unitdre Transformation ¢, = >, unaCco muBl H diagonalisierbar sein, so

dafl a) angewendet werden kann und anschliefend die kanonische Transformation riickgéingig
gemacht werden kann.

Aufgabe 5.4 Wechselwirkendes 2-Teilchen-Modell in einer Dimension

Wir betrachten folgendes 2-Teilchen-Modell fiir eine Art Helium-Atom in einer Dimension in geeigneten
dimensionslosen Koordinaten:

&2 d?
H = _d—x%_2v(|xl|)_d—.%'%_2V(|x2|)+V(|xl_x2|)
2
it V =
mit V(z) r+9

("abgeschnittenes” eindimensionales Coulomb-Potential, siehe Aufgabe 2.2, Faktoren 2 vor Einteilchen-
Potential wegen 2-fach geladenem Atomkern).

a) Bestimmen Sie den Hamilton-Operator in 2. Quantisierung in der Form

_Zw4]»z AU
H = €iCixCic + 5 uzl12,131401'1061‘20101'30’6140

0,0 i142,131400"

beziiglich der Eigenzusténde |i) des Einteilchen-Hamilton-Operators, d.h. die ¢;(z) = (z|i) sollen
erfiillen:

d2
(-@ - 2v<|x|>> pilr) = eipi(a)

Bestimmen Sie die ¢; und die Coulomb-Matrixelemente fiir 7,7; € {1,2} numerisch unter Be-
nutzung der in Aufgabe 2.2 entwickelten Methode zur Losung der eindimensionalen Einteilchen-
Schrodinger-Gleichung.

b) Bestimmen Sie die energetisch niedrigsten Zwei-Teilchen-Zustinde exakt und in Hartree-Fock-
Néherung unter der Voraussetzung, dafl man sich auf die niedrigsten beiden (Ortsraum)-Einteilchen-
Quantenzahlen (d.h. wieder i,7; € {1,2}) beschrinken kann. Behandeln Sie gesondert den
Singlett-Fall (antiparallele Spins, ”Ortho-Helium”) und den Triplett-Fall (Gesamtspin 1, ”Para-
Helium?”).

Aufgabe 5.5, 1-dimensionales Helium-Atom-Modell

Betrachten Sie noch einmal das 2-Teilchen-Modell aus Aufgabe 5.4 fiir ein Helium-Atom in einer
Dimension:

d? d?
H = -2 o SR -
- V(|z1]) = V(|w2|) + V(|21 — 22|)
2
" _
mit V(z) P

(”abgeschnittenes” eindimensionales Coulomb-Potential, siehe Aufgabe 2.2, Faktoren 2 vor Einteilchen-
Potential wegen 2-fach geladenem Atomkern).
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a) Bestimmen Sie die Grundzustandsenergie in Hartree(-Fock)-N#herung in 1. Quantisierung durch
Losen der Hartree-Fock-Gleichung (5.69).

Zeigen Sie dazu zunéchst, dafl die Hartree-Fock-Gleichung fiir diesen Fall explizit gegeben ist
durch

<_£ —2V(|z]) + Vur(z )) orr1(z) = ear19nr (2)

2|¢ur ()
it: V) dz’
mit: Vi (@ / Jo—a/[+6
Losen Sie diese effektive Schrodinger-Gleichung mit der bekannten Diskretisierungsmethode ite-
rativ ausgehend von der Losung des einfachen Einteilchenproblems. Die Hartree-Fock-Grundzustandsenersg
dieses 2-Elektronen-Problems ist dann gegeben durch

2|prr (2))*|¢rr (@)
FE =2 — | d da’
HF0 = 2€HF1 / $/ x P

wobei das letzte Doppelintegral abzuziehen ist, um die Doppelzdhlung des Wechselwirkungsbei-
trags zu vermeiden.

Bestimmen Sie Eppo und vergleichen Sie das Resultat mit dem in Aufgabe 5.4 bestimmten
(Ndherungs-)Ergebnis fiir die Grundzustandsenergie.

b) Bestimmen Sie H in 2.Quantisierung beziiglich der Einteilchenbasis der Hartree-Fock-Eigenfunktionen
¢ ri(z) und bestimmen Sie darin die (niedrigsten) 2-Teilchen Energieeigenwerte und vergleichen
Sie mit dem Ergebnis von Aufgabe 5.4

c) Ausgehend von der physikalischen Idee, daf ein einzelnes Elektron nicht den 2-fach geladenen
Kern ”sieht” sondern einen durch das 2. Elektron abgeschirmten Kern mit effektiver Ladung
1 < Z < 2 kann man —analog wie beim wirklichen Helium—Problemﬁf als Variationsansatz fiir
die 2-Teilchen-Grundzustands-Wellenfunktion verwenden:

Y(x1,22) = 0z(21)pz(22)

wobei ¢z (z) die Grundzustands-Einteilchen-Wellenfunktion fiir den Z-fach geladenen Kern ist.
vz (x) erfiillt also:

<_% - ZV(]x\)) oz(x) = ezopz(x)

Der symmetrische Produktansatz fiir die 2-Teilchen-Wellenfunktion im Ortsraum ist hier moglich,
da ein Spin-Singlett (also eine antisymmetrischer Spin-Zustand) fiir den Grundzustand angenom-
men werden kann.

Bestimmen Sie pz(z) fiir verschiedene Z € [1,2] numerisch und daraus eine Néherung fiir die
Grundzustandsenergie Ey(Z) im Rahmen des Ansatzes. Plotten Sie Eyp(Z) als Funktion von Z
und bestimmen Sie das optimale Zy; vergleichen Sie Ey(Zy) mit den anderen in Aufgabe 5.4 und
5.5 gewonnenen Ndherungen fiir die Grundzustandsenergie dieses Modells.

Aufgabe 5.6 Zweiplatz-Hubbard-Modell

Das Hubbard-Modell (5.53) fiir den Fall, dafl nur 2 Gitterplitze 1 und 2 vorhanden sind, lautet explizit:

H = ¢ (chcn + chcu + C;TCQT + cglcu) +1 (CITCQT + cthl + chclT + cglcu)

+ U (CITCHCILCU + C;TCQTC;lCQl)

%siche z.B. F.Schwabl, Quantenmechanik, Kap. 13.2.3 (Springer 1992)
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a) Bestimmen Sie die Zwei-Teilchen-Eigenenergien analytisch exakt. Behandeln Sie dazu wieder
den Fall paralleler und antiparalleler Spins separat. Plotten Sie die Ergebnisse als Funktion von
U/t.

Anleitung: Fiir antiparallele Spins ist eine Basis des Zweiteilchen-Hilbertraums gegeben durch:

CITCLM ; Cchglm ) CITCELM ; CETCM(D

Bestimmen Sie die Matrixdarstellung des Hamilton-Operators beziiglich dieser Basis und diago-
nalisieren Sie die resultierende 4*4-Matrix.

b) Bestimmen Sie den Grundzustand in Hartree-Fock-N#herung und vergleichen Sie das Ergebnis
mit dem exakten Resultat aus a).

Aufgabe 5.7 homogenes Elektronengas

Bestétigen Sie die Gleichungen (5.109) und (5.117) durch explizites Nachrechnen der k, k'-Integrale,
d.h. zeigen Sie:

a)

1 ! :LF[}g—%/wm‘lw/ﬂ
VIZ’,k’<kF |E_E/|2 272 2 4(kj/k‘p) 1_k/k3F
b)
k<kp F — RF T

Aufgabe 5.8 Thomas-Fermi-Niherung in der Atomphysik

Ein Atom besteht aus einem Z-fach positiv geladenen Atomkern und der ihn umgebenden Elektro-
nenhiille. In Hartree-Naherung ist das Potential fiir ein einzelnes Elektron am Orte # daher gegeben
durch:

62 62
V() = /d%’ n() — 2 (1)

|77 — | r

wobei n(7) die Elektronendichte ist.

In Thomas-Fermi-Naherung nimmt man an, daf§ das Potential V() so langsam variiert, dafl es in einer
Umgebung von 7 praktisch konstant ist. Dann hat man bei 7 ein lokales, homogenes Elektronengas
vorliegen.

a) Begriinden Sie, dafl aus diesen Annahmen folgt:

2m(er — V(7)*/?
32

() =

wobei ep die Energie des hochsten besetzten Niveaus ist.
b) Begriinden Sie, daB fiir ein neutrales Atom ep = 0 gilt.

c) Zeigen Sie, daf sich aus (1) die Poisson-Gleichung ergibt und leiten Sie daraus und aus b) unter
der Annahme sphérischer Symmetrie fiir » > 0 die Thomas-Fermi-Gleichungen

_ ‘3_7;% <r2 a‘gy)) = 4e?[—2mV (r)]?/? (3)

her.
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d) Zeigen Sie, daf} sich daraus mit der Substitution

Ze? . 1 /3m\?/? 1
V(r) . O(x), r=2""bx,b 5 ( 1 ) ao, 4o = ——

die Differentialgleichung
d2

5B(@) = a7 202 () (4)

ergibt mit den Randbedingungen

(h =1 in dieser Aufgabe!)

e) Losen Sie die Differentialgleichung (4) numerisch und plotten Sie ®(x) bzw. V() und 47r?n(r).

Aufgabe 5.9 Abschirmung in 1-dimensionalen Elektronensystemen

a) Bestimmen Sie fiir ein eindimensionales freies Elektronengas mit quadratischer Dipersion e(k) =
k? die Lindhard-Suszeptibilitit x(q) analytisch.

b) Um ein Gefiihl fiir die erforderliche Genauigkeit bei numerischen k-Integralen zu bekommen,
l6sen Sie das gleiche Problem numerisch und vergleichen Sie das analytische und das numerische
Ergebnis fiir x(q).

¢) Bestimmen Sie jetzt numerisch x(q) fiir ein eindimensionales Tight-Binding-Band (k) = — cos(k)
mit Fermi-Energie in der Bandmitte.

Aufgabe 5.10 Verallgemeinerte Lindhard-Suszeptibbilitit fiir Halbleiter und Metalle

Betrachten Sie noch einmal das Kronig-Penney-Modell aus Aufgabe 8.3 etwa fiir vg = 50. Wie in
Aufgabe 8.3 kann man die Bloch-Faktoren u,(z) und die Energie-Eigenwerte ¢, (k) explizit numerisch
berechnen. Berechnen Sie daraus die gq-abhéngige Suszeptibilitdt, die (in verallgemeinerter Lindhard-
Niherung) gemifl Gleichung (5.164) der Vorlesung in geeigneten dimensionslosen Einheiten gegeben
ist durch:

o) =y L TEC Dy o

n,n’k
mit: Mn,n/(k7Q) = <un/,k+q‘unk>
a) fiir Halbleiter, wenn die Fermienergie in der Bandliicke zwischen 2. und 3. Energieband liegt,

b) fiir Metalle, wenn die Fermienergie in der Mitte des 2.Energiebandes liegt.

Plotten Sie die g-Abhéngigkeit von x(¢) und diskutieren Sie das Ergebnis.

Aufgabe 5.11 Kommutatoren mit Fermi-Operatoren

Zeigen Sie, daf} fiir Fermionen-Erzeuger und -Vernichter gilt:

T T T _ T T T T T T T T
[Ckl Chk2Clg Chas Cpg Chig) = Okaks Chy Cha Chiy Chig T Okaks Cly Ch6 Clog Cha — Okske Cly Cha Cloy Cha — Ok kg Cleg Cho Clg Cha
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Kapitel 9: Storung der Gitter-Periodizitét

Aufgabe 9.1 CPA fiir semielliptische Modellzustandsdichte

a) Zeigen Sie, dass die CPA-Selbstkonsistenzgleichung (9.34) in den folgenden dquivalenten Versio-
nen geschrieben werden kann:

206 = G e~ 50()
1 = 1
= T IGE) o~ So(2)
(GG = s it M) = 2= Sa(s) ~ (G}

b) Schreiben Sie ein kurzes Matlab-Programm zur Losung der CPA-Selbstkonsistenzgleichung in
der letzten Version durch direkte Iteration. Présentieren Sie numerische Losungen fiir das Dia-
gonalelement der Greenfunktion (bzw. die Zustandsdichte) und die Selbstenergie fiir eine binére
Legierung unter Benutzung der halbelliptischen Modell-Zustandsdichte (bzw. ungestérten Green-
funktion) geméf Gleichung (9.14) bzw. Abbildung 9.6.



Losungen

Losung der Aufgaben zu Kapitel 1

Aufgabe 1.1 Direktes und reziprokes Gitter

a) Nach Gleichungen (1.1), (1.2) gilt:

. 2 .
by = o X a3),by =
VpEz( )

mit VpEZ = |C_I:1 . (62 X 63)|

und fiir das Volumen der Einheitszelle des reziproken Gitters gilt nach (1.6):
(2m)°

pEZ

Viez = \51 . (52 X 53)\ =

Dann gilt fiir das reziproke Gitter des reziproken Gitters:

2 - - Vogz (2m)?
Cy = by X by) = £ Gy X a3) X X =
BV ) T oy v, (B @)
L PP e e I L= =
as ((CLQ X ag)al) — al ((CLQ X ag)ag) = (al(ag X ag)) 3 = as
VbEZ S—— VI-QEZ—/—/
=0 =VoEZ

Also stimmt der reziproke Gittervektor €3 des reziproken Gitters mit dem urspriinglichen Git-
tervektor ds des realen Gitters iiberein, analog folgt ¢, = dy ¢ = ds.

b) Wihle als die primitive Einheitszelle des fce-Gitters aufspannende Vektoren

a 1 a 0 a 1
=21 =2 1| a=2%o0
2\ o 2\ 2\

(beachte: Numerierung anders als im Buch auf Seite 8, namlich so gewahlt, daf3

o3 1 01 o3
61-(62x&’3):§det 1 1 0 :I
01 1
positiv). Dann gilt

- 2r . 87 a? 0 1 2T 1
b1: (agxag):—g— 1 X 0 = — 1
Vorz a4\ 1 @\ -1
- 2r . 87 a? 1 1 2T -1
bg_ (agxal):—g— 0 X 1 = — 1
Vorz a4\ 0 “\ 1
- 2r 8 a? 1 0 2T 1
b3: (a1 XCLQ):—— 1 X 1 = — —1
Vorz @@ 4\ 1 “\ 1

19
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Die Vektoren 51, gg, 53 spannen gerade eine mogliche primitive Einheitszelle eines bee-Gitters auf
mit Volumen

5 o o 2m)3 -
Viez = e x i) = P qe | 1 1 o1 | =a@
a

Also ist das reziproke Gitter des fcc-Gitters ein bee-Gitter. Die Umkehrung gilt wegen a).

Aufgabe 1.2 Zentriertes Rechteckgitter

Wenn die konventionelle Einheitszelle ein Rechteck mit Kantenlingen a und b ist, wird die primitive
Einheitszelle des zentrierten Rechteckgitters aufgespannt durch

oo (3) - (1)

Das ”Volumen” der primitiven Einheitszelle ist

[SIISy ]IS

. . ab
Vppz = |d1 X da] = 5

Das zugehorige reziproke Gitter wird aufgespannt durch

Denn damit ist offenbar erfiillt:

o o o
o o
o
/a/
b - o
4
o
a
o o o o o
1. Brillouin—Zone
o o o
- O o o
4nm | o b .
o o

41/a
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Aufgabe 1.3 Kristallstruktur von LasCuQy

Wie aus der Aufgabenstellung schon hervorgeht, hat man 4
Lanthan-, 8 Sauerstoff- und 2 Kupfer-Ionen, also 2 Formel-
einheiten LasCuQOy4 pro konventioneller Elementarzelle. Dies
ist auch aus der Skizze ersichtlich: Die 8 Cu-Ionen in den
Tetraeder-Ecken gehoren jeweils 8 Quadern an und tragen
daher mit dem Faktor % zu der betrachteten Elementarzel-
® Cu le bei, das eine Cu-lon im Zentrum gehort dagegen nur zu
dieser Zelle, also 1 + 8 % % = 2 Cu-lonen, von den 22 ein-
gezeichneten O-Ionen sind 16 auf Kanten und tragen daher
mit dem Faktor % bei, 4 auf Seitenflichen und tragen daher
mit dem Faktor % bei, und 2 gehoéren nur der gezeichneten
Elementarzelle an, also 16 * % + 4 % % + 2 = 8 O-lonen pro
Elementarzelle, und es gibt 8 La-Ionen auf Kanten und 2
ganz innerhalb der Zelle, also 8 % % + 2 = 4 La-Ionen; somit
1 Formeleinheit pro primitiver Elementarzelle
Der Oktaeder (‘Kifig') aus 6 O-Ionen um jedes Cu ist aus der Skizze ersichtlich, ebenso die Ausbildung
von CuOs-Schichten Diese bilden ein quadratisches Gitter mit Gitterkonstante a = 3.8 Aund einer

Basis bestehend aus einem Cu-Ion bei (0,0) und 2 O-Ionen bei (3,0) und (0, 1).

® 0

Aufgabe 1.4, Wurtzit-Struktur

Bei der Wurtzit-Struktwf bilden sowohl die A-Atome als auch die B-Atome eine hep-Struktur.
f)

Es liegt also ein tetragonales Gitter vor. Wahlt man die die
konventionelle Einheitszelle aufspannenden Einheitsvekto-
ren di,ds, d3 wie in nebenstehender Skizze (beachte: anders
als in der Figur im Buch auf Seite 11), dann besteht die Basis
0) also aus 2 A-Atomen bei Fél =0 und ﬁg = %61 + %62 + %&’3
N und 2 B-Atomen bei B3 = bds und Ry = %&’1+%62+(b+%)d'3.
L/ Falls |@;| = |d2| = a ist, gilt fiir die hep-Struktur |ds| = \/ga
- und b = %. Dann bilden sowohl die A-Atome als auch die
B-Atome je eine hep-Struktur, die gegeneinander gerade um
bds verschoben sind. Die Abstande zwischen einem A-Atom
und den 4 benachbarten B-Atomen sind dann immer ge-
nau blds| = %\/ga = \/ga, es bilden sich also Tetraeder-
Strukturen.

a3 /
q

a

Dies rechnet man z.B. leicht nach, indem man ein kartesisches Koordinatensystem zugrunde legt und
a = 1 setzt. Dann hat man

. . 1 V3 8
ap = (150)0) az = (5)750) az = (0)05 \/g)

= = 1V31 /8 & 3.5 1V3 |2 3
Rl:(07070)RQ:(§7F7§\/§)R3:(0707\/g)R4:(§7F7\/g+\/g)

Es gilt dann: ‘Eg‘ = ‘EQ — Eg‘ = ‘Eg + dy — EQ‘ = ‘Eg +dp — ég‘ = \/g u.S.Ww.

3benannt nach C.A.Wurtz, * 1817, t 1884, franzosischer Chemiker
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Losung der Aufgaben zu Kapitel 2

Aufgabe 2.1 Born-Oppenheimer-Niherung

a)

b)

Mit z1 = \/j—lﬁ , 1 =VMpy, x9 = % , P2 = v/mps sind T; , p; weiterhin kanonisch konjugiert

zueinander und es gilt:

2 2
_ oo Koo ko
H = opto, tomitglm—m)
1/, o K_, k. R " N B
= 5(pf+p§+MSE%JrMSCf—?\/mewﬁ—x%)—§(Et%2+f¥§)

mit

. . Ktk __k_
X= ~2 > E: 231 ’g: Mk; é\/lm
2 b2 “VmM m

Diagonalisierung von £2 liefert die Eigenfrequenzen dieser gekoppelten harmonischen Oszillato-
ren:

K+k _ 2 __k
det(Q—w2l):det< Mo k“%):o
= = — £ —w
vmM m
Es ergibt sich

) 1<K+k:+k>i 1<K+k k:)2+ k2
w = — e —_— — —_— _—
272\ M " m 4\ M m Mm
Nach Diagonalisierung handelt es sich um entkoppelte harmonische Oszillatoren. Als Eigenener-
gien findet man somit

1 1
En1n2 = hwl(nl + 5) + h(.UQ(ng + 5)

mit ganzzahligem nq, ns.

In Born-Oppenheimer-Néherung 16st man zuerst das ”elektronische” Problem
2 2
P K k P k_ K
ﬁ+5x%+§(x1—x2)2_2—2+§x§+ 2:6%

mit To = 9 — x1, welches (mit x2) ebenfalls konjugiert zu po ist fiir feste “atomare” oder
("Kern”-) Position x;. Das ist offenbar ein einzelner harmonischer Oszillator mit (fiir festes x1)
konstantem Zusatzpotential %x% Als Eigenenergien ergeben sich daher:

k 1 K
Eny (T1) = Ry E(nl + 5) + gﬁ

Diese "elektronischen” Eigenenergien bilden das effektive Potential fiir die ”Kern”-Dynamik.
Man hat also von dem ersten Problem separiert die Eigenwerte des effektiven Hamilton-Operators

2 2
P P K | k 1
2—_7\1r + e, (21) :2—;_( +E$%+h E(nl+§)

zu bestimmen. Dies ist wieder ein einzelner harmonischer Oszillator mit konstantem Zusatzterm
fiir jede ”elektronische” Quantenzahl nq. Es ergeben sich daher die Eigenwerte:

| K 1 [ k 1

mit ganzzahligem nq, ns.
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c) Entwickeln der exakten Eigenfrequenzen aus a) nach dem kleinen Parameter 7; liefert

oo L by, fI(Eek k) e
Wiz = 2 M m 4 M m Mm
1

K+k kY, 1k k+Km\*> m
= 2<T+E>iia\/<l_Tﬂ) Y]
1/K+k k  k K+km m

il e I NI

2< M +m m( * ))
Dies ergibt in niedrigster Ordnung:

Ak E_E(,my g

1_m M_m ) 2 —

und somit fiir die Eigenenergien

[ k 1 | K 1

physikalische Interpretation: “dicker”  Oszillator M m
schwingt fiir sich ohne kleinen Oszillator zu spiiren, AW
kleiner Oszillator schwingt relativ zum ”dicken” als K
wenn dieser momentan in Ruhe wére, also entkoppelte K
harmonische Oszillatoren.

1 1

Aufgabe 2.2 1-dimensionales ” Wasserstoff-Molekiil-Ton”

a)

b)

Multipliziert man die Gleichung

—%w"m—( e )w@):Ew(@

|Z—al+0 |i4al+o

mit e?/ag = me*/h? = h?/(ma}) ergibt sich offenbar wieder

(& (&

2 2 2 2
() - ( + ) Y(w) = B(z)

|t —a|l+d  |z+al+9

Nach Diskretisierung z; = a + (i — 1) % h ist die 2.Ableitung zu ersetzen durch

Y(@it1) +(wi—1) — 29(xy)
h2

¢”(:Ci) N

Dann folgt die angegebene Differenzengleichung nach Multiplikation mit 2h? fiir h=0.1.

Das Eigenwertproblem fiir die angegebene Matrix A
@ = Eya
ergibt fiir die i-te Zeile (1 <4 < 201):

—ai—1+ hi*a; — a1 = Eya;

23

was mit dem vorgegebenen h; und a; = (x;) offenbar wieder der Differenzengleichung aus
b) entspricht. Damit die Matrix A tridiagonal ist, muf} offenbar die Randbedingung ¢ (xg) =

(—10.1) = h(2902) = 1(10.1) = 0 angenommen werden.
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d) Ein Fortran-Quelltext zur numerischen Diagonalisierung ist im folgenden angegeben:

dimension zr(1000,1000),ar(1000,2),wr(1000),work(1000)
dimension v(1000),ew(20)
write(6,*)’enter a:’
read(5,*)a
do 1i=1,201
x=-10.4(i-1)*0.1
v(i)=1./(abs(x-a)+0.1)+1./(abs(x+a)+0.1)
ar(i,2)=2.
ar(i,2)=ar(i,2)-0.02*v(i)
ar(i,1)=-1.

1 continue
call eisst1(1000,201,ar,wr,zr,ierr,work)
do 2 i=1,201

2 write(8,*)wr(i)
do 11 iw=1,20
ew(iw)=wr(iw)/0.02

11 write(6,*)ew(iw)
do 3 j=1,201
x=-10.+(j-1)*0.1

3 write(7,%)x, -v(j), zr(j,1), zr(j,2),2r(j,3),2r(j,4)

21  continue
stop
end

Dabei wird das Bibliotheksprogramm ”eisst1(n,m,ar,wr,zr,ierr,work)” aus der EISPACK-Programm-
bibliothek (numerisches Standard-Programmpaket) zur Diagonalisierung von reellen Tridiagonal-
Matrizen aufgerufen.

Fiir a = 1 (d.h. Kernabstand 2) ergeben sich als niedrigste 4 Eigenwerte:

FEy = —3.54214644 |, E» = —3.31417108 , E3 = —0.718614042 , £y, = —0.518598795. Der Potenti-
alverlauf und die Eigenzustédnde sind in den folgenden beiden Abbildungen dargestellt:

Potentialverlauf 1-d H-Molek.-Modell (Abstand 2)

Potential v(x)

10}

1215 5 0 5 70
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bonding und antibonding Eigenzustand d. 1-d H-Molekuels (Abstand 2)
0.3 r T T

0.2

0.1}

Zustand u(x)
o

y ;
H i
-0.1} \ / ]
L
! !
H I

02t L ]

035 5 0 5 10

Der niedrigste ("bonding”) Zustand ist symmetrisch, was eine hohe Aufenthaltswahrscheinlich-
keit fiir Elektronen in diesem Zustand in der Mitte zwischen den beiden Atomkernen bewirkt.
Der 2. ("antibonding”) Zustand ist antisymmetrisch, die Aufenthaltswahrscheinlichkeit hat da-
her eine Nullstelle genau zwischen den Atomkernen.

Fiir a = 7 (d.h. Atomabstand 14) ergeben sich als niedrigste 4 Eigenwerte:

Fp = —3.01012731 , By = —3.01009822 | E3 = —0.435421586 , By = —0.432847828.

Der 1. und 2. Eigenwert sind also entartet (im Rahmen der numerischen Genauigkeit), der 3.
und 4. fast entartet.

Die folgenden beiden Abbildungen zeigen wieder Potentialverlauf und die niedrigsten Eigen-
zustinde.

Potentialverlauf 1-d H-Molek.-Modell (Abstand 14)

'
—_

Potential V(x)
© 0O N o o b~ N

o
o
T
1

% 5 0 5 10
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d)

d)
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niedr. 2 Eigenzustaende beim 1-d H-Molek.-Modell
0.4 r T T

4
035} i -

03} ]

025} 1

o
o
r
.

<}

=

o
.

Zustand u(x)

o
.
!

! \
! \
/
0.05 / \ E
/! \
/ \
/ \

-0.05

Die niedrigsten beiden (entarteten) Zustéinde entsprechen jetzt also den Eigenzustinden der
separierten Atome; natiirlich ist auch jede Linearkombination dieser beiden Zustdnde wieder
Eigenzustand.

Die folgende Abbildung zeigt die Abhéngigkeit der niedrigsten 2 Eigenwerte vom Abstand der
beiden Atome

niedrigste 2 Eigenwerte als Fkt. vom Abstand 2*a

Offenbar werden die beiden Eigenwerte identisch fiir grofie a; dann hat man zwei separierte
gleichartige Atome vorliegen mit gleichem Eigenwert, also 2 entartete Zustinde. Mit abneh-
menden a spalten diese Zustdnde auf in einen "bonding” (bindenden) Zustand mit niedrigerer
Energie als der Eigenergie des einzelnen Atoms und einen ”antibonding” Zustand mit gegeniiber
dem freien Atom erhohter Energie. Die Aufspaltung wird mit abnehmendem a immer grofer.

Addiert man aber jetzt die Coulomb-AbstoBung der Kerne hinzu (welche in dem vorliegenden
Ein-Elektronen-Problem der einzige Beitrag ist, der einer beliebig kleinen Anndherung entge-
genwirkt), dann ergibt sich der in nachstehender Abbildung dargestellte Verlauf fiir die Bin-
dungsenergie, welches geméfl der Born-Oppenheimer-Néaherung das effektive Wechselwirkungs-
Potential zwischen den beiden Kernen darstellt:
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niedrigste 2 Eigenwerte als Fkt. vom Abstand 2*a

Y 1 2 3 4 5 6
2a

Nur fiir den niedrigsten bindenden Zustand ergibt sich also ein Minimum bei relativ kleinen

Absténden (wohl weil die ”Coulomb-Wechselwirkung”durch den Abschneideparameter § = 0.1

effektiv relativ klein ist). Die Abhéngigkeit dieses Ergebnisses von diesem Abschneideparameter

konnte noch untersucht werden.

Fiir § = 0.2 sind entsprechende Ergebnisse fiir die beiden niedrigsten Eigenenergien und das effektive
Potential fiir die Kernbewegung in den folgenden beiden Bildern dargestellt:

- T 4 T
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Losung der Aufgaben zu Kapitel 3

Aufgabe 3.1 Gitterwellen auf dem Quadratgitter

.« ) 9 9 9 _, - - _,
V=3 Z [ Fra T UR T Ugia, TR~ 2Ua YR~ 2UG R}
R

a 2
) Z {4%%1‘ —2up U 2UE U
Ri

1
-5 > P mita

Ri,Ri
mit q)ﬁi,ﬁi’ = 4dad;y
— —ady fir B =R+a(l=1,2)
Qéi7ﬁli/ ¢Zi/(R - R) - { 0 “ sonst

Beachte: Die Doppelsumme iiber alle ﬁ, R 148t sich (bei Durchnumerierung der Plétze) schreiben als:

nm n

n m;ﬁn n n m>n

daher sind die Nichtdiagonalelemente von @ nur durch —a gegeben, wenn RR' nichste Nachbarn sind.
Dann ergibt sich die Fourier-transformierte dynamische Matrix zu

1

Dl((D - Z M(b“(ﬁ)euﬂ% =da — aeiqza - ae*iqza — aeiqya — a@fi‘Iya
R
" o) o) < 57 (i) 5

Dies sind bereits die Quadrate der Eigenfrequenzen w?(§), die hier also beziiglich der kartesischen
Komponente 7 entartet sind.

3

2.5} 1

2r 7 Léngs spezieller Linien (von
(0,0) nach (1,0), von (1,0)

150 7 nach (1,1) und zuriick lings
der Diagonalen von (1, 1) nach

r 7 (0,0 in Einheiten von 7/a) in
der Brillouinzone ist die Di-

0-5 | spersionsrelation in nebenste-
hender Abbildung dargestellt.

Aufgabe 3.2 Lineare Kette mit 2 Atomsorten pro Einheitszelle

a) Das Vorgehen von Kapitel 3.2 kann auf dieses Beispiel angewendet werden. Wir betrachten ein
eindimensionales Gitter mit Gitterkonstanten 2a, periodischen Randbedingungen und 2 Atomen
in der Elementarzelle, ndmlich einem der Masse M bei 0 und einem der Masse m bei a. Die
Ortsvektoren des i-ten Atoms in der n-ten Elementarzelle sind also R; = n*2a+ (i — 1) *xa+uyp;
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(1 =1,2). Es gilt die Bewegungsgleichung:

Miy,1 = K(up2 —tp1+un—12—uUn1) = K(un2+ tn-12— 2upn1)
Mmipy = K(Upty11 — Un2 + Un1 — Up2) = K(tupt11 + Un1 — 2up 2)
Un.l Un.2
Ansatz: u,1 = -t Up2 = g giwt
v M m

2K 1 1
\/—Mvn,l (\/mvn2+\/mvn 12)

2 1 1
Vmw?v, . = K(\/—mvn,Q \/Manrll \/Mvn 1)

vV szvml =

Ansatz: v,,; = elaZnay,,
w26iq2naw1 _ QMQZ'q%Law1 - \/%mei(ﬂnawz - \/][\j’—Tneiq(n1)2aw2
w26iq2naw2 _ 2M€iq2na,w2 - \/]I\;_meiqZ(n—i—l)awl o \/%meiqrﬂawl
Ww, = 2%101 \/]I\;_mwg - \/A[;_me_i‘ﬂ“wg
Wlwy = Q%wg — \/%e”ﬂawl — \/%wl

Dies ist gerade ein Eigenwertproblem fiir die dynamische Matrix

2% __K K ,-ig2a
Q(Q) = ( __K jig2a _ _K Mm 2_)4Mm )
vVMm vVMm m
Die Eigenwerte ergeben sich aus der Bedingung
K _ 2 (K K —iq2a
0 = det 2 w (\/Mm+ Mme )
(—\%ema + Zim) 2 — "

>ﬁ

Die Losung dieser quadratischen Gleichung liefert

2 K j: cos(2 )—2 uS +<K K)
we = — 4+ — a) —2——
Tt M a Mm

+
K
— M—<m+Mj:\/M2—|—m2—|—2Mmcos 2qa)

Zu jedem ¢ gibt es also 2 Eigenschwingungen, es gibt 2 Zweige (akustischen und optischen) der
Phononen-Dispersionsrelation.
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181
Fiir ¢ — 0 ist cos(2ga) — 1 und wir erhalten \
161
2K(M+m) 4
w2 RN Mm ’
0
121
Fiir ¢ — o ist cos(2ga) — cos(m) = —1 und wir i
b) erhalten sl
2K
2 { W 0.6
Wy 2K
M 04r
Fiir K = 1 und ein Massenverhéltnis M/m = 2 02
sind die Dispersionen w;(q) nebenstehend darge- . ‘ ‘ ‘ : ‘ :
Stellt. U_)(q) 0 05 1 15 2 25 3

2qa

c) Fiir m = M ergibt sich

w2:

(2 +4/2+ ZCos(Qqa)) = % (2 +2cos(qa))

Sl

Damit ergibt sich:

(e = 2@ sin(%)
wa(q) = 2\/% co (%)

Der 1. Zweig entspricht der iiblichen Dispersionsrelation fiir eine einatomige Kette. Der 2.Zweig
geht aus dem ersten hervor durch Addition eines reziproken Gittervektors des Ubergitters wegen

K K
w15 = q) = 2y Tlsin(=T + 5)] = 2/ 37 cos(F)

Da bei gleichen Massen aber Translationsinvarianz beziiglich a herrscht, kann man statt 2 Di-
spersionsrelationen iiber der Brillouinzone des Ubergitters mit Gitterkonstanten 2a auch eine
Dispersionsrelation iiber der (doppelt so grofen) Brillouinzone des eigentlichen Gitters mit Git-
terkonstanten a betrachten.

Aufgabe 3.3 Lineare Kette mit starren Randbedingungen

Die Bewegungsgleichung lautet genau so wie bei der Kette mit periodischen Randbedingungen:
Mii, = K(upt1 + tp—1 — 2up)

mit den Randbedingungen ug = uy = 0. Der Ansatz

iwt

u, = Asin(nga)e

erfiillt diese Randbedingungen, falls Nqa = 7 mit ganzzahligem [ gilt. Einsetzen in die Bewegungs-
gleichung fiihrt auf

w?Asin(nga) = %(2 sin(nga) — sin((n 4+ 1)ga) — sin((n — 1)ga))A
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Anwendung des Additionstheorems sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y) fithrt auf

2

w”sin(nga) = 2sin(nga) — sin(nga) cos(ga) — cos(nga) sin(qa)

|
E§|

in(nga) cos(—qa) — cos(nga) sin(—qa))

|
MEW

a%
(
(2sin(nga) — sin(nga) cos(qa) — cos(nqa) sin(qa)
in(nga) cos(ga) + cos(nqa) sin(ga))

(

2 — 2cos(ga)) sin(nga)

Sis

Also findet man
K K
w?(q) = M(Q — 2cos(qa)) = 4—M sin®(qa/2)

also die gleiche Dispersionsrelation wie bei periodischen Randbedingungen. Nur die erlaubten g-Werte
sind anders, ndmlich

q= Jl\,—’; bei starren und ¢ = %—Z bei periodischen Randbedingungen. In beiden Fillen also N erlaubte
g-Werte, bei periodischen Randbedingungen aber groflerer g-Bereich zugelassen (von 0 bis %” bzw.
—2 bis +7 (1.Brillouin-Zone), bei starren Randbedingungen nur von 0 bis 7, Grund: bei periodischen
Randbedingungen existieren nach links und nach rechts laufende Wellen, bei starren aber liefert —¢g
nichts neues gegeniiber +¢ (egal, ob der Massenpunkt zuerst nach oben oder nach unten schwingt).
Mit anderen Worten: Bei starren Randbedingungen miissen ganzzahlige Vielfache der halben Wel-
lenldnge der Systemlédnge entsprechen, d.h. l% = Na = l% — q = Jl\,—’;, bei periodischen Randbe-
dingungen miissen ganzzahlige Vielfache der vollen Wellenldnge ins System passen: ¢ = 12” . Am
Argument mit den Wellenldngen kann man auch noch einmal erldutern, warum eine Beschrankung
auf die 1.Brillouinzone oder Einheitszelle des reziproken Gitters ausreichend ist: Wellenldngen kleiner
als die Gitterkonstante brauchen bei einem diskreten System nicht betrachtet zu werden,

Aufgabe 3.4 Innere Energie bei der linearen harmonischen Kette

E(T) = Zhw(q) (m + %) ,ev(T) = 8E@;T)

a) Hohe Temperaturen 7" bedeutet: hw(q) < kT fiir alle ¢, d.h. fhw(q) < 1. Dann 148t sich die
Exponentialfunktion entwickeln gemiff e#"(@) ~ 1 4+ Shw(q) und es folgt:

hw hw
B(T) =~ zq: (1 +5hw((qq)) —+ ;q)) ~ zq:kBT = NkgT

Cv(T) = NkB

b)
E  ah _t 41
= _/ ghw( (eﬂhw(q)_1+2>
Na 1 1
= dqhw( ) (7&%((1) — t §>

c¢) Fiir tiefe Temperaturen T konnen Beitrige mit Shw(q) > 1 vernachlissigt werden, weil dafiir
—1
der Faktor (eﬁhw(q) — 1) ~ e (%) exponentiell klein ist. Wir nehmen an, daB T so niedrig
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ist, daB fiir hw(q) < kT die Entwicklung

k . qa k
hw(q) = 2hy/ p- 8111(7) ~ hy/ an = Csq
[k
mit: ¢; = hy| —a
m

giiltig wird. Dann ergibt sich

Na [a 1 1
E(T) = 7/0 dqcsq (m + 5)

Mit der Substitution

c c
x el de = ——dg

" kT’ kT
ergibt sich

N T)2 fjesm/akpT N T)2 [ N
B(T) — Fy = _a@/ dr _a@/ do " = N
0 0

T Cs —1 T Cs —1 6cs

Hierbei wurde benutzt

mit der Riemannschen Zeta-Funktion
[o@)
()= Y
k=0

Die prizisere Bedingung fiir ”tiefe” Temperatur lautet also:

CeTr
kpT < =

Fiir die spezifische Wéarme ergibt sich im Grenzfall tiefer T

Nar
T) = k3T
cv(T) 3¢, B
Die spezifische Wirme verschwindet also linear mit der Temperatur fiir 77 — 0, was allgemein

fiir akustische Phononen in einer Dimension gilt.

Na m/a csq Csq Na (kgT)? [©p/T T Nacg [(7\?
ET) = — dg—=22 4 22| =227 7 d Z
(T) T </0 qeﬂcsq—1+ 2 T Cs /0 xez—1+ 41 (a)
Na ©p Nreg
= kpT)*Dy(—
csw( sT) D T )+ 4da

CsTC

mit der Debye-Temperatur ©p = o und der Debye-Funktion:

€T tn
D, (x) :/0 dz‘,et_1

Fiir tiefe 7" kann man ©p /T ~ oo setzen und erhélt

(kpT)2Ds (00) = 2 (ki T)?

CsT 6cs

a

E(T)—Ey=N

wegen Dj(o0) = %2, fiir hohe Temperaturen folgt

N
a(kBT)2@—TD — NkpT

E(T) —

CsT

also wird jeweils das exakte Hoch- und Tief-Temperaturverhalten reproduziert.
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e) Die Substitution

2cy a

r = hw(q)p= 271\/Esm(q2a)ﬁ = knT sin(%)

T g \/W - <l<:BTa >2
dr = ha mcos(Q)ﬂdq—csﬁ 1 sm(Q)dq—Csﬁ 1 2] x| dg

fihrt auf
N T 2 2¢s/akpT
E—EO = —a(kB ) / 4 P :vx 1
s 1- (%25e)

N kT
= a(k:BT)2 /d:c x <a B > /dm
TCs er — 1 -1
Na 72 akpT
= ——(kgT)* | =+ = < b >
TCy 6 8 Cs 15
Bei der Entwicklung der Wurzel unter dem Integral handelt es sich nur um eine asymptoti-
sche Entwicklung, die nicht im ganzen Integrationsbereich giiltig ist wegen der Divergenz des
Integranden an der oberen Integrationsgrenze. Fiir niedrige T" kann man die Entwicklung trotz-

dem ndherungsweise machen, weil fiir grofiere = die (nicht mehr korrekten) Beitrége wegen des
exponentiell kleinen 2.Faktors keine Rolle mehr spielen.

f) Zur numerischen Berechnung kann man zu dimensionslosen Einheiten iibergehen, indem man

a = 1und 2h+\/k/m =1 und kg = 1 (folglich ¢; = 0.5) setzt und das Integral aus b) diskretisiert:

N N
1 T ...n 1 1 an
(E - Eo)/N = 7 4 Z NGy T 1 N nz::l can/T — 1
nﬂ'
QN)

mit: a,, = sin(

Die Debye-Funktionen kann man sich gem&f Definition (vgl. d)) berechnen und dann das Resul-
tat der Debye-Ndherung geméf der in d) angegebenen Formel. In den nachfolgenden Abbildungen
sind die exakten Resultate (blaue Kurven) fiir die innere Energie und spezifische Wérme mit
denen der Debye-Néherung (griine Kurven) verglichen.

0.8

0.6

0.4

02r

E (T) % 02 04 06 08 1 12 14 16 18 ZTCV (T) % 02 04 06 08 1 12 14 16 18 27
Man erkennt deutlich, daf§ fiir tiefe und hohe T die Debye-Néherung korrekt wird, dafl es aber
Korrekturen im Bereich mittlerer Temperaturen gibt. Fiir niedrige Temperaturen ist die innere
Energie auch noch mit der Korrekturformel aus e) berechnet worden; das entsprechende Ergebnis
(rote Kurve) ist —mit dem exakten (blau) und dem Debye-Ergebnis (griin)— ebenfalls geplottet.
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Man erkennt, daf fiir sehr tiefe 7" alle 3 Kurven iibereinstimmen, das Ergebnis mit der Korrek-
tur aber bis zu hoheren T fast identisch mit dem exakten Resultat ist, fiir noch hohere T' aber

025
021
0151
natiirlich " wegliuft” (wegen Beitrigen proportional T2 bzw. T4).

0.1

0.051

F (T) % 01 02 03

Aufgabe 3.5 Quantenkorrekturen zum Dulong-Petit-Gesetz

Geht man fiir hohe Temperaturen, d.h. Shw;j(q) < 1 bis zur 3.0rdnung in der Entwicklung des
Exponentialterms im Nenner der Bose-Funktion, ergibt sich

1 1
BE(T) = Zhwj((j) (7(3@%@ — + 5)
qj

1 1
%hwj@ (1 + Bhw;(q) + 3 (Bhw (@) + £ (Bhw(@))® + ... — 1 2)

' kT 1 l
= L@ <hwj<q-> T+ Lohw(@ + L@ 2)

= Y he(@ [% (1= 5Bh0s(@ + 3 (Bhs (@) ~ 5 (Ghss (@) ) + 5
qj J

_ 1 1 (hw;(@)?*  hw;(Q)
- % lkBT M@ + 33 kT 9

1 A

— 3NkpT + —

SNkT + 12 k5T

mit
A=) (hwi()?
aj
Beachte: Die Nullpunktenergie wird also exakt durch den 2. Term in der Hochtemperatur-Entwicklung

kompensiert (und bleibt nicht etwa als additive Konstante zum Dulong-Petit-Ergebnis bestehen), die
ersten Korrekturen zum Dulong-Petit-Ergebnis sind proportional 1/7'.

Aufgabe 3.6 Phononen-Zustandsdichten

Die Aussage ist klar nach Definition der Zustandsdichte.

a) Fiir 1 Dimension wurde numerisch N, = 100, €2,,, = 2. und N, = 2000 gewahlt und die g-Werte
diskretisiert als ¢ = i5- (i = 1,..., Ny). Nachstehend das Matlab-Programm und die Figur mit
dem Ergebnis fiir die eindimensionale Phononen-Zustandsdichte:

rho=zeros(100);
rhoex=zeros(100);

04
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e=zeros(100);

for ie=1:100 e(ie)=ie*0.02;end

for ix=1:2000

qx=ix*pi/4000;

om=sin(qx);

ee=om;

ie=ceil(ee*50);

rho(ie)=rho(ie)+1;

end

for ie=1:100 rho(ie)=rho(ie)/40;

if e(ie) < 1 rhoex(ie)=2/(pi*sqrt(1-e(ie)*e(ie)));
end

end

plot(e,rho,’b’ e,rhoex,’r’)
text(0.2,5,’blau numerisch, rot exakt’)

5 blau numerisch, rot exakt B

b) Wegen der Symmetrie des Quadratgitters reicht es, ¢ auf den Bereich 0 < ¢, <% ,0 < ¢, < ¢,
der 1.Brillouinzone zu beschrénken, da die 4 Quadranten der Brillouinzone zu dquivalenten w(g)-
Werten fiithren und innerhalb jedes Quadranten eine Beschrinkung auf einen Simplex (Dreieck)
ausreichend ist, weil die Dispersion symmetrisch bei Vertauschung von ¢, und g, ist. Fiir die
konkrete numerische Rechnung wurde wieder N, = 100, 2,, = 2. gew#hlt und 500 Diskretisie-
rungspunkte fiir ¢, und damit noch 250 Diskretisierungspunkte fiir g,.
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Matlab-Code:

rho=zeros(100);
e=zeros(100); 25

for ie=1:100 e(ie)=ie*0.02;end
for ix=1:500

qx=ix*pi/1000;

for iy=1:ix

qy=iy*pi/1000;
om=sqrt(sin(qx)*sin(qx)+sin(qy)*sin(qy));
ee=om;

ie=ceil(ee*50);
rho(ie)=rho(ie)+1;

end

end

for ie=1:100 rho(ie)=rho(ie)/2500; end
s=0.;

for ie=1:100 s=s+0.02*rho(ie); end

s

plot(e,rho)

Man erkennt deutlich: ein lineares Verhalten der Zustandsdichte fiir kleine w (wie auch beim
Debye-Modell), eine logarithmische van-Hove-Singularitdt bei w = 1 und einen Sprung auf 0
am oberen Rand des Spektrums bei w ~ 1.41 = \/5; dabei wurde w in Einheiten von 2/a/M
gemessen.

Aufgabe 3.7 Phononen-Spektrum und -Zustandsdichte fiir fcc-Gitter

a) Wenn a die Kantenléinge des Wiirfels der konventionellen Einheitszelle bezeichnet, sind die 12
Néchsten-Nachbar-Vektoren beim fee-Gitter gegeben durch:

—

A = (£a/2,+a/2,0) ,(+a/2,0,%+a/2) ,(0,4+a/2,£a/2). Dann kann man z.B. aus (3.86) durch
Vergleich mit (3.18) ablesen, dafl die Matrixelemente der Kraftkonstantenmatrix gegeben sind
durch:

k 2
®;;(0) = 2 ZAZ‘ = 4k
A
weil fiir festes i fiir 8 der 12 A 0 # A; = a/2 und A2 = a?/2 gilt. Fiir i # j gilt
k
®,;(0) = ~2j %:AZAJ» =0

weil von den 4 A mit A, #0und A; # 0 zwei AjA; = +a?/4 und zwei AA; = —a?/4 ergeben,
was sich bei Summation iiber alle A kompensiert. Entsprechend gilt fiir festes A:

o k
P;i(A) = —3

wegen A2 = a2/4 und A? = ¢2/2 und
- k
®i;(A) = +3

weil A;A; = +a?/4 gilt (fiir 2 der 4 A mit A; # 0 und Aj; # 0 positiv, fiir 2 negativ). Die
(Fourier-transformierte, g~abhéngige) dynamische Matrix ergibt sich damit aus der allgemeinen
Relation (3.27)

Dij(q) = % S0y (R)e i = % ((I)ij(o) +> @z‘j(ﬁ)e_iqﬁ)
A

—

R
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b)

Fiir nebenstehende Abbildung wurde ¢ in

jeweils 30 Diskretisierungsschritten vari- s

iert vom I'-Punkt zum X-Punkt gemé&f

q = (¢,0,0) ,q = 0,...,27”, anschlieflend =

gemifl ¢ = ( ,q,0) vom X-Punkt zum o

Punkt (2;, 2;r,O), von diesem zuriick zum

I-Punkt gemifl ¢ = (27” —q, %’T —q,0)qg= 1t

0,...,27” und abschliefend noch einmal 1

vom [-Punkt zum L-Punkt gemifl ¢ =

(¢,9,9) ¢ = 0,...,%. Fiir jeden der (ins- os)

gesamt 120) ¢-Werte wird die dynamische

Matrix gamif 6.2.a aufgestellt und diago- w(q) % % W % % 60 20
nalisiert. Die Wurzeln aus den drei Eigen- (0,0,0) (27,0,0) (2m,2m7,0) (0,0,0) (7, m, )

werten sind die Eigenfrequenzen

Kritische Punkte sind demnach zu erwarten bei w, ~ 2.8 ,2.4 ,2 ,1.4 = /2. Der Matlab-Code
zur Berechnung dieser Dispersionskurven ist nachfolgend abgedruckt.

clear;

d=zeros(3,3);
gx=zeros(120);qy=zeros(120);qz=zeros(120);
x=zeros(120);

for j=1:120

x(j)=;

if j =30

qx(j)=2."pi*j/30;

qy (j)=0;q2(j)=0;

end
if §;30 & j =60
ax(j)=2"pi;
qy(j)=2%pi*(j-30)/30;qz(j)=0;end
lf 60 i J & J‘—9O

qx(j)=2%pi-(j-60)*2*pi/30;
qy(j)=2%pi-(j-60)*2*pi/30;

qz(j)=0;end

if 1,90 & ji=120

ax(j)=(j-90)*pi/30;qy (j)=ax(j);az(j) =ax(j);
end

2*%(2-cos(0.5*qx(j))*cos(0.5*qy(j))-cos(0.5%qx(j)) *cos(0.5%qz(j)));
2¥5in(0.5%qx(j)) *sin(0.5%ay ());
2*sin(0.5%qx(j))*sin(0.5*qz(j));
a(1.2);
2’*"(2 cos(0.5*qy(j))*cos(0.5*qx(j))-cos(0.5%qy(j)) *cos(0.5%qz(j)));
d(1,

sin(0.5%qy(j)) *sin(0.5%qz(j));
3);d(3,2)=d(2,3);
d(3,3)= 2*(2 c0s(0.5%qz(j))*cos(0.5*qx(j))-cos(0.5%qz(j) ) *cos(0.5*qy (j)));
[ev,ew]|=eig(d);
for i=1:3
omega(j,i)=sqrt(ew(i,i));
end
end
plot(x,omega(:,1),x,omega(:,2),x,omega(:,3))

1,1)

(1 2)
d(1,3)
d(2,1)
d(2,2)
d4(2,3)=2
d(3,1)

Wegen der kubischen Symmetrie ist es hinreichend ¢ nur auf einem Simplex (27” > Gy > qy >
g. > 0) eines Oktanden des ¢-Raums zu betrachten.
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Die Berechnung der Zustandsdichte erfolgt ansonsten analog wie bei Aufgabe 6.1, fiir jedes ¢ ist
die dynamische Matrix zu diagonalisieren wie bei 6.2.a. Das Ergebnis ist fiir die Zustandsdichte

ist nachfolgend dargestellt, w wird natiirlich wieder in Einheiten von 1/% gemessen:

3.5

25

15F

0.5

o | | | |
nfcc(w) 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Hierbei wurden 80 Diskretisierungspunkte fiir ¢, € [0, 27] gewihlt. Man erkennt das w?-Verhalten
fiir kleine w und die van-Hove-Singularitdten bei w. ~ 1.4,2,2.4,2.8.

Aufgabe 3.8 van-Hove-Singularititen in 2 Dimensionen

Analog wie in (3.113), (3.114) hat man in der Umgebung eines Maximums der Dispersion w,. in 2
g g g P
Dimensionen (mit C7,Cy > 0)
w=w.— Cln% — CQF&%
Fiir die Zustandsdichte ergibt sich daher:
2 2 2 1 2, .2
n(w) ~ /d kO(w — we + C1KT + Caky) = i, /dxdyé(w —we+ 2 +y%)
- 9 - ] const. fiir w < w,
/drré(w we + 1) /dué(w We +u) = { 0 fir w > w0,

Bei Maxima der Dispersion, insbesondere also am oberen Rand des Spektrums ist also bei 2-dimensionalen
Systemen ein Sprung der Zustandsdichte zu erwarten, am oberen Rand von einem endlichen Wert auf
0.

Bei einem Sattelpunkt der Dispersion w(q) hat man dagegen

w=w.— Cln% + CQF&%

Dann ergibt sich

dx

nw) ~ [ dodgdo -t ot =) ~ [ de it ot ) = [ae

\/w—wc—l—x%—i—on 11
Vo — o ~ W —w)

Also hat man eine logarithmische Singularitdt an inneren kritischen Punkten, an denen ein Sattelpunkt
der Dispersion vorliegt.

= In(2vw — we + 22 + 2x)

00 ~In
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Aufgabe 3.9 Kontinuumslimes der linearen harmonischen Kette

Mi, = k(upt1+ up—1 — 2uy)
w = u(Be) = u(B)+ 2 (R —m)+ 2 L] (R - R
du 1 d?u du 1 d2u
Mii - Sfue A R
i(Ry) k (u(Rn) t o0t 550 +u(Ry,) — 50T 5530 u(Rn)>
d2
= ka2 d—ZJ
22|,

Voraussetzung: langsame Variation von u(R,,) iiber Lingen von der Grolenordnung Gitterkonstante.
Fasse R,, als kontinuierliche Variable x auf und dividiere durch a:
O*u(x,t Ou(x,t
uwt) _, dulzt)
ot? Ox?

mit p = M/a lineare Massendichte.
Kontinuumslimes: Limes M — 0,a — 0, N — oo,k — oo mit p = M/a =const. , f = ka = const. ,
L = Na = const.

Pu pd*u

a2 for2

eindimensionale Wellengleichung.

Ansatz fiir spezielle Losung:

u(z, t) = uge =)

—q2+£w2:0 alsow:\/zq:cq
f p

mit ¢ = /f/p der Schallgeschwindigkeit.
Die exakte Dispersionsrelation fiir die lineare harmonische Kette

o -af Bt Fen

liefert im oben beschriebenen Kontinuumslimes das gleiche.

liefert

Aufgabe 3.10 mittleres Auslenkungsquadrat

H = Zh%@< bg; + >

Up,j = \/— Z idftn \l oM w: () b it bJLQ]

folgt aus der Umkehrung der Definition der Phononen-Erzeuger und Vernichter:

1 B Mw;(q) , 1
- iqR J ) )
byj \/NZe (\/ S URj +m2thj(q)pRj)
Muw;(
T‘ — zqR ]
bas \/— Z (\/ on ) 2Mh 2Mhw;(q)” RJ)
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b)

d)

f)

g)
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(tn) \/— Z Zan\/ 2Mw] (D bgj) _qj>) =0

da die Gleichgewichtserwartungswerte bzgl. des harmonischen Hamilton-Operators zu nehmen
sind und alle Diagonalelemente von Auf- und Absteigeoperatoren allein verschwinden in Ei-
gendarstellung, da die Anwendung dieser Operatoren jeweils einen Zustand mit einer um 1
vergroflerten bzw. verkleinerten Besetzungszahl liefert, also einen anderen Eigenzustand.

= .= h 1
= — Z eldfintiq R~ — <<bquqvj> + <biabiw > + <bq*jbi*/ > + <bi*b(j"]>)
N & 2M Jeoj(@wy (@)

v S (0t +1) =i [0 (o +1)

1 h
= 2]\/I/dwn o th(ﬂ w)

mit der Phononen-Zustandsdichte (vgl. (3.92))

= %%}s(w ~ (@)

Es gilt fiir die Phonenzustandsdichte fiir kleine w in Dimension d

n(w) ~ w?t

(vgl. (3.107-109)) Wegen coth(z) ~ 2 fiir kleine x ergibt sich

) d-1
(tz) ~ /0 dww "]

also divergiert dieses Integral fiir d = 1,2 und damit auch (#?), withrend es fiir d = 3 endlich
bleibt. Eine Divergenz des Auslenkungsquadrates bedeutet aber Instabilitéit des Kristalls gegen
solche Auslenkungen. Echte ein- und zwei-dimensionale Kristalle sind daher nicht stabil (!!). Es
gibt streng genommen keine (thermodynamisch stabile) kristalline Ordnung in Dimension d = 1
und d = 2. Dies ldfit sich allgemein beweisen (Spezialfall des sogenannten Mermin-Wagner-
Theorems).

Fiir hohe Temperaturen gilt im gesamten Frequenzbereich (nicht verschwindender Zustandsdich-
te) die Asymptotik coth(Shw/2) ~ %BT . Dann folgt

kT
_,2 B/d

3a?
2m2¢3

Beim Debye-Modell gilt

N 1/3
np(w) = W2 fiirw < wp = ¢ (GWQV)

(vgl. (3.69),(3.110)). Damit:

kT
2\ _ B

1 kgT 3a® 9%pT 1
donp(W) 75 = F0L 223“P = Tl %,

w2
kT = Mh:cga2?D

(sagt Abhéingigkeit der Schmelztemperatur von Ionenmasse, Gitterkonstanten und Debye-Frequenz
voraus).
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Aufgabe 3.11 Anharmonische Korrekturen
H—i+k —az® =h (bTb+ )— 5 mit w = ||
i 22 — ax? w az” mit w = 4/ 5

a) Stoérungsrechnung fiir Zustand nach Quantenmechanik:

(a >0)

‘f’Z’ m[—aw n)0

0
m#n Em

Dann folgt (da alle Matrixelemente reell sind beim Oszillator)

2c Oln|zim)0 O(m|z3|n)0
> (nlz|m)” *(m|a”|n)

hwm;ﬁn n—m

_ 2_O‘( h )220<nl(b+bT)|m>°0<ml(b+bT)3ln>°
 hw \2Muw n n—m
ah

= g [V = 10+ n)® = Vi T % 16+ b))

= (nfzln) =

Hierbei riihrt der Faktor 2 daher, daf§ der gestorte Zustand |n) einmal als ket und einmal als bra
auftritt bei der Erwartungswertbildung. Nun gilt

C = b+ =03 4+ b3 46762 + bbT0 + 6707 + 0126 + bbb 4 b1

Fiir die Matrixelemente zwischen den ungestorten Oszillatorzustinden [n£1) und |n) ergibt sich

“n—1|Cn)°" = Vn(n—1) +nyn+ (n+1)v/n = 3ny/n
"n+1|1Cn)° = Va+iln+n+DvVn+ln+2vn+1=3n+1)Vn+1

Daraus resultiert schlief8lich:

(2)n = — ah
T oOM2W3

3ah 3a 1 3a
2M2w3 (2n+1)= M2 (n+3

[3712 —3(n+ 1)2} =

b) Fiir den thermodynamischen Erwartungswert ergibt sich

3a 3a
—BEn _
) =1paz ZE = 2721 o)

Hierbei wurde berticksichtigt, daf3 nichtverschwindende Erwartungswerte bereits linear in der
Storung sind, so dafl der thermische Mittelwert mit dem ungestorten Hamilton-Operator gebildet
werden kann. Somit ergibt sich

3a 1 1
() = M2w4hw <eﬁhw " 5)

Fiir hohe Temperaturen ergibt sich

3o
<1‘> M2 4(kBT)
Dies kann als einfachstes Modell fiir thermische Ausdehnung interpretiert werden. Eigentlich
ist die Stérungsentwicklung aber nur fiir Zustédnde |n) sinnvoll, deren Eigen-Energien unter dem
Potentialmaximum liegen; ein z3-Potential im ”dahinter” liegenden Bereich ist physikalisch nicht
sinnvoll.
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Losung der Aufgaben zu Kapitel 4

Aufgabe 4.1 Attraktives Kronig-Penney-Modell

—5 - T V(@)Y(r) = Ey(x)

wird durch den vorgegebenen Ansatz gelost mit

K2 K2

2m

E=- <0

da das Potential im Zwischenbereich na < x < (n + 1)a zwischen 2 ” Atomen” verschwindet.
Sprungbedingung bei na:

2
Y (na +0) — ' (na —0) = — 77?2001#(71@)
2
kC, — KDy — Cp_1ke™ + Dyy_1e” " = — ZZUO (Cn + Dy)

Aus der Stetigkeit bei na folgt:
Cn+ Dy = Cp1e™ + Dy_1e7 "
Aus dem Bloch-Theorem folgt:

Ya+a) = e*(z) — ¢(a+a) = Y (2)
eilm(cnil + Dn—l) = C,+D,, ellm(Cn—l — D, _ ) Cn — Dy,

Damit:
ika ika Ka —Ka 2muo (kg ika
0,1 — "Dy —e™Cy 1 +e "Dy = — 7 ¢ Cno1+e"Dy,
K
ezkacn_1+ezkaDn_1 —  eMa n_l_i_e—szn_l

also ein homogenes Gleichungssystem fiir die Koeffizienten C,,_1, D, _1:

: 2mug i j
(eZka _efe h2l€0 ezka) Cp1+ (efna _ eika %gg_z:ezka) D,y =0
<6ilm N ef-m) Ch 1+ (eika _ e—fm) D, =0

Nichttriviale Losungen existieren, wenn die Determinante verschwindet:

2mvo

e

€2zka . ezka Ka zka e re 14 202 e

(e2ika . ez’ka 7na)

. - . . 2m/UO
_ezkae KO 414 e2zka . ezka Ka h2
K

e

(62ika . eikaena) —0

Dies fithrt (nach Ausklammern und Kiirzen von 4e%¢) zu

cos(ka) — cosh(ka) + % sinh(ka) =0
K
was dquivalent ist zu der angegebenen Beziehung

el sinh(ka) = k cos(ka)

kcosh(ka) — -,
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Offenbar kann es nur dann gebundene Losungen (zu negativen Energieeigenwerten) geben, wenn gilt:

|f(ka)| = |cosh(ka) — %sinh(/m) <1
mit ¥y = mvpa/h%. Im Bereich 0 < 2 = ka < 6 ist die Funktion f(z) fiir 3 verschiedene Werte von
vp nachstehend aufgetragen. Man erkennt, dafl es einen endlichen Bereich von k-Werten und damit
Energien gibt, fiir die —1 < f(x) < 1 gilt, so dafl die Bedingungegleichung fiir bestimmte & erfiillbar
ist. Es gibt also genau ein Energieband von gebundenen Eigenenergien, dieses wird mit zunehmender
Potentialstérke immer schmaler und wandert zu gréferen x und damit niedriegeren Energien.

f(x)

2 T
' cosh(x)-2.1*sinh(x)/x
1
15 | -
BT S e L B R -
05 | 4
o - -
0.5 - 4
-1
15 B
2 Lo 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6
X
33 “fort.8" using 12 + 6.5 . " fort8 using 13 -
e , i R
32} & ., Tt %
- ", " <
& Y 75} " !
31} ; + . ;
& e 8 ++ N
+ + or + +
3r ; +++ ++ ++
¥ + 8.5 * S
h "
291 N A % P
+ + 9t % S
. +
28| s 5 ++ s
. + + 9.5} % +
+ + - + +
K \ 8 E
27r Ay % -0} % &
b " " s
f +++ * A
2.6} o Ty, 10.5 T
% M

a a
Durch (graphisches bzw. numerisches) Auflosen der Bedingungsgleichung erhilt man (k) und daraus
E(k), was in obigen beiden Plots fiir vy = 3. dargestellt ist.
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Aufgabe 4.2 Kronig-Penney-Modell mit Potentialmulden endlicher Breite

u (b<a)

V(z) = —p fir na <x <na+b
v = 0 firna+b<z<(n+1)

My

_120 L L L L L L L L L
‘/ €T o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Diskretisierte Schrodinger-Gleichung:

—ip1 — Yic1 + 2%+ V(xg) s hxhx; = Exhxhx*
mit  ay=ixh,i=1,...,200

Matlab-Quelltext:

clear; os
h=zeros(200,200); oal

v=zeros(200); ost

for i=1:200 0zl

x(1)=i*0.1; ot

end of

for n=0:19 il

for i=1:4 o2

v(10*n-+i)=-100;

end oul

end Ylz) e
for i=1:200 z

h(i,i)=2*1+v(i)*0.01;
if i<=199 h(i,i+1)=-1; end

if i>=2 h(i,i-1)=-1; end NI S

end % N PR L

h(1,200)=-1;

h(200,1)=-1;

[ev, ew|=eig(h); ol

for j=1:40 B

k(3)=J;

eps(j)=ew(j,j)/0.02;

end l

figure(1); plot(x,ev(:,5))  reereeoeoennnnns

figure(2); plot(eps,’x’) E, ™ % % % = ® % % w
n

figure(3); plot(x,v)

Die 5.Blochfunktion und die niedrigsten 40 Energie-Eigenwerte sind fiir vg = 100 in obigen Plots
dargestellt. An der Blochfunktion erkennt man deutlich, dafi sie sich aus ebener Welle mit Wellenlénge
von etwa 10 a multipliziert mit einem gitterperiodischen, auf die Einheitszelle lokalisierten Anteil
(Blochfaktor) zusammensetzt. An den Eigenwerten ist die Ausbildung von 2 Béndern mit negativer
Energie, einem tief liegenden und fast dispersionlosen und einem mit stérkerer Dispersion zu erkennen.
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Aufgabe 4.3 Bloch-Faktoren fiir das Kronig-Penney-Modell

R dPuy Bk dug N h2 k2
- 2m dx? m dx 2m

Diskretisierte Version:

up + V(z)ug(x) = Egug(z)

U1 — Up1 + 2 % Uy — ik * (U1 — Up_1) % h+ (2 +V(2,)) xup s hxh=E xu, xh*h

3 niedrigste Bénder fiir verschiedene vg:
en(k vo=0

920

Matlab-Quelltext fiir Dispersionen:

clear; sor
xx=zeros(400); nf
im=1.0i; ol
h=zeros(10,10); sof
v=zeros(10); ol
for i=1:10 ol
x(1)=i*0.1; a

end
for i=1:4 “
v(i)=-100; s -; — ; ;4
end wl
%ik=110 il
for ik=1:200 sl
k(ik)=-pi+ (ik-1)*2*pi /200; ol
kim=k(ik)*im; wl
for i=1:10 soF
h(i,i)=-2-(v(i)+k(ik)*k(ik))*0.01; &
if i<=9 h(i,i+1)=1+kim*0.1; end ol
if i>=2 h(i,i-1)=1-kim*0.1; end of
end vo=10 " ,:; T e e
h(1,10)=1-kim*0.1; %
h(10,1)= 1+kim*0.1;
[ev, ew]=eig(h); Bl )
eps(ik,1)= —ew(lO,lO)/0.0l; wl /
eps(ik,2)=-ew(9,9)/0.01; -
eps(ik,3)=-ew(8,8)/0.01; r -
end _ T
figure(1); plot(k,eps(:,1) k,eps(:,2) k,eps(:,3)) T
figure(2); plot(x.ev(:9))
vo=5b0 % S ) = o 1 p s .
k
Béander fiir vg=100 (vgl. 8.2): Blochfunktlon fiir vo = 30
\\\\ // oaf
- _
D I e e N ) I e e e S
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Aufgabe 4.4 Kosinuspotential

4 . 2
V(x) = % (e‘G“x + e*’G”x) mit G, = %

Das Potential hat also genau zwei nichtverschwindende Fourier-Koeffizienten. Aus (4.34) folgt daher
in diesem Spezialfall:

hz 2 Vo Vo
%(k —Go)" —¢ | ch—q, + 5 Ck—Go+Ga + o Ch=Go—Ga = 0
Explizit ausgeschrieben fiir Gy = 0, £G,, ergibt:
h2 2 Vo Vo
%(k —Go)* —¢| kg, + Eck + ?Ck,QGa =0
h2 Vo Vo
<%k2 — 5) Ck + Eck—Ga + Eck'i‘Ga = 0
hz Vo Vo
<%(k +Go)® — 5) ChtGa + 5 0k S Chi26, = O

Vernachldssigt man hier die Koeffizienten cy1oc, zu "hoheren” Béndern, ergibt sich:

g
ChtGo = ——773 Ck
2 (45 k+ Go)? — )
und damit
B h2k? wd 1 v3 1
ST om A RGG)? 4 PGl

2m 2m

Im Bereich k£ < 0 (k > 0) 148t sich im Summanden mit k + G, (k — G,) im Nenner £ durch die nullte
Niherung h%k%/2m ersetzen und es bleibt eine quadratische Gleichung mit Lésung;

e = % (akga + \/a%Ga + 4kaa)

) i den untersten Béander des Ko-
15 1 4 sinuspotentials fiir Potenti-
- ) alstirke vy = 2 dargestellt.

it a R N R(k+Ga)? mod
Mo ™ Tom 2m h2(2G2 — 4kG,)
2 2 2 4
vy 2G5 +k o, 9
und byg, = 1 -G, 4m2k (k+ Gq)
e(k)
40 T T T X . " R T
forE uShg 13 —

30t |
25} 4
2 Nebenstehend sind die bei-

10 | 8

5t \/ 1
ok J
5 A

-4 3 2 1 0 1 2 3 4
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Aufgabe 4.5 Symmetrie der Bandstruktur

Es gilt zunéchst:

. . P 7> .
DHJ(F) = D(5—~ +V(®)f(7) = <% + V@?)) f(D7) = HDf(7)

Dabei wurde benutzt, daf die orthogonale Transformation (Drehung etc.) D Skalare und damit auch
Skalarprodukte invariant 148t, so daf gilt:

—

V(D) =Y v(|DF - ) =Y v(ID(F— D'R)|) = > _v(D(7 - R)|) =

— —

R R R R

<
~
=
|
]!
N
I
<
—~
=y
~—

Dabei wurde benutzt, daf fiir jeden Gittervektor Rauch R = QE Gittervektor ist nach Voraussetzung.
Also gilt:

Hy(DF) = HDy(7) = DHY(7) = e(k) Do (7) = e(k)y(DF)

Also ist 93(Dr) mit () Eigenzustand von H zum gleichen Eigenwert e(k).
Die Bloch-Funktion soll aber gemeinsamer Eigenzustand von H und Translationsoperator Tz sein.
Anwendung von diesem Operator liefert:

mit R = QE einem anderen (gedrehten) Gittervektor. Nun gilt aber:

kR = kDR = DK'DR = k'R = D 'kR

wobei k = QE’ gelten soll. Also:

Also ist
Yp(Dr)

gemeinsame Eigenfunktion von H und Tz zum Wellenvektor Q_IE, also
Vp(DF) = 15 (F) e(k) ==(D7'k)

Aufgabe 4.6 Kronig-Penney-Modell in Tight-Binding-N&herung

Atomares Problem:

h2
—%d'(x) —vod(2)p(x) = E¢(z)
Ansatz:
Bla) = Ae "l
16st die Schrodinger-Gleichung mit:
h2k2
o
2m
, falls die Anschlufibedingung
2mu
9(0+0) = ¢/(0-0) = ——>6(0)
erfiillt ist, also fiir
k=20 oder E = —ﬂvg

K2 25?2
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Aus Normierung ergibt sich

A=k

Also atomare Wellenfunktion des (einen) gebundenen Zustands:
o(z) = Vre™ !

Bei einer periodischen Anordnung der atomaren Potentiale sind in Tight-Binding-N#&herung nach
(4.81-84) insbesondere die Uberlapp-Matrixelemente zwischen atomaren Wellenfunktionen bei 0 und
bei a zu berechnen.

-9 —2Ka
g = /d$¢(1’) Z(—Uo5(x —na)p(x) = —2vgk Z e 2rma _ %

n#0 n>0

AMa) = /dxgb(ac —a)v(z —a)p(z) = li/dxef’(”'xfd(—voé(:c —a))e Tl = —ygrere
a = /dxgb(ac —a)p(x) = li/dxef'f‘xfa‘ef’f‘x‘

0 a 0
= K [/ dxe/i(xfa)enx+/ dxen(xfa)efnx+/ dxef/i(xfa)efn:r
—00 0 a
e—ha —Kka

[ g e

In fithrender Ordnung in e™"* ergibt sich als Energieband:

h2 2 2 1
-5 AN 2upke” " cos(ka) = M (— + 2e " cos(ka))
m

E(k) = :

£(k) Nebenstehend sind die exak-
ten Bénder (Losung der im-
pliziten Gleichung aus Auf-
gabe 8.1) und die Tight-
Binding-Bénder fiir 3 ver-
1 schiedene Werte von ";;2’0 =
3,4,5 dargestellt. Man er-
kennt, daf§ die Béander nied-
riger liegen (d.h. die Elektro-
i { men sind stirker gebunden)
und schmaler werden mit zu-
nehmender Stérke (Tiefe) der

attraltiven Potentiale vy und

20 | 4

-22 - 4

2| | daB die Ubereinstimmung von

2 \ . / exakter und Tight-Binding-

-4 3 2 -1 0 1 2 8 4 Bandstruktur ebenfalls um so
k

besser wird je stiarker v ist.
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Aufgabe 4.7 Tight-Binding-Bandstrukturen

12 Néachste-Nachbar-Vektoren fiir fce-Struktur:

—

A = (£a/2,%+a/2,0) ,(£a/2,0,%+a/2) ,(0,%+a/2,+a/2)

E(E) = FEy+t Z e_ilgﬁ

An.N.
— Ey+t (eikza/Qeikya/z + eikwa/2 g—ikya/2
4+ e tkaa/2gikea/2 | o—ikea/2—ikya/2 4 )

a

= Ey+4t <cos(k:xg) cos(k‘y§

)

a a a a
+ cos(k:x§) cos(k:z§) + cos(k:yi) cos(k:z§))

8 nachste Nachbarn fiir bee-Struktur:

—

A = (+a/2,4+a/2,+a/2)

E(E) — Ey+t <6ikma/26ikya/2eikza/2 + ikza/2gikya/2 g —ikza/2 0

)

+ eikxa/2e—ikya/2eik2a/2 + eikxa/2e—ikya/2e—ik:za/2 +

a a
v3) cos(l=5)

Ey + 8t cos(kxg) cos(k

Lésungen 49
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Aufgabe 4.8 Wannier-Funktionen

Die gitterperiodischen Bloch-Faktoren w,(x) kénnen wie in Aufgabe 8.3 durch numerisches Losen
der effektiven Schrodinger-Gleichung (4.20) bestimmt werden, dann sind die Bloch-Funktionen gem#$
(4.19) gegeben durch

Die Bloch-Funktionen sind allerdings nicht eindeutig sondern kénnen einen beliebigen Phasenfaktor
¢'?* bekommen; genauso wie im Reellen die Eigenzustéinde nur bis auf das Vorzeichen (d.h. einen
Faktor +1) eindeutig sind, sind sie im Komplexen nur bis auf diesen Phasenfaktor eindeutig. Wenn
die verschiedenen Blochfunktionen aber zufillig gewdhlte Phasenfaktoren bekommen, sind die geméfl
Definition

wp (T —

Z e—Zkank
k

%%

berechneten Wannier-Funktionen eventuell gar nicht um den Gitterplatz R herum lokalisiert. Man
muf} daher die Bloch-Funktionen zuerst geeignet ”eichen”, d.h. geeignete Phasenfaktoren wihlen. Die
einfachste Moghchkeltﬁ besteht darin, die Phasenfaktoren fiir die verschiedenen k so zu wahlen, dafl
sie fiir das gleiche x( reell werden. Bestimme also aus den numerisch (mit eventuell noch zufilligen
Phasen) berechneten t,,;(x)

Gtk _ Yk (o)

Dann erfiillen die modifizierten ("umgeeichten”) Blochfunktionen

ink (.%') = eiid)k wnk (.%')

speziell bei x

Unk(70) = [tk (z0)]

sie sind also fiir alle k reell am gleichen Ort xg. Mit diesen umgeeeichten Bloch-Funktionen kommt
man zu lokalisierten Wannier-Funktionen.

“s.auch Tlan Schnell, Studienarbeit und Diplomarbeit Uni Bremen (1998/99)
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Matlab-Quelltext:

clear;

im=1i;

x=zeros(400);

% n Zahl der Einheitszellen, ix*0.1 Gitterkonstante
ix=20;n=20;v0=-100;

% Losung von (4.20) fiir jedes k auf der Einheits-
zelle for nk=1:n

k(nk)=-pi+nk*2*pi/n;

kim=k(nk)*im;

h=zeros(ix,ix);

v=zeros(ix);

v(1)=v0; v(2)=v0; v(ix-1)=v0;v(ix)=v0;

for iix=1:ix

xx (1ix)=iix*0.1;

h(iix,iix) =2+ (v(iix)+k(nk)*k(nk))*0.01;

if iix > =2 h(iix,iix-1)=-14+kim*0.1; end

if iix < =ix-1 h(iix,iix+1)=-1-kim*0.1; end

end

h(1,ix)=-1+kim*0.1;

h(ix,1)=-1-kim*0.1;

[ev,ew]|=eig(h);

for iix=1:ix

eps(nk,iix)=ew (iix,iix)/0.01;

u(nk,iix)=ev(iix,2);

end

end

% Energie-Eigenwerte (Bénder) &, (k) in eps(nk,iix)
% Bestimmung der ungeeichten Blochfunktionen
for nk=1:n

for nx=1:n

for iix=1:ix

jx=(nx-1)*ix+iix;

x(jx)=jx*0.1;
psi0(nk,jx)=exp(im*k(nk)*x(jx))*u(nk,iix) /sqrt(n);
end

end

end

%Umeichung der Blochfunktionen for nk=1:n
cphas(nk)=psi0O(nk,1)/abs(psiO(nk,1)); end

for nk=1:n

for jx=1:400

psi(nk,jx)=psi0O(nk,jx)/cphas(nk); end

end

figure(1); plot(k,eps(:,1),k,eps(:,2),k,eps(:,3))
figure(2); plot(x,psi(1,:))

%Bestimmung der Wannier-Funktion for jx=1:400
wann (jx)=0;

for nk=1:n

wann (jx)=wann(jx)+exp(-
im*k(nk)*20)*psi(nk,jx)/sqrt(n);

end

end

2004: Losungen o1

% Losung des ”atomaren” Problems:
h1l=zeros(40,40);
vl=zeros(40);

v1(19)=v0;
v1(21)=v0;v1(22)=v0;

for iix=1:40
h1(iix,iix)=2+v1(iix)*0.01;
if fix >= 2 hl(iix,iix-1)=-1; end

if iix <= 39 h1(iix,iix+1)=-1; end

end

[evl,ewl]=eig(hl);

for iix=1:400;

atom(iix)=0; end

for iix=1:40

atom(180+iix)=ev1(iix,2); end

figure(3); plot(x,real(wann),x,atom)
Wannier-Funktion und ”atomarer” Eigen-
zustand um n=20 fiir Gitterkonstante a =
1:

v1(20)=v0;

0.4r

0.3r

16 18 20 22 24 26
Wannier-Funktion und atomarer Eigenzu-
stand fiir a = 2:

0.4r
0.31

0.2r

24 26

WEeil es so schon funktioniert, noch ein paar mehr Wannier-Funktionen auch fiir andere Werte von vg:
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Wannierfunktion 1.Band um R=20 v0=50

Wannier-Funktion 1. Band v0=30

16 18 20 22 24

und fiir ein stérkeres vy = 300, so daf3 3 Bander gebundenen Zusténden entsprechen, Bloch-Funktion
und Wannier-Funktion des 3.Bandes:

Wannier-Fkt. f. 3.Band bei v0=300

18 185 19 195 20 205 21 215 22
Diese gut lokalisierten Wannier-Funktionen stimmen also meist schon recht gut mit den atomaren
Funktionen iiberein, sie unterscheiden sich insbesondere dadurch, daf§ sie noch Ostzillationen in den
benachbarten Potentialtopfen haben, was sein muf}, damit sie zu den um diese Topfe lokalisierten
Wannierfunktionen orthogonal sind. Die Orthonormiertheit kann auch numerisch gepriift werden und
stimmt mit einer Genauigkeit von 10716,

Aufgabe 4.9 Tight-Binding-Zustandsdichte fiir fcc- und bcc-Gitter

a) fce-Struktur:

k
% = (sin(ky) cos(ky) cos(k.), sin(ky) cos(k;) cos(k. ), sin(k,) cos(ky cos(ky))

3

—
~—

— cos(ky) cos(ky) — cos(ky cos(k,) — cos(ky) cos(k.)
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b)

Kritische Punkte bei:

(0,0,0), (m,m, ), (0,0,7), (0,7,0), (m0,0), (7, m,0),(m0,x), (0,7, 7), (

o]
o3
o3

Zugehorige kritische Energien mit van-Hove-Singularitéiten bei:

€1 =—3,e9=+1,e3=0

bee-Struktur:

e(k) = —cos(ky) cos(ky) cos(k)
6—2 = (sin(k;) cos(ky) cos(k.),sin(ky) cos(kz) cos(k. ), sin(k,) cos(ky) cos(ky))

kritische Punkte bei: T T
(07 07 0)7 (71', T, 71'), (57 5’

)

o] 3

zugehorige kritische Energien:
€1 =—1,e9 =41,e3=0

12

Matlab-Source fiir bee (fec analog,
aber von -4 bis 42 darstellen und b
andere Dispersion benutzen):
clear; 08l
rho=zeros(120);

e=zeros(120);

for ie=1:80 e(ie)=-2.+ie*0.05;end
n=0;

for ix=1:250 “r
qx=ix*pi/250;
for iy=1:ix o2f
qy=iy*pi/250;

for iz=1:iy o

0.6

-4 -3 -2 -1 0 1
n=n+1;

) . bce-Tight-binding-Zustandsdichte
qz=iz*pi/250; 2.5 ‘ ‘ ‘

ee=-cos(qx)*cos(qy)*cos(qz);
ie=ceil((ee+2.)*20); ol
rho(ie)=rho(ie)+1;
end

end

end

for ie=1:80 1t
rho(ie)=rho(ie)/(0.05*n); end
s=0.;

for ie=1:80 s=s+0.05*rho(ie); end 0.5¢
s

plot(e,rho) 0

1.5¢

p(E)

Aufgabe 4.10 Freie Elektronen in 2 Dimensionen

freie Elektronen mit Dispersion

S S
ek)=——=-——(k: + k)

om  2m

in 2 Dimensionen.

53
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a)
k 2
— 2y 1= / 1= 2L or [ kar = LEE
he 27T k<kp 472 0 T 2
N R’k%  Twh?
lso: k}p = 2n— =2, Ep= —L = —
also : kp T ™, Ep o el
b)
(E)—i26(E—ﬁ /dzkéE—ﬁ _i/kd;ﬂ;(E_@)_F_m
P N2 N42 )= oN om ' 7h’N

Die Zustandsdichte ist also konstant fiir £ > 0.

c) Zahl der Elektronen pro Einheitszelle Z,

o0 1
Z, = / dEp( / dE 5T / d
o ﬂhQ I ) €

2 kT In [1 T eu(T)/kBT}

Th*N
Falls Z, = 1 gilt ( 1 Elektron pro Elementarzelle oder N Elektronenzahl) gilt mit a):

Er =kpTlIn [1 + e‘u(T)/kBT}

oder

eu/k-BT - eEF/kBT —1= eEF/kBT (1 N e*EF/kBT)
w(T) = Ep + kgTIn(1 — e~ Pr/keT)

d) Nach (4.173) gilt, da die Zustandsdichte p(E) konstant ist:

Fm (p? 2 9
=U/N = EEp( T = E v 2 (kgT
w=tN = ["amBam) + T kT ) = EQN(2+6<kB>

_ 1 —Er/k T 7w 2
_ E<[EF+/-¢BT1H(1—e r/kp } + = (ksT)

= Er 1 _ijB_Te*EF/(kBT) _|_ (k T)
2 EF 3 EF

Aufgabe 4.11 Temperaturabhéingigkeit von chemischem Potential und innerer Energie

Fiir T' = 0 gilt:
2

Er 2
/ dE\/_:§E2/2:1_>M(T:o):EF:(2)3:1,31037
0

und

EF 2
U(T =0) = Ey = / dEEVE = 3E§/2 — 0, 78622
0

Dies kann als Startwert fiir die Berechnung von u(7") aus

- / ip_ VE
0 e(E—)/T 1
und U(T) aus
0 \/E
U(T) :/0 AEB i
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benutzt werden. In der (numerischen) Praxis kann die obere Integrationsgrenze durch p+ 12T ersetzt
werden. Ist das 1. Integral grofler als 1, wird p in diskreten Schritten verkleinert, bis es mit vorgegebener
Genauigkeit 1 ist. Ein Fortran-Programm, das als Integrationsroutine die Simpson-Regel benutzt, ist
auf der néchsten Seite abgedruckt. Die numerischen Ergebnisse fiir 4(7") und U(T) sind daneben
dargestellt fiir 0 < T < 3.. Man erkennt deutlich, dafl das chemische Potential mit zunehmender
Temperatur abnimmt, daf fiir kleine 7" eine T?-Abhiingigkeit besteht, die fiir groe T in ein in etwa
lineares T-Verhalten iibergeht und dafl ;(7") negativ wird, hier konkret fiir 7' ~ 1.3. Die innere Energie
beginnt bei der endlichen Grundzustandsenergie Ey = 0.78622, wiichst fiir kleine T quadratisch ~ T2,
was fiir grofle 1" in ein lineares T-Verhalten iibergeht.

Fiir grofle 7" und somit pu < 0 kann man wie folgt auch analytisch abschéitzen:

1= /Oo dEi ~ /T /Oo dEVEe E/T — 9t/ TT3/2 /OO dzzle ™ = e”/TTg/Qﬁ
0 e(E_M)/T—f— 1 0 0 2

2 2
u/T —3/2 _ =3/2\ _ _Z
e _ﬁT —>,u—lln(ﬁ1 ) Z(ln( ) 2lnl

und

U(T) = ™ /Oo dEE3/2e=EIT — 9uon/TT5/2 /Oo dpzte— — 2€M/TT5/22\/7_T _ ;T
0 0

Dies ist nichts anderes als das Ergebnis fiir das klassische ideale Gas, auch ein Fermi-Gas geht fiir
grofe T in ein klassisches ideales Gas iiber, wenn p negativ wird, fiir Elektronen sind dies aber in der
Praxis unerreichbar grofle 7'
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common t,emue

external f1,f2

emue=1.31

do 1 it=1,200

t=0.01%*it

nl=1

n=nl

eo=emue—+>5.%t
s=simpson(f1,0.,e0,1.e-4,n)
if(abs(s-1.).1.0.001)go to 3
emue=emue-0.001

go to 2
write(6,*)t,emue,s,n
en=simpson(f2,0.,e0,1.e-4,n)
write(7,%)t,emue,en
continue

stop

end

function f1(x)

common t,emue
fh=1./(exp((x-emue)/t)+1.)
fl1=fh*sqrt(x)

return

end

function f2(x)

common t,emue
fh=1./(exp((x-emue)/t)+1.)
f2=x*sqrt(x)*th

return

end

function simpson(f,a,b,aerrn)
dimension simps(2)

n=2

do 3 it=1,2

h=(b-a)/(2*n)

s=f(a)

do1i=1,n
xl=a-+(2*i-1)*h
x2=a-+2%*h

s=s+4.%f(x1)
s=s+2.%f(x2)

s=s-f(b)

n=2%n

simps(it)=h*s/3.
if(n.gt.4096 )return

Czycholl: Theoretische Festkérperphysik, 2. Aufl. 2004: Lésungen

05}

if(abs(simps(2)-simps(1)).gt.aerr)go to 2

simpson=simps(2)
return
end




G. Czycholl: Theoretische Festkorperphysik, 2. Aufl. 2004: Lésungen 57

Aufgabe 4.12 spezifische Warme von Halbleitern

a) Der Schritt von (4.200) auf (4.201) ist klar, wenn man in (4.200) den 2.Term in den Klammern
gegeniiber dem ersten vernachléssigt (weil der erste um Faktor 1/7 grofler ist bei tiefen 7°) und
w durch Ef ersetzt. Setzt man in (4.201) Ep = %(EC +E,) =E,+ % =FE.— % ein, ergibt sich:

A
672kBT FEy A
= — dEE(E — E, — =)py(E)e PEFe=E)
cy T2 <O ( 5 )Pu(E)e

o0 A
o[ - D)
Ec

Setze

puo(E) = Co\/Ey — E p(E) = Cc/E — B, mit C.., = %(2%@)3/2
s

Mit den Substitutionen

E,—F
i = 2= B= B, kpTe? dE = —2kpTade VB, - B = VEpTa
B
E—F,.
W = T8 B = Bt hyTa® dE = 2k Tade VB~ B, = VigTa
B
folgt:
A
T3hpT Ey/kpT A
o = (cv / 2kpTade(E, — kpTa®)(~hpTa® — 5)VkpTee ™
B 0

00 A
+ Cc/ 2kpTxdr(E, + kBTavz)(kBTav2 + 5)\/ kBTxe“2)
0

__A
e 2kpT

— ———kpA(C.E, — C,E, /ood 2e7"
VT A ) Jo dree
e_ﬁ V T
kp—=A——x5
VkgT ~ N 8n2h
wobei letztere Gleichheit nur bei gleicher Valenz- und Leitungsband-Masse gilt. Dies unterschei-

det sich von (4.202), (4.203) durch einen Faktor von kg, der im Buch eigentlich hinzugehért, wie
man sich schon aus Dimensionsgriinden iiberlegen kann.

e_ﬁ 174 2( m )3/2

BN 2rh?

3/2m 3/2 _
(@me)*2E. — (2m,)*?E,) =By

b) Die Zustandsdichte

(E) = ELO fir0< E<Eyund Eg+ A < E <2Ey+ A
P 0 sonst

ist offenbar symmetrisch um Eo—l—%, daher ist dort die Fermi-Energie und das chemische Potential
ist T-unabhéngig, also konstant u(7T) = Ey + %. Fiir die spezifische Wiarme gilt:

of E—pu 1
= dEp(E)E— = | dEEp(E
v / PLE) or / PLE) kpT? (ePE-1) + 1) (e~ PE-R + 1)
1 x
= — [ kgTd kT kT
2 (E0+A/2)/2k‘BT .’EQ 2 (EQ+A/2)/2]€BT
:—kTQ/ dx ~ k 2/ drxze ™
TEo( A/2kpT (e +1)(e7® 4+ 1) TEo( P A/2kpT
2 —I |0
= T—Eo(kBT)Q(—UC2 — 2z —2)e ’A/2kBT
. 2kBT < A )2€A/2kBT _ AT aper
Ey 2kpT 2T Ey

in fithrender, nicht verschwindender Ordnung.
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Losung der Aufgaben zu Kapitel 5

Aufgabe 5.1 Einteilchen-Operatoren in Besetzungszahldarstellung (”2.Quantisierung”)

Die genannten Operatoren haben in 1.Quantisierung die folgende Form:
N
po= ) D
i=1
N
o) = Yo 7i)
i=1

N
50 = g 22 0 = R+ 0 )

sind also alles Einteilchen-Operatoren. In 2.Quantisierung beziiglich ebener Wellen (als Eigenzustdnden
freier Teilchen in Ortsdarstellung) ergibt sich:

S Pt
p = Z hkc];c,;
E

., 1 (' —R)F

PR = Zez( Teleg,
k!
- 11 VP
](’F) _ V% i(k fk)r(k: + k‘/)CtCk,
Bk

Aufgabe 5.2 2-Niveau-System und Besetzungszahldarstellung

a) In Besetzungszahldarstellung gibt es 4 (linear) unabhéngige Zusténde:
0,0) ;11,0) ;]0,1) 51, 1)

Der Fockraum ist also 4-dimensional, der 2-Teilchen-Hilbertraum 1-dimensional. Als Slaterde-
terminante ist der 2-Teilchenzustand gegeben durch:

1
11 = 5 (le)Vlea)® = lea)Vlen) @)
b) Es gilt:
cl]0,0) = [1,0); ¢50,0) =10,1) 5 ¢l]1,0) = 0; ¢b1,0) = —|1,1)
clo,1) = |1,1); ¢bj0,1) =0; cf[1,1) =0

Bei Ubergang zur Matrix-Darstellung entsprechen die Zustéinde Spaltenvektoren:

1 0 0 0
o] NEEE o], o
0,0) = 0 :|1,0) = 0 :10,1) = . 1,1) = 0
0 0 0 1
Matrix-Darstellung von ¢;, c;-r:
000 0 0 0 0 0 0100 001 0
4o L1000 s [0 000 _JOOOO]| _[000 -1
1= 0000|221 0 00| looo1|® [ooo0o o
00 1 0 0 -1 0 0 000 0 000 0
000 0 000 0
o e _|O0oroo0f i ] 0000
=57 o000 ™ 22" [0oo0o1o0
000 1 000 1
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c)
00 00 0O 0 00 00 0 O
ot 1 0 00 0O 0 00 00 0 O
cicy, = =
172 0000 1 0 00 0000
0010 0 -1 0 0 1 000
0O 0 00 00 0O 0O 0 0O
bt 0O 0 00 1 0 00 0O 0 0O
chey = =
271 1 0 00 00 0O 0O 0 0O
0 -1 0 0 0010 -1 0 0 O
o dd = —dd
Die anderen Antikommutator-Relationen gehen analog, betrachte speziell noch
01 00 00 00 1 0 00
O 0 0 0 O 1000 _[0O0O0OO
7 loo0oo01 000O0| 0010
0 0 0 O 00 10 00 00
1 000 00 0O
B 0100 [O0O100 e
~loo1o0 0000 | 171
0 0 0 1 0 0 01
und
00 00 00 00 00 0 O
(cT)Q— 1 0 0O 1000} _|0O0O0OO _ 0
V710000 000O0] [0O0O0OTO0O]|"
0010 0 010 0 0 0 O
d)
H = 8(0{61 + 6502) + t(C;CQ + cgcl) + UCICECQCl + Jc];cgclcg
Matrixdarstellung:
000 0
0 ¢ t 0
H = 0 t e 0
0 0 0 224+U-J

Der Einteilchenanteil 18t sich diagonalisieren durch Ubergang zu neuen Basiszustéinden

1
[¥12) = —= (J¢1) £ |p2)) mit Eigen-Energien Ey o =e 1t

V2
e) Fiihrt man Erzeuger und Vernichter d; ,dZT beziiglich der Einteilchen-Eigenzustéinde [v;) von H
ein, gilt
0 0 0 0
0 e—t 0 0
H=| o "0 4y 0 — (e = t)didy + (¢ + t)dbdy + (U — J)dl didad,
0 0 0 2¢e4+U—-J
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Die neuen Erzeuger und Vernichter d; ,dZ gehen aus den alten ¢; ,c durch die gleiche kano-
nische Transformation wie die Einteilchen-Eigenzustinde aus den urspriinglichen Einteilchen-
Basiszustidnden hervor, also

1 1
Lty di =
platelid =175

Durch Einsetzen der kanonischen Transformation kann man —unter Ausnutzung der Anti-Kommutator-
Regeln— die beiden Versionen von H in 2.Quantisierung in e) und d) direkt ineinander iberfiihren.

d; = —(cl £ b)

Aufgabe 5.3 Wicksches Theorem

a) Da der Hamilton-Operator

H = Z 5acha
(0%

diagonal ist, treten auch bei der Berechnung von (gro$-)kanonischen Erwartungswerten nur Dia-
gonalelemente bzgl. dieser Besetzungszahldarstellung auf, daher mufl man sich nach Wirkung
des Operators cLlcfm CasCa, Wieder im gleichen Zustand in Besetzungszahldarstellung wie dem
Ausgangszustand befinden, damit es iiberhaupt einen nicht verschwindenden Beitrag zum Er-
wartungswert gibt. Daher miissen die Elektronen, die ”vernichtet” werden auch wieder erzeugt

werden, d.h. es mufl ay = a3 und as = ag gelten oder oy = a und a3 = az. Also hat man
<CL1 CLQCCYSCCY4> = <nglna2>5a1a45a2a3 — (N1 Mas)0ay asOasay
Nun gilt in der groflkanonischen Gesamtheit fiir einen in Besetzungszahl-Darstellung diagonalen
Einteilchen-Hamilton-Operator:
1

— ,32 na(ea—p) — _
o) 2ifna} € =B analca=n) Z ozt kBT@«saQ

mZe DRMERD

) )
= —kgT——1InZy, = —kgT In | JJ(1+ e Aemm

_ Be—Bleag—n)
S In(1 +e ey = —pT pe" " = !

«

— —kpT

0
02y
Dies ist gerade die Herleitung der Fermi-Verteilung aus der grolkanonischen Zustandssumme.

Aus der ersten Gleichheit sieht man:

0 1

0
— kT -Na = —kgT o na(sa_ﬂ)
77 Oea, 1o ) 77 Oz, (Z{n y e 2 nalcah) {%}n 2 )
1

— ﬁz Na(ea—p)
= — o (on Z Nay Nay€
Y nay € B g nalea—n) ()

1 o (a—p ) ( ﬁz na(Ea—p )
— — - Z nal alfa Z nOQ alfa
(Z{na}e P2 amae ”) ({na} {na}

= <n041n0¢2> - <n0¢1><na2>

Andererseits gilt fiir aq # ao:

0 0 1

e — a = = 0
65041 <’rl 2> 65041 eBleay—p) +1

Also gilt

<na1na2> - <na1><na2> =0

und daraus folgt die Behauptung.
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b)

7T — * * T AT
<Cn1 Cng Cn3 Cn4> - unlalungagun30¢3un4a4 <CO¢1€O¢2 0063 CO¢4>

Q] a3 asz a4

= Z Z Z Z U21a1U;2a2un3a3un4a4 <<CLICQ4><CL2 COlS> - <CLlca3><CL2 COl4>)

Q] ay asz a4

= <Cizl Cn4><CIl2 Cn3> - < Izl Cn3><cizg Cn4>

Aufgabe 5.4 Wechselwirkendes 2-Teilchen-Modell in einer Dimension

a) Numerisch wird die eindimensionale Einteilchen-Schrédinger-Gleichung

2
(-% - 2v<m>) pilx) = cipi(a)

0.5

gelost. Daraus ergibt sich fiir die nied- o
rigsten (gebundenen) Energie-Eigenwerte

(speziell fiir 6 = 0.1) e = —19.0809 ,e9 = o5
—2.6670 ,e3 = —1.7042 ,e4 = —0.8100.

Die zugehorigen Eigenfunktionen ¢;(x) A1
sind nebenstehend abgebildet.

pi(z) B0 » = = o 2 4 & 8 1w
x
Bei Beschrinkung nur auf die niedrigsten beiden Zustédnde i € {1,2} lautet der Hamilton-
Operator in 2.Quantisierung

= Y ade 1 3 I 4
H = €iCixCio + 5 uu12,131401'1062'20101'30’6140

i=1,2;0 i1,i2,i3,ia=1,2;00"

mit den Coulomb-Matrixelementen
wy = [ do [ d'oi@)e;@)erle Yn(a)V (12 = o)

mit 4,7, k,l € {1,2}; im Eindimensionalen kénnen alle Eigenfunktionen reell gew#hlt werden.
Dann bleiben nur 6 verschiedene Coulomb-Matrixelemente:

U1 = U111 = 10.4594 s UQ = U2222 = 3.2442 s V= 12,21 = U21,12 = 2.6134
J = w212 = u2121 = U211 = w122 = 0.3977
X1 = w1222 = U122 = U212 = U221 = 0 = Xo = 21,11 = 12,11 = U11,21 = U11,12

Da die letzteren X o zumindest fiir das hier diskutierte Beispiel numerisch verschwinden, 148t
sich der Vielteilchen-Hamilton-Operator in folgende Form bringen:
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H = Z (81010010 + EQCEJCQJ) + UlCITclTChCll + UQC;TCQTCELCQJ,
a
+ V Z cigclacga,c%/ +J Z cigcga,clg/@a
o,0’ o,0’

_ L i i i

= 1¢11C17 +€1Cllcll +€262T62T +€QCQlCQl
Ulc];TcchJhcll + U20£T02T0£l021 + V(CITcchglc% + chcllchCQT)
J(CJ{TCJélcllCQT + chchcchu) +(V — J)(CJ{TCnC;TCQT + chcllcglc%)

+ 4+ o+

J(CJ{TCLCQLCQT + C;TCELCUCH)

b) Fiir antiparallele Spins gibt es die folgenden 4 2-Teilchen-Zusténde:

CITCIL|O> ) C;T621|0> s CIT021|0> ) C;Tcll|0>

Beziiglich dieser Zusténde hat der Hamilton-Operator die folgende Matrixdarstellung:

2e1 + Uy J 0 0
H— J 2e9 + Us 0 0
0 0 e1+e+V J

0 0 J €1 +eo+V

Diese Matrix hat die Eigenwerte

1
ELQ = 5<251+U1+262+U2:|:\/(2€1+U1—2€2—U2)2+4J2)

E3y = e1+e0+VEJ

Numerisch ergibt sich speziell:

Ey = =27.7085, B3 = —19.5322, By = —18.7368, 5 = —2.0836

Fiir parallele Spin-z-Komponenten gibt es nur die beiden Zweiteilchen-Zustédnde
el c210) el 1o , diese sind bereits Eigenzustéinde von H mit Eigenenergien
176271 1162

Esg=e1+ea+V —J = E3=—19.5322

Die drei Eigenzusténde C-II-TCQT’O> , chcglm) ’%(CITC;l - C;TCL)‘(D sind entartet zum Eigenwert

E5 und bilden das Triplett von Zusténden zum Gesamtspin 1 (mit Spin-z-Komponenten 1, -1,
0).

Der Grundzustand dieses ”eindimensionalen Helium-Atoms” ist also ein Singlett-Zustand (” Ortho-
Helium”) mit Grundzustandsenergie F; = —27.7085, der erste angeregte Zustand der Triplett-
Zustand (”Para-Helium”) mit der Energie F3 = —19.5322.

In Hartree-Fock-Néherung lautet der effektive Hamilton-Operator (unter der Annahme der Dia-
gonalitit beziiglich der gleichen Einteilchen-Eigenzusténde)

Hpyp = (51 + Ui <Chcli> +(V - J)<C£TCQT> + V<C£1621>> Crr
+ (&1 + Unlelyery) + (V = I)(elyea)) + Vichear)) ol jeny
+ (62 + Us{chyca)) + (V = J)(clyerp) + V<0h011>) CapC21
+ (o2 + Unlehear) + (V = I)(el jen) + Vel enr)) chyeay
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Der energetisch giinstigste 2-Teilchen-Singlett-Zustand ist wieder CJ{TCJ{ 110); dafiir gilt (el c1) =
1 und es ergibt sich als Hartree-Fock-Grundzustandsenergie (unter Vermeidung der Doppel-
Z#hlung!)

EAT = 2¢) 4 Uy = —27.7024

also ein Wert, der nur geringfiigig hoher als die wahre Grundzustandsenergie liegt.

Fir den Triplett-Zustand CJ{TCQT‘(D ergibt sich in Hartree-Fock-Néherung als Energie, da fiir

diesen Zustand <CzTTCiT> = 1 und alle anderen Besetzungszahlen verschwinden:
B =) 4+ o0+ V — J=-19.5322

also das exakte Resultat.

Aufgabe 5.5 1-dimensionales Helium-Atom-Modell

zu a) Ein Matlab-Programm zur numerischen Losung dieses Problems wird nachfolgend abgedruckt:

clear;

h=zeros(100,100);
hO=zeros(100,100);
v=zeros(100);
vhar=zeros(100);
eps=zeros(100);

for i=1:100
x(i1)=-104i*0.2;
v(i)=-4/(abs(x(i))+0.1);
end

for i=1:100
hO(i,i)=2+v(i)*0.04;

if 1<=099 h0(i,i+1)=-1; end
if i>=2 h0(i,i-1)=-1; end
end

lev, ew]=eig(h0);
ev(:,1)*ev(:,1)
ev(:,1)*ev(:,2)

for i=1:100
eps(i)=ew(i,i)/0.04;

end

eps(1)

eps(2)
ul111=0;u2222=0;u1221=0;u1212=0;
for i=1:100

forj 1:100

end

end

ullll

12222

ul221

ul212

x1=2%*eps(1)4ullll

x2=2%eps(2)+u2222;
enl1=0.5%(x1+x2-sqrt((x1-x2)? +4*u12122))
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en2=eps(1)+eps(2)+ul221-ul212
en3=eps(1)+eps(2)+ul2214+ul212
end=0.5%(x1+x2+sqrt((x1-x2)? +4*u12122))
figure(1); plot(x,ev(:,1),x,ev(:,2),x,ev(:,3),x,ev(:,4))
evh=ev;

for iter=1:15

for i=1:100

vhar(i)=0;

for j=1:100
vhar(i)=vhar(i)+2*evh(j,1)?/(abs(x(i)-x(j))+0.1);
end

end

vg=v-+vhar;

for i=1:100

h(i,i)=2+vg(i)*0.04;

if i<=99 h(i,i+1)=-1; end

if i>=2 h(ii-1)=-1; end

end

[evh, ewh]=eig(h);

for i=1:100

epshf(i)=ewh(i,i)/0.04;

end

iter

ehf0=epshf(1)

end

hfpot11=0;hfpot22=0;hfpot12=0;

for i=1:100
hfpot11=hfpotll+evh(i,1)*evh(i,1)*vhar(i);
hfpot22=hfpot22+evh(i,2)*evh(i,2)*vhar(i); hfpot12=hfpot12+evh(i,1)*evh(i,2)*vhar(i);
end

enhfl=2%epshf(1)-hfpot11
ul111=0;u2222=0;u1221=0;u1212=0;

for i=1:100

for j=1:100
ull11=ull11+2*evh(i,1)?*evh(j,1)?/(abs(x(i)-x(j))+0.1);
u2222=u2222+2*evh(i,2)?*evh(j,2)? /(abs(x(i)-x(j))+0.1);
ul1221=u1221+2*evh(i,1)?*evh(j,2)? /(abs(x(i)-x(j))+0.1);
ul212=ul21242*evh(i,1)*evh(i,2)*evh(j,1)*evh(j,2) /(abs(x(i)-x(j))+0.1);
end

end

ullll

12222

ul221

ul212

enh0l1=evh(:,1)"*h0*evh(:,1)/0.04
enh022=evh(:,2)*h0*evh(:,2)/0.04
enh012=evh(:,1)"*h0*evh(:,2)/0.04
enh021=evh(:,2)*h0*evh(:,1)/0.04

x1=2*enh011+ul111;

x2=2*enh022-+u2222;
enh1=0.5%(x1+x2-sqrt((x1-x2)? +4*u12122))
enh2=eps(1)+eps(2)+ul221-ul212
enh3=eps(1)+eps(2)+ul221+ul212
enh4=0.5*(x1+x2+sqrt((x1-x2)% +4*u1212%))
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b)

figure(2); plot(x,evh(:,1),
figure(3); plot(x,evh(:,2),

v(:,1))
v(:,2))

X,e
X,e
Die Hartree-Fock-Gleichungen, die sich in diesem Fall auf die Hartree-Gleichungen reduzieren,
weil der Fock-Term nur zwischen Elektronen von gleichem Spin wirkt, hier aber von vorneherein
verschiedener Spin der beiden beteiligten Elektronen angenommen werden kann, kénnen durch
direkte Iteration gelost werden. Die niedrigsten Hartee-Fock Einteilchen-Energien sind gegeben

durch:
egr1 = —9.5729

ungestoerter und Hartree Einteilchen-Zustand

Dieser Einteilchen-Energieeigenwert 0 ‘ ‘ ‘
liegt natiirlich deutlich hoher als der 04l \ f
Einteilchen-Energieeigenwert des un- -

gestorten Hamilton-Operators Hy, weil
das Hartree-Potential eben nicht nur —03t
das attraktive Kern-Potential sondern

auch noch den repulsiven Anteil des 2. A_OA
Elektrons enthélt, das gesamte effek- x-05’
tive Einteilchen-Potential also weniger 06
attraktiv ist. Der Hartree-Einteilchen- 0r

Grundzustand ist entsprechend etwas
weniger stark lokalisiert als der zum un- -08}
gestorten Hamilton-Operator Hy gehorige

. . ; -0.9
Einteilchen-Grundzustand ¢4 (z), was in
nebenstehender Figur zu sehen ist. o 5 0 5 10

Als Hartree-Fock Grundzustands-Energie ergibt sich daraus

2 2
Erro = 2€nr1 —/dx/d 2Auri(@)Plonr @) _ —98.3318
|z —a/| + 9

was energetisch niedriger liegt als das Ergebnis aus der 2.Quantisierung beziiglich der Eigen-
zustdnde von Hy aus Aufgabe 13.1. Das Arbeiten in der Hartree-Einteilchenbasis ist demnach
also giinstiger als das Arbeiten in der Einteilchen-Eigenbasis von Hj.

Natiirlich kann die 2.Quantisierung auch beziiglich der Hartree-Fock-Einteilchenbasis durch-
gefiithrt werden. Beschrankt man sich wie in Aufgabe 13.1 nur auf die 2 niedrigsten Einteil-
chenzusténde, hat der Hamilton-Operator in 2. Quantisierung wieder die Form

ToT
E 5chcw + 5 E : Wiyin,iziaCiy 6 Ciyg Cizo’ Ciso
i=1,2;0 zl,ig,ig,i4:1,2;aa/

mit

d? 2
& = /dSUébHFi(w) <_@ - m) ¢uFi()
2
Uij kl = /dx/d$,¢HFi($)¢HFj($/)¢HFk($/)¢HFl($)m
Es stellt sich heraus, dal der Einteilchen-Hamilton-Operator auch beziiglich der Hartree-Fock
Einteilchen-Zustinde ndherungsweise diagonal ist (Nichtdiagonalelemente von der Gréfenord-
nung 107° und daf gilt:
g1 = —18.7589, g9 = —1.9562 ,u11,11 = 9.1860
UQ2722 = 1.9355 , U1221 = 1.2994 , 12,12 = 0.1086
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Bei Beschriankung auf diese 2 niedrigsten Einteilchen-Zusténde und fiir antiparallele Spins der
beiden Elektronen wird der 2-Teilchen-Hilbertraum wieder 4-dimensional (vgl. Aufgabe 13.1)
und man erhélt als 2-Teilchen Eigenenergien

—28.3322 , —20.5571 , —20.3399 , —1.9764

Die Grundzustandsenergie liegt also noch etwas niedriger als in einfacher Hartree-Fock-Rechnung,
aber beide liegen noch ca. 2 % niedriger als in der entsprechenden Rechnung in 2.Quantisierung
beziiglich der Einteilchen-Eigenzustéinde des wechselwirkungsfreien Hamilton-Operators Hy.

Fiir gegebenes Z € [1, 2] kann man ¢z () bestimmen durch (numerisches) Losen der Schrodinger-
Gleichung

d2
<_w — ZV(|x|)> pz(z) = €zopz(7)

Dann hat man mit diesen ¢z (z) den Erwartungswert des urspriinglichen 2-Teilchen-Hamilton-
Operators zu berechnen. Als Ndherung fiir die Grundzustandsenergie im Rahmen dieses Varia-
tionsansatzes ergibt sich:

2lpz(x)pz(2))]?
Q/dJUSOZ(fU) <__—2V(|x|>soz +/d /d |z — 2| + 0

Ey(Z) ist nebenstehend dargestellt; -26.5]

es ergibt sich offenbar ein Minimum
fir Zyp =~ 1.55 und der zugehori-
ge Energiewert, also die Naherung
fiir die Grundzustandsenergie im
Rahmen des Ansatzes, ergibt sich
zu Eo(Zy) = —28.2844, was dem
Hartree(-Fock)-Ergebnissen aus a)
und b) recht nahe kommt.

Aufgabe 5.6 Zweiplatz-Hubbard-Modell

H = ¢ (chcn + chcu + C;TCQT + cglcu) +1 (CITCQT + cthl + CETCn + cglcu)

+ U (CITclTChCll + C;TCQTC;lCQl)

a) Die Matrixdarstellung des 2-Platz-Hubbard-Modells im durch die Zustédnde

CITCLM ) C2TC21‘0> ) C1TC21’0> ) C;TCL@

aufgespannten 4-dimenionalen Unterraum zur Spin-z-Komponente 0 und Teilchenzahl 2 lautet:

2¢0 + U 0 t ot

- 0 2¢0 + U t t

= t t 20 t
t t t  2e

Fiir diese simple 4*4-Matrix kann man Eigenzustéinde erraten, namlich

—
ESEEASIIR S B
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Die ersten beiden Spaltenvektoren sind Eigenzustéinde zu den Eigenwerten 2¢y + U und 2¢g, der
3. Ansatz fiithrt zur 2-dimensionalen Eigenwert-Gleichung:

(2 +U)x+2ty = Az
2tr + 2¢0y = Ay

U o U2
A= 2+ = 44|42 + —
0t T

T

fithrt. Zwei weitere 2-Teilchen-Eigenzusténde zu paralleler Spin-z-Komponente sind durch CITCET |0) , CJ{ 1Co
gegeben mit Eigenwerten 2¢g.

was zu den Eigenwerten

Zusammengefaft hat man also 6 2-Teilchen-Eigenwerte:

U U2 - ot Fd
E, = 2+ 3~ 42 + 4 zum Eigenzustand {x (Cchll + C2TC2L) +y (ClTCQl + C2TCIL)} |0)
E; = 2¢p zum Eigenzustand CITC£T|0>
; LI P

E3 = 2¢pzum Eigenzustand 7z {c”c2l — CQTclJ |0)
E; = 2¢pzum Eigenzustand CJ{ lcg 110)

- L RO R
Es = 2¢y+ U zum Eigenzustand 7 [Cchll - CzTch |0)

u | U? .
Es = 2¢+ Bl + /482 + 4 zum Eigenzustand {y (cJ{TCL + c;Tc;l) —x (cJ{Tcgl + C;TCIL)} |0)

Die Abhingigkeit der Eigenenergien von U ist fiir 2¢ = 1 und ¢y = 0 unten dargestellt.

12 T T 0.5%sqr(140:25"%%) —
0.5 %+8qrt(140.25"*X) -------
6 - ",'j',',',"',’,",”,‘,‘,",',','7,, -
| -
| -
1 -
/—/_,—/—/—/—/
2 2 | | é 10

b) In Hartree-Fock-Néherung lautet der effektive Hamilton-Operator
H = (e+ U(chcu>)cJ{TclT + (€0 + U<C11-T01T>)CLCH
+ (0 + Ulchjear))ehear + (co + Ulchear))eh oo
+ (C.{TCQT + 611621 + CETCH + cglcu)

Wenn die Gesamt-Teilchenzahl 2 betrégt, also

> (i) =2

1=1,2,0
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gilt, mufl wegen der Gleichberechtigung aller 4 Einteilchenzustédnde

1
(chyic) = 5

gelten. Dann ergibt sich fiir die Zweiteilchen-Grundzustandsenergie in Hartree-Fock-Naherung:

U
EéqF:2eo+5—2t

was offenbar fiir sehr kleine U korrekt wird (bis zur linearen Ordnung in U), fiir groflere aber
nicht mehr.

Aufgabe 5.7 homogenes Elektronengas

a)

b)

. 473% l—ik’z + %k, + K 2_ K In(k + &) + ik’Q + %H + K _2 K In(k — k’)] :F
— g e B D ] | e L
k;k k%kz;FkQ = ‘ : - IZ - # :F dk(kiok — k%) (n(kp + k) — In(krp — k))
_ % /_ZF dk(k2k — k) In(kp + k)
_ 27;@ [%(/# B2 In(kp + k) — %%2 + /@%#
B i(]# (ke 4+ k) + ]f_é B ki;{g kikZ - kfik +:F
—kp
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Aufgabe 5.8 Thomas-Fermi-Nédherung in der Atomphysik
h=1

a) Fiir konstantes Potential

D
p s s s
2—%(?“) + Vouu (1) = Epypp(7)
m
hat Losungen
]{52
Ey,=-—+W
2m
mit konstanter Teilchendichte
L R N 3/2

kok<kp

Am Ort 7 ndherungsweise konstantes Potential, daher Teilchendichte bei 7
1
n(7) = o 2mler — V)2

b) Atom ist neutral, d.h. Gesamtladung der negativen Elektronenhiille ist betragsmifig gleich La-
dung des positiven Kerns, auflerhalb des Atoms, wo keine Elektronendichte mehr und daher
n(r) = 0 ist, muf} daher auch V(r) = 0 sein, daher auch

erp =20

c) Aus (1) folgt unter Benutzung von V? ‘F_lq,‘ = —47nd(r —7):
V2V (F) = —4me?n(F) + 4nZe25(F)

Wenn Ladungsdichte und Potential kugelsymmetrisch sind, kann man hier den Laplace-Operator
in Kugelkoordinaten einsetzen und erhalt fiir » > 0:

2

ii 2dV(7")) _ 2 _ 4i _ 3/2
poa (7“ = = dmwe n(r) = . [—2mV (r)]

d) Mit den angegebenen Substitutionen ergibt sich

dv(r)  Ze? Ze? d® dx
SV _2C () - 28 52 8%
dr r2 (@) r dx dr

d [ ,dV d [, , d(I)dx) , (dPde  dPde PO (dw>2
(22} = L z20() — 2200 — g2 (800 20T o (e
dr (T dr> dr ( (@) iz dr “Nazdr  dear "dzz \ar
Z5/3¢2 @2
T TR Tde
Daher
14 (TQdV(T)) _ _ZPe1de de? omp AL o
r2dr dr b2 r dz? 3r r3/2
Z563e21d*0 4 (2m)PPeZ? g
TP sd? 3 e 0@
d>® 4 1 4 1 3r 1
G R 0)323032 32 () = = (93263 9T 1 53/2
da? 377( m) e N3 () 377( m)*e (2me?)3/2 4 \/z (z)

_ %@3/%)
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e) Die numerische Losung dieses nichtlinearen Randwertproblems ist nicht ganz trivial, da eine
Abbildung auf ein einfaches Matrix-Eigenwertproblem (nach Diskretisierung) nicht méglich ist
und es verschiedene Losungen und Losungsverzweigungen geben kann. Eine einfache Aufintegra-
tion mit vorgegebenen Anfangswrten fiihrt i.a. zu einer Losung,die nicht die Randbedingung an
der anderen Seite erfiillt. Durch Variation der Anfangsbedingungen kann man aber schliefilich
eine derartige Losung konstruieren. Ein Matlab-Code, in dem schon eine geeignete Anfangsbe-
dingung enthalten ist, ist nachstehend abgedruckt, das Ergebnis fiir ®(x) daneben dargestellt.
Thomas-Fermi-Potential und Elektronendichte sind darunter dargestellt.
y1=zeros(1000);
y2:Z€I'OS(1000); ‘ ‘ Thom?s—Fem‘li—tb—Fu‘nktion ‘
y3=zeros(1000);
x=zeros(1000);
x(1)=0.005;
dx=0.005;
yv1(1)=1-1.47845%x(1);
y2(1)=-1.47845;
for i=1:999
x(i+1)=x(i)+dx;
y1(i+1)=y1(i) + dx * y2(i);
v2(i+1)=y2(i) + dx*y1(i) 1.5/sqrt(x(i));
end
plot(x,y1,x,y2)

Thomas.Fermi-Potential Thomas-Fermi-Ladungsdichte

0.2

V(r)

V()

0.15f

0.1F

0.05f
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Aufgabe 5.9 Abschirmung in eindimensionalen Elektronensystemen

a)

b)

€ — €ktq

1 ) flk+q)? 1 [the o gk 1 heea gk
S / dk - S / LA / _
27 —2kq —q*> —2kq — ¢> 21 Jokp 2kq+q* 27 Jokp—q 2kq+ ¢?
L (2krg+ @)k — @)+ ¢%) 1| 2k —g
Arq  (2kpq+¢*)2(—kr —@)g+¢*)  2mq  2kr +q

1 fler) = f(ertq) / — f(€k+q
— - dk
x(a) L zk_: T om k2 —2kq — ¢

Numerisch kann das k-Integral fiir kleine endliche Temperatur 7" = 0.0001 mittels unten stehen-
dem Matlab-Programm berechnet werden.

for iq=1:40
q(iq)=0.2%iq;
Chl(lq) _n. 1-d Lindhard-Suszeptibilitt numerisch und analytisch
k=-3%pi:.01:3%*pi;
ek=k’2;
ekq=(k+q(iq))~ 2;
xek=(ek-3)./0.0001;
xekq=(ekq-3)./0.0001;

-0.05¢

fek=0.5*(1.-tanh(0.5*xek)); §-015

fekq=0.5*(1.-tanh(0.5*xekq)); |

y=(fek-fekq)./(2*pi*(ek-ekq));

chi(iq)=trapz(k,y); -

chil(iq)=log(abs((2*sqrt(3)-

(i), (2*sart(3)+q(ia)))/ (2*pi*a(ia)); R

end

plot(q,chi,q,chil)

Die numerisch und analytisch berechnete Lindhard-Suszeptibilitéit sind oben dargestellt speziell
firep = k:% = 3. Man erkennt keinen Unterschied mehr zwischen numerischem und analytischem
Resultat und die logarithmische Singularitit bei ¢ = 2kp = 21/3.

Fiir das eindimensionale Tight-Binding-Band mit Dispersion ¢, = — cos(k) und Fermienergie
er = 0 kann das folgende, im Wesentlichen gleiche Programm benutzt werden:

for iq=1:80

q(iq):+0.05*(iq—1)+eps; oz ‘Abschir‘mfunktit?n fuer 1‘d Tight—‘Binding‘—ModeII‘
chi(iq)=0; odf

k=-pi:.01:pi;

ek=-cos(k); e

elkq=-cos(k+q(iq)); o8

xek=(ek-0)./0.0001; s

xekq=(ekq-0)./0.0001; REp

fek=0.5*(1.-tanh(0.5*xek)); 14}

fekq=0.5*(1.-tanh(0.5*xekq)); el

y=(fek-fekq)./(2*pi*(ek-ekq)); el

chi(iq)=trapz(k,y); '

end 0o 05 1 15 2 25 3 35 4
plot(q,chi)
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Aufgabe 5.10 Verallgemeinerte Lindhard-Suszeptibbilitéit fiir Halbleiter und Metalle

Bandstruktur 1-d Kronig—Penney-Modell v =50

Die Bandstruktur mit den er-
sten 3 Béandern ist neben-
stehend dargestellt fiir vy = 60} i
50. Wenn die Fermienergie in
der Liicke zwischen 2. und 3.

Band liegt, gilt 40 i
Er =  (e2(0) + £3(0)) ~ 20.9
=—(e € ~ 20. <
F =58 3 5@ 201 |
w
Um die metallische Situati- /\
on zu modellieren, kann man ] |
dagegen Ep =~ 10 wéhlen, 0
weil dies offenbar in der Mitte
des 2.Bandes liegt. Dann kann o0 |

x(q) gemif Definition berech-
net werden. Der Matlab-Code -_
ist nachstehend abgedruckt. 40 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
k

clear;

im=1i; figure(1); plot(k,eps(:,1),k,eps(:,2),k,eps(:,3))
h=zeros(10,10); figure(2); plot(x,u(99,:,5))

v=zeros(10); mue=0.5*(eps(101,3)+eps(101,2))
u=zeros(200,10,10); t=0.01;

psi=zeros(400); for iq=1:70

for i=1:10 q(iq)=iq*2*pi/200;

x(1)=1*0.1; chi(iq)=0;

end for n=1:3

for i=1:4 for n1=1:3

v(i)=-50; for ik=1:200

end ikq=ik+iq;

for ik=1:200 if ikq > 200 ikq=ikq-200; end
k(ik)=-pi+(ik-1)*2*pi/200; fermk=0.5%(1-tanh(0.5*(eps(ik,n)-mue)/t));
kim=k(ik)*im; fermkq=0.5%(1-tanh(0.5*(eps(ikq,nl)-mue)/t));
for i=1:10 mnnl=u(ikq,:,;n1)*u(ik,:;n)’;
h(i,i)=+2+(v(i)+k(ik)?)*0.01; chi(iq)=chi(iq)+(fermk-

if i<=9 h(i,i+1)=-14+kim*0.1; end fermkq)*abs(mnn1)2/(0.0001+eps(ik,n)-eps(ikq,n1));
if i>=2 h(i,i-1)=-1-kim*0.1; end end

end end

h(1,10)=-1-kim*0.1; end

h(10,1)=-1+kim*0.1; mnn(iq)=abs(u(101+iq,:,3)*u(101,:,2)’);
[ev,ew]=eig(h); end

u(ik,:,:)=ev(:,:); eps(101,3)

for iew=1:10 eps(101,2)

eps(ik,iew)=ew(iew,iew)/0.01; delta=eps(101,3)-eps(101,2)

end figure(3); plot(q,chi)

end
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verallgm. Lindhard-Suszeptibilitaet bei Halbleitern 9 verallg. Lindhard-suszeptibilitaet bei Metallen
0 . - T T T T

-10r

-10.5¢

x(a)

-1y

-11.5¢

-12F

25 2% 05 ! 15 2 25
Man erkennt, dafl insbesgndere x(q) — 0 erfiillt ist fiir ¢ — 0 beim Halble;t]er, was ja zu einer konstan-
ten Dielektrizitdtskonstante fithrt, dal dagegen x(q) endlich bleibt fiir ¢ — 0, weswegen die Dielektri-
zitdtskonstante divergiert fiir ¢ — 0, was zu einem endlichen, Thomas-Fermi-artigen Abschirmradius
und somit einem kurzreichweitigen abgeschirmten Coulomb-Potential fithrt. Im metallischen Fall ist
das fiir 1 Dimension charakteristische, aus Aufgabe 14.2 bekannte Verhalten mit einer logarithmischen
Singularitét zu beobachten.

Aufgabe 5.11 Kommutatoren mit Fermioperatoren

klar
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Losung der Aufgaben zu Kapitel 9

Aufgabe 9.1 CPA fiir halbelliptische Modellzustandsdichte

a) Aus Gleichung (9.34) folgt wegen

b)

1 — (vn = 30(2))(n|G(2)|n)
1= (vn = Eo(2))(n]

G
G(2)n)

! Un ~ Zo(z) (n|G(2)|n)

L= (va = 20(2))(nlG(2)In) 1= (va — 0(2))(n|G(z)In)

Daraus ergibt sich einerseits

|
1 = (vn, = Zo(2))(n|G(2)[n)

=1

andererseits (nochmals unter Benutzung von (9.34))

Un

T 1= (00 — 20(2))(G(2)n)

Yo(2)

Multipliziert man die erste Gleichung mit (n|G(z)|n) ergibt sich

1 1

(nlG(2)In) = —= =

(n|G(2)[n) ™! = (vn = Fo(2)) 2z —vn = A(2)

mit A(z) = z — Bo(2) — (n|G(2)|n) L.

Ein einfaches Matlab-Programm ist nachstehend abgedruckt:

clear;

e=-2:.01:3;
z=e—+0.001i;
c=0.1;v=1;

for ie=1:501
sig2(ie)=c*v-0.001i;
end

for it=1:40
sigl=sig2;
zh=z-sig1;

g=2%zh *(1-sqrt(1-1./(zh.*zh)));

lambda=zh-1./g;

gh=(1-c)./(z-lambda)+c./(z-v-lambda);

sig2=z-lambda-1./gh;
end
g=gh;

plot(e,real(gh),e,imag(gh))

Ergebnisse fiir eine Konzentration x = 0.1 der B-Atome und eine Potentialdifferenz vg — vy =
v =1 (gemessen in Einheiten der halben Bandbreite des ungestorten, um v4 = 0 zentrierten A-
Bandes sind nachfolgend dargestellt, einmal fiir Realteil und Imaginérteil des Diagonalelementes
Gn(2) = Gro(2—20(2)) = (n|G(z)|n) der Greenfunktion, zum anderen fiir Real- und Imaginrteil

der Selbstenergie ¥¢(z).
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0
-0.5
-2 : : : ' -1 ' : ' :
-2 -1 0 1 E 2 3 -2 -1 0 1 E 2 3

WEeil es so gut funktioniert, das ganze noch mal fiir andere Parameter: x = 0.5,v = 1.8; hier

erhédlt man offenbar zwei separierte Bénder und die Selbstenergie hat einen Pol innerhalb der
Energie-Liicke

2

1.5¢

Re, Im G(E+i0)
o
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