Optische (bzw. dielektrische)
Eigenschaften von Festkorpern

2.1 Makroskopische Beschreibung, frequenzabhangige
Dielektrizitdatskonstante und Brechungsindex

Lisst man elektromagnetische Wellen, also z. B. Licht, auf einen Festkorper fallen,
so konnen diese vom Festkorper reflektriert oder absorbiert werden oder durch den
Kristall transmittiert werden. Messungen von GroBen wie dem Transmissions-,
Absorptions- oder Reflexionskoeffizienten des Kristalls geben unmittelbar Auf-
schluss iiber die moglichen Anregungen in der Probe. In diesem Kapitel sollen
zunichst die grundlegenden Definitionen und die Zusammenhénge zwischen diesen
Messgrofien und anderen Groflen wie frequenzabhiingiger Leitfiahigkeit und Dielek-
trizitdtskonstante zusammengestellt werden. Diese GroBen sollten zum groBten Teil
schon aus der Elektrodynamik und der experimentellen Festkorperphysik vertraut
sein.

Bei einem optischen Experiment wird der Festkorper durch die Anwesenheit
eines elektromagnetischen Feldes gestort und aus dem Grundzustand (Gleichge-
wicht) gebracht. Die elektromagnetischen Felder miissen die Maxwell-Gleichungen
erfiillen:

V= T o0, vxE= M vHo0 @
c ot c c ot

Der Festkorper soll keine das elektrische Feld mit verursachenden Ladungen
haben. Magnetische Effekte sollen in diesem Kapitel nicht betrachtet werden, daher
nehmen wir fiir die magnetische Permeabilitit 4 = 1 an. ¢, soll die statische, z. B.
von der Polarisation der inneren Schalen herriihrende Dielektrizititskonstante sein,
und es soll die dynamische, frequenzabhéngige Dielektrizitdtskonstante bestimmt
werden, wofiir die Polarisation des Mediums bzw. Anregungen wie Stromfluss in
Metallen oder Ubergiinge vom Valenz- ins Leitungsband in Halbleitern beriicksich-
tigt werden. Strome werden durch das elektromagnetische Feld erst moglich und
hier soll das Ohmsche Gesetz gelten, also j = o E. Dann ergibt sich durch einfache,
aus der Elektrodynamik bekannte Umrechnung
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Dies ist die wohlbekannte, elementare Telegrafen-Gleichung, die elektromagnet-
ische Wellen in einem leitfahigen Medium beschreibt. Als Losungen ergeben sich
geddampfte elektromagnetische Wellen, also Wellen mit Dissipation im Medium.
Macht man namlich den {iblichen Ansatz einer ebenen Welle

E = Egexp [i (kr - wf)] 2.3)

ergibt sich

droi 4moi\V?
=g 0 bzw.k:%<8,+ ’Z”) 2.4)

Im Medium ist also nur die Ausbreitung einer Welle mit komplexer Wellenzahl
moglich; da im Vakuum die iibliche Beziehung k = % gilt, ergibt sich fiir den
komplexen Brechungsindex

—
iz=ntic= e+ 220 = Je(w) (2.5)

w

Brechungsindex und Dielektrizititskonstante (bzw. allgemeiner: Dielektrizititsten-
sor) sind also in der Regel komplexe GroBen. Es gelten die Zusammenhénge

. Ao 2
ew)y=¢e1+iey=¢,+i—— =n
w

— k% + 2nk (2.6)
Der Imaginirteil beschreibt gerade die Dampfung. Als einfaches Beispiel betrachten
wir die Propagation einer elektromagnetischen Welle in einem absorbierenden Me-
dium in x-Richtung, das elektrische Feld sei dabei in y-Richtung polarisiert. Dann
gilt

E = Eg exp [i (kr — wf)] = (0, Eo, 0) exp (ia) (? - z)) exp (—K—(fx) @2.7)

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit im Medium ist also <, und die Amplitude

klingt exponentiell ab. Das zugehorige Magnetfeld muss gemifl den Maxwell-
Gleichungen (2.1)

4
ik x H = <—i‘”‘9r + ﬁ) E=-iZewE 2.8)
C Cc

c

erfiillen. Daher gilt

H = \/£(@)(0,0, Eg) exp (ia) (% - t)) exp (—K—wx> - gk xE (2.9

c
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Wegen des endlichen Imaginirteils von &(w) bzw. k sind Magnetfeld und
elektrisches Feld insbesondere nicht mehr in Phase im leitfdhigen Medium. GroéB3en
wie der Poynting-Vektor P = ;~E x H und die Intensitit klingen exponentiell ab

wie exp [ - 2’“”)‘] Die Abkhngkonstante

2 4
o= K _ o (2.10)
C nc

bezeichnet man auch als Absorptionskoeffizient des Mediums. In guten Metallen
mit groBer Leitfahigkeit gilt % > 1, dann ist

4 2
\/8r+£l~\/—(1+l) alson—lc—‘/E (2.11)
w

und fiir den Absorptionskoeffizienten von Metallen findet man so

V8
o= yorow (2.12)
c

Ein frequenzabhingiges elektromagnetisches Feld hat also nur eine endliche Ein-
dringtiefe in ein Metall. Diese Eindringtiefe § ist definiert als die Strecke, auf der das
Feld auf den Faktor 1/e seiner Anfangsamplitude an der Oberfliche abgeklungen
ist, also gilt

L S O 2.13)
c Kw  2nrow '
Insbesondere ist die Eindringtiefe oder Skin-Tiefe also proportional »~!/2, nimmt

also mit zunehmender Frequenz ab. Dies ist der bekannte (normale) Skin-Effekt,
der eben besagt, dass elektromagnetische Wellen nur in eine diinne Schicht an der
Oberfliche von Metallen eindringen konnen. Fiir Wechselstrom mit Frequenzen von
505! ist die Skin-Tiefe noch von der GroBenordnung Meter, fiir Hochfrequenzfel-
der dagegen kann die Skin-Schichtdicke je nach Leitfahigkeit und Frequenz in der
GroBenordnung 1073 cm liegen.

Was man bei jedem Festkorper messen kann, ist der Reflexionskoeffizient R.
Ein Teil der Welle wird ndmlich immer reflektiert, ein anderer Teil dringt ins Me-
dium ein und wird dort absorbiert, und nur wenn die Probe diinn genug ist bzw.
nur hinreichend wenig Absorption stattfindet, gibt es auch einen durch die Probe
transmittierten Anteil und einen entsprechenden Transmissionskoeffizienten 7',
aus dessen Messung man auch auf den Absorptionskoeffizienten o riickschlieBen
kann. Wir begniigen uns hier aber mit der Herleitung einer Relation fiir den Refle-
xionskoeffizienten. Wir betrachten dazu eine aus dem Vakuum im Bereich x < 0 auf
das (absorbierende bzw. leitfdhige) Medium im Halbraum x > 0 in x-Richtung ein-
fallende ebene elektromagnetische Welle. Im Vakuum, d.h. im Halbraum x < O,
hat man dann eine einfallende und eine reflektierte Welle, im Bereich x > 0
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nur eine in das Medium eindringende und dort geddmpfte, in positive x-Richtung
propagierende Welle. Somit gilt:

E, = Ej exp [iw ()—C - t)] + Eyexp [—ia) (f + t)] fiiir x < 0 (2.14)
. C C

. /nx Kwx . (nx
Ey = E3exp [l(o (— - t)] exp [——] = Ezexp |:za) (— - t>] firx > 0
c c c

Aus den aus der Elektrodynamik bekannten Randbedingungen fiir die elektro-
magnetischen Felder an Trennfldchen verschiedener Medien erhilt man wegen der
Stetigkeit der Tangentialkomponente des elektrischen Feldes bei x = 0

Ei+E,=E3 (2.15)

und aus der Stetigkeit der Normalkomponente des Magnetfeldes folgt

w nw
—(E1—-E2) =——E3 (2.16)
¢ c
Daraus ergibt sich
E, 1-n
— = - (2.17)
El 1+n

Der Reflexionskoeffizient ist definiert als das Verhiltnis von reflektierter zu einfal-
lender Intensitit und daher gegeben durch

B

R
CER T |1+a

(1 +n)?+k?

R (2.18)

Fiir gute Metalle mit (gemaB (2.11)) n = k = /270 /w > 1 erhilt man daraus

1
1-2\ 26 * 7o
R=—
w w
143\ 256 * @mo
w
O P (2.19)
2mo

Dies ist die sogenannte Hagen-Rubens-Relation fiir den Reflexionskoeffizienten
von Metallen bei kleinen Frequenzen. Insbesondere geht der Reflexionskoeffizient
R also gegen 1 fiir Frequenzen @ — 0. Allerdings ist auch die Leitfahigkeit o von
der Frequenz abhéngig, wie man es schon im einfachen Drude-Modell erhilt, was
im nédchsten Abschnitt noch einmal besprochen wird.
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Die optischen Eigenschaften eines Festkorpers sind also insgesamt durch den
komplexen Brechungsindex bzw. die komplexe, frequenzabhingige Dielektrizitits-
konstante bestimmt, und diese wiederum kann auf die komplexe, frequenzabhin-
gige Leitfihigkeit zuriickgefiihrt werden. Leicht messbar sind insbesondere GréfBen
wie der Reflexionskoeffizient. Dieser ist gemél der allgemein giiltigen Beziehung
(2.18) allerdings durch Real- und Imaginérteil des komplexen Brechungsindex
bestimmt, so dass eine alleinige Messung von R nicht auszureichen scheint, um
Real- und Imaginirteil des Brechungsindex einzeln zu bestimmen. Allerdings sind
der Real- und Imaginérteil von 7 durch eine

Kramers-Kronig-Relation

miteinander verkniipft. Bezeichnet P wie in der Elektrodynamik iiblich die makro-
skopische Polarisation des Mediums, die ja erst durch die Anwesenheit des
elektromagnetischen Feldes induziert wird, dann gelten die Zusammenhinge

P = x(w)E

.0(w)
D=E+47P =¢(w)E = ¢(w) = 1 +4n x(w) = 1 +4mi
w

(2.20)

Man kann also die Dielektrizititskonstante auch durch die elektrische Suszeptibilitiit
x (w) ausdriicken; hierbei wurde jetzt ¢, = 1 gesetzt, also angenommen, dass es
keine weiteren Beitridge zur Abschirmung mehr gibt. Zwischen frequenzabhéngiger
Suszeptibilitit und Leitfahigkeit besteht der Zusammenhang

o(w) = -iwy(w) 2.21)

Die elektrische Suszeptibilitit x () ist i.a. auch komplex, hat also einen Realteil
x' (@) und einen Imaginirteil x”(w):

x(@) = x"(w) +ix"(w)

und diese sind gemifl Abschn. 1.9 durch die Kramers-Kronig-Relationen
1 " / 1 /
x’(w)=—@/dw’x/(w) x”<w>=——9’/dw’x/

b4 o -w b4 w

miteinander verkniipft. Beriicksichtigt man, dass die Suszeptibilititen in der Regel
die Symmetrieeigenschaften

)

(2.22)

-

x'(—w) = x'(w) x"(—w)=—x"(w)

erfiillen, lassen sich obige Beziehungen auch in der Form

X (@) = —,@/ d’ (Z) X”(@:%”@/O dw’w),(z(w)z (2.23)

2 -
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schreiben, wobei P den (Cauchyschen) Hauptwert bezeichnet. Daher sind Real- und
Imaginirteil der Dielektrizititskonstante miteinander verkniipft iber

sl(w)_1+—@f 2@ 4./ ﬂf MZ(”;

)

£2(w) = ——32 / CIICOP 9/7 / 81(“’) (2.24)
o @ a)

Es geniigt also im Prinzip, eine der beiden Groflen £1(w) oder €>(w) zu kennen, dann
kann die andere daraus berechnet werden. Allerdings muss diese Grofie im ganzen
Frequenzbereich bekannt sein, da fiir die Anwendung der Kramers-Kronig-Relation
ein Integral iiber alle Frequenzen durchzufiihren ist. Es ist allerdings experimentell
vielfach nicht ganz einfach, eine GroéBe wie den Reflexionskoeffizienten wirklich im
ganzen Frequenzbereich, in dem es nichtverschwindende Beitrige gibt, zu messen,
da fiir die verschiedenen Frequenzen elektromagnetischer Strahlung verschiedene
Quellen und Apparaturen benétigt werden.

2.2 Einfache mikroskopische Modelle, Drude-und
Relaxationszeit-Behandlung

2.2.1 Reflexionskoeffizient von Metallen im Drude-Modell

Das simple Drude-Modell von Abschn. 1.1 lésst sich auch einfach auf den Fall der
frequenzabhingigen Leitfahigkeit tibertragen, wie es schon in Band 1, Abschn. 6.7
iiber Plasmonen kurz skizziert worden ist. Fiir ein klassisches geladenes Teilchen
der Masse m und Ladung e gilt im elektrischen Wechselfeld E = Eq exp [ — iwt] bei
Anwesenheit von durch die StoBzeit T charakterisierter Reibung die Bewegungs-
gleichung

my + v = eEge " (2.25)
T
und diese inhomogene lineare Differentialgleichung hat die spezielle Losung

ve— By (2.26)
m(—iw+ )

Hierbei wird wieder, wie bei der Drude-Behandlung iiblich, von der allgemeinen
Losung der homogenen Gleichung v, = vgexp[ — ¢/t] abgesehen, da dieser An-
teil auf einer Zeitskala der GroBenordnung der Stolzeit T auf O abklingt. Fiir die
Stromdichte folgt somit

2
1 .
He€'T Eye i@ 2.27)

J=neev = ;
m 1-iwt
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Also gilt fiir die frequenzabhéngige Leitfahigkeit

2
1
o(w)= ¢ S (2.28)

m 1—-iwt 1-iwt

2
mit der statischen Drude-Leitfihigkeit op = *¢-*. Um die Bezeichnung vom Re-

alteil des Brechungsindex zu unterscheiden, wurde hier (im Unterschied zu Kap. 1)
die Elektronendichte mit n, = N,/V bezeichnet. Setzt man dieses Drude-Ergebnis
fiir die frequenzabhingige Leitfdhigkeit in die Relation fiir die Dielektrizititskons-
tante ein, ergibt sich

2.2 2
wpT . wpT

+i
1+ 0212 ol +w?1?)

e(w)=1- (2.29)

wobei die schon in Band 1, Abschn. 6.7 eingefiihrte Plasma-Frequenz wp gegeben
ist durch )

o} = 7 (2.30)

m

Aus obiger Gleichung lassen sich Real- und Imaginérteil der Dielektrizitétskonstan-
ten sofort ablesen und daraus Realteil und Imaginérteil des komplexen Brechungsin-
dex bestimmen. Setzt man dies in die im vorigen Abschnitt hergeleitete Gleichung
fiir den Reflexionskoeffizienten R ein, erhilt man die in Abb.2.1 dargestellte, fiir
Metalle charakteristische Frequenzabhingigkeit von R. Bei guten Metallen (d. h.
wpt > 1) ist der Reflexionskoeffizient also nahezu 1. fiir Frequenzen w < wp, bei
der Plasma-Frequenz (an der ,,Plasma-Kante*) féllt R aber rapide ab und geht gegen
0 fiir hohere Frequenzen w > wp. Im Hochfrequenz-Bereich werden Metalle somit
transparent, bei niedrigen Frequenzen reflektieren sie dagegen elektromagnetische
Wellen fast vollstindig. Bei Sto3- bzw. Streuzeiten t die von der Gréenordnung
sind, dass wpt >> 1 gilt, lassen sich drei Bereiche unterscheiden:

Abb. 2.1 Frequenzabhinggig- R
keit des Reflexionskoeffizienten 1
von Metallen fiir wpt = 100 09k
(durchgezogene Linie), 10 0sp "
(langgestrichelt), 1 o7l
(kurzgestrichelt) und 0.1 o6l
(gepunktet) o5
0.4
03
o2},
o1]"
0

0 2 4 6 8 10 12 14 16



86 2 Optische (bzw. dielektrische) Eigenschaften von Festkdrpern

Im Niederfrequenz-Bereich v < % fallt R von 1 aus ab wie 1— /%\/5; dies
P

ist gerade wieder die im vorigen Abschnitt besprochene Hagen-Rubens-Beziehung.
Im sogenannten Relaxations-Bereich % « w K wp gilt ndherungsweise

2 2
1
e =1-2F 6= b 2.31)
w w* wT

Der Realteil der Dielektrizitdtskonstanten ist also immer noch negativ und absolut
grof}, der Betrag des Imaginérteils ist eine Grolenordnung kleiner als der des Real-
teils. Fiir Real- und Imaginirteil des Brechungsindex ergibt sich ndherungsweise

1
na PP o~ 2P (2.32)

20 ot w
Fiir den Reflexionskoeffizienten erhilt man

4n 2
Rx~1-—=1-— (2.33)
K wpT

Der Reflexionskoeffizient ist also in diesem Relaxations-Bereich anndhernd kon-
stant und um einen Anteil proportional ﬁ reduziert gegeniiber dem Idealwert
1, wie man es auch in der Abbildung an den beiden Kurven fir wpt > 1
erkennen kann. Im Transparenz-Bereich wp <« o wird die Dielektrizitdtskonstante
niherungsweise reell und positiv

ex1--2L (2.34)

Daher ist auch der Brechungsindex reell:

2 2

[ wp 1 wp
~ - rl--— 2.35
" w? 2 w? ( )

Der Reflexionskoeffizient R verschwindet also wie a)%, Jw? fiir  — oo, das Metall
wird anndhernd transparent fiir diese hochfrequente elektromagnetische Strahlung.

2.2.2 Boltzmann-Gleichung in Relaxationszeit-Ndherung,
anomaler Skin-Effekt

Wie im Kap.1 iiber elektronischen Transport schon erwidhnt wurde, hat die
phénomenologische Stofzeit ihre physikalische Interpretation als die Zeit, die
zwischen zwei Streuprozessen eines Elektrons (z.B. an Storstellen oder Phono-
nen) vergeht; mit der StoBzeit hiangt daher eng die mittlere freie Wegléinge [y
eines Elektrons zusammen iiber [r = vpt, wobei vg die Geschwindigkeit der
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relevanten Elektronen, also die Fermi-Geschwindigkeit ist. Bei guten, Metal-
len, also sehr reinen Metallen bei tiefen Temperaturen, sind 7 und damit auch
Ir relativ groB. In diesem Fall konnen Elektronen grofle Strecken zuriicklegen,
ohne durch einen Streuprozefl aus ihrem Zustand herausgestreut zu werden. Ein
Elektron, das in einem bestimmten Raumbereich durch das dort vorhandene
elektromagnetische Feld angeregt und in einen bestimmten Geschwindigkeits-
Zustand gebracht wird, kann dann in einem anderen Raumbereich, in dem
eventuell ein anderes (oder kein) elektrisches Feld vorhanden ist, zum Strom
beitragen, beeinflusst in diesem Raumbereich das Feld und bestimmt die dortige
Dielektrizititskonstante mit.

Diese nichtlokalen Effekte konnen z. B. beim Skin-Effekt eine Rolle spielen.
Ist ndmlich die mittlere freie Weglidnge [ groBer als die klassische Skin-Tiefe
8, dann gelangen die in der Skin-Schicht durch das dort vorhandene elektrische
(Wechsel-) Feld beschleunigten Elektronen auch in Bereiche auflerhalb der klassis-
chen Skin-Tiefe, somit flieBt dort doch ein Strom und die Skin-Tiefe und der ganze
Skin-Effekt werden dadurch modifiziert.

Ein méglicher Zugang zur Behandlung solcher nichtlokaler Effekte ist der iiber
die beim statischen Transport in Kap. I schon besprochene Boltzmann-Gleichung.
Durch das elektromagnetische Feld E(r,f) sind die Elektronen nicht mehr im
Gleichgewicht, sondern unterliegen einer Nichtgleichgewichts-Verteilung

f. K, 1) = fo(k) + f1(r, k. 1) (2.36)
In Relaxationszeit-Nédherung lautet die Boltzmann-Gleichung

a‘_f+%f+%l.(—_‘ﬁ

= (2.37)
ot Jor ok T
Nach der Newtonschen Bewegungsgleichung gilt
hk=p=F=¢E (2.38)

da das elektrische Feld die Elektronen beschleunigt. Da das Nichtgleichgewicht erst
durch das Feld verursacht wird, braucht bei der partiellen Ableitung nach k somit
nur die Gleichgewichts-Verteilung fy beriicksichtigt zu werden, wenn man in linea-
rer Ordnung in der duBleren Storung arbeitet. Da die Gleichgewichts-Verteilung fj
auflerdem orts- und zeitunabhingig ist, reduzieren sich die anderen beiden parti-
ellen Ableitungen auf die Ableitungen der Abweichung von der Gleichgewichts-
Verteilung, fi. Daher erhélt man als linearisierte Boltzmann-Gleichung

9 9 o  fo K’k d
W o S g hlkep  dhop (2.39)
ot  Or T ok e m h de
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Wenn die elektrische Feldstirke eine Zeitabhingigkeit ¢’ hat, kann man eine
entsprechende Zeitabhidngigkeit auch fiir die Abweichung von der Gleichgewichts-

Verteilung f; ansetzen. Dann ergibt sich

<—ia) + l>f1 + V% =cEv <—@) (2.40)
T or de

Geht man zur rdumlichen Fouriertransformierten iiber bzw. setzt eine harmonis-
che Ortsabhiingigkeit des Feldes an, also insgesamt E = Eoe/®) und setzt
entsprechend auch fiir f an:

d )
filr,k,0) = <_£> @ (q)e’ar-en (2.41)
ergibt sich
etvEq
()= ——— (2.42)
1 —iwt +itqv

Fiir die Stromdichte erhilt man so

1 % dfo) _tvEov
= — K Hv= — d3k - ) 243
j V%:eﬁ(l‘ A4 47[3/ < dg) 1—ir(w—qV)e 24

Der Tensor der komplexen, im allgemeinen von der Frequenz w und der Wellenzahl
q abhingigen Leitfihigkeit ist somit in dieser Relaxationszeit-Behandlung gegeben

durch 5
¢ dfy TVaVg
’ _° d3k - — 2.44
Tup(q, ) 4713/ ( dg) 1-it(w-qv) e

Speziell fiir isotrope Systeme wird der Leitfahigkeitstensor diagonal; arbeitet man
ferner mit dem Modell quasi-freier Elektronen, gilt v = %k und es folgt:

2 B2 poo +1 )

e~ h df0> dcos 6@t sin” 0
o(qw)= —5— [ dkk* (—— / 2.45
@) 2n2m2,/0 1 l—ir(a)—qcose%) (243)

Speziell fiir ¢ — 0 ergibt sich

o(g=0,w) = Inim ﬁsp (2.46)

m2m —iwt(er) m l-iwt

&2 <2m )3/2 7(eF) _ngezt 1
1

wobei die schon aus den fritheren Kapiteln fiir (quasi-)freie Elektronen bekannten
Standard-Relationen

1/3 dfy h2 k2
= 2 —_— ) = — = —F
kp = (37‘[ I’lg> s ( d&‘) d(e —erp), EF )
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benutzt wurden. Somit gewinnt man, dhnlich wie im Fall der statischen Leitfa-
higkeit, aus der Relaxationszeit-Niherung der Boltzmann-Gleichung speziell fiir
q — 0 und somit fiir rdumlich homogene Situationen das Drude-Resultat fiir die
frequenzabhingige Leitfdhigkeit zuriick.

Als Anwendungsbeispiel fiir die Bestimmung einer g-abhidngigen Leitfahig-
keit in einer rdaumlich nicht homogenen Situation soll die Theorie des anomalen
Skin-Effektes kurz skizziert werden. Wir betrachten dazu wieder ein Metall im
Halbraum x > 0 und eine in x-Richtung einfallende elektromagnetische Welle mit
in z-Richtung oszillierendem elektrischen Feldvektor E,(x, ) = E,(x) e~ Zu be-
rechnen sind die Leitfahigkeit bzw. die Stromdichte und das elektrische Feld im
Metall. Auch hier wird das Feld selbst wieder vom Strom beeinflusst. Neben der
Boltzmann-Gleichung ist daher noch die aus den Maxwell-Gleichungen folgende
Bestimmungsgleichung fiir E,(x) im Metall zu 16sen:

d’E, o? dmiw |

2 + c_2 7= _C_ZJZ 2.47)

Um obiges Ergebnis fiir die g- und w-abhingige Leitfahigkeit benutzen zu konnen,
muss man zu den Fourier-Transformierten {ibergehen. Da die Losung nur im Be-
reich des Metalls interessiert, denkt man sich das Metall durch Spiegelung an der
yz-Ebene in den ganzen Raum fortgesetzt, um die Fourier-Transformierten durch
Integration iiber den ganzen Raum bestimmen zu konnen. Da aber das wirkliche
Feld von x = 0 an zu positiven x hin exponentiell abfillt, hat das Feld dann eine Sin-
gularitét in Form einer ,,Spitze* bei x = 0, wie in Abb. 2.2 skizziert. Die Ableitung

hat dort einen Sprung:
dE (4 (2.48)
dx ) 4 dx /o .

Diese Bedingung kann man durch Hinzufiigen eines Terms mit einer Delta-Funktion
berticksichtigen und erhalt:

—+—=E, =
dx? = 2 c2

d’E 2 4ri dE
0 meZZEZ+2(—Z) 5(x) (2.49)
dx +0

Abb. 2.2 Feldverlauf an einer

Metalloberflach
etalloberfliche Vakuum Metall
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Fourier-transformiert lautet diese Gleichung

2 driwo(q, dE
—q2 N W N Tiwo (q, w) E, =2 z (2.50)
c? 2 dz ]

Der gesuchte Feldverlauf E,(x) im Metall ergibt sich dann aus

+00 ) dE. +00 eiqx
E.(x) = / dgE,e'" = -2 (—Z> / dg (2.51)
— +0 —

> .
. dz o qz_%+w

Zur Bestimmung der g-Abhingigkeit der Leitfdhigkeit ist insbesondere nach (2.45)
noch ein Winkel-Integral zu berechnen. In dem hier interessierenden Grenz-
fall groBer freier Weglidnge lédsst sich dieses analytisch bestimmen und die g-
Abhingigkeit der Leitfahigkeit ist dann ndherungsweise

00

vrTlg|

o(q) ~ (2.52)

Da die statische Drude-Leitfahigkeit o proportional zur Lebensdauer (Stoizeit) t
ist, wird die g-abhingige Leitfahigkeit o (¢) unabhingig von der Streuzeit und damit
der freien Weglinge, und damit hiangen dann auch der Feldverlauf im Metall und
die Dicke der Skin-Schicht § — im Unterschied zur Situation beim normalen Skin-
Effekt — gar nicht mehr von der freien Wegldnge bzw. Streuzeit ab. Bei Metallen
ist es iiblich, die gemessenen oder berechneten optischen Eigenschaften durch die
sogenannte Oberflichen-Impedanz Z auszudriicken. Diese ist im Wesentlichen ein
komplexer Widerstand und wird definiert als das Verhiltnis des elektrischen Feldes
an der Oberflache zur iiber die gesamte Dicke des Metalls integrierten Stromdichte:

E.(0
__EO (2.53)
fo Jo(x)dx
Sie ldsst sich auch schreiben als
47 E (0 4 i E
z=p_ix= FEO _dniv( E (2.54)

¢ H(0) 2 \de
x=0

Die Oberflichen-Impedanz, die eng mit dem Absorptionskoeffizienten zusam-
menhingt, errechnet sich unmittelbar aus GI. (2.51) und ist daher im Bereich
des anomalen Skin-Effekts ebenfalls unabhingig von StoBzeit und freier Weg-
linge. Durch Messung von Z kann daher unmittelbar die Fermi-Geschwindigkeit
vr bestimmt werden; dies kann zum Ausmessen der Fermi-Fliche eines Metalls
benutzt werden.

Dieses Ergebnis der Unabhéngigkeit der Oberflichen-Impedanz bzw. der Skin-
Dicke von der freien Weglinge [r bzw. StoBzeit t kann qualitativ auch durch
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das folgende einfache Argument des sogenannten Pippardschen Ineffektivitits--
Konzepts verstanden werden: Wenn die Skin-Dicke § klein ist gegeniiber der freien
Weglinge [, werden nur die Elektronen, die sich in einem kleinen Winkel propor-
tional &/l zur Oberfliche bewegen, lange genug in der Skin-Schicht bleiben, um
merklich Energie aus dem Feld zu absorbieren. Die effektive Ladungstrigerdichte
ist also negr ~ l%ne, und die effektive Leitfahigkeit

)
Ip

Da sowohl oy als auch I proportional zur StoBzeit T sind, kiirzt sich diese heraus;
setzt man die effektive Leitfdhigkeit statt der Drude-Leitfdhigkeit o in die Formel
fiir die Skin-Dicke § (2.13) ein und 16st nach § auf, erhélt man

2, \1/3
5~< c’lr ) (2.56)

2w opw

und insbesondere die Abhiingigkeit ~ (Ir/0g)!/3, die durch die oben skizzierte
mathematische Theorie (nach Ausfiihren des g-Integrals in (2.51)) bestitigt wird.

2.3 Mikroskopische Theorie der frequenzabhangigen
Dielektrizitatskonstanten

Die Elektronen im ungestorten Festkorper seien beschrieben durch ein effekt-
ives Einteilchen-Potential, bei dem die Elektron-Elektron-Wechselwirkung z. B. in
Hartree-Niherung berticksichtigt wird; das ungestorte Einteilchen-Potential ist dann
gegeben durch

V(r) = Vper(r) + Vy(r)
epo(r’)

r—r|

mit dem Hartree-Potential Vg (r) = / a3 (2.57)

mit V,,(r) dem periodischen Kristall-Potential und po(r) = eng(r) der (selbstkon-
sistent zu bestimmenden) Ladungsdichte der Elektronen.

Das System werde gestort durch ein zeitabhiingiges dufleres elektrisches Poten-
tial @,(r,t); dann spiiren die Elektronen ein mechanisches Storpotential V,(r,t) =
e®,(r, ). Dieses bewirkt eine Anderung der Ladungs-(Elektronen-)Verteilung im
Festkorper, man erhilt also eine neue, zeitabhdngige Ladungsdichte

p(r,1) = po(r) + pi(r, 1) (2.58)
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Die induzierte Ladungsdichte p;(r,7) im Medium bewirkt ihrerseits wieder ein
zeitabhéngiges Potential

®,(r. 1) = / o P (2.59)

e —r|

Es liegt also nicht mehr — wie ohne Storung durch das duflere zeitabhédngige Feld
— ein zeitunabhingiges Hartree-Potential vor sondern ein zeitabhiingiges Gesamt-
Potential V, als Summe aus Hartree-Potenzial und duferem Potential:

Vo(r, 1) = e®y(r, 1) = V(r) + e (Pu(r, 1) + B;(r, 1)) (2.60)

und die modifizierte Ladungsdichte ist selbstkonsistent mit dem Potential @;(r, f) zu
bestimmen. Der Zusammenhang zwischen den Potentialen und den sie erzeugenden
Ladungs-(Elektronen-)Dichten ist iiber die Poisson-Gleichung gegeben zu

AD(r, 1) = —4mp;(r,t), bzw. fiir die Fourier-Transformierten

7 Pi(q, ®) = 47pi(q, ®) 2.61)

Durch das duflere Feld bzw. Potential wird also eine Ladungsumverteilung im Sys-
tem induziert, die das duBere Feld partiell abschirmt. Effektiv wirkt daher die
Storung e(®, + ;). Nach den Gesetzen der Elektrodynamik ist klar, dass dieses
Gesamt-Potential dasjenige ist, das die eigentliche elektrische Feldstirke E(r,f)
bestimmt, wihrend @, alleine ja nur von dufleren Spannungsquellen oder Ladungen
bewirkt wird und daher das zur elektrischen Verschiebungsdichte D(r, r) gehorige
Potential ist. Fiir die komplexe Dielektrizitdtskonstante gilt daher

(pa(q’ (U) _ 1 _ (pi(q9 (l)) _ 1 _ 4_” pi(q9 Ll))

_ - (2.62)
¢a(q’ (l)) + Qi(q7 CD) ¢a(q’ CL)) + q)i(q’ w) qz ¢(q’ a))

e(q, w) =

In zweiter Quantisierung ist der Hamilton-Operator des gestorten Elektronensys-
tems gegeben durch

H=Y E®ch o+ Y tklVE 0Kl o (2.63)

nko kK'nn'o

Hierbei sollen die E, (k) die effektiven Einteilchen-Energien unter Beriicksichtigung
des zeitunabhidngigen Hartree-Potentials sein, n bezeichnet den Bandindex. V(r, 1) =
eD(r,t) = e(Dy(r, 1) + D;(r, 1)) beschreibt eine zeitabhiingige Stérung des Systems,
und zwar nicht nur die von auflen eingeprigte, sondern auch die durch die daraus
resultierende, zeitabhdngige Ladungsumordnung bewirkte und somit selbstkonsist-
ent zu bestimmende Stérung. Die Anderung der Ladungs- bzw. Teilchendichte
infolge dieser dufleren zeitabhidngigen Storung, die ihrerseits das Storpotential
V(r,t) wieder mit bestimmt, kann man in niedrigster Ordnung im Rahmen des
Formalismus der Linearen Response-Theorie bestimmen. Wir nehmen nun im fol-
genden zur Vereinfachung sowohl fiir das Storpotential als auch fiir die resultierende
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Dichte eine Orts- und Zeitabhingigkeit der Form exp [i(qr — (w + i§)7)] an; fiir
beliebige Funktionen von Ort und Zeit mufl man dann gegebenenfalls eine Fourier-
Transformation durchfiihren, um die folgenden Relationen anwenden zu konnen.
Bei der Zeitabhiingigkeit ist ein adiabatischer Einschaltterm e beriicksichtigt, der
ein Verschwinden der oszillierenden Storung fiir t — —oo bewirkt und damit
die Anwendbarkeit der Linearen Response-Theorie aus Absch. 1.9 erméglicht. Die
zeitabhédngige Storung ldsst sich dann auch schreiben als

en(q)¢(q)e‘i<w+i0)’ ,  mit dem Operator der Teilchendichte (2.64)
n(q) = Z (nk|e'®|n'K’ >lekocn/k/(f
Kkk'nn'o

Die durch die Storung induzierte Ladungsdichte ist dann gegeben durch den
Nichtgleichgewichts-Erwartungswert der Teilchendichte, also in Linearer Response
durch

—i(w+id)t >e—i(w+i8)t

= e(n(q)
= Xn(qn(q)(@ + i8)e> D (q)e @+ (2.65)

pi(q)e

Hierbei ist x(q,®) = xnquq(@ + i6) die Dichte-Dichte-Suszeptibilitidt. Da
sowohl der Dichte-Operator als auch der effektive Hamilton-Operator Einteilchen-
Operatoren sind, lésst sich geméB (1.187) bzw. (1.192) unter Benutzung von (1.219)
die Suszeptibilitit explizit schreiben als

1 ; 2 fEnK) —f(Ey(K))
w) = — K| e /'K 2.66
1@ =y ) |kl k)| ho+is+ By _Ey) 200
kKk'nn'o
Fiir die (komplexe) Dielektrizitdtskonstante ergibt sich somit
4y e?
e(qw)=1- 7 x(q, w) (2.67)
q
4 e? . E,(K)-f(E, (K
_ . Ame Z |(nk|e’qr|n/k’>|2 f( 7( ) —f(Ex(K))
Vq? = how +i8 + E (k) — Ey(K')

Diese Gleichung heiit manchmal auch Ehrenreich-Cohen-Gleichung.' Man kann
sie auch elementarer herleiten ohne Benutzung des Formalismus der Linearen
Response-Theorie. Ausgehend von der Bewegungsgleichung

'benannt nach H. Ehrenreich (*1928 in Frankfurt, + 2008 in Belmont bei Boston, 1939 Flucht aus
Deutschland und ab 1940 in den USA lebend, Studium an der Cornell-University, Promotion 1955,
seit 1963 Professor an der Harvard-University, Arbeiten zu optischen und Transporteigenschaften
von Halbleitern und Metallen und zur Theorie ungeordneter Systeme) und Morrel H. Cohen (Pro-
fessor an der University of Chicago, spéter am Exxon Research Center in New Jersey und danach
an der Rutgers University)
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ih%ci,k,ocnka = [H. ¢l enno | (2.68)
erhilt man ndmlich
(e + i8)c} o ko = (Ew (K) = En(K)) ¢l oo (2.69)
+ed@ Y [mkil WK et = (KT iK1l oo

niky

Lost man nach Ci/k, o Cnko auf, bildet auf beiden Seiten die thermodynamischen Er-
wartungswerte und vernachldssigt in der kyn;-Summe die Nichtdiagonal-Elemente,
was wieder der in Band 1, Absch.6.7 schon einmal durchgefiihrten ,,Random-
Phase-Approximation (RPA) entspricht, dann folgt

f(En ®) —f (En (K'))

hw+i0+E, (k) -E, (K) (2.70)

(ch ko ) = e (@ (ke

Multiplikation mit dem Matrixelement von e’d" und Summation iiber die Quan-
tenzahlen n, n’, Kk, K/, o fiihrt zum Erwartungswert der Fourier-transformierten, zeit-
abhingigen Teilchendichte n(q) und somit zur induzierten Ladungsdichte p;(q)
el @ = o(n(q)). Gl.(2.66) wird offenbar reproduziert. Die hier wieder ben-
utzte RPA, die ihren Namen von der Argumentation her hat, dass die verschiedenen
Nichtdiagonal-Elemente zufillige, unkorrelierte Phasen haben, weswegen sie sich
bei der Summation gegenseitig wegmitteln, ist hier offenbar dquivalent der Lineare-
Response-Niherung. Es soll aber nochmals betont werden, dass diese zeitabhédngige
Storungsrechnung hier nicht beziiglich der dufleren Stérung durchgefiihrt wurde,
sondern beziiglich der dufleren Storung plus dem durch die resultierende Ladungs-
Verschiebung bzw. Polarisation erzeugten zeitabhidngigen Potential bzw. Feld.
Die (zeitabhiingige, oszillierende) Ladungsdichte wird also selbstkonsistent aus
dem daraus resultierenden Potential bestimmt. Die durchgefiihrten Ndherungen
entsprechen somit auch einer zeitabhiingigen Hartree-Néiherung.

Speziell fiir das Modell des freien Elektronengases, welches ja einige Metalle
gut beschreiben sollte, hat man nur ein Band vorliegen, die Eigenenergien erfiillen
Ek) = '22—5, die Eigenzustinde sind ebene Wellen und es kommen nur Intraband-
Ubergiinge als Anregungen in Betracht. Aus der Ehrenreich-Cohen-Formel wird in
diesem Spezialfall

47 e? 4 e? EK)) - f(E(k
ix(q,w)=1— :/rez Z FEK)) -f(Ek +q))
ko

Vg? how +i8 + E(k) — E(K + q)

e(qw)=1— Q2.71)

Dies ist gerade die frequenzabhéngige Lindhard-Dielektrizititskonstante fiir das
homogene Elektronengas (Jellium-Modell) in RPA bzw. zeitabhingiger Hartree-
Niaherung. Im statischen Grenzfall @« — 0 reproduziert sich die in Band 1,
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Abschn. 6.8 ausfiihrlich besprochene Lindhard-Theorie der statischen Abschirmung
(vgl. in Band 1 Gl. (6.192, 6.194) fiir die statische Suszeptibilitit bzw. Dielektrizi-
titskonstante). Die frequenzabhingige Dielektrizititskonstante ist im allgemeinen
Fall, wie zu erwarten, komplex: e(q, ) = £1(q, w) + ie2(q, w). Fiir den Imaginérteil
der Lindhard-Dielektrizitidtskonstanten erhilt man

47262
£2(q,w) = Vi Z (FEK) -f(Ek+q)) §(ho + E(K)-E(k+q))  (2.72)
ko

Ein endlicher Imaginirteil der Dielektrizitdtskonstanten und damit auch ein end-
licher Absorptionskoeffizient existiert also fiir die Frequenzen, die Teilchen-Loch-
Anregungsenergien E(k + q) — E(k) entsprechen.

Im allgemeinen Fall von mehreren Energiebdndern kann man die Dielektri-
zitdtskonstante offenbar in einen Intraband- und einen Interband-Anteil zerlegen.
Beriicksichtigt man ferner noch, dass optisch nur relativ kleine Impulse q iiber-
tragen werden konnen,” dann kann man nach q entwickeln. Dann gilt fiir die
Matrixelemente von e'd" niherungsweise

. 1 ! 1 -
) = 5 3 TR [ e )
R EZ JEZ

1
=5k/+q,kv— / d3m2k,+q(r)un/k/(r) (2.73)
EZ JEZ

= (k' +q| (1 +iqr) ['K) = 8,840 + iq(nK |t K') + O(g?)

Interband-Matrixelemente zu verschiedenem Bandindex n, n’ tragen also in niedrig-
ster Ordnung in q bei gleichem K’ (also Kk-diagonal) bei und sind durch die
Matrixelemente des Ortsoperators bestimmt (bzw. wegen des Faktors e des Dipol-
Operators er). Wegen

1 i (H.x]
— = — s r
mp R
folgt
(nk|rjn'k) = E(nk|p|n’k>; (2.74)
im En(k) — Eyy(k) '

2Qptische Wellenlingen liegen in der GroBenordnung 10 Gitterkonstanten, die vom Licht bzw.
von Photonen iibertragene Wellenzahl q ist daher betragsmifig um einen Faktor 1073 kleiner als
reziproke Gittervektoren, d. h. die GroBenordnung der Brillouin-Zone, auf der die Wellenvektoren
k variieren
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Somit ergibt sich fiir die komplexe Dielektrizititskonstante fiir kleine g

. 4mé FEn(K + Q) — f(Eq(K))
e(q,w)=1- qu 2 B (k+ Q) — E,(K) + ho + (2.75)
4meh? leqklpIVK) > f(Ey (K)) — f(En(K))

Vm? kg}/g (En(K) — E,y(K))? Ey(K) — Ep(K) + hoo + 18
Hier beschreibt die erste Summe gerade die Intraband-, die zweite die Interband-
Beitriige zu &(q,); offenbar sind die fiir Interband-Ubergiinge entscheidenden
Matrixelemente statt durch die k-diagonalen Matrixelemente des Dipol-Operators
auch durch die entsprechenden k-diagonalen Interband-Matrixelemente der lon-
gitudinalen (d.h. parallel zu q) Komponente des Impuls-Operators p bzw. des
Strom-Operators j = < p ausdriickbar. Die entsprechenden Matrixelemente

leq (nk|p|n'k)[*
m(Ey (k) — Ey(k))

werden manchmal auch als ,,Oszillator-Stiarke* bezeichnet. Im Intraband-Anteil
kann man noch folgende Umformungen vornehmen

_ fEk+q)—f(E,(Kk))
)= % Ey(k+q) — Ey(K) + hoo + i0

(2.76)

1 1
=Y f(EK) ( 3 —— . )
WK)—E,(K—q)+hw+i8  E,k+q)—Ey(K) + fiw + i8

kno
Ey(k+q) + E;(k—q) - 2E,(k)

= fEK) . .
(E,(k+q)-E,(K)+ how +i6)(E,(k) - E,(K—q) + hw + i)

kno

Fiir kleine g ist der Zihler proportional zu ¢ multipliziert mit der zweiten Ablei-
tung von E,(k) in q-Richtung, und entsprechend geht der Nenner fiir g — 0 in w?
iiber. Die zweiten partiellen Ableitungen von E,(Kk) bilden aber gerade den inversen
Tensor der effektiven Masse: fi2m*™!; setzt man voraus, dass dieser in q-Richtung
diagonal ist, dann ergibt sich einfach

4—0 7 _ N¢
I(q) — mgﬂ&(k))— o (2.77)

Damit folgt

e(q— 0,w)
|2

Wp 47 g~ fealnklplnio|_SE SEMD - 4,

=1-—2- :
w Vm? (En(K) — E,y (k)2 Ep(K) — Ey(K) + hoo + 8

kn#n'c
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47 Ne?
Vm*

Drude-Theorie erhaltene charakteristische Hochfrequenzverhalten ¢ ~ 1 — a)%, Jw?
wird also auch in der mikroskopischen Theorie reproduziert. Der Interbandbeitrag
zum Imaginirteil der frequenzabhingigen Dielektrizitdtskonstante ergibt sich fiir
kleine g zu

Hierbei ist 3 =

das Quadrat der Plasma-Frequenz wp; das schon in der

£2(w) (2.79)
4r%e? 12
= Vo Z |eq (nK[pln'K) |” (F(Ey (K)) — f(En(K)S(Ey (K) — E(K) + ho)
kn#n'c

Dieses Ergebnis kann man auch aus der in Abschn. 2.1 abgeleiteten Relation (2.6)
e=1+1i w herleiten, woraus

4
£ = L Reo(w) (2.80)
w

folgt. Wenn man dort das Ergebnis (1.229) der Kubo-Formel fiir die frequenz-
abhingige Leitfihigkeit einsetzt, reproduziert sich (2.79). Der Realteil der frequen-
zabhingigen Leitfahigkeit bestimmt den Imaginirteil der Dielektrizitdtskonstante,
und dieser ist ein MaB fiir die Energieabsorption der elektromagnetischen Welle im
Medium. Energieabsorption findet also dann statt, wenn die Frequenz der Strah-
lung Ubergiinge zwischen besetzten und unbesetzten Zustinden des Festkorpers
ermoglicht und die ,,Oszillator-Stirken®, d. h. die Matrixelemente des Dipol- bzw.
Strom-Operators zwischen besetztem und unbesetztem Zustand, solche Ubergiinge
zulassen.

2.4 Optische Eigenschaften von Halbleitern

In (intrinsischen) Halbleitern sind bei tiefen Temperaturen alle Zustinde bis
einschlieflich zum Valenzband v besetzt und die dariiber liegenden Bénder vom
Leitungsband ¢ an unbesetzt, d. h.

f(En(k))—{ 0 fir n>ec (2.81)
Die Bandliicke von Halbleitern ist in der GréBenornung von 1-3eV, was von
Photonen des sichtbaren Spektralbereichs aufgebracht werden kann. Halbleiter
sind daher optisch leicht anzuregen,, weil man durch das Einstrahlen von sicht-
barem Licht Ubergiinge vom Valenz- ins Leitungsband induzieren kann. Besonders
geeignet dafiir sind Halbleiter mit direkter Bandliicke, d.h., wenn Leitungsband-
Minimum und Valenzband-Maximum beim gleichen k-Wert der 1. Brillouin-
zone liegen, in der Regel dann bei k = O (I'-Punkt). Dann ist ndmlich fiir
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Anregungen vom Valenzband-Maximum ins Leitungsband-Minimum kein Impuls-
iibertrag notwendig, und Photonen sichtbaren Lichts iibertragen gerade einen (auf
Skalen der GroBenordnung Brillouinzone, d.h. 10'° m™',) vernachlissigbaren Im-
puls (weil die Wellenliinge sichtbaren Lichts in der GroBenordnung 48 x10* A liegt,
betriigt der Photonen-Impuls 10 m™! « 1019 m™1).

2.4.1 Dipol-Kopplung an das elektromagnetische (optische) Feld

Zu beschreiben ist wieder ein Festkorper (Halbleiter), auf den das Feld einer
monochromatischen elektromagnetischen Welle trifft, die nach der Elektrodynamik
bekanntlich durch E(r,7) = Eg elkr-on) pegchrieben werden kann. Bei optischen
Feldern ist nun aber wegen der Kleinheit von [Kk| die rdumliche Variation auf der
Lingenskala atomarer Distanzen oder Gitterkonstanten vernachlidssigbar klein. Da-
her kann man das optische Feld in guter Ndherung als rdumlich homogen und somit
nur zeitabhingig betrachten, also

E(r,1) =~ E(1) (2.82)

Dann kann die Ankopplung des elektromagnetischen Feldes auch rein iiber ein
Skalarpotential @(r, f) = —rE(f) beschrieben werden und man erhilt somit:

H(t) = Hy— dE(r) = Hy — dE(2) (2.83)
mit dem Dipol-Operator: d = er = e(x,0,0)

wobei im letzten Schritt noch ohne Einschrinkung das Feld und der Dipol-Operator
parallel zur x-Richtung angenommen wurden (E(f) = (E(¢),0,0),d = e(x,0,0))
und Hj natiirlich den ungestorten, zeitunabhéngigen Festkorper-Hamilton-Operator
bezeichnet. Der gesamte Hamilton-Operator (2.83) ist aber zeitabhédngig, Ausgang-
spunkt ist also die zeitabhingige Schrodinger-Gleichung

a
iﬁgllﬁ(m = H®Oly (1)

Unter der Annahme, dass die Eigenzustidnde und Eigenwerte von Hy bekannt sind,
d.h. Holn) = epuln), gilt fiir den ungestorten zeitabhiingigen Zustand natiirlich
[Yo()) = Y, anoe /7). Fiir den gesuchten zeitabhingigen Zustand, wie er sich
unter dem Einfluss des zeitabhéngigen Feldes entwickelt, kann man daher zunéchst
den Ansatz machen

@) = antye ™" n) (2.84)

n

dann liefert ein Einsetzen in die zeitabhingige Schrodinger-Gleichung

iha%lw(t»= > (snan(t) + iﬁ%

n

) e enl/Mny = H|y (1))



2.4 Optische Eigenschaften von Halbleitern 99

(Ho—dE@) [y @) = ) enan(ye "/ Mn) —E@) Y " am(t)e™*m"/"d|m)

> <snan<z)e"8"f/ " E) Zam<z>e"€m’/ﬁ<nldlm>> In) (2.85)

n

Daraus folgt:

Xn: (;h% e ient/h 4 E(p) ; am(t)eemt/ ﬁ<n|d|m)) ) =0  (2.86)

also:

i dan(t)

=—Et) Y _ am(tye ™ (nld|m) (2.87)

mit Wy, = (€, — ) /. Dies ist eine der Schrodinger-Gleichung dquivalente, exakte
zeitliche Differentialgleichung fiir die Koeffizienten a,(f) aus dem Ansatz (2.84),
die die folgende einfache physikalische Interpretation hat: Die Wahrscheinlichkeits-
amplitude a,,(¢) dafiir, dass der Eigenzustand |r) in unserem tatséichlichen Zustand
| (1)) vorkommt, éindert sich zeitlich durch Uberginge in andere Zustinde |m) unter
dem Einfluss des zeitabhiingigen Feldes, und in diese Ubergangsraten geht einerseits
die Energiedifferenz w,,,, zwischen diesen beiden Zustinden ein und andererseits
das Matrixelement des Dipol-Operators, welches die sogenannten Auswahlregeln
bestimmt.

Eine approximative Losung von (2.87) kann man durch Linearisierung im Feld
finden. Da die Zeitabhingigkeit der Koeffizienten a,(f) ja erst durch das Feld
zustande kommt, kann man ansetzen

an(t) = ano + an (2) (2.88)

und annehmen, dass a,(?) in erster Ordnung linear im Feld E(¢) ist. Setzt man dies
ein und behilt nur Terme linear im Feld bei, erhilt man:

0 - E) Y e i) ano (2.89)

ot

Integration hiervon liefert:

1 ! Loy
an (1) = — Z/ dt'E(f)e™ " (n|d|m)am (2.90)
m —oQ
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Man setzt nun E(¢) ganz allgemein als Uberlagerung von ebenen Wellen an:

E(t) - / d—wE(C()) efl‘(a)+i5)l
2

wobei wieder der (von der Linearen Response-Theorie her bekannte) adiabatische
Einschaltterm ¢° ! eingefiihrt wurde, der fiir E(f) — 0 fiir t — —oo sorgt. Damit
erhilt man:

anl(t)———Z f dr / =0 E(w) e i@t gl iy g (2.91)

und nach Ausfiihren der Zeitintegration schlie3lich:

—z(w,,m+w+i8 )3

anl(l)———Z/ —E(w )— (n|d|m)amo (2.92)

w + Wy + 18

Das von auflen angelegte elektrische Feld bewirkt eine elektrische Polarisation
des Mediums, weil die beweglichen Ladungen (Elektronen) bestrebt sind, sich
nach dem Feld auszurichten. Diese elektrische Polarisation ist gerade durch den
Erwartungswert des Dipol-Operators d = ex gegeben:

P(t) ==y ldly () == axtye May, ) Minldim) - (2.93)

nm

Beriicksichtigt man die Linearisierung (2.88) und die Tatsache, dass i. a. ohne Feld
keine endliche Polarisierung vorhanden ist, also

Pty == axo@ & P ao(tyem! M nldm) = 0

nm

gilt, dann ergibt sich in linearer Ordnung in der Stérung:

P(t) = - Z (a(Damo(®) + aigam (1)) €™ (n]d|m) (2.94)

nm

Ferner sei angenommen, dass der Ausgangszustand ein Eigenzustand von Hy ist,
bei tiefen Temperaturen (T — 0) dann natiirlich der Grundzustand |ng), weswegen

amo = 8mn0

gilt, und es folgt:

Pty == (a}, (1) (mldlno) &0 + a1 (1) (nold|m) e™mo”)  (2.95)

m
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Setzt man jetzt noch das Ergebnis fiir a,,,1 () gemif (2.92) ein, ergibt sich:

e—i(w+i8)E
)| ldlg) P + )

1 do ei(a)—ié)tE*(w)
(a)+wn0m—15 W + Wy + 18

PU) =+ |<m|d|n0)|2>

(2.96)

Beriicksichtigt man auBerdem noch, dass fiir reelle Felder E(¢) E*(w) = E( — w)
gelten muss, und substituiert dann fiir einen Summanden w — —w, ergibt sich:

2
m

P(f) = — - F —i(w+id)t d 2 _
0= [ 5oEe Dlomlablf (e s

d o
= / 22 p(w)ei@idr (2.97)
27

Somit gilt
P(w) = x(w + i§)E(w) (2.98)

mit der elektrischen Suszeptibilitit:

1 1 1
+ 8 - d 2 — y 299
x(@+id) h;“ml o)l <w—wn0m+i8 a)+a)n0m+i8) ( )

die sich hier also als Dipol-Dipol-Suszeptibilitit im Sinne unserer verallgemeinerten
Suszeptibilitdten herausstellt und im Wesentlichen mit dem Ausdruck iiberein-
stimmt, den man auch aus der allgemeinen Linearen Response-Theorie (vgl.
Abschn. 1.9) ableiten kann.

2.4.2 Zweiniveau-Systeme

Das einfachste Modell, fiir das man den Einfluss einer zeitabhiingigen duBeren Sto-
rung untersuchen kann, hat nur zwei stationiire Eigenzustiinde |n), n € {1,2}. Dies
konnte durch ein Atom bzw. ein Ensemble gleichartiger Atome realisiert sein, wenn
man von den atomaren Zustinden nur den Grundzustand und den ersten angeregten
(bzw. den durch das Lichtfeld anregbaren) Zustand mitnimmt. Das Zweiniveau-
Modell ist auch fiir die Halbleiter-Optik relevant. Wie zu Beginn des Kapitels schon
erwihnt, kann man ndmlich in guter Ndherung davon ausgehen, dass das Licht-
feld keinen Impuls iibertrégt, d. h., in einem einfachen Zweiband-Halbleiter-Modell
bleibt die k-Diagonalitit auch bei Ankopplung an ein elektrisches Feld erhalten,
und fiir jedes feste k hat man gerade nur zwei Niveaus (pro Spinrichtung), ndmlich
den Valenz- und den Leitungsband-Zustand.
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Aus der exakten GI. (2.87) wird in diesem Spezialfall

d . d )
ihaal(t) =—E() e dypay(1), iﬁd—taz(t) =-E(1)e" " dyja,(f)

(2.100)

mit: wy| = % Setzt man speziell ein monochromatisches reelles Wechselfeld an,
also E(t) = E cos (wt), wird daraus:

zh d al(t) = —% ( Silton)l . gilo- wzm) dizax(t)

d
ih—ax(t) = - ( —io-on)t . e’<w+w21>’) daya; (1) (2.101)

An dieser Stelle konnte man nun wieder, wie im vorigen Abschnitt, im Feld lin-
earisieren; dann folgt unter der Annahme, dass vor Einschalten der Storung nur
der niedrigere (Grund-)Zustand besetzt ist, und mit Einfiihrung des adiabatischen
Einschaltterms:

ar(t) = —da1 — ( (2.102)

e—ia)teia)21l‘ eia)f eia)21 t
huw — ot + 06 ha)+hw21 —i5>
worin man ansatzweise schon die Suszeptibilitit wieder findet.

Fiir das einfache Zweiniveau-System (2.101) ist aber auch eine exakte Losung
der beiden gekoppelten zeitlichen Differentialgleichungen méglich. Um analytisch
weiterrechnen zu konnen, nehmen wir nur den resonanten Term mit; da w als
Licht-Frequenz positiv ist und wy; positiv ist (¢ > ¢1), sollte der Term beson-
ders wichtig werden, bei dem w = w»; zu einer Resonanz fiihrt, wie man ja schon
an den Suszeptibilititen in der linearisierten Gleichung sieht. Unter Beibehaltung
nur der resonanten Terme wird aus (2.101):

d Ey
ihaal(t) = —70 el(wfwﬂ)tdlzaz(t)

d Ey .
ih—ax(n) = —7" e @020 a1 (f) (2.103)

Wendet man nun auf die erste Bewegungsgleichung noch einmal 1h d . an, ergibt sich

d? da
R — 1 —dlz ihi(w — w2 gy 4 @2 2 4 (2.104)
dr? dr
Hierin konen ap und 2 unter Benutzung von (2.103) eliminiert werden und man

erhalt:
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. .
ay = i(w—wr1)ag —Tal (2.105)
mit der Rabi-Frequenz’
dn E
= | 2;1 0', (2.106)

Mit dem Losungsansatz

ai(t) = ajpe’!

ergibt sich
1
2 = 5 <a)—a)21 + (w—a)21)2+a)12e> (2107)

Uber die Rabi-Frequenz ist die Oszillations-Frequenz also offenbar von der
elektrischen Feldstirke abhingig, wenn man iiber die linearisierte Bewegungs-
gleichung (also iiber die einfache Lineare Response) hinausgeht. Genau bei der
Resonanz (d.h. fiir ® = wpy) gilt 2 = Fwg/2, dann oszillieren (im Schro-
dingerbild gemil dem Ansatz (2.84)) also die vollen Amplituden zeitlich wie
ai(te it = gipeieithor/2/h hei Anwesenheit des elektrischen Feldes. Man er-
hilt also effektiv gegeniiber dem ungestorten (atomaren) Spektrum verschobene
Niveaus, und bei Resonanz ist diese Energieverschiebung direkt proportional zur
Feldstirke. Da dies eine Analogie zum Stark-Effekt' aufweist, d. h. der Aufspal-
tung der Spektrallinien im statischen elektrischen Feld, wird es auch als optischer
Stark-Effekt bezeichnet.

LI Rabi, *1898 in Rymanow (Galizien, damals Osterreich-Ungarn), 11988 in New York, in
den USA aufgewachsen, Chemie- und Physik-Studium an der Cornell und Columbia University,
ab 1937 Physik-Professor an der Columbia University in New York, Arbeiten zu magnetischen
Eigenschaften von Kristallen und Atomkernen, entwickelte Resonanzmethoden zur Messung
von Rotationszustinden von Atomen und Molekiilen und des magnetischen Momentes von
Atomkernen, Physik-Nobelpreis 1944

4“Johannes Stark, *1874 in Schickerhof (Bayern), 11957 in Traunstein (Bayern), Studium in
Miinchen, ab 1909 Professor an der RWTH Aachen, ab 1917 in Greifswald und 1920-1922
in Wiirzburg, wissenschaftliche Arbeiten zur Elektrizitit von Gasen, zur Spektroskopie und zur
chemischen Valenz, Physik-Nobelpreis 1919 fiir die Entdeckung des Doppler-Effekts in Kanal-
strahlen und der Aufspaltung der Spektrallinien im elektrischen Feld, nach 1922 zunichst keine
Professur mehr, 1933-1939 Prisident der Physikalisch Technischen Reichsanstalt und der ,,Not-
gemeinschaft fiir die Deutsche Wissenschaft™ (Deutsche Forschungsgemeinschaft), iiberzeugter
Nationalsozialist und Rassist und Vertreter der ,,deutschen bzw. ,,arischen Physik®, lehnte die
,Jjudische* Relativititstheorie und die Quantentheorie (und theoretische Physik allgemein) ab (er
bezeichnete Heisenberg als ,,weilen Juden®).
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2.4.3 Die Halbleiter-Bloch-Gleichungen

In diesem Abschnitt soll ein realistischeres Halbleiter-Modell betrachtet und behan-
delt werden. Insbesondere wenn man die Coulomb-Wechselwirkung beriicksichtigt,
kann man ja nicht mehr davon ausgehen, dass Ubergiinge infolge eines optischen
Feldes nur noch zwischen Valenz- und Leitungsband-Zustand zu gleichem k ex-
istieren, sondern es sind auch komplexere Anregungen wie die Exzitonen moglich.
Ausgangspunkt ist das in Band 1, Abschn. 6.8 schon eingefiihrte Zwei-Band-Modell

H= Z (sv(k)v;ivk + sc(k)c):ck>
k

1 it ot ot
+ v Z Uy (C,H_qck/,qu’Ck ViV Vk Vk 20k+q"kuq"k’ck>
kk'.q

— B0y (develvic+ i v]ex) (2.108)
k

Die erste Zeile beschreibt Valenz- (v) und Leitungsband (c), die zweite Zeile die
Coulomb-Wechselwirkung und die dritte die Kopplung an ein optisches Feld, wel-
ches Ubergiinge zwischen Valenz- und Leitungsband bewirken kann; k, k" kann
kombiniert fiir die Einteilchenquantenzahlen Wellenvektor und Spin ko stehen,
es kann aber auch nur k bedeuten, weil bei der optischen Anregung in der Re-

gel der Spin sich nicht dndert. U, = 4: 822 ist das Coulomb-Matrixelement (fiir
freie Teilchen) und d., = ({(kclex|kv) ist das (als k-unabhingig angenommene)

Dipol-Matrixelement. Zu berechnen ist die durch das Feld induzierte elektrische
Polarisation, d. h. der Erwartungswert des Polarisations-Operators

P=3" (devefvi + dievfer) (2.109)
k

Im Gleichgewicht, d.h. ohne treibendes Feld, gilt natiirlich (P),, = 0,
unter dem Einfluss des zeitabhingigen elektrischen Feldes liegt dagegen eine
Nichtgleichgewichts-Situation mit (P), # 0 vor. Zu berechnen sind daher

(c,tvk) o(1) (v):ck) o()- Dies sind gerade die Nichtdiagonal-Matrixelemente der so-
genannten (reduzierten, in diesem Fall k-diagonalen) Dichtematrix

i) e
i e

Im Gleichgewicht bzw. als Anfangsbedingung gilt natiirlich

(2.110)

(v}:vk>0 = fle, (k) = 1, <c,tck>0 = (e (k) = 0, <c;£vk>0 - <v}:ck>o -0 (2111
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Durch das Feld werden aber sowohl nicht verschwindende Polarisations
Erwartungswerte als auch eine nicht verschwindende Besetzung im Leitungs-
band (und eine entsprechend reduzierte Elektronen-Besetzung, d.h. Locher im
Valenzband) induziert. Es gelten dann die folgenden Bewegungsgleichungen:

ihdit <c;£ck> = <[c;£ck, H]> =-E(t)d,, <c}:vk> + E(tdy, (vlck>

1
+ v Z Uy (<C,];C,L,qckfck—q> + <C/t"/tu qvk/ck_q>
kg

- <c;£+qc]t,_qck/ck> - <c,t+qv;£,_qvk/ck>) (2.112)

ih% (vlee) = ([vhew H]) = et — e (ve)
— E(t)d,, <<v;£vk> - <c;£ck>)

: Tel i
+ ‘—/ kZ: Uy ((chk,_qck/ck_q> + <Vkvk/_q"k/ck—q)
5q

- <v,]:+qv;£,_qvk/ck> - <c;£,+qv,t_qckck/)) (2.113)
Wie fast immer bei Behandlungen mit Bewegungsgleichungen, schlieen diese
sich nicht, weil infolge der Wechselwirkungsterme in der Bewegungsgleichung fiir

Zweier-Erwartungswerte auf der rechten Seite Vierer-Erwartungswerte auftreten.
Eine Hartree-Fock-(RPA-)artige Entkopplung fiihrt zu:

ihdit <c;£ ck> = E(1) (djfv <v,t C'k> —dey <ch1<>)

T - )
i (vex) = et — e {ex) - B ((vfr) - (efe))
3 el )
+‘l/ Z U, (<V,J£+qvk+q> (vzck> + <c;[ck) (v,t_qck_q» (2.114)
q

Mit den Bezeichnungen fi. = (c,J[ck), fiv = (vak), Dvek = <V;£Ck> und §2; = % (deE(t)
+ \l/ Zq quvck_q> ergibt sich:
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d

ih=fic = h (824 pvek — S2iDiek) (2.115)
. d
1hapvck = (&c(k) — &y(k)) pyek — 2k (fiw —fie)

1
- ‘_/ Z Uq (ka*q _kafq) Pvck (2.116)
q

Dies sind (zusammen mit der analog herleitbaren Bewegungsgleichung fiir fi,) die
Halbleiter-Bloch-Gleichungen’

Die Gleichungen enthalten eine Inhomogenitit durch das treibende elektrische Feld
(in den £2;-Termen). Ohne diese Inhomogenitit existiert natiirlich immer die triviale
Losung fie = 0, frr = 1, pyek = 0. Mit Inhomogenitit gibt es aber auch nicht-triviale
Losungen. £2; heiflt auch Rabi-Frequenz des Halbleiters wegen der Analogie der
Gl. (2.115) zu (2.103); die Rabi-Frequenz enthilt jetzt aber auch einen Wechselwir-
kungsbeitrag. Offenbar ist die rechte Seite von (2.115) bereits quadratisch in der
Storung, weil die Nichtdiagonal-Elemente der Dichtematrix p,q selbst erst vom
Feld verursacht werden. In linearer Ordnung im Feld wird also erst eine Polarisa-
tion erzeugt, erst in nichster Ordnung bewirkt diese mit dem Feld eine endliche
Besetzung des Leitungsbandes. Linearisiert man im Feld, bleibt somit nur

d
fier=0 = fie=fu =0, fu=fo=1
. d o o) | .
lhapvck = (8c(k) - Sv(k)) Pvck — 2% (fkv _fkc> - V ; Uq (fgch _kafq) Dvck
= (e (k) - eHF () puck — 2% 2.117)

wobei stF (k) die (um den Hartree-Fock-Term modifizierten) Band-Dispersionen
sind. Zeitliche Fourier-Transformation fiihrt nun auf:

1
(hew + iy — e (k) + eF (1)) pex + v > Ugprekg = —deE(@)  (2.118)
q

Der hier vorkommende kleine Imaginirteil der Frequenz ist eigentlich infinitesimal
klein und riihrt vom adiabatischen Einschaltterm her; in der Praxis wird er vielfach
klein, aber endlich gewéhlt und kann physikalisch dahingehend interpretiert werden,
dass er endliche Lebensdauern simuliert, die von im Modell nicht beriicksichtigten
Effekten (z. B. Storstellen, Elektron-Phonon-Kopplung, iiber Hartree-Fock hinaus-
gehende FEinfliisse der Coulomb-Wechselwirkung, etc.) herriihren sollen.

Sbenannt nach Felix Bloch, siehe FuBnote Band 1 Seite 105, wegen einer formalen Analogie zu
den Blochschen Gleichungen in der Theorie der (Kern-)Spin-Resonanz
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Zur weiteren Vereinfachung soll angenommen werden, dass sich die (Hartree-
Fock-)Leitungs- und Valenzbinder in Effektivmassen-Ndherung beschreiben lassen,
dass also gilt:

h2
K (2.119)

h2
effy=a+—i ellfk)=-
2m, m,
mit A als Energieliicke. Dann ldsst sich die Differenz zwischen Leitungs- und
Valenzband-Dispersion auch schreiben als:

h2
el (ky— el (k) = A + ﬂkz (2.120)

1
mit —=—+ —
noony o Me

und p der reduzierten Masse (aus Valenz- und Leitungsband-Effektivmasse). Damit
ergibt sich:

, R2k? 1
<hw +iy-A- ﬂ) Pvek + ‘_/ ; UgPvck—q = —devE(w) (2.121)

Dies ist die (zeitliche und rdumliche) Fourier-Transformierte einer Art inhomogenen
Schrodinger-Gleichung

2
<ihi -A+ h—Vrz + V(r)) Due(r, 1) = =d E(H)8(r)  (2.122)
ot 21

h2
bzw. <hw +iy - A+ Z—Vrz + V(r)) DPre(r, ) = —do E(w)S(r)
"

2
mit V(r) = ll als dem (abgeschirmten) Coulomb-Potential
er

Die zugehorige homogene Differentialgleichung (Eigenwertgleichung)

2
<—h—Vr2 - V(r)) Yu(r) = Ey iy (r) (2.123)
2p

ist die sogenannte Wannier-Gleichung fiir Wannier-Exzitonen und entspricht der
Schrodinger-Gleichung fiir das Wasserstoff-Problem, allerdings fiir Teilchen mit re-
duzierter Masse u und ein abgeschirmtes Coulomb-Potential. Die gesuchte Losung
der inhomogenen Schrodinger-Gleichung (2.122) kann man nach den Eigenzustin-
den i, (r) entwickeln:
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Pre(r,0) = Y by(@)¥(r)

= Y (hw+iy - A=Ey) by (1) = ~dey E(@)8(x) (2.124)

%
Durch Skalarproduktbildung mit (v, | erhélt man

deyE(w)

by(@) = —— )
) ==y~ AE,

Y (0) (2.125)

Daraus ergibt sich:

1
Pre(®,®) = ~des (@) Y 7(0) 7— =

o (2.126)

Daraus lisst sich der gesuchte (Nichtgleichgewichts-)Erwartungswert der Polarisa-
tion gemal (2.109) bestimmen:

1
(YD) =5 Y (desDiy + dipvck) = depie(x = 0,0 + dfpye(r =0,8)  (2.127)
k

Fiir deren zeitliche Fourier-Transformierte ergibt sich:
P(@) = depl (1 = 0,-w) + d2,pyc(r = 0, @) (2.128)

Unter Beriicksichtigung von E*( — w) = E(w) (fiir reelle E-Felder) folgt:

I 1
— 2 2
P(@) = do E(w);lw”(o)l (hw+ iy—A—E, ho+iy+A +EU>

= x(w)E(w) (2.129)

mit der elektrischen (Dipol-Dipol-)Suszeptibilitit:

1 1
p OF _ 2.130
X (@) = -|de| Xv”‘”()l (hw+iy—A—E,, hw+i)/+A+Ev> @130

Dies stimmt im Wesentlichen mit der in (2.99) gefundenen Suszeptibilitit iiberein,
wenn man beriicksichtigt, dass die Anregungsenergien jetzt durch A + E,, gegeben
sind und diese E, auch Effekte der Coulomb-Wechselwirkung enthalten. Mit der
Hartree-Fock-Entkopplung und nach der Linearisierung ergibt sich im Rahmen
der Halbleiter-Bloch-Gleichungen somit ein Ausdruck fiir die Suszeptibilitit, der



2.4 Optische Eigenschaften von Halbleitern 109

(natiirlich) im Wesentlichen mit dem der frither bereits besprochenen linearen
Response-Theorie iibereinstimmt. Die in diesem Unterkapitel vorgefiihrte Behand-
lung lésst sich aber leicht systematisch verbessern und erweitern; insbesondere kann
man tiber die Hartree-Fock-Entkopplung hinausgehen, indem man die Bewegungs-
gleichung fiir die Vierer-Erwartungswerte aufstellt und erst in hoherer Ordnung
entkoppelt und diese Entkopplungen dann nach (exakt beriicksichtigten) hoheren
Potenzen des elektrischen Feldes klassifizieren kann (,,dynamically controlled
truncation®, DCT) und so die entsprechende Niherung rechtfertigen kann.

Begniigt man sich aber mit der linearen Ordnung im Feld und nimmt nur den
besonders wichtigen resonanten Anteil mit, vereinfacht sich der Ausdruck fiir die
Suszeptibilitit zu

v, OF
x(w)=—|dcvlzzm (2.131)

Y

Wenn dann wirklich eine Art Wasserstoff-Problem vorliegt (in Effektiv-Massen-
Niherung und bei konstant abgeschirmter, also noch wie 1/r bzw. im reziproken
Raum wie 1/¢* abfallender Coulomb-Wechselwirkung), entspricht v den iiblichen
Wasserstoff-Quantenzahlen (n, [, m;) fiir die gebundenen und (k, [, m;) fiir die un-
gebundenen Zustinde. Da in dieser Niherung die Eigenzustinde nur bei r = 0
eingehen (was letztlich darauf zuriickzufiihren ist, dass das Dipol-Matrixelement
d., als k-unabhingig und damit lokal angenommen wurde), gehen hier nur die
| = 0-Zustinde (s-Zustdnde) ein, weil nur diese beim Wasserstoffproblem eine
am Ursprung nicht verschwindende Wellenfunktion haben. Die Bindungsenergien
und auch der Bohrsche Radius sind aber von ganz anderer Grofenordnung als
beim wirklichen Wasserstoff-Atom. Fiir einen typischen Halbleiter wie GaAs lie-
gen die effektiven Massen in Valenz- und Leitungsband bei m. ~ 0.0665 m, bzw.
m, ~ 0.475m,., wobei m, die freie Elektronenmasse ist; dies fiihrt zu einer re-
duzierten Masse von i = 0.058 m,. Mit einer Dielektrizitdtskonstante von € ~ 10
ergibt sich ein Bohrscher Radius und eine Grundzustands-Bindungsenergie fiir das
Exziton von

h2e e 90 A E &2 0.058 &2 0.008 eV
ay = = ap ~ N = — = - — =X 0. €
T e 00588 B e 2 2ag

wobei agp ~ 0.5A der wirkliche Bohrsche Radius des Wasserstoff-Atoms ist.
In Abb. 2.3 ist der Imaginérteil der Suszeptibilitit als Funktion der Frequenz (in
Einheiten der Exziton-Bindungsenergie gemessen) aufgetragen fiir eine Bandlii-
cke von A = 3 und y = 0.02. Man erkennt deutlich die Exzitonenpeaks bei
A-1, A-0.25, A-0.11 unterhalb der sogenannten Absorptionskante bei A = 3.
Gestrichelt ist das Resultat bei Vernachlidssigung der Coulomb-Wechselwirkung
eingezeichnet.
Hier ergibt sich im Wesentlichen die sogenannte kombinierte Zustandsdichte

Nye(hw) = ‘l/ Z S(ha — e.(k) + &,(k)) (2.132)
k
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Abb. 2.3 Frequenzabhingigkeit
des Imaginérteils der 1.2
Suszeptibilitit unterhalb der
Bandkante (A = 3) in Einheiten 1
der 1s-Exziton-Bindungs-energie ~os 1s 2s
Ep Eo.
\"‘;2
c 06
- 3s
0.4
0.2
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Fiir freie Elektronen-Dispersionen (mit effektiver Masse) im Leitungs- und Valenz-
band und in drei Dimensionen ist diese natiirlich wurzelférmig an der Absorptions-
kante, d. h.

Nyc(hw) ~ v ho — A (2.133)

Man erkennt an Abb. 2.3, dass nicht nur die Exzitonen-Linien hinzu kommen, son-
dern auch das Absorptionsspektrum im Kontinuum drastisch gedndert ist als Folge
der beriicksichtigten Coulomb-Wechselwirkung, was letztlich von den Wasserstoff-
Streuzustinden (statt ebener Wellen) als Kontinuums-Zustdnden herriihrt. Auch
ohne diskrete Exzitonen-Linien ist der kontinuierliche Teil der Suszeptibilitét
insbesondere nicht mehr wurzelférmig bei A.

2.5 Polaritonen

Als Polariton bezeichnet man eine kombinierte oder gekoppelte Anregung aus Licht
bzw. allgemeiner einer elektromagnetischen Welle und einer Festkorperanregung.
Die elektromagnetische Welle bewirkt eine Festkorperanregung, die aber ihrerseits
wieder durch Rekombination Licht emittieren kann und diese gekoppelte Anregung
bzw. Welle kann sich als Ganzes durch den Kristall ausbreiten. Im Teilchenbild kann
man es auch so ausdriicken, dass ein Photon des elektromagnetischen Feldes mit
bestimmten Festkorperanregungen ein neues Quasiteilchen bildet, eben das Polari-
ton. Als Festkorperanregungen, an die das Photon ankoppeln kann, kommen dabei
sowohl Gitteranregungen als auch elektronische Anregungen in Betracht. In Band 1,
Abschn. 4.7.2 war schon einmal auf phinomenologischem Niveau die Ankopplung
einer elektromagnetischen Welle an optische Phononen (z. B. in Ionen-Kristallen)
besprochen worden. In dem Fall spricht man auch vom Phonon-Polariton. Aber eine
Lichtwelle kann bekanntlich auch das elektronische System anregen, ein Photon
kann absorbiert werden und dabei ein Elektron-Loch-Paar erzeugt werden bzw. es
wird dann — zumindest bei Halbleitern — ein Exziton angeregt, da Elektron und Loch
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durch die Coulomb-Wechselwirkung aneinander gekoppelt sind; man spricht dann
auch vom Exziton-Polariton.

Es soll hier auf dem Niveau der zweiten Quantisierung die Dispersionsrela-
tion fiir Polaritonen abgeleitet werden. Dazu muss aber auch das elektromag-
netische Feld bzw. das Vektorpotential, an das die Kristallanregungen ja geméif
der Standard-Ersetzung koppeln, durch Photonen-Erzeuger und -Vernichter aus-
gedriickt werden. Dafiir wird im Folgenden ein kurzer Abriss iiber die Quantisierung
des elektromagnetischen Feldes gegeben.

2.5.1 Quantisierung des elektromagnetischen Feldes

Aus der klassischen Elektrodynamik wissen wir, dass das elektrische und das
magnetische Feld durch die Potentiale A(r, ¢) und ¢(r, ¢) dargestellt werden konnen.
Bei geeigneter Eichung dieser Potentiale (Lorenz-Eichung) gilt im Vakuum die
Wellengleichung:

1 9%A

VIA-———==0 2.134

cz 912 ( )
Zusitzlich kénnen wir VA = 0 wihlen, wodurch die Transversalitéit der elektro-
magnetischen Wellen gewihrleistet wird. AuBerdem ist die Wahl ¢ = 0 moglich,
da keine das Feld erzeugenden Ladungen vorhanden sind. Die elektromagnetischen
Felder sind dann durch

10A
E=—— und B=rotA (2.135)
c ot

gegeben.
Die Energie des elektromagnetischen Feldes ist:

1
Hg = — f (E2 + BH)d’r (2.136)
8

Das allgemeine Vektorpotential A(r, ) kann nach ebenen Wellen entwickelt werden:

A=Y e(q) (Aqa(t)eiqr + A;a(t)e_iqr) (2.137)
a q
e, (q) ist der Polarisations-Einheitsvektor.
Aus
VA, 1) =0 (2.138)
folgt

33 e (Aqa(t)iqeiqr —A;a(z)iqe—qu) -0 (2.139)
a q
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Dies ist erfiillbar, falls q e, (q) = 0 ist. Also gibt es zwei unabhingige Polarisations-
richtingen «, nimlich die beiden Richtungen senkrecht zu q.
Die beiden Terme aus der Wellengleichung (2.134)

== e (Q)q (Agae'® + Al e (2.140)
q!
a q

und 5
1 %A 2
— ol
292 - 2ZZea(Q)<az e + oA ) (2.14)

miissen gleich sein, woraus folgt, dass

82 22
2 =~ Aga ). (2.142)

Es ergibt sich somit die folgende Dispersionsrelation fiir elektromagnetische
Wellen:

Aga(t) = Agaoe™ = wy=cq (2.143)

Damit folgt fiir die elektromagnetischen Felder:
1 0A
E(n=—"2=y ea(q)i%< € = A e (2.144)
a.q

B(r,1) = ot A(r, ) =iy | (q x ea(q))< €A%, *’qr) (2.145)

o.q

E(r,n+B(r,n=-) (ea(q)eaf(q’)qq/ + (q x ea(q)) (q/ x ea/(q/))>

mq
o \q’

X (Aq(qu’o[,ei(q-Hl /)r + AZQAZ/a/eii(q-Hl /)l‘
— Al Agare @O —Aqu;a,e“q—q’)r) (2.146)

Wir betrachten jetzt elektromagnetische Felder in einem endlichen Volumen V,
genauer einem Wiirfel mit Kantenldnge L. Fordern wir zusitzlich periodische Rand-
bedingungen f(r) = f(r + Le;), so folgt g;L = 2w n mit einer natiirlichen Zahl n, wir
bekommen also diskrete Werte g; = 2mn/L.

Wir erhalten folgende Gleichungen:

/ Pr 9T =y (2.147)
Vv
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und
C@e(@) =0 = (4% e@)(dx (@) =0  (2148)

Damit wird aus der Hamilton-Funktion (2.136):

1 3 2 2 4 2
H= — fd r (E (r.0) + B2(r, z)) - ;q (Aqu;a +A{’;aAqa) (2.149)

8
2 he
Ay = V—qaqa (2.150)

1
H=3)" heq (e + @oga ) (2.151)
o.q

1
_ * *
=5 E hwq(aqaaqa +aqaaqa)
aq

Mittels der Umbenennung

erhalten wir:

mit wqg = cg. Dies ist noch eine klassische Hamilton-Funktion, d.h. noch kein
Operator.

Durch die Quantisierung aze — &qa und aj;a — &,Jga mit den Vertauschungs-
regeln

[&qa, &j/a,] = 84 Saar (2.152)
[&qa, &qw] = [&,Ea, &I,,a,] =0 (2.153)
erhalten wir den Hamilton-Operator:

1
H=Y"ho, (agaaqa + 5) (2.154)

q,o

Qg und &jla sind Photonen-Erzeuger bzw. -Vernichter. Analog zu quantenmechan-
ischen harmonischen Oszillatoren ist die Nullpunkts-Energie

h
Eo=Y % (2.155)
q,o

und wiirde somit divergieren. Da dieser Ausdruck jedoch nur der Energie des
Vakuums entspricht, kann er auch als Energie-Nullpunkt gew#hlt werden. Dann
ist der Hamilton-Operator nur noch:
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H=Y ol (2.156)
q,o

In den Ausdriicken fiir die Felder und Potentiale ersetzen wir ebenfalls die dimen-
sionslosen Amplituden a4, durch Operatoren und erhalten schlieBlich:

2w hc 1 . )
A, =/ ey L@ 4l i 2.157
(r,1) v % ﬂe (q)(aq et +agqe ) ( )
. [2mhe ; o
E(r, 1) = iy . ;ﬁea(q)(aqae w_glye qf) (2.158)
B = i) T 57 (g x ea(@) (ague ™ —afue ™) (2159
Vg

2,5.2 Elektronen in Wechselwirkung mit dem quantisierten
Strahlungsfeld

Wie bereits frither erwidhnt und benutzt, ist der Hamilton-Operator fiir N Elek-
tronen im Potential V(r) in Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes in 1.
Quantisierung gegeben durch:

H, = Z ((pl —cAEH)” V(r1)> + Hyww (2.160)

wobei Hww die Wechselwirkungsanteile, insbesondere die Elektron-Elektron-
Wechselwirkung beinhalten soll. Benutzt man

2 2
(p—fA) —p>-S(pA+Ap)+ SA? (2.161)
c ¢ ——" ¢
=2Ap
VA=0
so folgt
H, = Ho + Hel Licht + HY olLicht T HwWw (2.162)
mit

N /2
Ho = Z (é’—m + V(r,-)) (2.163)



2.5 Polaritonen 115

N
e
He) Licht = — Z %A(l‘i)pi (2.164)
i=1
N 2
HY =Y ¢ _A2r) (2.165)
el-Licht 2m02 i .

i=1

Der im Vektorpotential quadratische Anteil Hé’llfucht wird im Folgenden ver-
nachlissigt. Zweite Quantisierung der Elektronen beziiglich Eigenzustinden vom
Einteilchenanteil p%/2m + V(r) liefert

Ho=Y_ e®)cl, cuio (2.166)
ko

mit &,(k) = (klo|p?/2m + V(r)kio),

e
Hotin == ) —(Klo|A®P KT 0)clj,cro (2.167)
kLKl o

Hier kann man nun gemif3 (2.157) A(r) als Operator einsetzen, ausgedriickt als
Linearkombination von Photonen-Erzeugern und - Vernichtern:

2nhe? e |
HelLicht = — — E —— o Ko (2.168)
V. me wwro V¥
q.o

R - h
[aqa / &’ r Wi (r)eq (Q)E’quV‘I’k’z/ (r) + a:rlot / d’r ‘I’ﬁl(r)ea(Q)e_lqr?VWw (l')]
Also ist

T T
He Licnt = h E Cio Ok o | Aqa8kik' I qa + Aqa8kiK'I'q (2.169)
kLK ! o
q.o

mit der Kopplungskonstanten

2mc e [ 4 h ;
8Kk Iqe = | Vien m / &’r Wleqe 7(V‘1/k/1'(l‘))€'qr (2.170)

Speziell bei ebenen Wellen (freien Teilchen) mit Wy (r) ~ ¢®* und auch bei Bloch-
Elektronen im Kristall ldsst sich auf die iibliche Weise die Impulserhaltung bei dem
Elektron-Photon-Wechselwirkungsprozess zeigen, d. h.:

8kiK'I'qe ™~ OK k+q (2.171)
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Heticn=h Y gklk+ql’acl]:+q1/(7 Ckio (aqa + ajqa) (2.172)

k.qLl'
oo

Die einfache physikalische Interpretation fiir die durch diesen Hamilton-Operator
beschriebenen Prozesse ist, dass ein Elektron vom Zustand K/ in den Zustand k + q/’
gestreut wird unter Absorption eines Photons im Impuls q oder Emission eines
Photons mit Impuls —q.

Der Gesamt-Hamilton-Operator unter Einbeziehung der Wechselwirkungsterme
und des elektromagnetischen Feldes ist schlielich gegeben durch:

H=Y g, cxo + Hww + Y hogal,ag + (2.173)
k,lo q,o

T T
+h Z 8Kik+q!'a C 4 Ckl'o | dqor + g
kqll

o

Die ayq, a};a erfiillen Bosonen-Kommutator-Relationen, die ck;,, CL 1 erfiillen die
Fermionen-Antikommutator-Relationen. Untereinander kommutieren aqy und cke .

2.5.3 Das Exziton-Polariton

Speziell bei einem Halbleiter wird durch die Absorption eines Photons ein Elektron
aus einem besetzten Valenzband-Zustand in einen unbesetzten Leitungsbandzustand
angehoben. Da das Leitungsband-Elektron und das Valenzband-Loch miteinander
wechselwirken und in der Regel den gebundenen Zustand eines Exzitons bilden
(vgl. Band 1, Abschn. 6.8), kann man auch sagen, dass durch die Absorption des
Photons ein Exziton erzeugt worden ist; umgekehrt konnen Leitungsband-Elektron
und Valenzband-Loch wieder rekombinieren, d.h., das Exziton wird wieder ver-
nichtet und dabei ein Photon emittiert. Man kann formal den ,,Exzitonen-Erzeuger

Bi=>"cl,q0tkio (2.174)
ko

definieren und entsprechend einen Exzitonen-Vernichter Bq. GemiB den Ausfiih-
rungen von Band 1, Abschn. 6.8 kann man die Exzitonen-Freiheitsgrade separieren
in ihren Schwerpunktanteil, beziiglich dessen sie sich wie freie Teilchen der Ge-
samtmasse m,.+my, aus Elektron- und Lochmasse verhalten, und in den Relativanteil,
beziiglich dessen das Exziton ein effektives Wasserstoff-Problem darstellt mit
den entsprechenden gebundenen Zustinden. Zur Vereinfachung sei angenommen,
dass sich die Exzitonen beziiglich der inneren Freiheitsgrade, also der Relativ-
Koordinate etc., im Grundzustand befinden, so dass nur die kinetische Energie des
Exzitons als ganzes verbleibt. Dann hat ein Exziton nach GI. 6.270 aus Band 1 die
Energie
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h2 q2

E, =A—-Ep+ —MM
a B 2me + my)

(2.175)
wobei A die Bandliicke ist und Ep die exzitonische Bindungsenergie. Des Weite-
ren wollen wir annehmen, dass die Kopplungskonstante gkk+qe nicht von k ab-
héngt. Dann verbleibt im Exzitonen-Bild der effektive Hamilton-Operator fiir das
gekoppelte System Lichtwelle-Festkorper:

H =Y (EBYBq + hoogabay + igalagBl + alBy)) (2.176)
q

Dieser Hamilton-Operator ldsst sich nun formal leicht diagonalisieren durch Ein-
fiihrung neuer Quasiteilchen, ndmlich der Polaritonen, mit den Eigenenergien

E, + ho 1
Era@ = =25 & 2 (oo, - EgP +4¢] @2.177)

Diese Dispersionsrelationen sind in Abb.2.4 dargestellt unter der (stark ver-
einfachenden und wohl nicht realistischen) Annahme einer konstanten, g¢-
unabhingigen Elektron- bzw. Exziton-Photon-Kopplung g,. Die lineare Dispersion
des freien Photons (die wegen des Vorfaktors Lichtgeschwindigkeit real sogar noch
deutlich steiler ist als in der qualitativen Skizze) und die quadratische Dispersionsre-
lation des Exzitons (um die Energie A — Ep = 0.5) ist ebenfalls eingetragen. Gerade
am Schnittpunkt der beiden Dispersionskurven von Exzitonen und Licht, also fiir
mittlere g, gibt es eine Aufspaltung und deutliche Abweichungen von der Disper-
sion der nicht gekoppelten Exzitonen bzw. Phononen. In den Grenzfillen grofer
und kleiner ¢, also weit weg von ihrem Schnittpunkt, wird die Differenz zwischen
ungestorter Exzitonen- und Photonen-Dispersion grofl und es gilt dann

1 2g2
Eip(Q) — = | E;+ hoy + | E; — hog + ——2— (2.178)
2 q q q q Eq—hwq

Abb. 2.4 Dispersionsrelation E| 5(q)
des Exziton-Polaritons 2

05 f-nfommmmmmm oz 2
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Asymptotisch geht der eine Polariton-Ast E;(g) also gegen die Dispersion E; des
freien Exzitons fiir grole g, aber gegen die Dispersion der ,,Licht-Geraden* cq
im anderen Grenzfall ¢ — 0. Der zweite Polariton-Ast verhilt sich umgekehrt:
E>(q) — E, fiirg — Ound Ex(g) — cq fiir groBe q. Ein Exziton, das ja in der Regel
erst durch optische Anregungen erzeugt wird, existiert dann aber nicht unabhingig
als freies Exziton, sondern eher als Polariton, da es an das Licht gekoppelt bleibt.
Umgekehrt wird Licht hinreichend grofler, Anregungen ermdoglichender Frequenz
nicht frei durch den Kristall propagieren konnen, sondern allenfalls als Polariton.

Im Prinzip gibt es jetzt aber natiirlich fiir jeden der gebundenen Exziton-
Zustinde, also fiir jede der diskreten, Wasserstoff-dhnlichen Bindungsenergien
Ep/n* (vgl. Band 1 (6.268, 6.270)) entsprechende Polaritonzweige. AuBerdem
sind Effekte wie der Zerfall bzw. die Streuung des Exzitons bzw. Polaritons,
z.B. unter Emission von Phononen, natiirlich besonders interessant, machen das
Problem aber auch schwieriger, so dass sie hier nicht mehr besprochen werden sol-
len. AbschlieBend sei erwihnt, dass das in Band 1, Abschn.4.7.2 schon einmal
phénomenologisch eingefiihrte Phonon-Polariton sich mikroskopisch — nach Ein-
fiilhrung der Quantisierung des Strahlungsfeldes — vollig analog behandeln lasst.
Formal muss man oben in Gl.(2.176) nur die Bose-Operatoren Bq,le statt als
Exziton-Operatoren als Erzeuger und Vernichter eines optischen Phonons auffassen,
wobei natiirlich auch E, durch die Dispersionsrelation der optischen Phononen zu
ersetzen ist.

2.6 DasJaynes-Cummings-Modell

Das einfachste nichttriviale Modell, das man aus dem allgemeinen Hamilton-
Opoerator (2.173) von Elektronen, die an ein quantisiertes Lichtfeld koppeln,
konstruieren kann, beriicksichtigt nur zwei elektronische Niveaus 1,2 und eine
Photonen-Mode. Aus (2.173) ergibt sich dann explizit:

H = 816-}1-01 + 826;02 + howd'a + gla+ CZT)C-[CZ +g%(a+ aT)c§c1 2.179)
Da das elektronische System ein Zweiniveau-System darstellt (mit diskreten Ener-
gie-Niveaus), wird es auch vielfach als Atom-Modell interpretiert und kann

mit Hilfe von Spin-(Pauli-)Matrizen beschrieben werden. Der Hamilton-Operator
(2.179) hat dann auch die Gestalt

h g1+8&24 .
H2%0’2+ ! 21+i‘za)a'a+g(a+cﬂL)<L+g*(a+aT)<7+ (2.180)

h & —€ o o o. 01
wio = —-£1, = 5 = 5
12=¢62-¢€1 z 0 -1 + 0 0
0 0
_ = 2.181
o (1 0) @81

mit
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Im Prinzip sind also i. A. sowohl der Ubergang vom elektronischen Niveau 1 nach
2 als auch der umgekehrte Ubergang von 2 nach 1 mit der Absorption und der
Emission eines Photons moglich. Wenn aber o. E. 1 < &3 gilt, ist physikalisch an-
schaulich und intuitiv klar, dass der Ubergang vom energetisch hoheren ins tiefere
Niveau in der Regel nur unter Emission eines Photons erfolgt und der umgekehrte
Ubergang vom tieferen ins hohere elektronische Niveau nur unter Absorption eines
Photons. Lisst man daher in (2.180) jeweils den physikalisch weniger wichtigen
Prozess weg, erhilt man

H = 810J1rcl + szc;cz + howdta + g*ac;cl + ga%c;rcz (2.182)

Dieses Modell heifit auch
Jaynes-Cummings-Modell®

Hier werden also gegeniiber (2.179) die Terme aTc;cl und acicz vernachléssigt,
was man auch damit motivieren kann, dass diese Operatoren im Wechselwirkungs-
bild eine Zeitabhingigkeit der Art ¢ +@+®12) bekommen, also Termen entsprechen,
die mit der hohen Frequenz w + wj; oszillieren, wihrend die beibehaltenen, nicht
vernachldssigten Terme mit der kleineren Frequenz |w — wy| oszillieren. Die Ni-
herung besteht also darin, dass man die schnell oszillierenden Anteile gegeniiber
den langsam oszillierenden Termen vernachléssigt, was physikalisch damit begriin-
det werden kann, dass sich die schnell oszillierenden Terme bei (rdumlichen oder
zeitlichen) Integrationen herausmitteln. Dies nennt man auch

Rotating Wave Approximation (RWA)

Der Hilbert-Raum, auf dem der urspriingliche Hamilton-Operator (2.179) und auch
das Jaynes-Cummings-Modell (2.182) operieren (definiert sind), wird aufgespannt
durch die Zustinde |nj,ny,n) in Besetzungszahldarstellung mit n; € {1,2} als
den elektronischen Besetzungszahlen und n € N als Photon-Besetzungszahl. Das
Jaynes-Cummings-Modell ist exakt Iosbar, da nur die Zustinde [1,0,n + 1),10, 1, n)
durch den Hamilton-Operator gekoppelt werden. Es gilt namlich

H|1,0,n+1) = (g1 + (n+ Dhw) [1,0,n+ 1) + gv/n + 1[0, 1, n)
H|0,1,n) = (e2 + nhw) [0, 1,n) + g*vVn+1|]1,0,n + 1) (2.183)

Gekoppelt wird der Zustand mit n + 1 Photonen und dem Elektron im (ungestorten)
Grundzustand 1 mit dem Zustand mit nur n Photonen und dem Elektron im

benannt nach E.T. Jaynes (* 1922 in Iowa, T 1998 in St. Louis, Missouri, USA, Physik-Studium
in Iowa und an der University of California Berkeley, Promotion 1950 an der Princeton-University
bei E. Wigner, danach an der Stanford-University und ab 1960 Professor an der Washington
University in St. Louis) und EW. Cummings (* 1931 in New Orleans, Promotion 1960 an der
Stanford-University bei E.T. Jaynes, seit 1963 Professor an der University of California River-
side, arbeitete iiber Quantenelektrodynamik und Vielteilchentheorie), 1963 gemeinsame Arbeit
zum ,,Jaynes-Cummings-Modell*
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angeregten (ungestorten) Zustand 2. Die Photonenzahl ist in (2.182) ndmlich nicht
erhalten, sondern es kann ein Photon emittiert werden und somit die Photonenzahl
um 1 erhsht werden, wenn das Elektron den Ubergang 2 — 1 macht, oder umge-
kehrt kann ein Photon absorbiert werden, um das Elektron von 1 — 2 anzuregen.
Es ist also fiir jedes n € N nur die folgende 2*2-Matrix zu diagonalisieren:

< e1+(n+ Dho  gvn+1 )

2.184
giv/n+1 &y + nhw ( )

Diese hat die Eigenwerte

1 h2 —w)? hw
Ei=81+82+<n+§>hwi\/—(w]2 @) +|g|2(n+1)gj>0{ e2+n

n 2 4 e1+(n+ Dhw
(2.185)
Dies schreibt man vielfach auch in der Form
+ 1 h
EF =222 b (n+ 2 ) £ oy A? + 0} (2.186)
2 2 2 "
mit Aw = w12 — @, g, = 2lglvVn +1 (2.187)

Aw nennt man auch Verstimmung, weil es die Abweichung der fiir das elektron-
ische System charakteristischen Resonanzfrequenz wiy von der Frequenz des
eingestrahlten Lichts ist, und wg, ist wieder die bereits in Abschn.2.4 einge-
fiihrte Rabi-Frequenz, hier jetzt fiir das quantisierte Lichtfeld und n Photonen. Die
Eigenzustinde lassen sich auch angeben:

[n,+) = cos 9,|1,0,n + 1) —sin %,|0, 1, n)

) = sin 9]1, 0,1+ 1) + cos 2,0, 1, n) (2.188)
mit
Ap—A
cos ¥y, = 1 @ ,sindy, = il (2.189)
J(An- 20P + 0}, J@A— 20 + 0},

mit A, = \/ Aw? + wp, (2.190)

Die neuen Eigenzustinde nennt man auch ,dressed states” (,,angezogene* Zu-
stinde); die ungestorten (,,nackten) elektronischen Zustinde des Zwieniveau-
Systems werden modifiziert (,,angezogen) durch die Wechselwirkung mit dem
Photonenfeld (durch stindige Absorption und Emission von Photonen) und die
Energie-Eigenwerte werden verschoben um einen Term, der von der Kopplungs-
konstanten g abhidngt, und diese wiederum ist gemaB (2.106, 2.170) durch die
Feldstirke sowie ein Dipol- (oder Strom-Operator-)Matrixelement bestimmt. Diese
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Verschiebung der Eigenenergien im elektromagnetischen Feld ist gerade wieder
der bereits diskutierte optische Stark-Effekt (auch ,,dynamischer Stark-Effekt*

genannt). Fiir verschwindende Verstimmung, d.h. im Resonanzfall o = w12,
Aw = 0, gilt natiirlich A, = wg, und somit cos ¥, = sind, = \/Li und man
erhalt

|n,+) = % (1,0,n+1) =0, 1, n))

1

ﬁ(|1,0,n+1)+|0,1,n)) (2.191)

|n7 _> =

In dem Fall sind die ungestdrten Zustinde |1,0,n + 1),]0, 1, n) wegen &3 = &1 + ho
entartet, und diese Entartung wird durch die Kopplung an die Photonen aufgehoben:
die beiden entarteten Zustinde spalten auf in zwei Zustinde, die sich energetisch um
gy, unterscheiden. Der nicht entartete (und nicht an Photonen gekoppelte) Zustand
|1,0,0) (Elektron im Grundzustand ohne Photonen) bleibt auBerdem Eigenzustand
(Grundzustand) auch des vollen Systems. Das Termschema fiir den resonanten Fall
ist schematisch in Abb. 2.5 dargestellt.

Man kann nun den Zeitentwicklungs-Operator U(r) = ¢ "H#!/" explizit angeben,
nédmlich

o0
U = e/71,0,0)(1,0,0]+ Y (e—"Er?f/ M=y (n—| + e Ent/Pnt) (n + |) (2.192)
n=0

A
13, -)
o 1,0,3),10,1,2 12, +)
rr:u,,,,,” OR2
12,-)
11,0,2),10,1,1) o)
— TP ’ OR1
n,-)
B 11,0,1),10,1,0) 0, +) ¢
vu\r:uu,,,H, ’ ®Ro
0, -)
11,0,0)
B 11,0,0)

Abb. 2.5 Termschema der ungestorten und exakten Eigenenergien beim Jaynes-Cummings-
Modell in Resonanz (ohne Verstimmung)
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Mittels U(t) ldsst sich der Zustand zur Zeit ¢, d. h. die Losung der zeitabhingigen
Schrodinger-Gleichung bzw. die Zeitentwicklung des quantenmechanischen Zu-
stands aus einem Anfangszustand zur Zeit ¢ = 0 bestimmen:

[ (1)) = U]y (0)) (2.193)

Nehmen wir nun an, dass das System zur Zeit 0 im elektronischen Grundzustand
war und im Feld n + 1 Photonen vorhanden waren, d. h. [(0)) = |1,0,n + 1). Dann
ergibt sich, weil nur die Eigenzustinde |n+), [n—) einen Uberlapp mit |1,0,n + 1)
haben:

() = e B My (n—|1,0,n + 1) + e B/ My (n +]1,0,n+ 1) (2.194)

Daraus ldsst sich die Wahrscheinlichkeit berechnen, das System zu einem spiteren
Zeitpunkt ¢t wieder im Anfangszustand vorzufinden:

pin(®) =(1,0,n + 1|y )

- - 2
= e B n—[1,0,n+ D)]> + e Et Pl (n+1]1,0,n + 1>|2‘
= cos* 9, +sin* 9, + 2 cos? ¥, sin> 9, cos (E} —E,)t/h)  (2.195)

Durch elementare Umrechnung folgt daraus

A, - Aa))zw,%n

((An - Aw)* + 0},

Pin(t)=1-2 5 (1-cos (Au1)) (2.196)

Ohne Verstimmung, d. h. im Resonanzfall, vereinfacht sich dieser Ausdruck noch.
Wegen Aw = 0 hat man dann néamlich A, = wg, und somit

pin()=1- % (1 - cos (wg?)) = %(1 + cos (wgh)) = cos’ GwR,,z) (2.197)

Die Besetzungswahrscheinlichkeit des elektronischen Grundzustands schwankt
dann also periodisch zwischen O und 1. In Abb.2.6 ist der zeitliche Verlauf von
p1,(f) mit und ohne Verstimmung fiir drei verschiedene n dargestellt. Auch mit
Verstimmung gibt es offensichtlich periodische zeitliche Schwankungen in der Be-
setzungswahrscheinlichkeit des elektronischen Grundzustandes durch die Kopplung
an das Lichtfeld, das auch im nichtresonanten Fall Ubergiinge in den angeregten
elektronischen Zustand ermdoglicht.

Das Jaynes-Cummings-Modell beschreibt eigentlich so etwas wie ein Atom
(beschrieben durch ein Zweiniveau-System) in einem Resonator (einer Kavitit)
ohne jegliche Verlustprozesse. Es ist aber durchaus auch fiir die Halbleiterphy-
sik interessant, weil Photonen im optischen Bereich so gut wie keinen Impuls
iibertragen, d. h. sie koppeln Valenz- und Leitungsband-Zustinde zu gleichem
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T T T T T

P1 n(t)

0.4 b

0.2 b

P1 n(t)

Abb. 2.6 Besetzungswahrscheinlichkeit p1,(¢) des elektronischen Grundzustands |1,0,n + 1) fiir
das Jaynes-Cummings-Modell fiir 3 verschiedene Werte von n = 0, 3,7 mit Verstimmung (oben,
o = 0.2 * w12) und ohne Verstimmung (d. h. bei Resonanz w = wy3)

k. Unrealistisch bzw. unphysikalisch ist sicher, dass das Modell keinen Me-
chanismus enthilt, der einen Photonen-Verlust beschreibt, und auch keinen Zer-
fall des angeregten elektronischen Zustands durch Emission von Photonen in
andere Moden erlaubt. Genau um solche Terme kann man das Modell aber
erweitern, sehr leicht z. B. indem man solche Verlustmechanismen phinomeno-
logisch durch Terme beschreibt, die eine endliche Lebensdauer der angeregten
Zustinde bewirken. Man kann dann auch ein Modell fiir einen Ein-Atom-
Laser daraus konstruieren, indem man zusitzlich einen Pumpterm einfiihrt,
der eine Energieeinstrahlung simuliert und fiir eine Besetzungsinversion, d.h.
eine stirkere Besetzung des energetisch hoheren Niveaus, sorgt. Derartige Ein-
Atom-Laser konnten z. B. mittels Halbleiter-Quantenpunkten (sieche Abschn. 3.6)
in Festkorpern realisiert werden. Man kann das Modell natiirlich auch er-
weitern durch Beriicksichtigung von mehr als zwei elektronischen (atomaren)
Niveaus.
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2.7 Aufgaben zu Kap. 2

Aufgabe 2.1 Frequenzabhdngige Lindhard-Suszeptibilitit bzw.
-Dielektrizititskonstante

Gegeben sei ein Einband-Modell (quasi-)freier Elektronen mit Dispersion
2
Ek) =L

a) Zeigen Sie, dass aus GI.(2.71) fir die frequenzabhingige (Lindhard-)
Suszeptibilitét folgt:

@ o) =+ 3 FEX) - f(EK+q))
o Vi~ w+is+EKk) -EKk+q)

ko
2 2
kr _ka_a _kg 4
_ m z m 2m Z m+2m
=—— die | In — 2200 _p = " 20
T X _ 49" 4 9
7Jo Z+m 2m Z+m+2m

(z=w+1d).
b) Berechnen Sie das letztere eindimensionale Integral numerisch und plot-

ten Sie die Frequenzabhingigkeit von x (q, ®), der Dielektrizitdtskonstante
4me

e(q,w) =1- Ve x(q, w) (jeweils Real- und Imaginérteil) und des Refle-
xionskoeffizienten, fiir den nach (2.18) gilt: R = S;Z;i:’; z mit /e = n + ik.

Bestimmen Sie auch die Plasma-Frequenz a)%, und vergleichen Sie das Er-

2
gebnis fiir £(q, @) mit dem Nzherungsergebnis 1 — Z—P, das nach (2.78) fiir
kleine g gelten sollte.

Aufgabe 2.2 Dielektrizititskonstante fiir ein eindimensionales
Halbleiter-Modell

Ein (eindimensionaler) Halbleiter sei beschrieben durch ein Zweiband-Modell
mit Dispersionen &, (k) = f cos (k), e.(k) = Eg —cos (k) (Eg—1—1 > 0).

a) Plotten Sie die Bandstruktur.

b) Berechnen Sie die frequenzabhingige Suszeptibilitit und Dielek-
trizitdtskonstante analytisch und plotten Sie das Ergebnis fiir
die Frequenzabhingigkeit von Real- und Imaginarteil sowie des
Reflexionskoeffizienten.
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Hinweis:

1 [+ 1 1
— dk =
27 J z &£ cos (k) 2 1-L

2
(S

fiir komplexe z.

Aufgabe 2.3 Kombinierte Zustandsdichte
Bestimmen Sie die kombinierte Zustandsdichte N, (w) gemal (2.132) fiir das

Halbleiter-Modell E,, (k) = o E.(k)=A+5— 2 K Diskutieren Sie den Verlauf
von Real- und Imaglnartell der Dlelektrlzltats Funktion.

Aufgabe 2.4 Dielektrische Theorie von Polaritonen

Gemal Abschn. 2.4 ldsst sich die elektrische Suszeptibilitit eines Halbleiters
im Grenzfall ¢ — 0 in der Regel in der Form

0=~ 3,

v

mit z = hw + iy darstellen. Dabei bezeichnet A die Energieliicke, v, E,
bezeichnen z. B. (gebundene und ungebundene) Wasserstoff-artige Wannier-
(s-)Exzitonen-Quantenzahlen oder — bei Vernachlidssigung der Coulomb-
Wechselwirkung — Freie-Elektronen-Zustinde k. Die frequenzabhingige
Dielektrizitdtskonstante ist dann gegeben durch:

e(w) = ego(1 + 4w x(w))

(gp ist die statische, frequenzunabhingige Dielektrizitdtskonstante, verursacht
durch Gitterpolarisation etc.). Diskutieren Sie bei Beriicksichtigung nur der
niedrigsten Anregung v = 1 die resultierende Dispersions-Relation fiir
die durch das Medium propagierende (und an das Medium gekoppelte)
elektromagnetische Welle. Diskutieren Sie insbesondere die Grenzfille kleine
Frequenz und grofes k.

Hinweis: Aus den homogenen Maxwell-Gleichungen bzw. den elektro-
magnetischen Wellengleichungen folgt hier die Bedingung c?k* = w?s(w).
Beachten Sie, dass k = k1 + iky i. A. komplex sein kann und plotten Sie w als
Funktion von k; und k5.
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Aufgabe 2.5 Zweiniveau-System im (optischen) elektrischen Wechselfeld
Die (zeitabhingige) Schrodinger-Gleichung fiir ein Zweiniveau-System (vgl.
Aufgabe 1.6) im zeitabhéngigen dufleren Feld E(¢) ist gegeben durch:

d
i V@) = HOW ®)
t
mit dem (zeitabhingigen) Hamilton-Operator

H(t) = 1|1) (1] + £212) (2| - dE(@®) (|1)(2] + [2)(1])

wobei 0. E. &1 < &3 sei und d das Dipol-Matrixelement bezeichnet.

a) Zeigen Sie, dass aus dem Ansatz

[y ®) = a(®[1) + a2(1)]2)

folgt: ia, = e ay, — dE(t)ap, firn,m e {1,2},n +m
b) Setzen Sie a,(f) = b, ()¢ ' an und zeigen Sie:
iby = —E@)dbye " mit: wpp = Em — en

(Dies entspricht dem Ubergang ins Wechselwirkungsbild!)
¢) Setzen Sie nun ein monochromatisches Feld an, d. h.

E ] .
E() = Eg cos (of) = 70 (¢ + 1)
Zeigen Sie, dass dann gilt:
il},, = —@dbm ( oirom)t gi(w_wmn)t)
2

d) Zeigen Sie, dass man bei Vernachldssigung der (fiir positive duBere Fre-
quenz o) nichtresonanten Beitrdge auf die folgenden gekoppelten Diffe-
rentialgleichungen kommt:

l'l'Jl = —Eldbzei(wﬂm ¥
2

ibz = —@dbl @@=k
2
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und 16sen Sie diese Gleichungen durch Ubergang zu einer Integralglei-
chung zunéchst in niedrigster nicht verschwindender Ordnung im Feld
unter Benutzung adiabatischer Anfangsbedingungen: bi(t — -—00) =
1, by(t - —o0) = 0.

e) Zeigen Sie, dass (ohne weitere Niherung) aus den beiden gekoppelten
Differentialgleichungen erster Ordnung aus d) die folgende Differential-
gleichung zweiter Ordnung folgt:

2 2
d w
—bi+iv—b; +—=2b =0
a2 a0
mit wR = dEy, v = w1 — w. Zeigen Sie, dass diese mit dem Ansatz by (f) =
b1(0)e?" gelost werden kann. Bestimmen Sie §2 und interpretieren Sie das
Ergebnis.

Aufgabe 2.6 Wannier-Exzitonen in 2 Dimensionen

a) Losen Sie das zweidimensionale Wasserstoff-Problem, d.h. die zwei-
dimensionale zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung

h? e?
— V@)= — Y (r,9) = EY (1, 9)
m r

wobei der zweidimensionale Ortsvektor r = r( cos (¢), sin (¢)) durch ebene
Polarkoordinaten ausgedriickt ist.

Anleitung: Der Laplace-Operator in zweidimensionalen Polarkoordina-
ten ist gegeben durch:

R L N
T T2 rar 2992

Machen Sie den Separationsansatz
Y (r.9) = R(e"™

und zeigen Sie, dass sich fiir R(r) die eindimensionale Differentialglei-
chung ergibt:

&P? 1d m* 2 E
+5-—)RX)=0

_+____
dx®2 xdx x* x Ep
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2

4
me 4
= % als
244

212
Rydberg-Energie (13.6 eV beim wirklichen Wasserstoff-Problem). Machen
Sie hierfiir den Ansatz

. 2 .
mit r = agx, ag = % als dem Bohrschen Radius, Er =

R(x) = Il goex Z Bnx"

und folgern Sie (analog zum dreidimensionalen Wasserstoff-Problem),
dass diese Reihe fiir gebundene Zustinde abbrechen muss, woraus sich
diskrete Eigenzustinde mit Eigenenergien

ER .
En:——12 m1tn:0,1,2,3,...
(n+3)

ergeben.

b) Bestimmen Sie die Suszeptibilitit (und damit aus deren Imaginirteil
das lineare Absorptionsspektrum) fiir einen zweidimensionalen Halbleiter
unter dem Einfluss der Coulomb-Wechselwirkung (und somit zweidimen-
sionaler, Wasserstoff-artiger Exzitonenanregungen), falls Leitungs- und
Valenzband durch ein Effektivmassen-Modell beschrieben werden konnen.
Gehen Sie analog zur Behandlung der dreidimensionalen Exzitonen in
Abschn. 2.4 vor.

Aufgabe 2.7 Besetzungswahrscheinlichkeit des angeregten Niveaus

beim Jaynes-Cummings-Modell

Bestimmen Sie (mit und ohne Verstimmung) die zeitliche Entwicklung
der Besetzungswahrscheinlichkeit p,,(f) des angeregten elektronischen Zu-
stands |0, 1, n) beim Jaynes-Cummings-Modell, wenn als Anfangsbedingung
vorgegeben ist, dass zur Zeit ¢ = 0 der Grundzustand |1, 0, n + 1) besetzt ist.
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