Multiplikative Funktionen

1.1 Einfiihrung und Beispiele multiplikativer Funktionen

Eine arithmetische Funktion ist eine komplexwertige Funktion, die auf der Menge
der natiirlichen Zahlen definiert ist. Auch wenn viele Beispiele solcher Funktio-
nen auf vollig beliebige Art definiert werden konnen, tauchen die interessantesten
dadurch auf, dass sie gewisse arithmetische Eigenschaften codieren. Die nachfol-
genden ersten Beispiele erscheinen auf diese Art und Weise.

(i) Die Eulersche ¢-Funktion' wird folgendermafen definiert:
om):=#{meN:1<m<n,(m;n)=1}

wobei (m;n) den groBten gemeinsamen Teiler von /2 und n bezeichnet.
(ii) Fiir eine natiirliche Zahl k wird die Teilersummen-Funktion o; durch

ox(n) := de

d|n

definiert. Im Speziellen ist

o(n) :=o1(n) = Zd

dln

die Summe der Teiler von n und

t(n) := oo(n) = Zl

dln

die Anzahl der Teiler von n (wenn in diesem Buch von Teilern gesprochen
wird, dann sind stets nur die positiven Teiler gemeint).

' Leonhard Euler (1707-1783)
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2 1 Multiplikative Funktionen

(iii) Fiir eine natiirliche Zahl k wird die Funktion ¢, durch

t(n) :=n* (1.1)

definiert. Die Funktion 1 := {y, mit 1(n) = 1 fiir alle n € N heift arithmeti-
sche Zeta-Funktion.

Es existieren mehrere niitzliche arithmetische Verkniipfungen auf der Menge der
arithmetischen Funktionen. Sind f und g arithmetische Funktionen, dann wird de-
ren Summe f + g und deren Produkt fg punktweise definiert:

(f +8)n) = f(n) + g(n)
(fe)(n) := f(n)g(n)

Die Addition und Multiplikation arithmetischer Funktionen ist in natiirlicher Weise
kommutativ, assoziativ und distributiv.
Die Dirichlet-Faltung® f % g von f und g wird durch

(frg) =) fde(5)

dn
definiert. Beispielsweise gilt damit oy = i * 1.

Lemma 1.1 Sind f, g und h arithmetische Funktionen dann gelten die folgende
Aussagen:

i) frg=gxf
(i) (f*g)*xh=fx(gxh)
(i) f*x(g+h)=fxg+ fx*h

Beweis Aussage (i) folgt aus der Tatsache, dass mit d auch 7 iiber alle Teiler von
n lduft. Desweiteren gilt

(f#@xm) ) =Y fdY g@h(=)

n
dln elq

und mit D = de ist dies dquivalent zu

(s (3) €@ | () = (/=0 %) ()

Din \ e|D

2 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)
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was Aussage (ii) beweist. Fiir den Nachweis von Aussage (iii) bemerkt man

n

(f*(g+m)m) = f(d) (g (3) +h(g))
dn

n n
= %f(d)g (%) L (5)
= (f+Q) )+ (f + ) (n)
=(frg+f*h) )

was den Beweis abschlieft. |

Hieraus ergibt sich in der Sprache der abstrakten Algebra, dass die Menge der
arithmetischen Funktionen zusammen mit den bindren Verkniipfungen Addition
und Faltung einen kommutativen Ring (A, +, *) bildet. Der Ring A besitzt das
Einselement §, definiert durch

5(n) = 1 wennn =1 (1.2)

0 sonst

Wie sich leicht nachrechnen lidsst, gilt damit f x§ = § x f = f fiir jede arithme-
tische Funktion f.

Fiir eine arithmetische Funktion f wird eine arithmetische Funktion g mit der
Eigenschaft f « g = g % f = § eine inverse Funktion genannt. Sind g und g’
zwei Funktionen mit dieser Eigenschaft, dann gilt

g=08xg=(gxf)xg=g*(fxg)=¢'x5§=¢

woraus folgt, dass, wenn eine inverse Funktion existiert, diese eindeutig ist. Fiir
die zu f inverse Funktion wird die Notation f~! verwendet. Die invertierbaren
Elemente des Rings A sind die Einheiten von A.

Lemma 1.2 Eine arithmetische Funktion f hat genau dann ein Inverses, wenn

S #0.
Beweis Angenommen f hat ein Inverses. Dann gilt
=8 =(/*f)M)=fWO)f (1)

also auch f(1) # 0. Umgekehrt, ist f(1) # 0, dann definieren wir eine Funktion g
rekursiv durch

1
g(l):= I0)
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und fiirn > 1

1 n
8 =75 ; fg (3) (1.3)

d>1

Dann gilt f * ¢ = und g * f = § und damit nach Lemma 1.1, dass g die zu f
inverse arithmetische Funktion ist. |

Hieraus ergibt sich, dass auch die arithmetische Zeta-Funktion 1 eine inverse
Funktion besitzt. Diese wird mit y bezeichnet und heiit Mobius-Funktion®. Da
w1 =§ist, gilt

1 wennn =1
Y ud) =
dn 0 sonst

Insbesondere gilt fiir eine Primzahl p und fiir alle natiirlichen Zahlen a > 1

> oupy=0
=0

Daraus folgt (1) = 1, u(p) = —1 und p (p*) = 0 fiir alle @ > 2. Sind f und
g arithmetische Funktionen mit der Eigenschaft f = g * 1, dann gilt f * u = g.
Dies ist die klassische Mobius-Umkehrformel. Die umgekehrte Aussage, das heif3t
(f xu=g)= (f = g=1),ist ebenfalls wahr, da 1 und p zueinander inverse
Funktionen sind. Diese Aussagen haben einen stirkeren visuellen Effekt, wenn die
Summenschreibweise verwendet wird:

Satz 1.3 (Mobius-Umkehrformel) Sind f und g arithmetische Funktionen, dann
gilt

i)=Y "gd)
dln
genau dann, wenn
g =" f@r(5)
d|n

fiir allen € N gilt.

Beispielsweise folgt damit aus

or(n) =) d*

d|n

=Y o @n(5)

d|n

die Giiltigkeit von

3 August Ferdinand Mabius (1790-1868)
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Satz 1.3 kann genutzt werden, um eine Formel fiir ¢(n) zu finden.

Lemma 1.4 Definiert man fiir d | n die Mengen S, durch
n
Sy = {mE:lfmfd, (m;d):l}

Dann bilden die Mengen S; eine Partition der Menge {1,2,...,n}, wenn d iiber
alle Teiler von n lduft. Das heifit fiir zwei Teiler d | n, e | n mit d # e gilt

SanNS, =90

und

JSs=1{1.2....n}

dln

Beweis Angenommen S; N S, ist nicht leer. Dann existieren x und y mit 1 <
x<d,1<y=<e, (x;d)=1=(y;e)und x5 = y7, also xe = yd. Da x und

d keinen gemeinsamen Teiler besitzen, folgt x | y, und analog y | x. Das bedeutet

aber x = yundd = e. Ist1 <m <n, (mn) = 5 undm = x7, dann ist

(x;d):lundlfxfm%fd,alsomeSd. O

Die Menge S, hat genau ¢ (d) Elemente, woraus sich

n=> o)

d|n
ergibt. Nach Satz 1.3 gilt also auch
n
p(n) =Y dp (g)
dln

Fiir den Spezialfall einer Primzahlpotenz gilt damit insbesondere

a
. » - 1
e (P =Y _pu(pl)=p"—p =p° (1——)
j=0 p
Eine arithmetische Funktion heifit multiplikativ, wenn f(n) # 0 fiir mindestens
ein 7 und

f(mn) = f(m)f(n)

fiir alle teilerfremden Zahlen 7 und m. Ist f multiplikativ, dann folgt aus f(n) #
0, die Aussage f(n) = f(1)f(n) und damit f(1) # 0, sogar f(1) = 1. Eine
multiplikative Funktion besitzt nach Lemma 1.2 also eine inverse Funktion.
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Eine multiplikative Funktion ist vollstdndig durch Angabe ihrer Werte auf Prim-
zahlpotenzen bestimmt: Istn = pi' -...- p% dann gilt

f(n) = ﬁ 7 (r")
j=1

Lemma 1.5 Mit einer multiplikativen Funktion f ist auch deren inverse Funktion
£ 7! multiplikativ.

Beweis Seien m und n natiirliche Zahlen mit (m;n) = 1. Ist m = n = 1, dann gilt
f~Ymn) = f~'(m) f~"(n), da aus der Multiplikativitit von f auch f~!(1) = 1
folgt. Sei nun mn # 1. Es gelte weiter ' (mny) = f~' (my) £~ (n)) fiir alle
miny < mn mit (m;n;) = 1. Ist m; = 1 oder n; = 1, dann gilt die Aussage
zweifelsohne, weshalb im Folgenden m; # 1 und n; # 1 angenommen werden
darf. Man setzt analog zu Gleichung (1.3)

— _ mn
7 mm = =3 1@ '(5F)
d>1

Da m und n teilerfremd sind, kann jeder Teiler d von mn eindeutig als d = d,d,
mitd; | m,d, | nund (dy;d>) =1 = (dﬂl; dlz) geschrieben werden. Damit ergibt
sich

oy ==Y fdidy) £ ( _ )

vt did;
d2|n
dydr>1
und da dﬂldlz < mn gilt, ist
-1 _ fmy
7 ) == 3 @ ()7 (%)
d2|n
dydr>1
——r X s (5) = o X rans (5)
b 0
|z @)z (@
d% S f (dl ; COVa b
di>1 dr>1

= [T m) o) + ) fHm) = fTHm) £ ()
= f'm) f~ ()

was den Beweis abschlief3t. O
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Die arithmetische Zeta-Funktion 1 ist offensichtlich multiplikativ, und damit
auch die zu ihr inverse Funktion p und es gilt

1 wennn = 1
pu(n) = 1 (=1)* wenn n ein Produkt aus a verschiedenen Primzahlen ist
0 sonst

Lemma 1.6 Sind f und g multiplikative Funktionen, dann ist auch deren Faltung
f = g multiplikativ.

Beweis Esist (f * g)(1) = f(1)g(1) = 1. Fiir teilerfremde m und n gilt

(f # ) mn) = Y (g ()

dlmn
= 3 f@n s (dﬁl) . (diz)
da|n
- Z e (4) ¥ i (%)
= ((f %) ) ((f * ) () 0

Die in Gleichung (1.1) definierte Funktion {; ist multiplikativ und damit auch
oy = & = 1. Fiir eine natiirliche Zahl k ist auf Primzahlpotenzen p®

a (a+1Dk _ 1
ay — Jjk — P
ou(p) =D p =
j=0
Firn = p{' -...- pim ist
m (aj+l)k
)4 —1
Ok (I’l) = l_[ ’ k 1
j=1 Pj

und insbesondere

Mit 7(p*) = a + 1 ergibt sich

7(n) = og(n) = [ [ (@ + 1)
j=1
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Die Eulersche ¢-Funktion ist ebenfalls multiplikativ, da sie als Faltung multiplika-
tiver Funktionen ¢ = {; * u dargestellt werden kann:

B

pln

Die Funktion ¢(n) ist eine Zihlfunktion; das heilt, sie gibt die Anzahl der
Elemente einer Menge, hier {m € N : 1 <m < n, (n;m) = 1}, an. Zihlfunktionen
konnen gelegentlich tiber das Inklusions-Exklusions-Prinzip ausgewertet werden:

Satz 1.7 (Inklusions-ExKklusions-Prinzip) Sind A,,..., A, Teilmengen einer
endlichen Menge S, dann ist

#(S\(AlU...UAm))z#S+2m:(—1)f > #(A4, U...UA)

j=1 1<i|<iz<..<ij<m

Beweis Der Beweis wird per Induktion nach der Anzahl der Teilmengen gefiihrt.
Die Behauptung ist wahr fiir m = 1. Sei also m > 1 und die Behauptung stimme
fiir m — 1 Teilmengen, also

m—1
#S\ (AU UA, ) =4S+ (-1) > #(A, 0. NA)

j=1 1=<iy<ip<..<ij<m-—1

Betrachtet man nun A,, und die m — 1 Teilmengen A; N A, ..., Ap—1 N Ay, dann
ist

#((An \ (A1 U...UA, 1) N Ap)
= #(Am \ ((Al N Am) U...U(Ap-1 N Am)))

m—1
=#A, + Y (-1)’ > #(A, N ..M A, N A)
j=1 I<ij<iz<..<ij<m-1
Hieraus folgt nun zusammen mit

#(S\ (4, U.. . UA,))
=#S\N (AU U4y ) —#((An \ (41 U...UA,1)) N Ay)

die Behauptung fiir # (S \ (4; U ... U A4,,)). O

Als Anwendung des Inklusions-Exklusions-Prinzips wird eine Verallgemeine-
rung der Eulerschen ¢-Funktion ausgewertet. Fiir eine natiirliche Zahl k wird die
Jordan-Funktion* folgendermafBen definiert:

Je(n) == #{(x1.....xp) € NF: 1 <x <n, (xi5...0x00) = 1}

4 Camille Jordan (1838-1922)
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Mit dieser Definition ist J; = ¢. Sein = p{'-...-p% S die Menge aller geordneten
k-Tupel natiirlicher Zahlen (xy, ..., x;) mit 1 < x; < n und sei A; die Menge aller
solcher k-Tupel mit p; | (xi;...; xx). Dann ist

Je(n) =#(S\ (41 U...UA,))

und

k
n
R j

SchlieBlich ergibt sich

m k
K= +Y 1y Y (%)

j=1 1<iy <ip...<ij<m Piy -

-5 ()

d|n

St

d|n

also Jy = { * . Damit ist J; ebenfalls eine multiplikative Funktion mit

VR 1
Je (p*) = p = ple7V = pok (1 - ?)

und daher
k 1
Jr(n)=n l_[ 1-— F
pln

Als weitere Verallgemeinerung der Eulerschen ¢-Funktion soll die sogenannte von
Sterneck-Funktion® H; angefiihrt werden:

Hi(m):= Y glen)-...-g(er)

wobei sich die Summe iiber alle geordneten k-Tupel (e, ...,e;) € N¥ mit 1 <
e; < nund [e;;...;ex] = n erstreckt (mit [eq;...;e;] wird das kleinste gemein-
same Vielfache von ey, . . ., ¢, bezeichnet). Angemerkt sei noch, dass H; = ¢ und

He(1) = 1 gilt.

3 Robert Daublebsky von Sterneck (1871-1928)
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Lemma 1.8 Die von Sterneck-Funktion Hj. ist multiplikativ.

Beweis Sei [e1;...;ex] = mn mit (m;n) = 1. Fir jedes 1 < i < k kann ¢;
eindeutig in ein Produkt ¢; = ¢;d; mit ¢; | m, d; | n zerlegt werden. Dann ist
[c15..5cx] =mund [dy;. . .;d;] = n. Nun folgt

Himn) = )" ger) ... pler)

= X e)-..p@) Yo ed) - p(dr)

[e1s-sex]=m [dy;..;di]=n

Hi(m) Hy(n) O

Auflergewohnlich ist, dass die von Sterneck- und die Jordan-Funktion gleich
sind!

Lemma 1.9 Es gilt J, = Hy.

Beweis Der Beweis wird per Induktion nach k gefiihrt. Bekannt ist J; = H; = ¢.
Seinun k > 1 und die Behauptung fiir alle Zahlen kleiner als k bewiesen. Da Jj und
Hj, multiplikativ sind, geniigt es die Behauptung auf beliebigen Primzahlpotenzen
p* zu verifizieren.

HpD = Y o) (™)

max (by,....by)=a

- Z e (P™) o (P") o (p™)

max (by,....bx_1)=a
bk <a

+ Y () e (P e (0

max (by,....hg_1)<a
k—1

= Ha (0 Y o d)+9 () [ Y ed)

dlpa—l d‘pa
= p* " Hi_1 (p*) + ¢ (p*) p**7Y
=" i + o (pY) pEY

-1 _a(k— 1 a(k— a 1
— po-l patk 1)(1_ k1)+p(k Dy (1__)
p p
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1.2 Vollstandig multiplikative Funktionen

Eine arithmetische Funktion heift vollstindig multiplikativ, wenn f(n) # O fiir
mindestens eine natiirliche Zahl n und f(mn) = f(m) f(n) fiir alle natiirlichen
Zahlen m und n — nicht notwendigerweise teilerfremd — gilt. Fiir eine Primzahl
p gilt dann f(p?) = f(p)“. Eine vollstindig multiplikative Funktion ist somit
komplett durch ihre Werte auf Primzahlen bestimmt.

Unter den multiplikativen Funktionen sind die vollstdndig multiplikativen Funk-
tionen iiber gewisse algebraische Eigenschaften erkennbar.

Lemma 1.10 Eine multiplikative Funktion f ist genau dann vollstindig multipli-
kativ, wenn f~' = uf gilt.

Beweis 1Ist f vollstindig multiplikativ, dann gilt fiir alle natiirliche Zahlen n

wf* ) =Y p@fd)f (3)

d|n

= f(n) ) pu(d)
dln
_ )1 wennn =1
0 sonst
Gilt f~' = uf, dann zeigt man per Induktion nach a, dass fiir eine Primzahlpotenz
p® die charakterisierende Eigenschaft f(p®) = f(p)* vollstindig multiplikativer
Funktionen gilt. Der Induktionsanfang a = 1 ist offensichtlich wahr. Sei nuna > 2

und f(p*~") = f(p)*~'. Firalle b > 2 gilt f~'(p?) = u(p”) f(p?) = 0 und
daraus folgt

0= (f"*f)("
= X_:M (") £ (P") £ (p*")

= u L) f (pY) + n(p) f(D) f (p°7)
=f (- fpf (!

Woraus sich die Behauptung ergibt. Die Gleichung f~!'(p) = — f(p) gilt im Ubri-
gen fiir alle multiplikativen Funktionen. |
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Folgerung 1.11 Eine multiplikative Funktion f ist genau dann vollstindig multi-
plikativ, wenn f~' (p®) = 0 fiir alle a > 2 gilt.

Folgerung 1.12 Eine multiplikative Funktion f ist genau dann vollstindig multi-
plikativ, wenn

f(gxh)y=fgx [fh (1.4)

fiir beliebige arithmetische Funktionen g und h gilt.

Beweis Ist f vollstindig multiplikativ, dann gilt fiir beliebige Funktionen g und 4

(f (g xh) (m) = ) Y g(@h (%)

d|n

=Y f@e@f (5)h(5) = (e x i)

d|n

Sei umgekehrt die Gleichung (1.4) wahr; wihlt man dann g := 1und & := pu, so
folgt mit der Gleichung (1.2) fiir &

§=f8=fAxp) = flx*fu=7fxnpf

und damit f~! = pf. Nach Lemma 1.10 ist f vollstindig multiplikativ. O

Eine dhnliche Charakterisierung von vollstindig multiplikativen Funktionen
durch andere arithmetische Funktionen, wie in Folgerung 1.12, wird in Ubung 1.44
gegeben. Weitere bestimmende Eigenschaften vollstindig multiplikativer Funktio-
nen werden in den Ubungen 1.45 und 1.46 angefiihrt.

Fiir eine beliebige natiirliche Zahl k ist die Funktion ¢ vollstindig multiplikativ.
Jede der Funktionen o), = {; * 1 ist eine Faltung von vollstindig multiplikativen
Funktionen. Arithmetische Funktionen mit dieser Eigenschaft konnen durch Bedin-
gungen, analog zu denen in Folgerung 1.11, charakterisiert werden.

Lemma 1.13 Eine multiplikative Funktion f ist genau dann als Faltung zweier
vollstiindig multiplikativer Funktionen darstellbar, wenn f~' (p®) = 0 fiir jede
Primzahl p und alle a > 3.

Beweis Gilt f = g * h mit vollstindig multiplikativen Funktionen g und 4, so ist
fiir eine Primzahl p unda > 3

e = (" =) e =Yg () (p )
j=0
=g "W PY+ ¢ (P
=0
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nach Folgerung 1.11. Fiir den Beweis der Umkehrung definiert man eine vollstindig
multiplikative Funktion g wie folgt: Fiir jede Primzahl p sei der Wert g(p) eine
Nullstelle der quadratischen Gleichung

X+ X+ ) =0

Wir setzen i := g~' * f. Dann ist & eine multiplikative Funktion und fiir jede
Primzahl p und jede natiirliche Zahl ¢ > 2 gilt

' (p") = (g% /") (p*)
=g +g* ) T (p)+ g (PP

=g(p* ) (g(p)>+ (P gp)+ £ (pP)
=0

Also ist 1 nach Folgerung 1.11 sogar vollstindig multiplikativ, und damit f = gxh.
d

Die Funktionen aus dem vorhergehenden Lemma 1.13 konnen auch auf andere
Weise charakterisiert werden.

Satz 1.14 Fiir eine multiplikative Funktion f sind folgende vier Aussagen dquiva-
lent:

(i)  f ist als Faltung zweier vollstindig multiplikativer Funktionen darstellbar.
(i) Es existiert eine multiplikative Funktion F mit

fonmy= 3 £ (%) £(5) F@) (1.5)

d|(m:n)

fiir alle natiirlichen Zahlen m und n.
(iii) Es existiert eine vollstindig multiplikative Funktion B mit

fomfm =Y f(%5) B@) (1.6)

d|(m;n)

fiir alle natiirlichen Zahlen m und n.
(iv) Fiir jede Primzahl p und alle a > 1 gilt

F*h = f(p) fP) + f(p*™D) (f(P?) — f(p)?) (1.7

Beweis In der Beweisfiihrung wird ersichtlich, dass die Funktionen F' und B ein-
deutig durch die Funktion f bestimmt sind.

(1) = (iv): Sei f = g * h mit vollstindig multiplikativen Funktionen f und
g. Ist g(p) = M und h(p) = N, dann gilt f(p) = M + N und f(p?) =
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M?* + MN + N2, Fiira > 1 ergibt die rechte Seite der Gleichung (1.7)

f(p) f(p") + F(p™ (f(P*) = f(p)?)

a—1

= (M + N) Z M/ N7 —MNY M/ N

j=0 j=0
a a a—1
ZZMj+lNa—j+ZMj Na+1_j—ZMj+1Na_j
Jj=0 j=0 j=0

— Ma+1 +ZMJ N(l+l—j
Jj=0
a+1

— ZMj Na+17j
j=0

= f(p*h

(iv) = (i): Fiir jede Primzahl p seien M und N als Losungen der quadratischen
Gleichung

X>—f(p) X+ (f(p)—f(p)’)=0

definiert. Natiirlich hingen M und N von p ab, aber da die Primzahl p wihrend des
Beweises festgehalten wird, ist keinerlei zusitzliche Notation hierfiir notwendig.
Definiert man die arithmetischen Funktionen g und / iiber g(p) = M und h(p) =
N, dann gilt damit f(p) = M + N = (g * h)(p) und fira > 2:

(g*h)(p)=> M N/
j=0

a—l a=2

=M +N)Y M N MN Y MINE
Jj=0 j=0

= f(p) fPH + FP) (D)~ f(p)?)

= f(p")

Da f multiplikativ ist, gilt f = g * h.
(i) = (iv): Sei a > 1. Setzt man in Gleichung (1.5) m = p* und n = p, dann
ergibt sich

Fe = fp) f) + f(p*™") F(p)

Fira = 1folgt F(p) = f(p*) — f(p)*.
(iv) = (ii): Es gelte Aussage (iv). Mit (mn;m'n’) = 1 ist auch

((m:n);(m"sn")) =1 und (mm';nn') = (m:n) (m';n’).
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Daher geniigt es fiir den Beweis von Aussage (ii) zu zeigen, dass eine multiplikative
Funktion F existiert, die fiir alle @, b > 1 folgende Gleichung erfiillt:

min (a,b)

e = > fe) G F(p) (1.8)

J=0

Es stellt sich heraus, dass dies der Fall ist, wenn F = p B’ ist, mit der vollstindig
multiplikativen Funktion B’, die iiber

B'(p) == f(p)* = f(p*) (1.9)

charakterisiert ist.

Ohne Einschrinkung kann b < a angenommen werden und der Beweis wird
per Induktion nach b gefiihrt. Die Gleichung (1.7) stellt den Fall » = 1 in Glei-
chung (1.8) dar. Deshalb kann » > 1 und die Giiltigkeit der Gleichung fiir b — 1
und alle ¢ > b — 1 angenommen werden. Mit F = uB’ ergibt sich 0 = F(p?) =
F(p?) = ...und somit

f(pa+b) — f(pa+l+b—l)
= () fF("H + f(p*) (") F(p)
= (f(p) f(p) = f(P*H B'(p) F(P"™) = f(p*) f(P"7*) B'(p)
= f(p) (f(p) fP") = fF") B (p) — f(p*™") f(p") B'(p)
= f(p*) (") + f(p*™") f(P") F(p)

Hiermit ist die Aquivalenz von (i), (ii) und (iv) bewiesen. Gleichzeitig gilt dann
auch fiir alle natiirlichen Zahlen m und n

fonmy = 3 £ (Z) £(5) n@ B'@

d|(m:n)

mit der Funktion B’ wie oben definiert.
(i) = (iii): Mit (ii) gilt auch
n/d

> () o= % s (") (%) umosa@

d|(m;n) d|(mn) p|(2:1)

X 2 A () C)n()re

d|(m:n) e|(m:n)
dle

2 () Q) rezn(g)

e|(m:n) dle

= f(m) f(n)
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fiir alle natiirlichen Zahlen m und n. Damit kann die Funktion B’, definiert in Glei-
chung (1.9), die Rolle von B in (iii) ausfiillen.
(iii) = (iv): Gilt (iii), dann erhdlt man fiirm =n = p

B(p) = f(p*) ~ f(p)

also erneut B = B’. Firn = p, m = p% mit @ > 1 erhilt man schlieBlich
Aussage (iv). |

In Ubung 1.64 soll gezeigt werden, dass bei Giiltigkeit von (ii) zwangsliufig
F = uB = B~ folgt. Wenn die Abhiingigkeit von B zur Funktion f verdeutlicht
werden soll, wird gelegentlich die Notation B = By verwandt. Man beachte, dass
im Verlauf des Beweises von Satz 1.14 gezeigt wurde, dass aus der Darstellung
f = g * h mit vollstindig multiplikativen Funktionen g und / sich notwendi-
gerweise B = gh ergibt. Man vergleiche hierzu den Beweis von (i) = (iv) unter
Beriicksichtigung von

B(p) = f(p*)— f(p)
= (M + N)*— (M? + MN + N?)
= MN
= g(p) h(p)

1.3 Busche-Ramanujan-ldentitaten

Arithmetische Funktionen, die die Eigenschaften von Satz 1.14 erfiillen, werden
speziell multiplikative Funktionen genannt. Als Beispiel kann die Funktion oy
aufgefiihrt werden, bei der B = B,, = {j ist, denn es gilt

B(p) = or(p)* — ok (p?)
=(1 +pk)2— (14 p* + p™)

= & (p)
Somit gilt auch fiir alle natiirlichen Zahlen m und n
m n
ormn) = 3 o (E) o (Z) w(d) d* (1.10)
d|(m:n)
sowie
mn
sumorm) = 3 o <F) d* (1.11)

d|(m;n)
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Die Identitit (1.11) wurde von Edmund Busche® im Jahr 1906 formuliert; die
erstgenannte (1.10) fiir k = O von Srinivasa Ramanujan’ etwa zehn Jahre spiiter.
Aus diesem Grund werden die beiden Identitidten in den Gleichungen (1.5) und (1.6)
aus Satz 1.14 als Busche-Ramanujan-Identititen bezeichnet.

Viele weitere arithmetische Funktionen werden auch in den Ubungen behandelt.
Als weiteres Beispiel sei die Funktion 8 genannt, die durch

B(n):=#{m e N :1<m <n,(m;n) ist eine Quadratzahl} (1.12)

definiert wird. Ist 1 < m < n und (m;n) eine Quadratzahl, dann existiert ein d mit
n

d’> | nundm = d?y, wobei 1 <y < 2 und (v: %) = 1 gilt. Hieraus folgt die
Darstellung

B =3¢ (55) (1.13)

d?|n

Nach Ubung 1.26 ist 8 multiplikativ und die Werte auf Primzahlpotenzen sind

B(r) =Y ¢ (p*™)

=5
_ p”—p“_1+p“_2—...+p2—p+l wenn a gerade
pi—pt+p2—...—p>+ p—1 wenna ungerade

=> A" )

j=0
mit der Liouville-Funktion A, die in Ubung 1.47 eingefiihrt wird. Daher ist
n
B =Y dA(Z) = Eix2) )

d|n

In Ubung 1.47 wird gezeigt, dass A vollstindig multiplikativ ist, weshalb 8 speziell
multiplikativ ist. Die Funktion B = Bg = (A ist vollstindig multiplikativ mit
B(p) = —p. Nach Satz 1.14 gilt daher auch

Bommy = Y drd)p(5)B (%)
d|(m:n)

sowie

Bmpn = Y drd)p (Z5)

d|(m:n)

% Edmund Busche (1861-1916)
7 Srinivasa Ramanujan Aiyangar (1887-1920)
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Sei R(n) die Anzahl der Darstellungen von n als Summe zweier Quadrate
R(n) :=#{(x.y) € Z? :n = x> + y?} (1.14)

also beispielsweise R(5) = 8. In den klassischen Lehrbiichern von Godfrey Hardy®
und Edward Wright’ [197] oder von Ivan Niven'® und Herbert Zuckerman'' [294]
wird

Ri(n) = Ro) = 3 1)

d|n

gezeigt, mit der vollstindig multiplikativen arithmetischen Funktion y

2(n) = {(—1)%("1) wenn 71 ungerade

0 sonst

Die Funktion y wird Charakter (mod 4) genannt. Die Funktion R; ist damit spezi-
ell multiplikativ mit B = y. Die Busche-Ramanujan-Identititen hierfiir sind:

o =1 5 0 R () (3) weo
24d

und

R(m)R(n) =4 Z (_1)%(11—1) R (@)

d?
d|(m;n)
24d

1.4 Ubungen zu Kap.1
Ubung 1.1 Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt
| n
3 uj) H 1
Jj=n J

wobei | x| die grofite ganze Zahl < x bezeichnet.

8 Godfrey Harold Hardy (1877-1947)

9 Edward Maitland Wright (1906-2005)

10 Tyan Morton Niven (1915-1999)

' Herbert Samuel Zuckerman (1912-1970)
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Ubung 1.2 Die Aussage von Ubung 1.1 kann verallgemeinert werden. Sind f und
g arithmetische Funktionen mit

f) =" g(d)

d|n

dann gilt

S 5G) = g() H

Jj=n Jj=n J
Insbesondere ist

1

Lot H = Jnn+1)
und
) H =Y ()
j=n J j=n

Ubung 1.3 Sei f eine arithmetische Funktion mit

gn) =Y f((n:r)

Jj=n
dann gilt
n
d) = dfl—=
%g() ; (%)

dasheift g x 1 = f % {j,also g = f *¢.

Ubung 1.4 Seien f und g arithmetische Funktionen. Definiert man die Funktion /
durch

hn):= Y f(a)g(b)

la;b]=n

dann gilt

h=(f *1)(g*1)*pn

Dieses Resultat kann auf natiirliche Weise auf mehr als zwei Funktionen verallge-
meinert werden.
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Ubung 1.5 Es gilt

Z w (2) _ ) (n%) n ist Quadratzahl

din d 0 sonst
v peP: p>td

siche auch Ubungen 1.30 und 1.35.

Ubung 1.6 Das n-te Kreisteilungspolynom @, (X) ist das normierte Polynom
dessen Nullstellen die ¢ () primitiven Einheitswurzeln sind, konkret:

o, (X):= [] (X—e(%)) mit e (x) 1= >

j=n
(Jin)=1

Man zeige

X"—1= H@d(X)

dln

und

®,(X) = l—[ (x4 - l)u(%)

dln
Ubung 1.7 Es gilt

Y (:j—1) =gm )
Jj=n

(Jm)=1

wobei die Summe auch {iiber ein beliebiges Restklassensystem modulo 7z laufen
kann.

Ubung 1.8 Ist f eine multiplikative Funktion, dann gilt

@) fd)y=T]a-fp)

d|n pln

Ubung 1.9 Eine arithmetische Funktion f mit f(1) = 1 ist genau dann multipli-
kativ, wenn

f(m) f(n) = f ((m:n)) f ([m:n])

fiir alle natiirlichen Zahlen m und n gilt.
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Ubung 1.10 Eine arithmetische Funktion £ mit f(1) # 0 ist genau dann multipli-

kativ, wenn
[m; n] m n
() =1 (D ()

fiir alle Teiler d | m, e | n mit (d;e) = (m;n) gilt.

Ubung 1.11 Sei f eine multiplikative Funktion mit f(k) # 0. Definiere

D)
g(n) = &)

dann ist g ebenfalls multiplikativ.

Ubung 1.12 Ist g eine multiplikative Funktion und f = g * y, dann ist

)| f) =Y g(d)lu(d)w(%)
dln
(@)1

Insbesondere ist

g = Y d l@lp (%)
(@5}

Ubung 1.13 Sei f eine multiplikative Funktion und existiert ein Teiler 7 | n mit
m # 1und (m:2) = 1, dann gilt

> sy (%) =0
d|m

Ubung 1.14 Das Radikal (oder auch die Kern-Funktion) y wird wie folgt defi-
niert

1 wennn = 1
y(n) := g

— 41 am
pPr ... pm WENNN =D -..." Dy

Man zeige, dass y multiplikativ ist und

y(n) =Y |u(d)] p(d)

dln
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Ubung 1.15 Sind f und g arithmetische Funktionen, dann gilt

fy= > g(d)
V(d;@y(n)

genau dann, wenn

s = Y f@u(3)

dln
y(d)=y(n)

Ubung 1.16 Ist f multiplikativ, dann gilt fiir alle natiirlichen Zahlen 7, r und s mit
y(n) trs

> e ()

d|n

Ubung 1.17 Ist £ multiplikativ, dann gilt

> (5) @ =00 s
V(d;”:ny(n)

mit der Funktion w definiert durch
on):=#{peP:p|n}

Ubung 1.18 Ist £ multiplikativ, dann gilt fiir alle natiirlichen Zahlen m und n

() =0 Y f(R) e

dln elm
y(e)=y(n)

Ubung 1.19 Sei A = (a;)
Dann gilt

die n x n-Matrix mit den Eintrigen a;; = (i; j).

1<i,j<n

det(4) = p(D)@(2) - ... p(n)
Diese Determinante heifft Smith-Determinante!?.
Ubung 1.20 Fiir eine natiirliche Zahl k wird die Funktion & durch

Sr(n) :=max{d e N:d |n,(d;k) =1}

12 Henry John Stephen Smith (1826-1883)
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definiert. Man zeige, dass §; multiplikativ ist mit

Sy = Y (d)
(di{l;’=l

Ubung 1.21 Sei f(X) € Z[X] ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. De-
finiere die arithmetische Funktion ¢, durch

@r(n) =#{m e N:m < n,(f(m);n) =1}
Fiir f(X) = X ist ¢; = ¢. Die Funktion ¢ ist multiplikativ und es gilt
S
(pf(n):nl_[(l—;p
pln

wobei f, fiir jede Primzahl p die Anzahl der Losungen der Kongruenz f(X) =
0 (mod p) angibt. Sei v, die multiplikative Funktion, die auf Primzahlpotenzen die
Werte v (p®) = f,' annimmt. Mit dieser Funktion gilt

Y erdvy () =n
dn
und

or(n) =Y dvs (%) n (%)

d|n

Ubung 1.22 Seien m, . .., m, natiirliche Zahlen und sei N(p) fiir jede Primzahl
p die Anzahl der verschiedenen Restklassen mod p dieser s Zahlen. Dann ist die
Anzahl der Folgen

X+ my, ..., x + my
mitl <x <nund (x +m;;n) =1firi =1,...,s gleich
N
nl_[(l— (P))
pln P

Tipp: Man wihle f(X) in Ubung 1.21 geeignet.

Ubung 1.23 Definiere fiir eine natiirliche Zahl k die arithmetische Funktion ¢
durch

or(n):=#{meN :m<n,(m;n)=m+k—m;n)=1}
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Dann ist ¢ = ¢. Die Funktion ¢; wird Schemmel-Funktion'® genannt. Ist
(m;n) = 1, dann ist ¢y (mn) = ¢y (m)py (n), das heibit ¢ ist multiplikativ und

o =n ] (1-2)

pln 4
mit
1 wenn k
e(p) = 7l
2 wennp }k

Ubung 1.24 Definiere die arithmetische Funktion 6 durch
6(n) :=#{(a.b) € N :n =ab,(a:b) =1}
Man zeige, dass 6(n) multiplikativ und
0(n) = 2°™

ist. Das bedeutet, dass 6(n) gleich der Anzahl der quadratfreien Teiler von n ist,
also

0(n) = |u(d)]

d|n

Ubung 1.25 Sei k eine natiirliche Zahl und f und g arithmetische Funktionen.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent

fn=Yg(x)
dk|n

und

g =@ f (57)

dk|n

Ubung 1.26 Sei k eine natiirliche Zahl und f und g multiplikative Funktionen.
Dann ist die Funktion

h) =Y fd)g (57)

dk|n

ebenfalls multiplikativ.

13 Victor Schemmel (1840-1897)
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ﬁbung 1.27 Sei k eine natiirliche Zahl > 2. Die arithmetische Funktion 6y, defi-
niert iiber

Oc(n):=#{d eN:d|n, VpeP: p*}d}
ist multiplikativ, 6, = 6,
O (n) = #{(a.b) € N* :n = ab, (a;b), =1}

wobei (a; b), den grofiten gemeinsamen k-Teiler von a und b symbolisiert, das
heift, sind

a=pit-....p¥
b
b=p '...'pf,”
die Primfaktorzerlegungen von a und b, dann ist

min (7,s)

@by = [] (1 + [min (a;,b;) > k| (p;nin(aj,bf) _ 1))

J=1

mit der Iverson-Klammer'*, also

1 wenn A wahr ist
(4] = {
0 sonst

fiir eine entscheidbare Aussage A. Insbesondere gilt (a; b), = (a; b).
Desweiteren gilt fiir 6y

>0 (gr) = v
dk|n

und

) = Y @z ()

dk|n
Ubung 1.28 Definiert man fiir x € R
ox,n):=#{meN:m <x, (m;n) =1}

dann ist ¢(n,n) = @(n) und es gilt:

pem) =Y pu(d | 5]

d|n

14 Kenneth Eugene Tverson (1920-2004)



26 1 Multiplikative Funktionen

sowie

p(x,n) — %n)x < 0(n) =2°"

Ubung 1.29 Fiir eine natiirliche Zahl k ist die Klee-Funktion'> = (n) definiert
durch

Ex(n) :=#{meN:m <n, (m:n), =1}

wobei (m;n), wie in Ubung 1.27 definiert ist. Es ist &1 = ¢ und es gelten die
Gleichungen

Ta ()=

dk|n

Er(n)=n Méf)
dk|n

Tipp: Man formuliere und beweise ein Lemma analog zu Lemma 1.4.
Ey, ist multiplikativ mit

1
Er(n) =n (1——)
i E p

Ubung 1.30 Seik € N vorgegeben. Definiere die arithmetische Funktion 1 durch

1 wennn = 1
pi(n) := ¢ (=1)" wennn = (p1-...- pu)*
0 sonst

Also w1 = . Die Funktion pu ist multiplikativ und es gilt

E(n) = (e x D(n) = Y ui(d) =

d|n

1 wennn k-freiist, d h.Vp e P: p*4n
0 sonst

Desweiteren gilt &y = ; * .

Ubung 1.31 Fiir eine natiirliche Zahl & gilt

AGENDY <P<§)
o

15 Victor LaRue Klee (1925-2007)



14 Ubungen zu Kap. 1 27

und

Y@ =Y o ()@ =n Y =
d|n dk|n d|n
Vp:p¥td

Ubung 1.32 Man definiert fiir eine natiirliche Zahl k > 2 die arithmetische Funk-
tion tj, durch

% (n) :=#{(a1,...,ak)eNk ‘n =a1-...-ak}

Also insbesondere 7, = t. Die Funktion 7; ist multiplikativ und fiir die Werte auf
Primzahlpotenzen gilt
a+k—1
o (p?) = ( a )

Desweitere gilt fiir k > 3 die Rekursionsformel

w(n) =) m%1(d)

d|n

Ubung 1.33 Definiert man fiir 7, k € N mit k > 2 die arithmetische Funktion Tk
durch

Ten(n) :=#{(ar.....ax) € NF:a; =ml, n=a Coag)
dann gilt
rk(n%) wenn n = m”"
Ten(n) =
0 sonst

Die Funktion i, ist multiplikativ und es gilt die Identitét

> wea(d) & (3) = dn i (%)
din

d|n
mit der Klee-Funktion Z},.

Ubung 1.34 Man definiert die Funktion v durch

o= o (3)]

dln
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¥ = ¥ heiBt Dedekind-Funktion'¢. Die Funktion v ist multiplikativ und es gilt

Vie(n) = Z ((dii—"—)) Ji ((d, %)) =nk l_[ (1 + %) — -‘]]2:((};1))

dn d pln

mit der Jordan-Funktion Jj.
Ubung 1.35 Definiert man fiir eine natiirliche Zahl k die Funktion g; durch

wenn n = mk

1
(i)
au(n) =
sonst

dann ist ¢; multiplikativ und fiir ¢; gilt

1 wenn n quadratfrei ist

0 sonst

q1(n) = {
Mit W := {; * g gilt ¥ = ¥ sowie
1
pkin p

Ubung 1.36 Fiir eine natiirliche Zahl k wird ein vollstindiges Restklassensys-
tem modulo n* als (n, k)-Restklassensystem bezeichnet. Die Menge Rux =
{m € N :m < n*} heiBt minimales (n.k)-Restklassensystem. Die Menge al-
ler m in einem (n,k)-Restklassensystem mit (m;nk) = 1 wird als primes
(n, k)-Restklassensystem bezeichnet. Die Menge

R o ={meN:m <n* (m:n*) =1}

heift minimales primes (7, k)-Restklassensystem. Definiert man fiir d | n die
Menge S, durch

Sy = {m (%)k im e R(*d,k)}

dann gilt fiir d | n, e | n mit d # e, dass die Mengen S, eine Partition von
{1, A nk} bilden, also S; N S, = 0 sowie

USd = {1,...,nk}

d|n

16 Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916)
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Ubung 1.37 Definiert man fiir k € N die Funktion ¢, durch

@ (n) :=#RG, 1)

dann gilt ¢; = ¢ sowie

Y i(d) =n*

dn

orm) =Y d* (%)

d|n

also ¢ = & * u = Jy = Hj mit der Jordan-Funktion J; bzw. der von Sterneck-
Funktion Hj.

Ubung 1.38 Fiir natiirliche Zahlen k, 7 und m mit (m;n) = 1 gilt
R(*mn,k) = {xmk + ynk X € R;"n,k),y € R(*m’k)}
also ist die Menge ein primes (mn, k)-Restklassensystem.

Ubung 1.39 Fiir eine natiirliche Zahl k und d | n ist jedes prime (n,k)-Rest-

klassensystem die Vereinigung von :Z: ((Z; paarweise verschiedenen, primen (d, k)-

Restklassensystemen. Insbesondere ist jedes prime Restklassensystem modulo 7
die Vereinigung von (‘zé—(’;)) paarweise verschiedenen, primen Restklassensystemen

modulo d. (Tipp: Man betrachte die drei Fille (d: %) = 1, y(d) | y (%) und den
allgemeinen Fall.)

Ubung 1.40 Sei k eine natiirliche Zahl. Fiir d | n* und (d:n*), = 1 definiert man

k k
M, = %md:lfmf%,(m;n—)zl}

d
Dann gilt fiir d | n*, e | n* mitd # e und (d:n*), = (e:n*), =1
M, M, =0
und
k n*
U M;=3m:1<m<n",{m;, — :1}
dlnk k
(d;”k)kzl

Als Folgerung hieraus ergibt sich

o)y =y w(’;—k)

d|nk
(dmk)k:l
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Ubung 1.41 Fiir eine natiirliche Zahl k heiBt die Menge

R,(,k) = {(ml, L. My) € N¥ : jedes m; lduft tiber ein vollst.
Restklassensystem mod n}

ein k-Restklassensystem modulo 7. Die Menge
(R,(,k))* = {my,....mp) € RV (mys. . smysn) = 1)
heifit primes k-Restklassensystem modulo 7. Fir d | n ist jedes prime k-

Restklassensystem modulo n die Vereinigung von j"; 2’;)) paarweise verschiedenen
primen k-Restklassensystemen modulo d .

Ubung 1.42 Man beweise Lemma 1.9 mit Hilfe von Ubung 1.4.

Ubung 1.43 Seik € N,k = k; + ... + k,, mitk; € N. Dann ist

ey = Y T d)- . e, (d)

Ubung 1.44 Ist f eine multiplikative Funktion und f * f = ft, dannist f sogar
vollstindig multiplikativ.

Ubung 1.45 Sei f eine multiplikative Funktion. Gibt es eine vollstindig multipli-
kative Funktion g mit g(p)? # 1und f(g*u) = fg* f~!, dannist f vollstindig
multiplikativ. Gilt beispielsweise f@ = f¢; * f~!, dann ist f vollstindig multi-
plikativ.

Ubung 1.46 Eine multiplikative Funktion f ist genau dann vollstindig multiplika-
tiv, wenn ( fg)~' = fg~! fiir jede beliebige invertierbare arithmetische Funktion g
gilt.

Ubung 1.47 Definiere die Liouville-Funktion'” durch

A1) = {1 wennn = 1

(=1)@t-tam wennn = p{'-.... pim

Die Liouville-Funktion A ist vollstindig multiplikativ und es gilt

1 wenn n eine Quadratzahl ist
a0 =

din 0 sonst

17 Joseph Liouville (1809-1882)
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Damit ist auch

A(n) = Z“(%) (1.15)

d?|n

und

3 Ay (%) =#{d eN:d?|n)

d?|n
sowie 6! = 16, siche Ubung 1.24.

Ubung 1.48 In dieser und den nachfolgenden Ubungen werden Identititen aufge-
fiihrt fiir deren Beweise es hilfreich sein konnte, dass die involvierten Funktionen
multiplikativ sind oder sich als Dirichlet-Faltung darstellen lassen. Im Folgenden
seien k, s, m € Ny, wobei der Index von Jj stets positiv sein muss. Es gilt

Y@t od) =Y d* o, (%) =Y &’ oy (%)
din

dn d|n

Ubung 1.49 Es gilt

Y d oin @or (5) = Y d on(@ron (5)

dn din
Ubung 1.50 Es gilt

Ossn) = Y d" Ju(d) o (Z)

d|n

Ubung 1.51 Es gilt

Sina (3= Lo e

dhn n®os_x (n) wennk <s

Ubung 1.52 Es gilt

() =) _6(d)

dn

=3 0(2)

d?|n

b =Y wd)u(5)

dn



32

1 Multiplikative Funktionen

Ubung 1.53

Ubung 1.54

Ubung 1.55

Ubung 1.56

Ubung 1.57

Ubung 1.58

Ubung 1.59

Ubung 1.60

gilt

Es gilt
) 2
Soara(7) =S ((7))
Es gilt
T (nzk) =3 6@y
din
Es gilt
() 0(5) = X rae ()
Es gilt
Sharn (5) = Sate (3)3(3)
Es gilt
De( ) () -2 ()
Es gilt
2 (G) =36 ()
d2n d*4ln
Es gilt
Yo (7) =2 ()
din d2|n
Seien f und g arithmetische Funktionen. Mit

F(n):=)Y_f(d). Gn):=Y_ g(d)

dn dln

> 006 (3) = Serr ()

d|n d|n
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Ubung 1.61 Sei k eine natiirliche Zahl. Eine multiplikative Funktion f ist genau
dann als Dirichlet-Faltung von k vollstindig multiplikativen Funktionen darstellbar,
wenn f~!(p?) = 0 fiir alle Primzahlen p und alle a > k + 1 gilt.

Ubung 1.62 Seien g, .. ., gk vollstindig multiplikative Funktionen und f = g *
... % gi. Ist die natiirliche Zahl n ein Produkt aus unterschiedlichen Primzahlen,
dann gilt

S0 = pm)gin) - gi(n)
Ubung 1.63 Sind g1, g2, 4, und h, vollstindig multiplikative Funktionen, dann gilt
8182 * g1hy * h1go * hihy = (g1 % h1)(g2 * ha) * u
mit

g1hig2hy (n %) wenn 1 eine Quadratzahl ist
u(n) 1=
sonst

Ubung 1.64 Gilt Gleichung (1.5) in Satz 1.14 fiir eine multiplikative Funktion f,
dannist F = uB.

Ubung 1.65 Ist f speziell multiplikativ und 4 vollstindig multiplikativ, dann ist
hf speziell multiplikativ und B,y = thf mit h? := hh.

Ubung 1.66 Eine speziell multiplikative Funktion f ist genau dann vollstindig
multiplikativ, wenn By = %4.

Ubung 1.67 Definiere die Funktion V durch

V(m,n) = {é_l)w(n) wenn y(m) = y(n)

sonst

Ist f multiplikativ, dann gilt fiir beliebige natiirliche Zahlen m und n

foumy =33 F(Z) £(3) £7 de) Vid.o)

dlm eln
Tipp: Ubung 1.18 kann hilfreich sein.
Ubung 1.68 Die Identitit in Ubung 1.67 kann auch direkt gezeigt werden, wenn

nur der Spezialfall nachgewiesen wird, in welchem n und m Potenzen derselben
Primzahl sind.
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Ubung 1.69 Ist f speziell multiplikativ, dann ist die Identitit aus Ubung 1.67 die-
selbe, wie die aus Satz 1.14 (ii). Damit gibt es einen weiteren Beweis, namlich durch
den Beweis von Satz 1.14.

Ubung 1.70 Fiir eine multiplikative Funktion f wird die Norm N( f) einer mul-
tiplikativen Funktion durch
n2
N =3 1 (%) rarr@

d|n?

definiert. Die Norm N ( f') ist ebenfalls multiplikativ. Ist f vollstindig multiplikativ,
dann auch N(f) mit N(f) = f>.

Ubung 1.71 Sind f und g multiplikative Funktionen, dann ist
N(f xg) = N(f)*N(g)

Ubung 1.72 Ist f speziell multiplikativ, dann auch N(f) und By(s) = (Bf)z.

Ubung 1.73 Ist £ multiplikativund f’ = f % Af, dann gilt

, N(f)(n %) wenn 7 eine Quadratzahl ist
fi(n) =

sonst

Ubung 1.74 Ist f speziell multiplikativ, dann gilt
fP=N(f)*6B =N(f)*u’B*B

Ubung 1.75 Ist f speziell multiplikativ, dann gilt
22 = N(f) * AN(f)

Ubung 1.76 Man finde die arithmetischen Funktionen N (&), N(A), N (o),
N(B), N(x) und N (Ry).

Ubung 1.77 Man finde die arithmetischen Funktionen N (;¢) und N ().

Ubung 1.78 Fiir eine natiirliche Zahl k definiert man die arithmetische Funktion B
durch

Br(n) :=# {x eN:1<x<nk, (x;nk)k ist eine 2k-te Potenz}
Man setzt § := f;. Dann gilt

b= () = S ()

d2|n dln
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Insbesondere ist f; speziell multiplikativ mit B = {; A. Man finde die Norm N (B ).
Wie lauten die zugehorigen Busche-Ramanujan-Identititen?

Ubung 1.79 Sei f eine speziell multiplikativ arithmetische Funktion, g eine belie-
bige arithmetische Funktion und G = g * p. Dann ist

> GaB@f (3)/(5)= X s@s@r (%)

d|(m;n) d|(m;n)

Insbesondere gilt fiir jede beliebige natiirliche Zahl k

Y w@B@/(5)1(5)= X d'B@f(ZF)

d|(m:n) d|(m;n)

sowie fiir eine natiirliche Zahl 1 € N,

5 st (F)on ()= X o (%)

d|(m;n) d|(m;n)

Ubung 1.80 Ein Teiler d | n heiBt Blockfaktor von n, wenn (d;%) = 1 ist
(in Kap. 4 heiB3t ein solcher Teiler unitirer Teiler — aber hier soll aus historischen
Griinden der Ausdruck Blockfaktor verwendet werden, vgl. die Anmerkungen nach
diesen Ubungen). Sei k im Folgenden eine natiirliche Zahl. Haben m und n keinen
gemeinsamen Blockfaktor (selbstverstindlich aufler der 1), dann gilt

M= X (%) ()

d|(m:n)

Dies kann auch direkt nachgewiesen werden, da die Jordan-Funktion J; multipli-
kativ ist.

Ubung 1.81 Ist in der Identitit aus Ubung 1.67 f := Ji, und haben m und n
keinen gemeinsamen Blockfaktor, dann ergibt sich ebenfalls die Aussage aus
Ubung 1.80.

Ubung 1.82 Sei f eine arithmetische Funktion. Eine eingeschriinkte Busche-
Ramanujan-Identitét gilt, wenn zu f eine multiplikative Funktion F existiert,
so dass fiir alle m und n ohne gemeinsamen Blockfaktor folgende Identitit besteht:

fonmy= 3" £ (5) £ (5) F@
d|(m:n)

Eine Funktion f heifit Totient, wenn vollstindig multiplikative Funktionen g und &
existieren mit f = gxh~!.Ist f eine solche Funktion, dann gilt eine eingeschrink-
te Busche-Ramanujan-Identitidt mit F' = gh.
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Ubung 1.83 Fiir eine arithmetische Funktion f ist die k-te Faltung £, definiert
als

k

—

) wennn = m

Qu(f)(n) = (J; (n

sonst

Zum Beispiel gilt fiir die in Ubung 1.30 definierte Funktion u; = £2; (). Faltungen
anderer Funktionen tauchen auch in den Ubungen 1.5, 1.33, 1.35, 1.47, 1.63, 1.73,
1.89 und 1.91 auf.

Fiir zwei arithmetische Funktionen f und g gilt:

21(f +8) = S2(f) + $2(2)
2i(fg) = 2 (f) Q2i(g)
u(f *xg) = 2(f) * 2k(g)

Besitzt f eine inverse Funktion, dann auch £2;(f) und es gilt 2;(f~") =
2:(f)7". Ist f ein Totient, dann gilt desweiteren eine eingeschriinkte Busche-
Ramanujan-Identitit fiir £2,( f).

Ubung 1.84 Eine multiplikative Funktion f heiBt eine Kreuzung zwischen Funk-
tionen aus einer Menge { f; : i € I} arithmetischer Funktionen, wenn es fiir jede
Primzahl p ein i € [ gibt, mit f (p?) = f; (p*) fiir jede natiirliche Zahl a. Ist f
eine Kreuzung zwischen speziell multiplikativen Funktionen, Totienten oder 2. Fal-
tungen von Totienten, dann gilt fiir f eine eingeschrinkte Busche-Ramanujan-
Identitit.

Ubung 1.85 Fiir eine arithmetische Funktion gelte eine eingeschrinkte Busche-
Ramanujan-Identitit. Dann ist die Funktion eine Kreuzung zwischen speziell mul-
tiplikativen Funktionen, Totienten oder 2. Faltungen von Totienten.

Ubung 1.86 Seien f und / arithmetische Funktionen und fiir f gelte eine einge-
schrinkte Busche-Ramanujan-Identitit. Desweiteren sei H = h*1. Haben m und n
keinen gemeinsamen Blockfaktor, dann gilt

S H(d)F) f (%) f (%) = Y hd)F(d)f (%)

d|(n:m) d|(n:m)

Ubung 1.87 Gilt fiir f eine eingeschrinkte Busche-Ramanujan-Identitit und ha-
ben m und n keinen gemeinsamen Blockfaktor, dann gilt

fem fny = Y wdF@)f (5)

d|(m:n)
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(Tipp: Man setze h :=  in Ubung 1.86). Speziell gilt:

) = Y. wd)d s (3

d|(m:n)

Ubung 1.88 Sei / vollstindig multiplikativ, f = /& % 1 und g = h * . Dann gilt
fiir alle natiirlichen Zahlen n

Sh(5)s(§) @ w0 = 50 (5) 1 0
dn din

sowie

2n(G) 1 (@) s@sod =30 () s ()

dln dln

(Tipp: Man setze m = n? in den Ubungen 1.79 und 1.86). Speziell gilt

2
5 2@ dyounay = nt 2 2L

dk 42
d|n din
sowie
& Ji(nd?
> 2D g @ynndy = oty 20D

d|n d|n

Ubung 1.89 Fiir k € Ny und s € N wird die Gegenbauer-Funktion'® p; ; durch

pesm)y = > d*

d|n
ImeN: 5 =m

definiert. Also ist auch px y = {x * v mit

dm eN:n=m'
0 sonst

vs(n) := {1

Die Funktion vy ist die s-te Faltung von 1. Desweiteren gilt:
h Y _ k n
Zd Pk.s (E) - Zd Ph.s (z)
dln dln
sowie

S a4 Ii(d) prs (3) = piis (1)

d|n

18 Leopold Gegenbauer (1849-1903)
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ﬁbung 1.90 Sind 4, k und s natiirliche Zahlen mit 2 > k, dann gilt fiir beliebiges
neN

Z Jsk (d) pn.s (%) = n* pj_is(n)

dS|n

sowie

Yo @pis () =n Y (d)"hc’;k‘ )

d|n ds|n

Ubung 1.91 Fiir beliebiges n € N gilt

S d ) pras (5) = 2o M) prs(d) prs (5)

d|n d|n

sowie

> M) prs (35) = pras(n)

ds|n

Ubung 1.92 Gegeben seien natiirliche Zahlen ¢ und k mit 0 < ¢ < k und S k.q SEl
die Menge aller natiirlicher Zahlen n = p{' -...- p{*, die firalle 1 <i <t eine
der Bedingungen ¢; = 0 (modk),a; =1 (modk),...,odera; = g —1 (modk)
erfiillen. Es gilt n € S, genau dann, wenn n = mKr wobei r eine k- und g-freie
Zahl ist. Die Zahl r heif3t der k-freie Teil von n. Also gilt n € S, genau dann,
wenn der k-freie Teil von n auch g-frei ist. Die natiirlichen Zahlen in Sy , heilen
(k,q)-Zahlen. Bezeichnet A, , die multiplikative arithmetische Funktion, die auf
Primzahlpotenzen folgendermaf3en definiert ist

1 wenna = 0 (modk)
Mg (P?) = 3—1 wenna = q (modk)

0 sonst

dannist Ay, * 1 = i 4 mit

wennn € S
Cg(n) = -

0 sonst
Desweiteren ist A, ; = A, die Liouville-Funktion.

Ubung 1.93 Ankniipfend an Ubung 1.92, sei Wi 4 die multiplikative arithmetische
Funktion, die auf Primzahlpotenzen folgendermafien definiert ist.
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Fiir ¢ | k durch

1 wennO<a<k-—gq
Pkq (P9) :=
0 sonst

Fiir ¢ + k durch

1  wenna =0 (modg)

Mig (P?) := {—1 wenna >kunda =k (modq)
0  sonst
Dann gilt
A/;i] = Hkyg

Ubung 1.94 Ankniipfend an Ubung 1.93, sei eine arithmetische Funktion f mit
F = f %1 gegeben, dann gilt fiir alle n € N

g =Y 1 (%)
.k,
genau dann, wenn
g =" hg@) F (%)

dln

gilt.
Ubung 1.95 Ankniipfend an Ubung 1.94, sei @k 4 durch
Prg(n) :=#{1 <x <n: (x.,n) € Sy}

definiert. Dann ist

Prg(n) =ny_ L’;(d) =Y ¢ (%)

d|n d|n
dESkq

Ubung 1.96 Ankniipfend an Ubung 1.95, sei 0k 4 die multiplikative arithmetische
Funktion, die durch

Orq(n) :=#{d : d |nundd € S}
definiert ist. Dann gilt fiir alle n € N

= Y, ()

dk|n
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Ubung 1.97 Einer Folge (a,), <y komplexer Zahlen kann die formale Potenzreihe

a(X) = ianX"

n=0

zugeordnet werden. Gleichheit von formalen Potenzreihen bedeutet Gleichheit je-
des einzelnen Terms. Die Summe und das Produkt von a(X) und

b(X) = ib,,xn

n=0
werden durch
a(X)+b(X):= i(an + b)) X"
n=0
und
a(X)b(X) := i (Xn:akbnk) X"
n=0 \k=0

definiert. Die Menge der formalen Potenzreihen bildet mit diesen beiden bindren
Verkniipfungen einen kommutativen Ring mit Eins, der Ring der formalen Po-
tenzreihen (iiber dem Korper der komplexen Zahlen) genannt wird. Mit a € C ist
die formale Potenzreihe

a(X)=1—-aX

eine Einheit in diesem Ring, das heifit, sie besitzt beziiglich der Multiplikation ein
inverses Element, ndmlich

o0
E a" X"
n=0

Also gilt

ianX}’I: 1
= 1—aX

Ubung 1.98 Sei eine arithmetische Funktion f und eine Primzahl p gegeben. Die
formale Potenzreihe

LX) =Y "f(p") X"

n=0
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heiBt die Bell-Reihe!” von f in Bezug auf p. Sind f und g multiplikative arith-
metische Funktionen, dann ist f = g genau dann, wenn f,(X) = g,(X) fiir jede
Primzahl p gilt. Fiir jede Primzahl p ist

w(X)=1-X
und fiir eine natiirliche Zahl k
1-X
J, X)=——
U, (0 = 75

Ubung 1.99 Fiir jede Primzahl p ist

€0, () = 7=
(Mz)p X)=1+X
() =
@), X) =T ¢ ll)X e
000 =
By () = =7
(Prs), (X) = .

1 _ka — X + kaS+l

Ubung 1.100 Sind f und g arithmetische Funktionen, dann gilt fiir jede Prim-
zahl p

(f x8), (X)) = f, (X) g (X)
Viele der Identititen, die in diesem Kapitel genannt sind, konnen direkt aus dieser

Gleichung und den Identititen aus Ubung 1.99 abgeleitet werden.

Ubung 1.101 Ist f eine vollstindig multiplikative Funktion, dann gilt sogar
1
hO= T X
Ist g eine speziell multiplikative Funktion, dann gilt mit B = B,

1

A e S SN TP C

19 Eric Temple Bell (1883-1960)
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Ubung 1.102 Ist g eine multiplikative Funktion, / eine vollstindig multiplikative
Funktion und gilt stets

1
l—g(p) X +h(p)X?

fiir jede Primzahl p, dann ist g speziell multiplikativ mit 7 = B,.

8p (X) =

1.5 Anmerkungen zu Kap. 1

Die friihe Geschichte der Theorie arithmetischer Funktionen ist im ersten Band
von Leonard Dicksons?® monumentaler Abhandlung [140] enthalten. Drei Kapitel
hieraus sind relevant: Kapitel V (,,Euler’s ¢-function, generalizations; Farey se-
ries®), Kapitel X (,,Sum and number of divisors®) und Kapitel XIX (,,Inversion of
functions; M6bius’ function (7); numerical integrals and derivatives®). Das ilteste
Schriftstiick, auf welches in den genannten drei Kapiteln referenziert wird, ist ein
Brief von Leonhard Euler an Daniel Bernoulli*' und stammt aus dem Jahr 1741.
Dies bedeutet also, dass das Thema dieses Buchs ungefiahr 245 Jahre alt ist.

Die Dirichlet-Faltung zweier arithmetischer Funktionen spielte von Anfang an
eine bedeutende Rolle und viele der ersten Beweise benutzten die Faltung mehrerer
arithmetischer Funktionen. Dies ist nirgendwo klarer ersichtlich als in der langen
Liste arithmetischer Identititen, welche von Joseph Liouville entdeckt und im Jahr
1857 verotfentlicht wurde (siehe beispielsweise [140, S. 285f]). Viele der Identité-
ten in den Ubungen 1.48 bis 1.59 sind dieser Liste entnommen.

Zu Beginn des 20. Jahrhunderts wurden die Dirichlet-Faltung sowie die Addi-
tion und Multiplikation arithmetischer Funktion als bindre Verkniipfungen auf der
Menge der arithmetischen Funktionen erkannt. In den Arbeiten von Michele Ci-
polla??> und Eric Bell wurde gezeigt, dass die arithmetischen Funktionen mit der
Addition und Dirichlet-Faltung einen kommutativen Ring mit Eins bilden. Eine
Darstellung von Michele Cipollas Arbeiten durch Franco Pellegrino®® findet sich
in dessen Veroffentlichung [299]. Die friiheren Ergebnisse von Eric Bell sind in
seinem Artikel [18] zu finden. Eine Zusammenfassung seines Werks findet sich in
seinem Brief [24] an Ramaswamy Vaidyanathaswamy?*, der an den gleichen The-
men arbeitete.

Die Untersuchungen der Struktur des Rings der arithmetischen Funktionen
wurden fortgesetzt und es soll auf die Arbeiten von Leonard Carlitz® [41], [42]
und [43], Edmond Cashwell?® und Cornelius Everett?’ [53] sowie Harold Shapi-

20 Leonard Eugene Dickson (1874—1954)

21 Daniel Bernoulli (1700-1782)

22 Michele Cipolla (1880-1947)

23 Franco Pellegrino (1908-1979)

24 Ramaswamy S. Vaidyanathaswamy (1894—1960)
25 Leonard Carlitz (1907-1999)

26 Edmond Darrell Cashwell (1920-1981)

%7 Cornelius Joseph Everett (1914-1987)
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ro?® [368] hingewiesen werden. Neben der Dirichlet-Faltung gibt es noch andere
Verkniipfungen, die auf der Menge der arithmetischen Funktionen zusammen mit
der Addition einen Ring bilden. Einige von diesen werden in Kap. 4 besprochen.
Das Cauchy-Produkt, welches im nichsten Kapitel eingefiihrt wird, ist eine multi-
plikative Verkniipfung, die von Eckford Cohen® [69], [71] betrachtet wurde. Eine
Ubersicht verschiedener binirer Verkniipfungen auf der Menge der arithmetischen
Funktionen wurde von Mathukumalli Subbarao®® [397] gegeben.

Die Mobius-Funktion tauchte zuerst im Jahr 1832 in einer Arbeit von August
Mobius iiber die Umkehrung von Funktionenreihen auf. John Loxton®' und Jeff
Sanders?? [246] erldutern die Entwicklung von Anwendungen der Mobius-Funktion
auf die Umkehrung von Reihen sowie anderer Probleme, die keinen direkten zah-
lentheoretischen Hintergrund haben. Darauf wird in den Anmerkungen zu Kap. 5
nochmals eingegangen.

Satz 1.3 ist der erste von vielen Sitzen, die die Umkehrung von arithmetischen
Funktionen behandeln. Die Aussagen in Ubungen 1.15 und 1.25 sind Beispiele fiir
solche. Die Erstgenannte wurde von Paul McCarthy [258] bewiesen; die Zweitge-
nannte ist eine natiirliche Verallgemeinerung des Satzes 1.3, welche oft wieder ent-
deckt wird, sobald sie bendtigt wird. Umkehrsitze werden ebenfalls bei David Day-
kin*® [135], [137], Upadhyayula Satyanarayana®* [355], [356], Tom Apostol®® [5],
Rodney Hansen®® [186] sowie bei Rodney Hansen und Leonard Swanson®’ [187]
besprochen.

Sowohl Satz 1.3 als auch das Inklusions-Exklusions-Prinzip sind Folgerungen
eines allgemeinen Satzes aus der Theorie der Gitter, was wirklich bemerkenswert
ist. Es ist dieser Teil der Gittertheorie, der in Kap. 7 behandelt wird. Das ent-
sprechende Inklusions-Exklusions-Prinzip ist dann in Ubung 7.44 dargestellt. S.
Pankajam?® [298] behandelt einige Anwendungen dieses Prinzips auf die Auswer-
tung arithmetischer Funktionen.

Die Geschichte der Jordan-Funktion J;, wurde von Leonard Dickson [140,
S. 147-155] zusammen gefasst und er betont, dass Robert von Sterneck J;, = Hj
bewiesen hat. Dessen Beweis ist in den Ubungen 1.7, 1.42 und 1.43 enthalten. Die
Funktion ¢; aus Ubung 1.37 wurde durch Eckford Cohen [68] eingefiihrt. Die in
den Ubungen 1.36 bis 1.41 genannten Aussagen stammen aus dessen Artikel und
werden in diesem sowie in den Veroffentlichungen [75], [76] und [84] bewiesen.

28 Harold Nathaniel Shapiro (1922-2013)
29 Eckford Cohen (1920-2005)

30 Mathukumalli Venkata Subbarao (1921-2006)
31 John Harold Loxton (geb. 1947)

32 Jeffrey William Sanders

33 David Edward Daykin (1932-2010)

3% Upadhyayula Venkata Satyanarayana
35 Tom Mike Apostol (1923-2016)

36 Rodney Thor Hansen (geb. 1941)

37 Leonard George Swanson

38 S. Pankajam
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Vollstindig multiplikative Funktionen wurden von Ramaswamy Vaidyanathas-
wamy auf Grund der Form ihrer zugehorigen Bell-Reihen als lineare Funktionen
bezeichnet, vgl. auch Ubung 1.101. Die Folgerung 1.11 sowie die notwendige Be-
dingung in Lemma 1.10 wurden von Ramaswamy Vaidyanathaswamy [482] an-
gegeben. Er stellt ebenfalls die Notwendigkeit der Bedingung in Folgerung 1.12
fest. Das vollstindige Resultat, einschlielich des Beweis der Riickrichtung wur-
de von Joachim Lambek?® [233] erbracht. Tom Apostol [7] hat einen Artikel zur
Theorie der vollstindig multiplikativen Funktionen, die die Beweise der Folgerun-
gen 1.11 und 1.12, des Lemmas 1.10 sowie der Ubungen 1.45 und 1.46 enthalten,
geschrieben. Fiir Anmerkungen zur Ubung 1.45 kann auch der Artikel [236] von
Eric Langford*’ zu Rate gezogen werden. Der Spezialfall in Ubung 1.45 ist von
Ramakrishna Sivaramakrishnan*![372], und das Ergebnis in Ubung 1.44 von Leo-
nard Carlitz [48].

Die Untersuchung von speziell multiplikativen Funktionen analog zu Satz 1.14
stammt von Ramaswamy Vaidyanathaswamy [483], [484]. Er nennt diese qua-
dratische Funktionen, siche auch Ubung 1.101, und der Begriff ,speziell multi-
plikative Funktion* wurde von Derrick Lehmer*? [242] eingefiihrt. Aus dem Ar-
tikel [483] von Ramaswamy Vaidyanathaswamy aus dem Jahr 1930 stammt die
Identitit in Ubung 1.67; er nennt diese die identische Gleichung der Funktion f.
Wie er bemerkt, ist fiir eine speziell multiplikative Funktion die identische Glei-
chung die Gleichung aus Satz 1.14 (ii). Sie entspricht dem Spezialfall eines einzigen
Arguments in einem allgemeineren Ergebnis von Ramaswamy Vaidyanathaswamy,
das dieser im Artikel [484] aus dem Jahr 1931 fiir arithmetische Funktionen mit
mehreren Argumenten anfiihrt. Ein Beweis der identischen Gleichung analog zu
Ubung 1.68 wurde von Anthony Gioia*® [160] angegeben.

Die Aussage in Ubung 1.62 genauso wie die notwendige Bedingung in Ubung 1.61
wurden ebenfalls von Ramaswamy Vaidyanathaswamy in seinem Artikel [483] be-
wiesen. Die vollstindige Aquivalenz aus Ubung 1.61 wurde von Timothy Carroll**
und Anthony Gioia [52] erbracht, sowie unabhingig davon der Spezialfall k = 2
von Ramakrishna Sivaramakrishnan [375]. Die Gleichung in Ubung 1.63 stammt
von Ramaswamy Vaidyanathaswamy [484] und ein anderer Beweis hiervon wurde
auch durch Joachim Lambek [233] erbracht.

In der Einleitung seines Artikels [484] schreibt Ramaswamy Vaidyanathaswamy,
dass der Artikel aus seinem Interesse, die Gleichung

oumn) = Y o (%)ak (3) w(d)d* (1.16)

d|(m:n)

3 Joachim Lambek (1922-2014)

40 Eric Siddon Langford

#! Ramakrishna Ayya Sivaramakrishnan (geb. 1936)
42 Derrick Henry Lehmer (1905-1991)

43 Anthony Alfred Gioia (1917-2008)

4 Timothy B. Carroll
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zu verstehen, entstanden sei; sowie auch, um das umgekehrte Problem zu 16sen,
niamlich eine moglichst allgemeine Klasse von Funktionen zu bestimmen, die ei-
ne Gleichung dieser Form erfiillt [484, S. 582]. Seine Bemiihungen waren durch
den Beweis von Satz 1.14 erfolgreich. Tatséchlich ist sein Theorem XXXV ein
noch allgemeineres Ergebnis fiir arithmetische Funktionen mehrerer Argumente.
Die Gleichung (1.16) im Fall k = 0 wurde von Srinivasa Ramanujan [322] angege-
ben und der allgemeine Fall wurde von Sarvadaman Chowla® [66] bewiesen. Der
Beweis des Satzes 1.14 ist aus dem Artikel [251] von Paul McCarthy entnommen.

Das analoge Problem fiir die eingeschrinkte Busche-Ramanujan-Identitit wurde
von Ramaswamy Vaidyanathaswamy [484] in einem Beweis, welcher fiir arith-
metische Funktionen mehrerer Argumente gilt (vgl. Theorem XXXVIII in [484]),
gelost. Sein Ergebnis im eindimensionalen Fall bildet die Grundlage fiir die Ubun-
gen 1.80 bis 1.85. Er fiihrt die k-te Faltung einer arithmetischen Funktion ein, wel-
che von Harald Scheid*® [360], [361] und von diesem zusammen mit Ramakrishna
Sivaramakrishnan [364] untersucht wurde. Die Aussagen in den Ubungen 1.79 so-
wie 1.86 bis 1.88 wurden von Paul McCarthy [251], [255], [256] bewiesen.

Speziell multiplikative Funktionen tauchen naturgemif in der Theorie der Mo-
dulformen auf, die beispielsweise in Tom Apostols Buch [12] behandelt werden.
Die Werte mancher speziell multiplikativer Funktionen treten ndmlich als Fourier-
Koeffizienten*’ von Modulformen auf. In Kapitel 6 des Buchs [12] wird ein Satz
von Erich Hecke*® bewiesen, der die Modulformen, die auf diese Weise mit spe-
ziell multiplikativen Funktionen verbunden sind, charakterisiert. Eine solche arith-
metische Funktion ist beispielsweise Ramanujans t-Funktion, die nicht mit der
Teilersummen-Funktion 7 verwechselt werden sollte (nur hier, in diesen Anmer-
kungen zu Kap. 1, steht 7 fiir Ramanujans t-Funktion). Srinivasa Ramanujan fiihrte
diese Funktion als Koeffizienten einer Potenzreihe iiber die Gleichung

oo

Zr(n) x"=x ﬁ (1 —xk)24

n=1 k=1

ein. Sowohl die Reihe als auch das Produkt konvergieren fiir | x| < 1. Die Definition
von t iiber eine Modulform lésst sich in Tom Apostols Buch [12, S. 20] finden;
darin [12, S. 92f] findet sich auch die Beweisidee dafiir, dass t speziell multiplikativ
ist mit B, = {;;. Das bedeutet also, erstens,

(P =) -p"(p)

fiir jede Primzahl p und alle natiirlichen Zahlen a, zweitens, fiir alle natiirlichen

Zahlen m und n
tmm)y = Y < (%) : (%) w(d)d"
d|(m;n)
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was auch von Kollagunta Ramanathan*® [317] bemerkt wurde, sowie, drittens,

Ty = Y d“r(%)

d|(m:n)

Aus dem Beweis von Satz 1.14 ((iv) = (i)) ergibt sich daher

T=81*%§2
mit vollstdndig multiplikativen Funktionen g; und g,, die auf Primzahlen p iiber

g12(p) == % (t(p) + Vr(p)? — 4p“)
definiert sind. Srinivasa Ramanujan vermutete [321], dass der Ausdruck unter der
Waurzel stets negativ ist. Diese Vermutung wurde von Pierre Deligne®® bewiesen,
siehe auch [12, S. 136].

Godfrey Hardy hat ein Kapitel seines Buchs [196] Ramanujans t-Funktion
gewidmet. Eine Ubersicht der Aussagen iiber T wurde von Frederick van der
Blij51 [36] erstellt, in welcher eine lange, wenn auch ldngst veraltete, Literaturiiber-
sicht enthalten ist. John Ewell’? hat in seinem Artikel [151] eine Formel fiir z(n)
gefunden, in welche diese als die Anzahl der Darstellungen einer natiirlichen Zahl
als Summe von 16 Quadraten eingeht.

Die Norm N( f) einer multiplikativen Funktion wurde durch Puliyakot Menon>?
in seinem Artikel [270], der Ramanujans t-Funktion behandelt, eingefiihrt. Die
Normen speziell multiplikativer Funktionen wurden von Ramakrishna Sivarama-
krishnan [375] untersucht.

Die Auswertung der Summe in Ubung 1.7 wird iiblicherweise Puliyakot Me-
non [271] zugeschrieben. Sie ist auch in einem allgemeinen Ergebnis von Eckford
Cohen [82] enthalten, worauf nochmals in den Anmerkungen zu Kap. 2 eingegan-
gen wird. Dieses Ergebnis wurde oft bewiesen und verallgemeinert, beispielsweise
in den Artikeln von K. Nageswara Rao®* [331], [338], Ramakrishna Sivarama-
krishnan [371], [374], S. Venkatramaiah® [503], T. Venkataraman>® [502], V. Sita
Ramaiah®’ [311] und I. M. Richards>® [349].

Die Funktion ¢y aus Ubung 1.21 wurde von Puliyakot Menon [272], sowie un-
abhingig von Harlan Stevens® [386] eingefiihrt. Diese Funktion, ebenso wie viele

49 Kollagunta Gopalaiyer Ramanathan (1920-1992)
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33 Puliyakot Kesava Menon (1917-1979)
34 K. Nageswara Rao

33 S. Venkatramaiah

3 T. Venkataraman

57V, Sita Ramaiah
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andere Funktionen, die mit Hilfe eines Polynoms oder einer Menge von Polynomen
definiert sind, wurden von Jayanthi Chidambaraswamy60untersucht [57], [59], [60],
[63].

Die grundlegenden Eigenschaften der Klee-Funktion 5y, die in Ubung 1.29 de-
finiert wurde, sind von Victor Klee [229] beschrieben worden; aus diesem Grund
trdgt sie seither seinen Namen, wenngleich jene auch bereits im Jahr 1900 durch
Franz Rogel®' untersucht wurde (vgl. hierzu [140, S. 134]). Wenige Jahre bevor Vic-
tor Klees Artikel erschien, wurde die Funktion &, durch Edward Haviland®? [198]
untersucht. Andere Eigenschaften von &} wurden von Paul McCarthy [249], K. Na-
geswara Rao [325], Upadhyayula Satyanarayana und K. Pattabhiramasastry®? [357]
sowie von A. C. Vasu® [489] publiziert.

Die Funktionen 7 und i, aus den Ubungen 1.32 und 1.33 wurden von Martin
Beumer® [35] und Ramakrishna Sivaramakrishnan [370] untersucht. Letztgenann-
ter bewies die Aussage, die t; 5 und die Klee-Funktion in Verbindung zueinander
setzt. Die Funktion 7; wurde sogar mehrere Male entdeckt, siche [140, S. 135,
S. 287 sowie S. 308].

Das Radikal aus Ubung 1.14 wurde von Severin Wigert®® [510] eingefiihrt
und ebenfalls von anderen Mathematikern, einschlieBlich Eckford Cohen [85]
und D. Suryanarayana®’ [431], betrachtet. Die Funktion §; aus Ubung 1.20
wurde ebenfalls von D. Suryanarayana untersucht [419]. Zu den ersten Unter-
suchungen der Schemmel-Funktion aus Ubung 1.23 wird auf Leonard Dicksons
Buch [140, S. 147] verwiesen. Eine Verallgemeinerung von ihr wurde durch
K. Nageswara Rao [329] vorgenommen. Die Verallgemeinerungen der Dedekind-
Funktion aus den Ubungen 1.34 und 1.35 wurden durch D. Suryanarayana [418]
und J. Hanumanthachari®® [190] eingefiihrt. Die (k, ¢)-Zahlen sowie die zugeho-
rigen arithmetischen Funktionen aus den Ubungen 1.92 bis 1.96 wurden durch
Mathukumalli Subbarao und V. C. Harris®® [399] definiert.

Die Bell-Reihen in den Ubungen 1.97 bis 1.102 wurden von Eric Bell [18] einge-
fiihrt. Die Bell-Reihen fiir arithmetische Funktionen, die von mehreren Argumen-
ten abhidngen, waren eines der wichtigsten Hilfsmittel fiir Ramaswamy Vaidyana-
thaswamy [484].
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