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2 Von Gipfeln und Télern - Differenzialrechnung fur Funktionen von mehreren Variablen

In Band 1, Kap. 6, haben wir das lokale Anderungsverhalten fiir Funktionen
von einer Variablen untersucht. Das zentrale Hilfsmittel war die Ableitung,
die wir uns als Tangentensteigung veranschaulichen konnten. Sie hatte sich
als nitzlich erwiesen, um beispielsweise Funktionen zu linearisieren oder
Extremwerte zu bestimmen. In diesem Kapitel werden wir untersuchen,
wie sich der Begriff der Ableitung zunachst auf reellwertige Funktionen mit
mehreren Variablen verallgemeinern |asst. Wir werden dann sehen, wie sich
dieses Handwerkzeug nutzen lasst, um beispielsweise in der Fehlerrech-
nung mithilfe des totalen Differenzials Fehler abschatzen zu kénnen oder
Extremwertaufgaben mit mehreren Variablen zu I6sen. Danach werden wir
uns mit implizit definierten Funktionen beschéaftigen und uns zum Abschluss
des Kapitels tiberlegen, wie wir die Ableitung auch fiir vektorwertige Funk-
tionen definieren kénnen.

2.1 Partielle Ableitungen

Wir betrachten zunichst eine einfache reellwertige Funktion f
mit zwei Variablen, die in Abb. 2.1 dargestellt ist:

fly) =2 +y.

Was geschieht, wenn wir uns eine der Variablen herausgreifen
und f nach dieser Variablen ableiten? Halten wir die Variable
y = yo fest, so hingt die verbleibende Funktion nur noch von x
ab. Es ergibt sich die eingezeichnete Schnittparabel

z2=f(x,y0) = + yo

als Graph. Man spricht von der Parameterlinie y = y,. Wenn
wir uns fiir die Steigung dieser Schnittkurve im Punkt (xg, yo) €
D interessieren, betrachten wir den Grenzwert

gim limf(xo + h,yo) _f(XO»)’O).

h—0 h

0.8

Abb. 2.1 Die Funktion f mit f(x,y) = x*> + y und die beiden Parame-
terlinien fiir x = 0.4 und y = 0.6

In unserem Beispiel ist

Sf(xo + h,yo) — f(x0.Y0)

& hl—I>I(1) h
— lim (xo + h)* + yo — x5 — yo
h—0 h
2xph + h?
Py h 0,

also genau die Ableitung der Schnittparabel im Punkt xy. All-
gemein sagen wir, eine Funktion f sei im Punkt (x, yo) partiell
differenzierbar nach x, wenn dieser Grenzwert existiert. Der
Grenzwert heifit partielle Ableitung von f nach x im Punkt
(x0, ¥0), geschrieben:

o o)
—(x0,y0) =g ——=¢
ox ox

oder  fi(x0.y0) = g.
Die partielle Ableitung f, (xo, yo) beschreibt also das Anderungs-
verhalten von f an der Stelle (xo, yo) in x-Richtung, wenny = y,
fest gelassen wird. Anders ausgedriickt gibt sie die Steigung der
Tangente parallel zur Ebene y = yo an das Schaubild von f im
Punkt (xo, yo) an.

Die partielle Ableitung nach y erhalten wir aus

of f(xo0,yo + 1) —f(x0,¥0)

il — 1
3 (x0, y0) lim

h
_hmx%-i-yo-i-h—(x(z)-i-yo) —
_h—>0 h T

Partiell differenzieren heiB3t nach einer
einzelnen Variablen ableiten

Entsprechende Uberlegungen kénnen wir natiirlich auch fiir
weitere Variablen anstellen, wenn f von mehr als zwei Variablen
abhéngt. Wir konnen also jede beliebige Variable herausgreifen
und nach ihr partiell differenzieren.

Definition: Partielle Differenzierbarkeit

Sei D C R” offen, X € D ein Punktund f : D —> R eine
skalarwertige Funktion.

= f heifit in X partiell nach x differenzierbar, j =

1,...,n, wenn der Grenzwert
af (x) o limf(fq, X+ R K) —f()
ij =0 h

existiert.
9 (2
];Lx) heiflt partielle Ableitung von f nach x; an der
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= Die Funktion f heift in X partiell differenzierbar,
wenn sie dort nach jeder Variablen x; partiell differen-
zierbar ist.

m Die Funktion f heiflt in D partiell differenzierbar,
wenn sie fiir alle ¥ € D partiell differenzierbar ist.

Diese Definition ist auf den ersten Blick einigermafen abschre-
ckend. Gliicklicherweise konnen wir partielle Ableitungen auch
ohne diese Definition ganz einfach mit den bekannten Techni-
ken der Differenziation berechnen.

Berechnung der partiellen Ableitung

= Um f; zu berechnen, werden alle Variablen auBer x; als
fest betrachtet (also wie Parameter behandelt), und der
Funktionsterm wird nach x; abgeleitet.

m Dabei gelten die iiblichen Ableitungsregeln, die aus
dem Eindimensionalen bereits bekannt sind.

Wir demonstrieren dieses Vorgehen an einigen Beispielen.
Beispiel
1. Fiir f(x,y) = x> + y aus dem obigen Beispiel ist
fi=2x und f,=1.
2. Fir f(x,y) = x- &’ + cos(xy) ist
fi =€ —ysin(xy) und f, =x-e’ —xsin(xy).
3. Fiir f(x,y,2) = x-y*> + 23 ist

fi=Y, f,=2xy und f, =37 <

Beispiel

Wir haben in Abschn. 1.1 erwidhnt, dass sich die Tem-
peratur T eines Punktes auf einer Herdplatte mit den
Koordinaten (x, y) zum Zeitpunkt ¢ als Funktion von drei
Variablen auffassen ldsst: T = T(x, y, t). Fiir eine kreis-
runde Herdplatte, die in der Mitte am wérmsten ist, ist
der Temperaturverlauf in Abb. 2.2 dargestellt. Auf der z-
Achse (d. h. nach hinten) ist am Rand zu erkennen, wie
sich die Platte im Lauf der Zeit abkiihlt.

Physikalisch gesehen bedeuten nun die partiellen Ablei-
tungen 7, bzw. T, die rdumliche und 7, die zeitliche
Anderungsrate der Temperatur. Befinden wir uns etwa
zum Zeitpunkt 7o im Punkt (xg, yp) und bewegen uns um
ein sehr kleines Stiick Ay nach unten, so dndert sich die
Temperatur ungefihr um den Betrag Ty (xo, Yo, ) - Ay.
Verbleiben wir hingegen am Ort (xg, yo), so dndert sich

2.1 Partielle Ableitungen

dort die Temperatur in der sehr kurzen Zeitspanne At
ndherungsweise um 7 (xo, Yo, fo)- At. Die partiellen Ablei-
tungen erlauben uns also genau wie im Eindimensionalen,
das Anderungsverhalten des Funktionswertes bei Ande-
rung einer einzelnen Variablen zu beschreiben.

Y

T(Xo,Yo,to+At)

T(Xo,Y0,to)

Abb. 2.2 Die ortliche Temperaturverteilung zum Zeitpunkt =
0 sowie der zeitliche Temperaturverlauf am Rand der Herdplatte
<

Beispiel

Betrachten wir das schwingende Seil mit der vom Ort
x € [0,L] und der Zeit r > 0 abhidngenden Auslenkung
u(x, ), so konnen wir uns u,(xo, fo) als die ortliche An-
derung der Auslenkung (also die Steigung des Seiles) an
einer bestimmten Stelle xy zu einem festen Zeitpunkt #,
vorstellen. Die partielle Ableitung u,(x, fo) gibt die zeit-
liche Anderung der Auslenkung an einer festen Stelle x,
zu einem bestimmten Zeitpunkt 7y an. Sie sagt uns also,
mit welcher Geschwindigkeit (der Physiker spricht hier
von der Schnelle) sich das Seil an einer bestimmten Stel-
le auf und ab bewegt.

Abb. 2.3 Die Auslenkung u(x, 7) eines sinusformig schwingen-
den Seiles in Abhéngigkeit vom Ort x und der Zeit ¢ <
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2 Von Gipfeln und Télern - Differenzialrechnung fur Funktionen von mehreren Variablen

Mehrfaches Differenzieren ergibt hohere
partielle Ableitungen

Wenn wir eine Funktion nach einer beliebigen Variablen par-
tiell abgeleitet haben, ist das Ergebnis wieder eine Funktion.
Diese konnen wir selbstverstiandlich wieder nach jeder beliebi-
gen Variablen ableiten und erhalten so eine partielle Ableitung
zweiter Ordnung. Formal erhilt man fiir eine Funktion von
zwei Variablen die folgenden vier partiellen Ableitungen:

d (of\ _ Pf a(of\ _ O
a(a)—@—fm a(@)—m—fw

d [of *f — d [of _82f_f
dy \ dx T gy e
Es ist zu beachten, dass die Reihenfolge der Ableitung bei der 0-

- dydx T 9y?
Schreibweise von rechts nach links zu lesen ist, bei der ,,Index“-
Schreibweise hingegen von links nach rechts. So bedeutet die

Notation
Ff 8 (¥
axdy  ox \dy)’

dass auf f zunidchst die Rechenoperation ,,Ableiten nach y* und
auf das Ergebnis dann die Operation ,,Ableiten nach x* ange-
wandt wird. Andererseits ist die Schreibweise

ngx = (]g)x

so zu verstehen, dass zunichst £, gebildet wird und das Ergeb-
nis dann nach x differenziert wird. Wie wir bald sehen werden,
ist die Reihenfolge in der Praxis aber meist ohnehin nicht von
Bedeutung.

dy

Auf die gleiche Weise konnen wir partielle Ableitungen noch
hoherer Ordnung definieren, z. B.

3y (O Pf I (O
J— —_— = = f;c),y7 _— —2 = fyyxv cae
dy \ dydx dydyox ox \ dy

Beispiel

1. Fiir die Funktion f mit f(x,y) = x> + y haben wir

fe = 2x,
H=1

also fiu=2 und f, =0,
also f,, =0 und f, =0.

2. Fiir die Funktion £ mit f(x) = y> sinx ist

fi = y*cosx,
also  fix = —y2 sinx und f, = 2ycosx,
fy = 2ysinx,
also f,, =2ycosx und f, = 2sinx.
In Abb. 2.4 sind die Zusammenhinge zwischen der

Funktion und ihren partiellen Ableitungen dargestellt.
D |

#yz sin x
9 o
Jdx oy
fX=y2 cos X fy=2y sin x
9 9 9 9
0Xx oy 0 X ay
fXX=_ sin x fxy=2y cos X fyx=2y cos X fyy=2 sin x

Abb. 2.4 Der ,,Stammbaum* der partiellen Ableitungen von f

In beiden Fillen ist f;, = f;, es scheint also ohne Belang zu
sein, in welcher Reihenfolge wir ableiten. Ist das Zufall?

Der Satz von Schwarz: Es ist egal, in welcher
Reihenfolge wir ableiten

Dass es bei fast allen praktischen Anwendungen nicht auf die
Reihenfolge der partiellen Ableitung ankommit, ist die Aussage
des wichtigen Satzes von Schwarz.

Satz von Schwarz

Sei D C R” offen, f : D — R zweimal stetig differen-
zierbar (d. h. alle moglichen partiellen Ableitungen bis zur
zweiten Ordnung seien stetig). Dann gilt

Pre)  0f(x)
0x; 0x; - 0x; Ox;

firalle xeD, i,j=1,...,n,

d. h., die gemischten Ableitungen sind vertauschbar.

Quasi alle Funktionen, die uns im ,tiglichen Leben begegnen,
erfiillen die Voraussetzungen des Satzes von Schwarz. Im ma-
thematischen Hintergrund 2.1 findet der interessierte Leser ein
Beispiel einer Funktion, bei der fy, # f. ist.

Durch wiederholte Anwendung des Satzes von Schwarz ldsst
sich zeigen, dass auch zwei partielle Ableitungen der Ordnung
m > 2 gleich sind, wenn f eine m-mal stetig differenzierba-
re Funktion ist und beide Male jeweils gleich oft nach den
einzelnen Variablen abgeleitet wurde, vollig egal in welcher
Reihenfolge dies geschehen ist. Beispielsweise gilt

fxxy = fxyx = fvxx~
Wir fassen dieses Ergebnis zusammen:

Fiir eine Funktion f, deren partielle Ableitungen bis zur m-
ten Ordnung stetig sind, sind diese partiellen Ableitungen nicht
abhingig davon, in welcher Reihenfolge partiell differenziert
wurde.



Wir betrachten die Funktion f : R2 — R aus Abb. 2.5 mit

2

xz—y
. & 0,0),
NIy (x.y) # (0.0)

0, (x,y) = (0,0).

Wir haben bereits im mathematischen Hintergrund 1.1 ge-
zeigt, dass diese Funktion stetig ist. Nun schauen wir uns
ihre partiellen Ableitungen an: Da f(x,0) = f(0,y) = 0 ist,
verschwinden in (0, 0) die partiellen Ableitungen: f,(0,0) =
£(0,0) = 0. In allen anderen Punkten, d.h. (x,y) # (0,0),
ist

fley) =

2y 4222
fo=y (x2 e +y2)2)
und

2y’ 422y
b= (x2 +? @ +y2)2) '
Also ist

_ 3
fy(0,0) = 1inaw — lim—L —
y—)

y=>0 y
und
,0) —£,(0,0 3
£2(0,0) = limM _ lim)% -1
x—0 X x—0 X7

2.1 Mathematischer Hintergrund: Eine Funktion mit f,, # f,

2.2 Differenzierbarkeit

In diesem (zugegebenermaflen ziemlich weit hergeholten)
Beispiel stimmen also f,, und £ nicht iiberein. Folglich miis-
sen die Voraussetzungen des Satzes von Schwarz verletzt
sein. In der Tat sind hier zweite Ableitungen in (0, 0) nicht
stetig.

RS
NI
QRARK
R
%

Abb. 2.5 Die Funktion f sieht harmlos aus, hat es aber in sich

2.2 Differenzierbarkeit

Eine differenzierbare Funktion von einer Variablen konnten
wir mithilfe ihrer Ableitung linearisieren, also die Tangente in

1r
0.9}
y = f(x)
0.8}

0.7r

0.6

0.5
Ay = f'(x,)Ax

oat o fx)

0.3F
0.2f

01F X,

0 ! ! ! ! I ! ! ! ! J

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abb. 2.6 Linearisierung einer Funktion von einer Variablen durch die
Tangente

einem bestimmten Punkt bestimmen. (Abb. 2.6). Die Tangen-
tengleichung lautete

y = f(x0) + f'(x0) (x — x0).

Anders ausgedriickt: Die Ableitung f”(xo) dient als Faktor, der
eine Anderung Ax = x — xg in x-Richtung linear in eine Ande-
rung in y-Richtung (Funktionswertdnderung auf der Tangente)
L.ibersetzt*:

Ay = f'(xo) - Ax.

Zur Erinnerung: Eine Funktion f von einer Variablen ist ge-
nau dann differenzierbar an der Stelle xy, wenn wir im Punkt
(x0,f(x0)) die Tangente an das Schaubild von f bestimmen kon-
nen. Dies ist dann moglich, wenn das Schaubild an der Stelle x
glatt ist, also keinen ,,Knick* aufweist.

Die Tangentialebene linearisiert Funktionen
von zwei Variablen

Wir wenden uns Funktionen von zwei Variablen zu. Das Schau-
bild einer solchen Funktion f ist bekanntlich ein Fldchenstiick
im Raum. Wenn wir sie an einer bestimmten Stelle (xo, yo) € R?
linearisieren wollen, lduft das anschaulich darauf hinaus, die
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2 Von Gipfeln und Télern - Differenzialrechnung fur Funktionen von mehreren Variablen

Tangentialebene an das Schaubild in (xg, yo,f(x0,Y0)) zu be-
stimmen.

Definition: Differenzierbarkeit im R

Eine Funktion f von zwei Variablen heif3t differenzierbar
an der Stelle (xp, yo), wenn im Punkt (xo, yo,f(x0, o)) die
eindeutige Tangentialebene an das Schaubild von f exis-
tiert. Dies ist der Fall, wenn das Schaubild an der Stelle
(x0, yo) glatt ist, also keine ,,Spitzen* oder ,,Grate” wie in
Abb. 2.7 aufweist.

Abb. 2.7 An Spitzen oder Graten kann man keine Tangential-
ebenen legen, sie wiirden ,,wegkippen‘

Die Idee ist in Abb. 2.8 skizziert. Bewegen wir uns nur in
x-Richtung von der Stelle (xo, yo) weg, so dndert sich der Funk-
tionswert auf der x-Tangente (in der Abbildung rot) um

S (xo, y0) (x — xo0).

Bewegen wir uns hingegen in y-Richtung von der Stelle (xq, yo)
weg, so dndert sich der Funktionswert auf der y-Tangente (in der
Abbildung blau) um

S (x0, ¥0) (y = Yo).

Abb. 2.8 Linearisierung einer Funktion von zwei Variablen durch die
Tangentialebene. Diese wird aufgespannt durch die Tangenten in x-
Richtung (rof) und in y-Richtung (blau)

Wenn wir diese beiden Anderungen zusammenfassen und zum
Funktionswert in (xo, yo) addieren, erhalten wir die Gleichung
der Tangentialebene:

z = f(x0,Y0) + fx(xX0. y0) (x — x0) + fy(x0.Y0) (¥ — Yo)-

Definition: Tangentialebene

Ist die Funktion f an der Stelle (xo, yo) differenzierbar, so
lautet die Gleichung der Tangentialebene

T : z = f(x0.y0) + fx(x0.y0) (x — x0) + f;(x0. Y0) (y — Yo)-

Mithilfe der Tangentialebene kénnen wir also das Anderungs-
verhalten einer Funktion in der Nihe einer bestimmten Stelle
(x0, ¥0) beschreiben und Néherungswerte fiir die Funktionswer-
te bestimmen.

Beispiel

Wir bestimmen die Tangentialebene der Funktion f mit
f(x,y) = x*y? an der Stelle (xo, yo) = (1,2). Dann ist

fo=32%" f, =22y,
und damit
f(,2) =4, f(1,2) =12 f/(1,2) =4.
Also ist die Tangentialebene in (1, 2)
T:z=4+12(x—1)+4@H—2).

Wenn wir uns nun z. B. fiir den Funktionswert £(0.9, 2.1)
interessieren, konnen wir mit der Tangentialebene sehr
einfach (sogar im Kopf) einen Naherungswert berechnen:
f(0.9, 2.1) ~ T(0.9, 2.1) =4+ 12(09—-1) +4(2.1 —
2) =4 — 1.2 4+ 0.4 = 3.2. Der wahre Funktionswert wi-
re £(0.9, 2.1) = 0.93-2.1> = 3.21489 gewesen — dazu
braucht man aber einen Taschenrechner. |

Von der Tangentialebene zur Ableitung

Wir schreiben die Gleichung der Tangentialebene nun etwas um,
indem wir die partiellen Ableitungen in der 1 x 2-Matrix A =

(fx(xo, yo) Jy(xo, yo)) zusammenfassen:

T : z = f(x0.y0) + fx(x0.y0) (x — x0) + f3(x0. y0) (y — Yo)

=f(xo,yo)+A-( o )
Y—Yo



Die Situation ist hier ganz dhnlich wie bei einer Funktion von
einer Variablen: Zum Funktionswert am ,,Aufpunkt* wird eine
lineare Anderung addiert, die sich jetzt als Produkt der Matrix
A mit dem ,,Abweichungsvektor*

=(0)-()

ergibt. Die Matrix A ibernimmt nun also die Rolle der Ablei-
tung, und wir konnen schreiben:

T : z = f(x0.y0) + fx(x0.y0) (x — x0) + f; (X0, y0) (y — Yo)

— X
—Yo

= f(x0.y0) + f'(x0. Y0) - ( ;

= f(x0.y0) + f'(x0. y0) - h.

Definition: Ableitung im R?

Ist die Funktion f an der Stelle (xo, yo) differenzierbar, so
ist ihre Ableitung die 1 x 2-Matrix

f'(x0.y0) = (fx(xO»)’O) fy(xo,)’o))-

Wie schon im Eindimensionalen ,iibersetzt also die Ablei-
tungsmatrix eine Anderung k im Funktionsargument linear in
die ndherungsweise Anderung des Funktionswertes:

Az=f"-h.

Die Ableitung fiir Funktionen von mehreren
Variablen ist eine Matrix

Dieses Konzept ldsst sich nun leicht auf Funktionen mit noch
mehr Variablen verallgemeinern.

Definition: Differenzierbarkeit im R”

Eine Funktion f : R” D D — R heiflit differenzierbar an
der Stelle xo € D, wenn sie dort linearisierbar ist, d. h.,
die eindeutige Tangentialndherung (die ,,n-dimensionale
Tangentialebene*)

T:z=f(xp) +f (x0) - (x —x0)

existiert.

Achtung f’(xp) ist eine (1 x n)-Matrix und x — x( ein Vektor.
Das Produkt in der obigen Darstellung ist also im Sinne eines
Matrix-Vektor-Produkts zu verstehen.

Fiir Funktionen mit einer Variablen ist die Tangentialnéhe-
rung eine Gerade (ndmlich die Tangente), fiir Funktionen mit

2.2 Differenzierbarkeit

zwei Variablen eine Ebene (die oben erkldrte Tangentialebe-
ne). Allgemein ist die Tangentialndherung im R” eine n —
1-dimensionale Ebene, eine sog. Hyperebene — allerdings kann
man sich dieses Gebilde fiir Funktionen mit mehr als zwei Va-
riablen nicht mehr anschaulich vorstellen. Dennoch erlaubt uns
die Tangentialndherung, die Funktion f in der Nihe von x( durch
eine lineare Funktion zu approximieren.

Beispiel
: . . x+y
Fiir die Funktion f : R® — R mit f(x,y,z) = ist
1 2y x4+
==, f=— und fi=-——F—.
Z Z Z

An der Stelle xg = (x0,y0,20) = (1,3,2) haben wir
f(1,3,2) = 5 sowie die partiellen Ableitungen

£(1,3.2) =05, £(1.3.2) =3, £(1.3,2) = -25.

Als Tangentialndherung erhalten wir

x—1
T:u=5+(0.5 3 —2.5)- g
z—2

=05+ 0.5x + 3y —2.5z.

Eine Approximation fiir den Funktionswert beispielswei-
se an der Stelle x = (1.1,2.9,2.1) ist damit

u=05+05-11+3-29-25-21=45.

Das ist eine ziemlich gute Néherung fiir den wahren
Funktionswert

1.1+2.92

£(1.1,2.9,2.1) = = 4.529. <

Nun ist es nicht mehr schwierig, den Begriff der Ableitung
auf Funktionen von noch mehr Variablen zu verallgemeinern.
Um den Abweichungsvektor B = x — xy € R” linear in eine
Funktionswertidnderung zu iibersetzen, miissen wir ihn mit einer
1 x n-Matrix multiplizieren, die analog zur Ableitungsmatrix fiir
Funktionen von zwei Variablen aufgebaut ist.

Definition: Die Ableitung im R"

Ist die Funktion f : R" — R differenzierbar im Punkt
xo € R”, so ist ihre Ableitung dort eine 1 x n-Matrix,
ndmlich

0 0 ki)
f’(xo)Z(a—i(xo) 8—){2(360) a_i("‘”)'
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2 Von Gipfeln und Télern - Differenzialrechnung fur Funktionen von mehreren Variablen

Diese Ableitungsmatrix iibersetzt wiederum die Anderung % im
Argumentvektor (xi, ..., x,) in eine Funktionswertinderung

f'(x0)-h

auf einer verallgemeinerten ,,Tangentialebene®, auch wenn wir
uns diese fiir Funktionen von mehr als drei Variablen nicht mehr
bildlich vorstellen konnen.

Differenzierbarkeit ist mehr als die Existenz
der partiellen Ableitungen

Bisher haben wir Differenzierbarkeit ziemlich anschaulich als
,.Linearisierbarkeit” definiert und uns iiberlegt, dass eine dif-
ferenzierbare Funktion ,.glatt sein muss, ihr Schaubild also
beispielsweise keine Spriinge, Kanten, Spitzen oder Grate haben
darf. Wie konnen wir nun erkennen, ob eine gegebene Funktion
an einem bestimmten Punkt x differenzierbar ist? Es leuch-
tet ein, dass zundchst einmal alle partiellen Ableitungen in x¢
existieren miissen, wenn f dort differenzierbar sein soll — sonst
konnten wir die Ableitungsmatrix A gar nicht hinschreiben.
Allerdings reicht das noch nicht aus. Im mathematischen Hinter-
grund 2.2 zeigen wir eine Funktion, deren partielle Ableitungen
zwar alle existieren, die aber trotzdem nicht differenzierbar ist.

Dieses Beispiel zeigt, dass Differenzierbarkeit im R” mehr bein-
haltet als nur die Existenz der partiellen Ableitung - wir miissen
noch weitere Forderungen stellen. Leider erweist sich deren
praktische Anwendung als ziemlich unhandlich. Wir behan-
deln daher fiir den interessierten Leser die exakte Definition im
mathematischen Hintergrund 2.3 und erwéhnen hier nur ein hin-
reichendes Kriterium.

Hinreichendes Kriterium fiir Differenzierbarkeit im R”

Sind alle partiellen Ableitungen der Funktion f auf der of-
fenen Menge D C R” stetig, so ist f in jedem Punkt in D
differenzierbar.

Die meisten Funktionen, die uns im téglichen Leben begegnen,
besitzen gliicklicherweise stetige partielle Ableitungen.

Beispiel

Fiir die bereits bekannte Funktion f mit f(x,y,z) =
2

sind die partiellen Ableitungen

1 2y x4
== f=— ud fi=-——
b4 b4 b4

auf dem gesamten Definitionsbereich stetig, also ist f dort
differenzierbar. <

Das totale Differenzial ist eine Naherung
fiir die Funktionswertanderung

Betrachten wir die Gleichung der Tangentialndherung etwas ge-
nauer, so stellen wir fest, dass stets zum Funktionswert im Punkt
X (dem ,,Aufpunkt* der Tangentialebene) der ,,Zuwachs* auf der
Tangentialebene, ndmlich

dz=f'(®)- (x—%)
oder, ausgeschrieben,

dz = fo, () (x1 —X1) + fr, @) (2 — X2) + .. + fo, @) (x — )
N—— N—— N——
Axg Axy Axp

addiert wird. Die Terme Ax; = x; — X] usw. geben an, wie
weit wir uns in den einzelnen Achsen vom ,,Aufpunkt“ ¥ ent-
fernt haben. Sie werden auch als ,,Zuwichse® in den einzelnen
Variablen bezeichnet - was genau genommen nicht ganz korrekt
ist, weil sie ja auch negativ sein konnen.

Dieser ,,Zuwachs auf der Tangentialebene* ist so wichtig, dass
er einen eigenen Namen bekommen hat.

Definition: Totales Differenzial

Istf : R” — R an der Stelle x differenzierbar, so heifit
dz = fo, ®) Axy + fr, ®)Axz + ... + fi,(X) Ax,

totales Differenzial von f an der Stelle X zu den Zuwiéch-
sen Ax; bis Ax,,.

Fiir eine Funktion von 2 Verénderlichen ist also das totale Diffe-
renzial im Punkt (xo, yo) zu den Zuwéchsen Ax und Ay gegeben
durch

dz = fi(x0,Y0) Ax + f,(x0, yo) Ay

und beschreibt die Anderung des Funktionswertes auf der Tan-
gentialebene.

Dieser Zuwachs ist zumindest fiir kleine Zuwéchse Ax und Ay
eine recht gute Niherung fiir die tatsdchliche Anderung des
Funktionswertes

Az = f(xo + Ax,yo + Ay) — f(x0, y0).

Allerdings ist das totale Differenzial meist erheblich einfacher
auszuwerten als die Funktion selbst, weshalb man das An-
derungsverhalten von Funktionen gerne mithilfe des totalen
Differenzials untersucht.

Beispiel

Wir betrachten nochmals die Funktion f mit f(x,y) =
x3y? an der Stelle (xg,yo) = (1,2). Dann ist das totale
Differenzial im Punkt (1,2) zu den Zuwichsen Ax und
Ay gegeben durch

dz=12(x—1) +4(y —2) = 12Ax + 4Ay. <



barkeit

Die Funktion f aus Abb. 2.9 mit

xeyT)ﬂ’ (X,y) # (090)’
0, (x.y) = (0,0),

fley) =

ist bereits eine alte Bekannte. Wir wissen, dass sie in (0, 0)
nicht stetig ist. Deshalb kann sie dort erst recht nicht diffe-
renzierbar sein. Aber es ist f(x,0) = £(0,y) = 0, also

[0 =100y, 0,

x—0 X

£:(0.0) = lim

und

£0.9) 0,00 _ 0 _ 4

0,0) = lim
fy( ) y—0 y y—=>0y

Also ist f in (0, 0) nicht differenzierbar, obwohl dort beide
partiellen Ableitungen existieren.

2.2 Mathematischer Hintergrund: Existierende partielle Ableitungen, aber keine Differenzier-

2.2 Differenzierbarkeit
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Abb. 2.9 In (0, 0) istf nicht stetig, geschweige denn differenzierbar

Wir betrachten einen Punkt xo = (x1,...,%,), in dem
alle partiellen Ableitungen existieren, sowie einen ,,Abwei-
chungsvektor“ h = (hy, ..., h,) und versuchen, f zu lineari-
sieren:

FEo-+ ) = F50) + 2 (elhy -+ 2 (o) + 1),
X1 0x;,

Wenn nun fiir kleiner werdendes h der Rest r(h) so schnell

gegen 0 geht, dass sogar Vll}mo % = 0 ist, also

[0 + ) = f(x0) = - (xo)h — ... — 5= (xo)
lim 7 =0

)

|h|—0

-
2.3 Mathematischer Hintergrund: Differenzierbarkeit im R”

so heilit f differenzierbar in x,. Die Ableitung ist dann die
(1, n)-Matrix

A= (L) Lo L (x0)).

Wir haben hier ein Konzept ,,heriibergerettet”, das uns bereits
bei der Ableitung im Eindimensionalen begegnet ist: Auch
dort musste die Abweichung r(h) zwischen dem Funktions-
wert f(xo + /) und der Niherung f'(x) + /" (xo) - & so schnell
gegen 0 gehen, dass sogar r(h)/h — 0 geht, wenn A im-
mer kleiner wird. Wir kommen darauf in Abschn. 2.3 zuriick,
wenn wir die Taylor-Formel ausfiihrlich behandeln.

An diesem Beispiel ist einfach zu erkennen: Das totale Differen-
zial ist nichts weiter als die Tangentialndherung, bei welcher der
Funktionswert im Aufpunkt” weggelassen wird. Uns interes-
siert in diesem Fall nicht der Funktionswert auf der Tangential-
ebene, sondern nur die Abweichung (der ,,Zuwachs*) beziiglich
des Aufpunktes.

Das totale Differenzial ist niitzlich
bei der Fehlerrechnung

Das totale Differenzial spielt eine wichtige Rolle bei der Feh-
lerrechnung in der Physik. Dabei geht es darum, den Einfluss

von Fehlern in den Messdaten auf das Ergebnis einer Formel
abzuschitzen. Héingt unsere Formel beispielsweise von zwei
Messgroflen - sagen wir x und y - ab, fiir die wir die Werte x
und y, messen, so erhalten wir das Ergebnis f(xo, yo). Leider
sind Messungen stets mit Fehlern behaftet. Die tatsdchlichen
Werte x = xop + Axund y = yo + Ay weichen um gewisse
Betridge Ax bzw. Ay ab, die wir natiirlich nicht kennen, sondern
nur abschitzen konnen. Zu diesen Werten gehort das eigentlich
richtige Ergebnis f(xg + Ax, yo + Ay). Wir wollen nun die Ab-
weichung (d. h. den absoluten Fehler)

[Az| = |[f(xo + Ax, yo + Ay) — f(x0, yo)|

abschitzen. (Die Betragsstriche setzen wir deshalb, weil uns nur
die Grofle, nicht aber das Vorzeichen des Messfehlers interes-
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siert). Hier kommt nun das totale Differenzial ins Spiel. Fiir
hinreichend kleine Abweichungen diirfen wir ndmlich Az durch
dz ersetzen:

|Az| &~ |dz| = |fi(x0, y0) Ax + fy(x0, o) Ay
< [fx(xo, yo) Il Ax| + [f5(x0. yo) || Ayl

Im letzten Schritt haben wir die Dreiecksungleichung ange-
wendet. Die Fehler in den Messdaten werden also mit den
Betrigen der partiellen Ableitungen gewichtet und aufaddiert.
Die Betragsstriche bewirken, dass sich Fehlerbestandteile mit
verschiedenem Vorzeichen nicht einfach ,,wegheben* kénnen —
schlieBlich sind wir an einer Worst-Case-Abschitzung interes-
siert.

Wir demonstrieren dieses Vorgehen zunichst an der Messung
des Volumens eines Kegels.

Beispiel

Ein kegelformiger Behilter mit Radius » und Hohe 4 hat
bekanntlich das Volumen V(r,h) = %rzh. Der Radi-
us wird mit » = 10 £ 0.1 cm gemessen, die Hohe mit

50 £+ 0.3 cm. In welchem Bereich liegt das tatséchliche
Volumen?

Mit den gemessenen Werten ergibt sich das Volumen V =
5236 cm?. Fiir die fehlerbedingte Abweichung nach unten
und oben erhalten wir

Y% v
AV~ dv = L ar+ A,
or 7 an
also
2 T,
AV] < | Zorh| |ar] + ‘Er ‘ |AK|

2
7”50- 10‘ 0.1 + (%102( 0.3 = 136.1 cm?,

Also liegt das tatsédchliche Volumen im Intervall

5236 + 136.1 cm>. <

Fast wie im Eindimensionalen:
Die Ableitungsregeln

Die einfachsten Ableitungsregeln im Eindimensionalen sind
die Summen- und die Faktorregel. Auch fiir Produkte und
Quotienten reellwertiger Funktionen gelten entsprechende Ab-
leitungsregeln.

Summen- und Faktorregel

Sind die Funktionen f,g : R” — R an der Stelle x dif-
ferenzierbar, so gilt dies auch fiir f 4+ g und A - f, und es
gilt

(f+8) ) =f(x) + &' (x)

sowie

A @x) =A-f'(x),A €R.

Ebenso einfach verallgemeinern wir die Produkt- und die Quo-
tientenregel.

Produkt- und Quotientenregel

Sind die reellwertigen Funktionen f, g an der Stelle x €
R” differenzierbar, so gilt dies auch fiir f- g, und wir haben

(-8 (x) =fx)g x) + gx)f (x).
Gilt zudem noch g(x) # 0, so ist

I\ g@f () —f(x)g (x)
-] x) = 5 .
g g*(x)

Beispiel

Wir betrachten die Funktionen f und g mit f(x, y) = x> +
y? und g(x,y) = x — y. Es gilt f'(x,y) = (2x 2y> und

gx,y) = (1 —1). Damit ist mit der Produktregel
ey = +P (1 —1)+ -y (2x 2)
= (3x2 — 2y +y* —x% + 2xy— 3y2> .
Bei direkter Rechnung mit
(F-oy) =x +x7° -y =
erhalten wir
(Fey@y) = (3¢ -2 +y 209-2-32).

Fiir den Quotienten /g = (x> + y?)/(x — y) gilt entspre-
chend

\ (x—y) (2x 2y> — (22 (1 —1)
(g) (o) = (x—y)?
! ()62—2xy—y2 x2+2xy—y2).

BCEDE
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