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2 Funktionen

In diesem Kapitel behandeln wir das Konzept der Funktion und diskutieren
qualitative Eigenschaften von Funktionen. Danach stellen wir die wichtigs-
ten Funktionen vor, die in den Ingenieurwissenschaften bendtigt werden.

2.1 Grundlegende Begriffe und

Eigenschaften

Funktionen sind ein grundlegendes Werkzeug, um voneinander
abhingige physikalische GroBen darzustellen, z. B. die Ande-
rung der Spannung an einer elektrischen Komponente im Laufe
der Zeit, die zeitliche Anderung des Drehwinkels in einem
Motor oder die Anderung einer Signalstirke in Abhingigkeit
sowohl von der Zeit als auch vom Ort.

Eine Funktion ordnet einer EingangsgroBe
genau eine AusgangsgroBe zu

Eine Funktion ist eine Vorschrift, die einer gegebenen Ein-
gangsgrofle eine eindeutig bestimmte Ausgangsgrofle zuordnet.
Salopp gesprochen kann eine Funktion verstanden werden als
ein Mechanismus, der aus einer gegebenen Eingangsgrofie ge-
nau eine Ausgangsgrofie produziert (Abb. 2.1).

Achtung Gibt es zu einer EingangsgroRe mehr als eine Aus-
gangsgrofle, handelt es sich nicht um eine Funktion. <

Definition

Eine reelle Funktion f ist eine Abbildung, die jeder re-

ellen Zahl x € D C R eindeutig eine reelle Zahl y =

f(x) € R zuordnet. Man spricht auch von einer Funktion

f in Abhéngigkeit von x und bezeichnet dies mit
f:D—>R, y=f(x).

Die Variable x wird als Argument oder als unabhangi-

ge Variable und die Variable y als Funktionswert oder

als abhiingige Variable bezeichnet. D heifit Definitions-
menge oder Definitionsbereich der Funktion. Die Menge
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Abb. 2.1 Die Funktion ,,Quadriere die Eingangsgrofie* produziert aus
einer gegebenen EingangsgroBe x genau eine AusgangsgroBe x
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Abb. 2.2 Funktionsgraph der Funktion ,,Quadriere die Eingangsgro-
Be“. Die Eingangsgrofle wird auf der horizontalen Achse und die
AusgangsgroBle auf der vertikalen Achse aufgetragen. Das Schaubild
ist eine Parabel

W = {f(x)]x € D} heiBt Wertemenge oder Wer-
tebereich der Funktion. Mitunter schreibt man fiir den
Wertebereich W = f(D). Hierdurch wird betont, dass die
Menge D vermoge f auf die Menge W = f(D) abgebildet
wird.

Reelle Funktionen y = f(x) konnen in einem rechteckigen
(kartesischen) Koordinatensystem grafisch dargestellt werden.
Die Eingangsgrofie wird auf der horizontalen Achse (Abszisse)
und die AusgangsgroBe auf der vertikalen Achse (Ordinate)
aufgetragen (Abb. 2.2).

Das Entscheidende dabei ist die Vorschrift; die verwendeten
Bezeichnungen sind nicht wesentlich. Ubliche mathematische
Bezeichnungen sind x fiir die Eingangsgrofle, y fiir die Aus-
gangsgrofe und f fiir die Funktion. In konkreten Problemen
werden in der Regel problemspezifische Bezeichnungen, also
auch andere Buchstaben als x und y, verwendet.

Lineare Funktion und Normalparabel
= Die lineare Funktion ist gegeben durch
y=f@) =m-x+b
mit Steigung m und y-Achsenabschnitt . Der Defi-
nitionsbereich ist D = R, und der Wertebereich ist

W = R (Abb. 2.3).
= Die Normalparabel besitzt die Funktionsgleichung

y=fx) =+

mit Definitionsbereich D = R und Wertebereich W =
[0, c0) (ADbb. 2.4). <

Ohmsches Gesetz: Funktionaler Zusammenhang

Flief3t ein elektrischer Strom / durch einen ohmschen Wi-
derstand R, so fillt nach dem ohmschen Gesetz an R die
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Abb. 2.3 Lineare Funktion y = m - x + b, hier mit m = % und b =2
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Abb. 2.4 Normalparabel y = x>
Spannung
U=R-I @.1)

ab. Der Spannungsabfall U hingt von R und von [ ab.
Interessieren wir uns fiir die Abhangigkeit der Spannung
U vom Strom I, so beschreibt (2.1) die Funktion

Ul =R-1.

Jedem Strom / wird die Spannung U([) zugeordnet, der
Widerstand R bleibt fest.

Das Schaubild dieser Funktion ist in Abb. 2.5 in einem
rechteckigen Koordinatensystem dargestellt. Die unab-
héingige Variable / wird auf der horizontalen Achse abge-
tragen, der Funktionswert U, d. h. die abhéngige Variable,
wird auf der vertikalen Achse abgetragen. Das Bild von
U(I) ist eine Gerade mit der Steigung R.

Man kann aber auch danach fragen, wie der Strom bei
konstanter Spannung vom Widerstand abhingt. Lost man
(2.1) nach I auf, erhdlt man I = %. Bei konstanter Span-
nung erhdlt man also die Funktion

I(R) = %.
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Abb. 2.5 Die funktionale Abhingigkeit der Spannung U vom Strom /
bei festem Widerstand R. Zum Strom / ergibt sich die Spannung U(ly)

Hier darf man fiir R nicht alle reellen Zahlen einsetzen.
Aus formalen Griinden kann man nicht R = 0 einsetzen,
da dies zu einer Division durch O fiihren wiirde. Es ist
physikalisch nicht sinnvoll, negative Werte fiir R einzuset-
zen, denn Widerstédnde sind nichtnegativ. Deshalb ist fiir
eine Funktion nicht nur der Funktionsausdruck /(R) = %
wichtig, sondern auch der Definitionsbereich, d.h. die
Teilmenge D der reellen Zahlen, aus der man die Werte
der unabhéngigen Variablen, hier R, nimmt. Man schreibt

Das Bild ist eine sog. Hyperbel (Abb. 2.6).

U
IR)=—, R>0.
® =&

Achtung Die Rolle der abhéngigen und unabhingigen Varia-
blen kann sich dndern, je nachdem, unter welcher Fragestellung
man ein Problem betrachtet. Sowohl mathematisch formale
Griinde als auch anwendungsbezogene Uberlegungen knnen
dazu fiihren, dass der Definitionsbereich einer Funktion einge-
schriankt werden muss.

Iy
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Abb. 2.6 Interessiert man sich fiir die Abhidngigkeit des Stromes vom
Widerstand bei konstanter Spannung, erhélt man einen anderen funk-
tionalen Zusammenhang als in Abb. 2.5. Hier muss zusitzlich der
Definitionsbereich eingeschriankt werden
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Funktionale Zusammenhange werden
auf verschiedene Arten dargestellt

Funktionen konnen unterschiedlich angegeben werden. Am
hiufigsten ist die bisher verwendete explizite Darstellung
durch einen nach der abhingigen Variablen aufgelosten Aus-

druck wiez.B.y = f(x) = V1 —x2, -1 <x < L.

In der Praxis werden Sie hidufig Messungen durchfiihren, um
funktionale Abhingigkeiten experimentell zu ermitteln. Sie er-
halten dann Datensitze der Form (x1, y1), (x2,¥2), ..., (Xy, Yn),
also Wertetabellen. Auch auf diese Weise lésst sich eine Funk-
tion darstellen.

Eine weitere Darstellungsform fiir Funktionen ist die implizite
Darstellung.

Beispiel

Die Gleichung x> + y> = 1 beschreibt eine Punktmenge
in impliziter Form.

Sie besteht aus allen Punkten, die diese Gleichung erfiil-
len. Dies sind gerade die Punkte auf dem Einheitskreis
(Abb. 2.7).

Um mit impliziten Ausdriicken arbeiten zu konnen, ver-
sucht man in der Regel, die definierende Gleichung nach
y aufzuldsen. Allerdings wird durch die Gleichung x> +
y? = 1 keine eindeutige Zuordnung von x-Werten zu y-
Werten vorgenommen. Formales Auflosen der Gleichung
nach y ergibt ndmlich

y=£v1-—x2.

Damit definiert die Kreisgleichung implizit zwei Funktio-
nen: den oberen Halbkreis

y=f(x)=~1—x*mit—1 <x<1lundy >0
sowie den unteren Halbkreis

y=Hx)=—-vV1—-xmit—1<x<1lundy<0. =

Funktionen kénnen aus Stiicken
zusammengesetzt werden

Nicht immer lésst sich der Verlauf einer Funktion mit einer ein-
zigen Funktionsgleichung beschreiben. Vielmehr treten in der
Technik auch héufig stiickweise definierte Funktionen auf.
Mit diesen Funktionen kann man verschiedene Betriebszustinde
(z.B. f(x) = 1 fiir ,eingeschaltet und f(x) = O fiir ,,ausge-
schaltet) beschreiben.

YA
1 fl(x):\/l—x2
—1 1 X
1 Hlx)=—V1-x2

Abb. 2.7 Die implizite definierte Kurve x> +y? = 1 stellt den Einheits-
kreis dar. Zur expliziten Darstellung benotigt man zwei Funktionen, die
den oberen und den unteren Halbkreis beschreiben
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Abb. 2.8 Die Funktion y = f(x) besteht aus drei Abschnitten: Fiir x <
1 ist f(x) konstant 1, fiir | < x < 2 ist f(x) ein Geradenstiick, und fiir
x > 2 ist f(x) konstant 2

Die Funktion

1, x<1
y=fx)=9 x, l<x=<2 (2.2)
2, x>2

ist fiir alle x € R definiert und in drei Apschnitten erklért (Abb.
2.8). Sie weist keine Spriinge an den Ubergingen von einem
Abschnitt zum néchsten auf.

Weitere Beispiele fiir stiickweise erkliarte Funktionen sind die
Beschreibung der Balkenbiegung (Abb. 2.29) und das Laden
und Entladen eines Kondensators (Anwendungsbox in Abschn.
2.5).

Verkettung heiBt Hintereinanderausfiihrung von
Funktionen

Beim Auswerten der Funktion y = h(x) = 2x* geht man in zwei
Schritten vor: zuerst quadriert man die unabhéngige Variable x,
dann verdoppelt man das Ergebnis, das man zuvor erhalten hat.
Wir kdnnen dies als Hintereinanderausfiihrung oder Verkettung
der Funktioneny = g(x) = x%> und y = f(x) = 2x interpretieren
(Abb. 2.9). Dafiir schreibt man

h(x) = f(g(x)).
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2x? kann als Hintereinanderaus-
2x und g(x) = x? interpretiert

Abb. 2.9 Die Funktion 4 mit h(x)

fiihrung h(x) = f(g(x)) mit f(x)
werden

Bei der Verkettung von Funktionen spielt die Reihenfolge eine
Rolle.

Beispiel

I. Esseiy = f(x) =3x+S5undy = g(x) = 5 — 2.
Bestimmen Sie f(g(x)) und g(f(x)).
Zunichst setzen wir g(x) in f ein:

3
Fe@) =1 (3-2)=3(3-2)+5=2x-1.
Nun setzen wir f(x) in g ein:

g(f(x)) = gBx+5) = l(3)6 +5-2= ix 4 l
2 2 2
Die beiden Ergebnisse sind offensichtlich unterschied-
lich. Beim Verketten von Funktionen kommt es auf die
Reihenfolge an.

2. Gegeben sind die Funktionen y = f(x) = x> — 1 und
die Funktion y = g(x) = ./x. Wir bestimmen nun
g(f(x)) und achten dabei auf die Definitions- und Wer-
tebereiche der Funktionen.

Die Funktion y = f(x) = x> — 1 ist fiir alle x € R
definiert und nimmt Werte y > —1 an, wihrend die
Funktion g nur fiir x > 0 definiert ist.

Verkettet ergibt sich folgende neue Abbildung:

g(f(0)) =g —1) = Va2 - 1.

Die verkettete Funktion ist nun nur noch fiir |x| > 1
definiert. <

Achtung Beim Verketten von Funktionen muss der Definiti-
onsbereich der inneren Funktion u. U. so eingeschrinkt werden,
dass ihr Wertebereich nicht grofer ist als der Definitionsbereich
der duBeren Funktion. <

Anwendung der Verkettung

Fiir einen industriellen Fertigungsprozess wird Wasser in
einem Becken mit 2 m Tiefe gespeichert. Der Wasserstand
iiber dem Boden wird mit einem Sensor gemessen. Der
Sensor wandelt den Pegel x (in m) in ein Spannungssignal
U (in V) um:

\Y%
U=f(x)=-5V+5—-x
m

2.1 Grundlegende Begriffe und Eigenschaften

Der Wasserstand von 0—2 m wird in ein Spannungssignal
zwischen —5 V und 5V abgebildet.

In Abhingigkeit der Spannung wird ein Zuflussventil ge-
offnet gemif3 der Funktion

—-10L£.Uu, U<0
U: V 9 — b
) 0¢, U>o0.

Fiir eine negative Spannung U wird Wasser nachgefiihrt,
und zwar proportional zum Wert der Spannung. Bei posi-
tiver Spannung schlieft das Ventil.

Die Verkettung der Funktionen z(U) und U(x) beschreibt
die Zuflussrate in é in Abhéngigkeit vom Pegelstand x
(in m). Fir U > 0V, d.h. fiirx > 1 m, und fiir U < 0V,
d. h. fiir x < 1 m, folgt durch Einsetzen:

50£—50L.x, x<lIm,

Z@ =) =] "

x> 1m.

Fiir Pegelstinde im Becken unter 1 m wird Wasser zu-
gefiihrt. Steht der Pegel iiber 1 m, wird der Zufluss
gestoppt. <

Beschranktheit von Funktionen heiBt
Beschranktheit des Wertebereichs

Wir haben bereits gesehen, dass es Funktionen gibt, die nicht
jeden Wert aus R annehmen, selbst wenn die jeweilige Definiti-
onsmenge mit ganz R iibereinstimmt. So nimmt beispielsweise
die Funktion y = x*> — 1 keinen Wert unterhalb von —1 an. Der
kleinste Wert, den die Wertemenge dieser Funktion besitzt, ist
die Zahl —1, die sich durch das Einsetzen von x = 0 ergibt. Wir
sprechen hierbei von einem Minimum von f.

Die Funktion y = % nimmt fiir x > 0, also fiir die Definiti-
onsmenge D = (0, 00), keine negativen Werte an, nicht einmal
die Zahl 0 wird durch diese Funktion erreicht. Wir konnen uns
allerdings der Zahl 0 mit den Funktionswerten beliebig nihern,
indem wir immer gréfere werdende x-Werte aus D einsetzen.
WertemifBig kénnen wir jede positive Zahl mit Funktionswer-
ten von g unterschreiten. Hierzu miissen wir nur hinreichend
grof3e x-Werte einsetzen. Es gibt zwar kein Minimum von g, je-
doch liegt mit der Zahl 0 das Infimum, also die grofte untere
Schranke, fiir die Wertemenge von g vor. Wenn wir uns dagegen
mit den x-Werten aus D = (0, co) der linken Intervallgrenze O
nihern, so erhalten wir beliebig gro3 werdende Funktionswer-
te. Wir sagen in dieser Situation, dass die Funkion g zwar nicht
nach oben, jedoch nach unten beschrénkt ist. Es liegt daher nahe,
basierend auf dem Beschrinktheitsbegriff fiir die Wertemenge
einer Funktion, die Beschrinktheit dieser Funktion zu definie-
ren.
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40 2 Funktionen

Definition: Beschranktheit einer Funktion

Es sei y = f(x) eine reelle Funktion auf D C R. Man
nennt / (nach oben bzw. nach unten) beschriinkt, wenn
die Wertemenge W = f(D) (nach oben bzw. nach unten)
beschrinkt ist.

Beispiel

1. Die Sinusfunktion y = f(x) = sin(x) ist beschrinkt,
da ihr Wertebereich [—1, 1] eine beschrinkte Teilmen-
ge von R ist.

2. Die Exponentialfunktion y = f(x) = e* ist nach unten
beschrinkt, da sie nur positive Werte annimmt. Der
Wertebereich (0, co) ist eine nach unten beschrénkte
Menge mit 0 als Infimum.

3. Die Funktiony = f(x) = x>, x € D = [-2,2) ist
beschrinkt, da ihr Wertebereich W = [0, 4] eine be-

8

Abb. 2.10 Streng monoton wachsende Funktion (a) und streng mono-
ton fallende Funktion (b)

schrénkte Menge ist. Beispiel
4. Die Funktiony = f(x) = x>, x € D = R ist nur nach
unten beschrénkt, denn hier ist W = [0, c0). < 1. Die Identitit id mit y = id(x) = x ist auf R streng

monoton wachsend.
—id ist streng monoton fallend auf R.
3. Die Funktiony = f(x) = 1, x € D = (—00,0) ist
streng monoton fallend.
4. Die Funktion y = f(x) = 1, x € D = (0, 00) ist
Monotonie beschreibt eine grundlegende streng monoton fallend.
Eigenschaft von Funktionen 5. Die Funktion y = f(x) = [, x € D = R\ {0}

X

ist nicht monoton, da beispielsweise fir 1 < 2 gilt:
f(1) > f(2), aber fiir —1 < 1 Gegenteiliges erfiillt ist:

Neben der Beschrinktheit ist Monotonie eine Eigenschaft, die fED) <fQ). n
wir hier zunichst allein iiber die Betrachtung der Funktionswer-
te definieren.

i

Perspektivwechsel: Der Blick auf den

Definition: Monotonie einer Funktion Wertebereich einer Funktion
Es sei y = f(x) eine reelle Funktion auf D C R. Man
nennt f Eine Funktion f: A — B ordnet jedem x € A eindeutig ein

y = f(x) € B zu. Betrachten wir die Zuordnung der Werte y
zu den Argumenten x mit y = f(x), so unterscheidet man drei
Eigenschaften, die fiir die Umkehrung der Funktion wesentlich

1. monoton wachsend, falls f(x;) < f(x;) fiir alle
X1, X € Dmitx; < x,
2. streng monoton wachsend, falls f(x;) < f(x,) fiir alle

X1, X € Dmitx; < xp, sind.
3. monoton fallend, falls f(x;) > f(xy) fiir alle x;,x, €
D mit x; < xp, L
Definition

4. streng monoton fallend, falls f(x;) > f(x,) fiir alle

X1, X € Dmitx; < xs. = Die Funktion f: A — B heifit injektiv, wenn es kei-
ne zwei verschiedene Elemente in A gibt, die auf das
gleiche y € B abgebildet werden:

fx) =fx) =x =x

Fiir den Begriff ,,(streng) monoton wachsend* gibt es auch
die Bezeichnung ,,(streng) monoton steigend*‘ (Abb. 2.10).

bzw.

Wie die Beschriinktheit ist Monotonie eine Eigenschaft, die vom x1 # x2 = f(x) # f(x).
betrachteten Definitionsbereich abhingt.



= Die Funktion f: A — B heif3it surjektiv, wenn jedes
Element y € B Funktionswert eines Elements von A
ist.

m Die Funktion f: A — B heif3t bijektiv, wenn f injektiv
und surjektiv ist.

Ist f bijektiv, so ldsst sich zu jedem y € B genau ein x € A mit
y = f(x) bestimmen. Auch bei injektiven Funktionen ist dies
moglich, sofern man sich auf Elemente des Wertebereichs von f
beschrinkt.

Anschaulicher wird die Situation, wenn wir reelle Funktionen
betrachten.

Beispiel
1. Die Funktionf : R — R mit

x <0,
x>0

X,
y=fx) = i,

ist injektiv (Abb. 2.11, blau). Jedem y € R ist hochs-
tens ein x € R zugeordnet mit y = f(x). Fir y €
(—00,0) gilty = x, und fiir y € [1, 00) giltx = y — 1.
Zuy € [0, 1) existiert kein x mit y = f(x). Daher ist f
nicht surjektiv.

2. Die Funktionf : R — [0, 00) mit

y=f@) =

ist surjektiv (Abb. 2.11, rot). Jedem y € [0, c0) sind

zwei x-Werte mit y = f(x) zugeordnet, namlich x; =

/Yy und x, = —,/y. Diese Funktion ist nicht injektiv.
3. Die Funktionf : R — R mit

y=fx)=x

ist bijektiv (Abb. 2.11, griin). Jedem y € R ist genau
ein x € R zugeordnet mit y = f(x). Fiir y € [0, 00)

giltx = 3/y und fiir y € (—o00, 0) gilt x = —/=y. Die
Funktion f ist sowohl surjektiv als auch injektiv.
4. Die Funktionf : R — R mit

y=f@=+x
ist weder injektiv noch surjektiv. Zu y € [0, co) exis-

tieren zwei x-Werte mit y = f(x), aber zu y € (—00, 0)
gibt es kein x € R mity = f(x). <

Umkehrung von Funktionen: Wenn auch die
Zuordnung von y zu x eine Funktion ist

Fiir die Auflésung von Gleichungsbeziehungen spielen Um-
kehrfunktionen eine entscheidende Rolle, da sich bei Hinter-
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Abb. 2.11 Funktionen vom Wertebereich aus betrachtet: injektive
(blau), surjektive (rot) und bijektive (griin) Funktion

einanderausfiihrung Funktion und Umkehrfunktion gegenseitig
aufheben.

Definition: Umkehrfunktion
Eine Funktion f : D — W heil3t umkehrbar, wenn es
eine Funktion g : W — D gibt mit

g(f(x)) = x fiir alle x € D

und
f(g(y)) = yfiralley € W.

In diesem Fall heifit g die Umkehrfunktion von f und
wird mit f~! bezeichnet.

Die Umkehrfunktion f~! muss nicht existieren. Falls es sie
gibt, so ist f~! durch f eindeutig bestimmt.

Achtung Der Exponent —1 in f~!(y) ist in diesem Zusam-
menhang keine Potenz, sondern kennzeichnet die Umkehrfunk-
tion. <

Beispiel

Weisen Sie nach, dass f~! (x) = % — 3 die Umkehrfunkti-
on zu f(x) = 3x + 2 ist.

Wir miissen zeigen, dass die Hintereinanderausfiihrung
F~(f(x)) fiir alle x wieder x ergibt. Dazu definieren wir
eine Hilfsvariable z = f(x) = 3x + 2. Damit ist

F ) =f10) = - %(3x +2)— % e

SNSRI S

z
3

Weiter miissen wir zeigen, dass die Hintereinanderaus-
fiihrung £(f~'(x)) fiir alle x wieder x ergibt. Dazu defi-
nieren wir eine Hilfsvariable u = f~'(x) = £= % Damit



2 Funktionen

ist

FEI@) =f@) =3u+2=3 (g _ g) fo—a

Also ist f~! tatsiichlich die Umkehrfunktion zu f. |

Eine Funktion muss eine Voraussetzung erfiillen, damit sie um-
kehrbar ist.

Umkehrbare Funktionen

Eine Funktion ist umkehrbar, wenn zu jedem y aus dem
Wertebereich der Funktion genau ein x aus dem Definiti-
onsbereich gehort mit f(x) = y.

m st f auf D eine injektive Funktion, so ist f umkehr-
bar.

= Istf auf D streng monoton (entweder steigend oder fal-
lend), so ist f umkehrbar.

Dies ist dann der Fall, wenn jede waagerechte Gerade den Funk-
tionsgraphen hochstens einmal schneidet (Abb. 2.12). Bei der
Funktion in Abb. 2.12, oben, gibt es mit den x-Werten x, x|, X2
und x3 vier Werte im Definitionsbereich, deren Funktionswert
yo ist. Daher ist die Funktion nicht umkehrbar. Bei der Funktion
in Abb. 2.12, unten, gibt es mit xy genau einen Wert aus dem
Definitionsbereich yy, dessen Funktionswert yy ist. Daher ist sie
umkehrbar.

>
X

I
|
|
|
X0

Abb. 2.12 Die Funktion oben ist nicht umkehrbar, denn es gibt mit
den x-Werten xo, x1,x, und x3 vier Werte im Definitionsbereich, deren
Funktionswert y, ist. Die Funktion unfen ist umkehrbar, denn es gibt
fiir jedes yp genau einen Wert xo aus dem Definitionsbereich, dessen
Funktionswert yj ist

Bei der Bestimmung der Umkehrfunktion geht man in zwei
Schritten vor.

Bestimmung der Umkehrfunktion

1. Man 16st y = f(x) nach x auf: x = f~'(y).
2. Man vertauscht die Bezeichnungen x und y und erhilt

y=f"().

Beispiel

m Die lineare Funktiony = f(x) = 2x+ 1 mitD = W =
R ist umkehrbar. Beim Bestimmen der Umkehrfunkti-
on suchen wir eine Funktion f~!, die die Wirkung von

f riickgiingig macht. Das bedeutet, dass f~! das Argu-
ment 2x + 1 wieder auf x abbilden muss:

f'ex+1) =x.

1. Wirlosen y = 2x + 1 nach x auf und erhalten

2. Die Umbenennung liefert

_x—l
y= 5 "

Die Umkehrfunktion lautet

y=rw=2

Die Funktionsgraphen von y = f(x) und y =
f~'(x) liegen in einem kartesischen Koordina-
tensystem spiegelbildlich zur Winkelhalbierenden
y = x (Abb. 2.13).
= Wir bestimmen die Umkehrfunktion zu y = f(x) =
1 + x% mit x > 0:
1. Auflésen nach x
y=14+x2=>x=+y—1,
denn nur fiir die positive Wurzel erhélt man Werte
aus dem Definitionsbereich von f
2. Umbenennen

y=f"'(x)=+vx—1mitx>lundy>0

(Abb. 2.14). D |

Weitere Beispiele fiir Paare von Funktionen, bei denen die eine
jeweils die Umkehrfunktion der anderen ist, sind Potenz- und
Waurzelfunktionen (Abschn. 2.4) sowie Exponential- und Loga-
rithmusfunktionen (Abschn. 2.5).
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y .
A . - —
e m Der Graph von y = f(x) = f(a-x) mit0 < a < —
47 fo=2c+1 ", 1 streckt den Graphen von y = f(x) in x-Richtung ‘O
(Abb. 2.16b). ) =
31 7 m  Der Graph von y = f(x) = —f(x) entspricht der Spie-
7 gelung von y = f(x) an der x-Achse (Abb. 2.17).
2 1 0
1 ///
/’/ e =5 > A
Ry x
Abb. 2.13 Die Funktion y = f(x) = 2x + 1 mit ihrer Umkehrfunktion
y=r"'="%5 -
“x
y=f(x)
y=4-f(x)

Abb. 2.15 Die Funktion y = 4-f(x) (rot) ist gegeniiber y = f(x) (blau)
in y-Richtung gestreckt

a
-
. . . , y=f(x)

Abb. 2.14 Die Funktion y = f(x) = 1 + x? mit ihrer Umkehrfunktion
y=f1)=vx-1

b

) YA
Durch Streckung, Stauchung und Verschiebung
. y=fx)
entstehen neue Funktionen /
. . . . o~ >,

Eine Funktion und ihr Schaubild kann man strecken, stauchen y=f(0.8-x) !
oder verschieben, indem man die unabhéngige Variable x bzw.
die abhingige Variable y mit einem festen Zahlenwert multipli-

ziert oder zu x bzw. y eine feste Zahl addiert. Dadurch entsteht

eine neue Funktion, die der urspriinglichen Funktion dhnlich Abb. 2.16 Stauchung und Streckung in x-Richtung. Die Funktion y =

sieht. f(2x) (rot) ist gegeniiber y = f(x) (blau) in x-Richtung gestaucht (a).
Die Funktion y = f(0.8 - x) (griin) ist gegeniiber y = f(x) (blau) in
x-Richtung gestreckt (b)

Streckung, Stauchung und Spiegelung einer Funktion
Wir betrachten eine beliebige Funktion y = f(x):

= Der Graph von y = f(x) = a-f(x) mita > 1 ent-
spricht der Streckung von y = f(x) in y-Richtung um
den Faktor a (Abb. 2.15).

m Der Graph vony = f(x) = a-f(x) mit0 < a < 1 ist
gegeniiber y = f(x) in y-Richtung gestaucht.

m Der Graph von y = f(x) = f(a-x) mita > 1 ent-
spricht der Stauchung von y = f(x) in x-Richtung
(Abb. 2.16a). Abb. 2.17 Die Funktion y = —f(x) (ror) ist gegeniiber y = f(x) (blau)

an der x-Achse gespiegelt
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2 Funktionen

a
YA
y=f(x)+0.5
7 / >
y=f(x)
b
YA
y=f(x)
T _os 7<§;><3v "
y=f(x—0.5)

Abb. 2.18 Verschiebung in y- und in x-Richtung. Die Funktion y =
f(x) + 0.5 (ror) ist gegeniiber y = f(x) (blau) um 0.5 nach oben ver-
schoben (a). Die Funktion y = f(x—0.5) (griin) ist gegeniiber y = f(x)
(blau) um 0.5 nach rechts verschoben (b)

Verschiebung einer Funktion

= Der Graph von y = f(x) = f(x) + yo ist gegeniiber
dem Graphen von f um y, in die y-Richtung verscho-
ben (Abb. 2.18a).

= Der Graph von y = f(x) = f(x—xo) ist gegeniiber dem
Graphen von f in x-Richtung verschoben, und zwar
— fiir xg > 0 nach rechts und
— fiir xy < 0 nach links (Abb. 2.18b).

Beispiel
1. Die Funktion
y=F(® = (x—3)
ist gegeniiber der Normalparabel y = f(x) = x> um

Xxo = 3 nach rechts verschoben (Abb. 2.19).
2. Die Funktion

y=F®W =2 +2+4=2>+2x+1+3
bzw. y = f(x) = (x + 1)® + 3 ist gegeniiber der Nor-

malparabel y = f(x) = x*> um yo = 3 nach oben und
um xo = 1 nach links verschoben (Abb. 2.20). <

Abb. 2,19 Die Parabel y = (x — 3)? ist gegeniiber der Normalparabel
y = x* um drei Einheiten nach rechts verschoben

~7 -6 =5 —4 -3 -2 —1 1 2 3 X

Abb. 2.20 Die Parabel y = (x+ 1)? 4 3 ist gegeniiber der Normalpara-
bel y = x? um eine Einheit nach links und um drei Einheiten nach oben
verschoben

Immer wiederkehrend: Periodische Funktionen

Vorginge, die durch Wiederholung gekennzeichnet sind, wer-
den als periodisch bezeichnet. Entsprechend werden Funktionen
mit einer gesetzmiBigen Wiederholung von Funktionsstiicken
,periodische Funktionen* genannt.

Definition: Periodische Funktion

Eine Funktion y = f(x) heift periodisch mit der Periode
p > 0, wenn fiir jedes x € R

fx+p)=f()

gilt. Mit p ist auch jedes ganzzahlige Vielfache von p eine
Periode. Die kleinste Periode heifft minimale oder primi-
tive Periode (Abb. 2.21).
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