1 Einleitung

»Die Logik wird nie mehr dieselbe sein.“

John von Neumann [66]

Die rund 400 km lange Dampferfahrt entlang der Ostseekiiste war fiir Rudolf
Carnap, Herbert Feigl, Kurt Gédel und Friedrich Waismann die letzte Etappe
ihrer Reise von Wien nach Konigsberg. In Swinemiinde stieften Kurt Grelling
und Hans Hahn hinzu, und gemeinsam gingen die sechs am 4. September 1930
im Konigsberger Hafen von Bord [14]. Ihr Ziel war die 2. Tagung fiir Erkenntnis-
lehre der exakten Wissenschaften, die in der ostpreufischen Metropole vom 5.
bis zum 7. September von der Berliner Gesellschaft fiir Empirische Philosophie
abgehalten wurde. Noch deutete an diesem Spétsommertag nichts darauf hin,
dass der 7. September 1930 als der Tag in die Wissenschaftsgeschichte eingehen
wiirde, ab dem die Mathematik nicht mehr dieselbe war.

Auf der Agenda standen in jenem Jahr die
Grundlagen der Mathematik. Dass die Ta-
gung ein eher philosophisch klingendes The-
ma zum Inhalt hatte, ist nur im historischen
Kontext zu verstehen. In den Dreiftigerjah-
ren war die Mathematik noch nicht die iso-
lierte Wissenschaft, wie wir sie heute ken-
nen. Damals waren mathematische und phi-
losophische Fragestellungen fest miteinander
verwoben, und entsprechend grofi war das
Interesse an einem gedanklichen Fundament,
auf dem das veréstelte mathematische Ge-
béude solide errichtet werden konnte.

Die Mathematik des beginnenden zwan-

John von Neumann
(1903 — 1957)

zigsten Jahrhunderts wurde von drei philo-
sophischen Grundstromungen dominiert, die
am ersten Tag der Konferenz in 60-miniitigen Vortrégen ausfiihrlich vorgestellt
wurden. Als erster trug der deutsche Philosoph Rudolf Carnap iiber den Logizis-
mus vor [8], danach erlauterte der niederlandische Mathematiker Arend Heyting
den Intuitionismus [40], und zu guter Letzt referierte der in Osterreich-Ungarn
geborene Mathematiker John von Neumann iiber den Formalismus.
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Aus der heutigen Sicht war der Formalismus die wichtigste der drei philoso-
phischen Grundstrémungen, da er eine Vorgehensweise propagierte, die in die
gesamte moderne Mathematik hineinwirkt. Die Rede ist von der aziomatischen
Methode. Deren historische Spur lasst sich bis in das antike Griechenland zu-
riickverfolgen, und genau dort setzen wir unsere Reise fort.

1.1 Die axiomatische Methode

Abb. 1.1 Ein altes Originalfragment
von Euklids historischem Werk Die
Elemente

Die axiomatische Methode basiert auf dem Kerngedanken, die Aussagen einer
Wissenschaft logisch deduktiv aus einer Reihe a priori festgelegter Grundannah-
men herzuleiten. Wem wir die geistige Urheberschaft dieser mehrere tausend
Jahre alten Idee zuschreiben diirfen, ist unter Historikern umstritten. Einige
sehen die axiomatische Denkweise durch den griechischen Gelehrten Eudoxos
von Knidos begriindet [39], andere fiihren sie auf die Philosophien der grofien
Denker Platon und Aristoteles zuriick [54].

In die Welt getragen wurde die axiomatische Weise durch einen Mann, {iber
dessen Leben wir nur wenig wissen: Euklid von Alexandria. Geboren wurde Eu-
klid um das Jahr 360 v. Chr., und es gilt als wahrscheinlich, dass er zeitweise
die Platonische Akademie in Athen besuchte. Seine Beitrédge zur griechischen
Philosophie waren vergleichsweise gering [3], dafiir hatte er auf dem Gebiet der
klassischen Mathematik umso Grofseres geleistet. Bekannt wurde er durch seine
Schrift Die Elemente, in denen er die griechische Mathematik der vorangegan-
genen dreihundert Jahre zusammenfasste. Sein Werk bestand aus 13 Teilen, die
wir heute als Kapitel bezeichnen wiirden und die bei Euklid Biicher heiften.
Riickblickend sind die Elemente die erfolgreichste Schrift der mathematischen
Weltliteratur. Sie wurde im Laufe der Zeit in viele Sprachen iibersetzt, und auch
heute noch erscheinen in regelméfigen Absténden Neuauflagen.

Das Besondere an diesem Werk ist die methodische Vorgehensweise. Euklid
hatte fiir die Darlegung der Geometrie einen axiomatischen Ansatz gewahlt und
samtliche Sétze deduktiv aus einer Reihe a priori festgelegter Grundtatsachen
gewonnen. Wir alle stehen heute in der euklidischen Tradition, wenn wir die
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1. Postulat: ,Es ist méglich, eine und nur eine gerade Li-
nie von einem beliebigen Punkt zu einem beliebigen anderen
Punkt zu zeichnen.“

==
2. Postulat: , Es ist mdglich, eine begrenzte gerade Linie an
8 jedem Ende zusammenhdngend gerade zu verlingern, und

zwar um einen Beitrag, der grofler ist als eine beliebige vor-
gegebene Ldinge.“

>

5. Postulat: , Wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt,
dass die innen auf derselben Seite entstehenden Winkel zusammen kleiner als zwei rech-
te werden, dann treffen sich die zwei geraden Linien bei Verlingerung ins Unendliche
auf der Seite, auf der die Winkel liegen, die zusammen kleiner als zwei rechte sind.“

Abb. 1.2 Die fiinf Postulate der euklidischen Geometrie (nach [88])

Grundtatsachen einer mathematischen Theorie vorab nennen und uns bei der
Ableitung neuer Theoreme an strenge Spielregeln halten. Harro Heuser bezeich-
net die axiomatische Methode in [39] als den ,, Lebensnerv der Mathematik* und
den ,gréfiten Beitrag, den das erstaunliche Volk der Griechen der Mathematik
zugebracht hat“. Er iibertreibt damit in keiner Weise.

Die beriihmtesten Passagen der Elemente befinden sich im ersten Buch. Von
den zahlreichen Definitionen, Postulaten und Axiomen, die Euklid dort nennt,
sind die fiinf Postulate in Abbildung 1.2 am wichtigsten. Sie sind das, was wir
heute als Theorieaxiome bezeichnen.

Betrachten wir Euklids Arbeit aus der modernen Perspektive, so treten zwei
Besonderheiten zu Tage:

B Trotz ihres axiomatischen Charakters sind die Elemente weniger formal, als
wir es von modernen mathematischen Werken gewohnt sind. Es ist richtig,
dass Euklid die Séatze der Geometrie deduktiv aus den Axiomen und Postula-
ten gewinnt, allerdings ist seine Darstellung in vielerlei Hinsicht liickenhaft.
An vielen Stellen stiitzen sich seine logischen Schliisse auf unausgesproche-
ne Tatsachen, die zwar intuitiv einsichtig sind, aber nicht deduktiv aus den
Axiomen hergeleitet werden kénnen. Auch der logische Schlussapparat selbst
ist nicht formal definiert.

B In Euklids Werk existiert keine dedizierte Formelsprache. Alle Definitionen,
Postulate und Axiome sind, genau wie die daraus abgeleiteten Sétze, um-
gangssprachlich formuliert. Das heifit, dass die mathematischen Objekte in
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derselben Sprache beschrieben sind, in der auch tber die mathematischen
Objekte gesprochen wird.

Euklids axiomatische Methode existierte fiir lange Zeit in fast unveradnderter
Form. Mehr als 2000 Jahre verstrichen, bis sie gegen Ende des neunzehnten
Jahrhunderts dann urpl6tzlich aus ihrem Schlaf gerissen wurde. Es war der Be-
ginn einer Metamorphose, die ihr binnen weniger Jahre ein vollig neues Gesicht
verlieh.

Mafkgeblich vorangetrieben wurde die
Entwicklung durch David Hilbert. Der 1862
in Konigsberg geborene Mathematiker war
ungewoOhnlich vielseitig begabt und &nder-
te im Laufe seines Lebens immer wieder
seinen Arbeitsschwerpunkt. Wir verdanken
ihm nicht nur wichtige Beitrdge zur Logik
und zu den Grundlagen der Mathematik;
auch auf den Gebieten der Analysis, der
algebraischen Geometrie, der Zahlentheorie
und der theoretischen Physik hat er Mafigeb-
liches geleistet. Sein wissenschaftliches Ver-
maéchtnis z&hlt zu den wertvollsten, die ein

einzelner Mathematiker jemals hinterlassen
hat. David Hilbert

Die meiste Zeit seines Arbeitslebens ver- (1862 - 1943)
brachte Hilbert an der mathematischen Fakultdt in Géttingen. Damit hatte er
jenen renommierten Ort zu seiner wissenschaftlichen Heimat gewéhlt, der schon
Gaufs, Dirichlet und Riemann als geistige Wirkungsstétte diente. Fiir die Fa-
kultat war die Berufung Hilberts im Jahr 1895 einen willkommener Neuanfang.
Durch sie konnte die Gottinger Mathematik die alte Strahlkraft wiedergewin-
nen, die gegen Ende des neunzehnten Jahrhunderts allméhlich zu verblassen
drohte.

Hilbert war ein Verfechter der axiomatischen Methode und die Galionsfigur
der Formalisten. Seinen Standpunkt hat er in zahlreichen Publikationen und
Vortragen dargelegt und dabei stets verstdndliche Worte gefunden. Hilberts
Ausdrucksweise ist an vielen Stellen so klar, dass es auch Jahrzehnte nach sei-
nem Tod eine Freude ist, in seinen Werken zu lesen. An dieser Stelle wollen wir
ihm selbst das Wort erteilen und aus einem Vortrag zitieren, den er 1917 vor
der Schweizerischen Mathematischen Gesellschaft hielt. Dort erklirte er seinen
formalistischen Standpunkt mit den folgenden Worten:

,» Wenn wir die Tatsachen eines bestimmiten Wissensgebietes zusam-
menstellen, so bemerken wir bald, dafi diese Tatsachen einer Ord-
nung fihig sind. Diese Ordnung erfolgt jedesmal mit Hilfe eines ge-
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wissen Fachwerkes von Begriffen in der Weise, dafi dem einzelnen
Gegenstande des Wissensgebietes ein Begriff dieses Fachwerkes und
jeder Tatsache innerhalb des Wissensgebietes eine logische Bezie-
hung zwischen den Begriffen entspricht. Das Fachwerk der Begriffe
ist nichts anderes als die Theorie des Wissensgebietes. [...] Wenn wir
eine bestimmte Theorie ndher betrachten, so erkennen wir allemal,
daf$ der Konstruktion des Fachwerkes von Begriffen einige wenige
ausgezeichnete Sdtze des Wissensgebietes zugrunde liegen und die-
se dann allein ausreichen, um aus ithnen nach logischen Prinzipien
das ganze Fachwerk aufzubauen. [...] Diese grundlegenden Sdtze kon-
nen von einem ersten Standpunkte aus als die Axiome der einzelnen
Wissensgebiete angesehen werden.“

David Hilbert [41]

Gegen Ende des neunzehnten Jahrhunderts stellte Hilbert eindrucksvoll unter
Beweis, wie fruchtbar der Boden ist, den er fiir die Neubegriindung der Ma-
thematik gew#hlt hatte. In seinem 1899 erschienenen Buch , Grundlagen der
Geometrie” fiihrte er ein Axiomensystem ein, aus dem sich alle Sdtze der eu-
klidischen Geometrie in einer Prézision ableiten lassen, von der die Elemente
noch weit entfernt waren. Hilberts axiomatisches System ist dabei wesentlich
komplizierter als sein historisches Pendant. Wahrend die Sétze der Elemente im
Wesentlichen auf 5 Hauptpostulaten fufien, setzt sich das Hilbert’sche System
aus insgesamt 21 Axiomen zusammen, die in 5 Gruppen eingeteilt sind. Wir
finden darin

B 8 Axiome der Verkniipfung (Gruppe I),
B 4 Axiome der Anordnung (Gruppe II),
B 6 Axiome der Kongruenz (Gruppe III),

B 1 Axiom der Parallelen (Gruppe IV) und

B 2 Axiome der Stetigkeit (Gruppe V).

Es wiére falsch, die Hilbert’schen Axiome lediglich als eine Prézisierung der Eu-
klid’schen Postulate zu betrachten, denn in einem wichtigen Punkt waren sie
vollig neu. Uber Tausende von Jahren standen Axiome fiir evidente Grund-
wahrheit der realen Welt, die nach Aristoteles ,,eines Beweises weder fahig noch
bediirftig sind“, und genauso lange Zeit wurden sie verwendet, um mathemati-
schen Objekte zu definieren. Im siebten Buch der Elemente finden wir z. B. die
folgende Definition der natiirlichen Zahlen [3]:

1. , Finheit ist das, wonach jedes Ding eines genannt wird.“
2. ,Zahl ist die aus Einheiten zusammengesetzte Vielheit.”
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Fiir Hilbert waren alle Versuche, mathematische Objekte ihrem Wesen nach
zu definieren, zum Scheitern verurteilt. Jede Definition fiihrt einen Begriff le-
diglich auf andere Begriffe zuriick, die ihrerseits einer Erkldrung bediirfen. In
Euklids Axiomen sind dies Begriffe wie ,,Einheit®, ,,Ding* und ,,Vielheit®. Da wir
die Kette von Definitionen nicht in das Unendliche fortsetzen koénnen, sind wir
gezwungen, auf einer gewisse Ebene innezuhalten und deren Begriffe als gege-
ben zu akzeptieren. Aber welche Ebene ist die richtige? Ist es Euklids Ebene
der Dinge, Einheiten und Vielheiten oder doch etwa die Ebene der natiirlichen
Zahlen selbst?

Hilbert 16ste das Problem, indem er schlicht und einfach darauf verzichtete,
die mathematischen Objekte ihrem Wesen nach zu definieren. In seinen Axio-
mensystemen geht es niemals um die mathematischen Objekte selbst, sondern
ausschlieklich um die Beziehungen, die zwischen diesen Objekten bestehen, und
um die logischen Folgerungen, die sich daraus ergeben. So spielt es in Hilberts
Axiomatisierung der Geometrie keine Rolle, was die Begriffe ,,Punkt“, ,,Gerade*
und ,,Flache* ihrem Wesen nach bedeuten. Wichtig ist lediglich, dass sie sich
untereinander so verhalten, wie es die Axiome vorgeben. Das heifit, dass wir
auch dann noch eine Axiomatisierung der euklidischen Geometrie vor uns ha-
ben, wenn wir die Begriffe ,,Punkt“, ,Gerade und ,,Flache* durch die Begriffe
,Bierkrug“, , Bank* und ,, Tisch“ ersetzen. Uber Hilbert wird erzihlt, dass er sei-
nen formalistischen Standpunkt einst mit diesem Beispiel erldutert habe, doch
eine gesicherte Quelle haben wir hierfiir nicht in Handen.

1.2 Formale Systeme

Mit seinem formalistischen Ansatz etablierte Hilbert eine Sichtweise in der Ma-
thematik, die zwischen einer Objektebene und einer Bedeutungsebene unter-
scheidet. Um beide klar voneinander zu trennen, wurden fiir die Objektebene
kiinstliche Formelsprachen erschaffen, die nach prézise festgelegten Bildungsre-
geln aufgebaut sind. Spiter gelang es, auch das logische Schliefsen zu formali-
sieren, indem die mathematischen Schlussweisen als formale Umformungsregeln
in die Objektsprache integriert wurden. Ab diesem Zeitpunkt war es méoglich,
die Axiome und die daraus abgeleiteten Theoreme als inhaltsleere Symbolketten
aufzufassen, die nach festgelegten Regeln umgeformt werden diirfen. In den so
entstandenen formalen Systemen war die Mathematik zu einen mechanischen
Spiel geworden, einem Schachspiel gleich.

Die Formalisierung hatte bewirkt, dass vormals nur vage definierte Begriffe,
wie das Fiihren eines Beweises, plotzlich mit mathematischer Prézision erfasst
werden konnten. Hieraus ist die Beweistheorie entstanden, die Hilbert 1923 mit

den folgenden Worten umschrieb:
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,Alles, was im bisherigen Sinne die Mathematik ausmacht, wird
streng formalisiert, so daf$ die eigentliche Mathematik oder die Ma-
thematik in engerem Sinne zu einem Bestande an Formeln wird.
[...]| Gewisse Formeln, die als Bausteine des formalen Gebiudes der
Mathematik dienen, werden Aziome gemannt. FEin Beweis ist eine
Figur, die uns als solche anschaulich vorliegen muss; er besteht aus
Schliissen vermdge des Schluf$sschemas
G
6—-%

T
wo jedesmal jede der Prdmissen, d.h. der betreffenden Formeln &
und & — T, entweder ein Aziom ist bzw. direkt durch Einsetzung
aus einem Aziom entsteht oder mit der Endformel T eines Schlusses
tbereinstimmt, der vorher im Beweis vorkommt bzw. durch Einset-
zung aus einer solchen Endformel entsteht. Eine Formel soll beweis-
bar heiffen, wenn sie entweder ein Axiom ist bzw. durch FEinsetzen
aus einem Axiom entsteht oder die Endformel eines Beweises ist.“

David Hilbert [42]

Die Hilbert’sche Beweistheorie ist fiir das Verstdndnis dieses Buches von so
zentraler Bedeutung, dass wir sie an zwei konkreten Systemen genauer unter-
suchen wollen. Beide Beispiele werden in zwei Schritten eingefiithrt. Im ersten
Schritt definieren wir die Syntax des formalen Systems, d. h., wir legen fest, aus
welchen Zeichen und nach welchen Regeln die Formeln aufgebaut sind, die in-
nerhalb des Systems existieren. Im zweiten Schritt werden die Axiome und die
Schlussregeln eingefiihrt. Sie definieren, wie aus den Axiomen und dem bereits

Bewiesenen neue Theoreme gewonnen werden kénnen.

System B

Unser erstes Beispiel basiert auf einer Kunstsprache, die mit der gewdhnli-
chen Mathematik nicht viel gemeinsam hat. Als Alphabet legen wir die Menge
{0, W, (,)} zugrunde und sehen fiir die Bildung von Formeln die nachstehenden
Regeln vor:

% Definition 1.1 (Syntax des Systems B)
Die Sprache des Systems B ist folgendermafien festgelegt:

1. O und M sind Formeln.
2. Sind ¢ und ¥ Formeln, dann ist auch () eine Formel.
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Tab. 1.1 Axiome und Schlussregeln des formalen Systems B

Axiome des Systems B

] (B1)

Schlussregeln des Systems B

[ (e¥)x
5= SOl e 50
O w(x)
(Oo) (52) (p¥)x (55)
O () ()
—am (S3) — (S6)

Die Zeichenketten
0, m, (m0), (Om), (O0)m), (O(Om)), (O0) (mm)), ((m(mm))((00)0))
sind Formeln, die nachstehenden dagegen nicht:
Om, (m)0, mEE, (Om0), (O0) (W)

Die Axiome und Schlussregeln des Systems B sind in Tabelle 1.1 zusammenge-
fasst. Mit der Formel M existiert in B ein einziges Axiom, d.h., jeder Beweis
muss mit dieser Formel beginnen. Fiir die Ableitung neuer Theoreme stehen
uns 6 Regeln zur Verfiigung. Die ersten 3 erlauben uns, die Symbole B und [
durch gewisse Symbolkombinationen zu ersetzen, und mit Hilfe der Regeln (S4)
und (S5) koénnen wir die Klammern innerhalb einer Formel verschieben. Die
drei Platzhalter ¢, ¢ und x stehen dabei fiir beliebige Teilformeln, die vor der
Regelanwendung passend substituiert werden miissen. Die Regel (S6) ist die ein-
zige, die uns eine Formel verkiirzen lasst. Sie besagt, dass wir zwei geklammerte
Teilausdriicke, die sich unmittelbar wiederholen, durch das Symbol O ersetzen
diirfen. Wir legen fest, dass die Schlussregeln so zu verwenden sind, wie es in
sogenannten Termersetzungssystemen liblich ist. Dort diirfen Ersetzungen nicht
nur auf ganze Formeln, sondern auf beliebige Teilausdriicke einer Formel ange-
wendet werden. Was dies genau bedeutet, kldren die folgenden Beispiele:

B Beispiel 1: Ableitung von ((m(mm))((00)0O))
.+ m (B1)

2. (mD) (S1,1)
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3. B (mO)0) (S1,2)
4ok ((m(mm))0) (S3,3)
5. F ((m(mm))(CO)) (S2,4)
6. = ((m(mm))(0O)O)) (S2,5)
B Beispiel 2: Ableitung von (CJM)
LFm (B1)
2. F (mO) (S1,1)
3. F (m(mm)) (S3,2)
4. F ((mm)m) [p, 1, x = W] (S5,3)
5. F ((mO)m)m) (S1,4)
6. = ((mO)(mO))m) (S1,5)
7. F (Om) [ =m, ¢ =] (S6,6)

Auch wenn das System B meilenweit von einem praktischen Nutzen entfernt ist,
lassen sich daran die wesentlichen Bausteine und Ideen der Hilbert’schen Beweis-
theorie erkennen. Diese fassen wir in einer eigenen Definition zusammen:

% Definition 1.2 (Formales System, Kalkiil, Beweis)
Ein formales System oder Kalkiil besteht
B aus einer Menge von Axiomen und

B eciner Menge von Schlussregeln.

Ein formaler Beweis ist eine Kette von Formeln ¢1, @2, ..., ¢n, die nach
den folgenden Konstruktionsregeln gebildet wird:

B ; ist ein Axiom, oder

B ¢; entsteht aus den vorangegangenen Gliedern der Beweiskette durch
die Anwendung einer Schlussregel.

Die letzte Formel dieser Kette ist das bewiesene Theorem. Wir schreiben
F ¢, um auszudriicken, dass ¢ ein Theorem ist.

Die Definition klart auch die Bedeutung des Zeichens ,+, das in den Ableitungs-
sequenzen am Anfang jeder Zeile auftaucht. Es driickt aus, das eine Formel be-
weisbar ist, d.h. durch die wiederholte Anwendung von Schlussregeln aus den
Axiomen hergeleitet werden kann.
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Behalten Sie stets im Gedéchtnis, dass jedes Axiom auch ein Theorem ist, da
es auf triviale Weise bewiesen werden kann. Der Beweis besteht aus einer ein-
elementigen Kette, in der das Axiom gleichzeitig Start- und Endformel ist.

Bevor wir das System B hinter uns lassen, wollen wir die Frage aufwerfen,
ob auch die Formel (MM) aus den Axiomen abgeleitet werden kann. Bitte ver-
suchen Sie vor dem Weiterlesen, durch die Konstruktion einer entsprechenden
Ableitungssequenz, selbst fiir Klarheit zu sorgen.

System E

Das néchste System, das wir als Beispiel betrachten, reicht in Form und Struktur
schon recht nahe an jene Systeme heran, die Hilbert zur Neubegriindung der
Mathematik im Sinn hatte.

Die Formeln des Systems E basieren auf dem Alphabet {0,s, (,),=,>,—,—}
und werden nach den folgenden Regeln gebildet:

% Definition 1.3 (Syntax des Systems E)
Die Sprache des Systems E ist folgendermafien festgelegt:
m 0 ist ein Term.
B Ist o ein Term, dann ist es auch s(o).

B Sind 0,7 Terme, dann sind die folgenden Ausdriicke Formeln:

(c=71),(c>7), (c=71), (c >7)

B Sind ¢ und % Formeln, so ist auch ¢ — 1 eine Formel.

Anders als das System B unterscheidet das System E zwischen Termen und
Formeln. Jede Zeichenkette der Form

0,5(0),5(s(0)),5(s(s(0))), s(s(s(s(0)))), - - -

gehort zu den Termen von E, aber nicht zu den Formeln. Letztere entstehen
erst dann, wenn zwei Terme mit Symbolen aus der Menge {=,>,—} kombi-
niert werden. Unter anderem lassen sich iiber die vereinbarten Syntaxregeln die
folgenden Formeln konstruieren:

(0=0),(0>0),-(0=0),~(0 > 0),(s(s(0)) =s(0)),(0=0) — (0 > 0)

Die Axiome und Schlussregeln des Systems E sind in Tabelle 1.2 zusammen-
gefasst. Der Kalkiil besitzt 6 Aziomenschemata, aus denen die Axiome durch
die Ersetzung der beiden Platzhalter 0 und 7 gewonnen werden. Die Platzhal-
ter stehen fiir beliebige Terme, so dass wir aus jedem Schema unendlich viele
verschiedene Axiome erzeugen kdnnen.



1.2 Formale Systeme 23

Tab. 1.2 Axiome und Schlussregeln des formalen Systems E

Axiome (Kalkiil E)

(0 =0) (A1) (0>7) = ~(c=1) (A4)
(0 =0) — (s(o) > o) (A2) (o>71) = =(r=0) (A5)
(0 >71) = (s(o) > 1) (A3) (0>71) = (1> 0) (A6)
P, =1

T (MP)

Der logische Schlussapparat von E kommt vergleichsweise mager daher. Die
einzige Schlussregel, die uns fiir die Ableitung neuer Theoreme zur Verfiigung
steht, ist die Abtrennungsregel (Modus ponens, kurz MP). Sie ist die klassische
Schlussregel der Logik und besagt in Worten, dass 1 wahr ist, wenn ¢ wahr ist
und 1 aus ¢ gefolgert werden kann.

Die folgenden Beispiele demonstrieren die Ableitung neuer Theoreme:

B Beispiel 1: Ableitung von (s(s(s(0))) > s(0))

L F (s(0) = 5(0)) o = 5(0)] (A1)
2k (s(0) = 5(0)) = (s(s(0)) > 5(0)) [0 = 5(0)] (A2)
5 F (s(s(0)) > s(0)) (MP, 1,2)
L (s(s(0) > 5(0)) = (s(s(s(0))) > 5(0)) [0 = s(s(0)). 7 = s(0)] (A3)
5F (s(s(s(0))) > 5(0)) (MP, 3.4)

B Beispiel 2: Ableitung von —(s(s(0)) = s(s(s(0))))

Lo (s(s(0)) = s(s(0))) [0 =s(s(0))] (A1)
2. (s(s(0)) = s(s(0))) — (s(s(s(0))) > s(s(0))) [0 =s(s(0))] (A2)
3. F (s(s(s(0))) > s(s(0))) (MP, 1,2)
Lo F (s(s(s(0))) > s(s(0))) = ~(s(s(0)) = s(s(s(0)))) (A5)

[ = s(s(s(0))), 7 = s(s(0))]
5. F =(s(s(0)) = s(s(s(0)))) (MP, 3,4)
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Bis jetzt haben wir das System E ausschlieflich auf der syntaktischen Ebe-
ne betrachtet, in der die Theoreme eines Kalkiils nichts weiter als inhaltsleere
Zeichenketten sind, die sich nach festgelegten Regeln mechanisch manipulieren
lassen.

Wir werden den einzelnen Formelbestandteilen nun eine inhaltliche Bedeu-
tung verleihen und die syntaktische Ebene hierdurch um eine semantische Ebe-
ne ergidnzen. Damit dies moglichst einfach gelingt, vereinbaren wir vorab die

nachstehende Schreibweise:

7= s(s(...s(0)...)) (1.1)
——

n-mal

Die bewiesenen Theoreme kénnen wir damit sehr kompakt formulieren:

(3 > 1) entspricht (s(s(s(0))) > s(0))
—(2 = 3) entspricht —(s(s(0)) = s(s(s(0))))

Jetzt legen wir die inhaltliche Bedeutung der Formeln folgendermafien fest:

n  steht fiir die Zahl n € N
(n =m) steht fir die Aussage n=m
(m > m) steht fir die Aussage n > m
—(m =m) steht fir die Aussage n #m
—(n > m) steht fiir die Aussage n <m

@ — 1) steht fiir die Aussage ,,Aus ¢ folgt 1

Erst auf der Bedeutungsebene sind wir in der Lage, von wahren und von falschen
Aussagen zu sprechen. Symbolisch verwenden wir hierfiir das Zeichen ,|=¢, in
Anlehnung an das bereits eingefiihrte Zeichen

% Definition 1.4 (Beweisbarkeitsrelation, Modellrelation)

Die Beweisbarkeitsrelation ,F* hat die folgende Bedeutung:

F ¢ :& Die Formel ¢ ist innerhalb des Kalkiils beweisbar
/¢ < Die Formel ¢ ist nicht innerhalb des Kalkiils beweisbar

Die Modellrelation ,|=‘ hat die folgende Bedeutung:

E ¢ :< Die inhaltliche Aussage der Formel ¢ ist wahr
£ ¢ :& Die inhaltliche Aussage der Formel ¢ ist falsch
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| Wahre Formeln (= ¢) || Falsche Formeln (}= ¢) |

(0=0)

(s(0) = s(0))

(s(0) > 0)

(s(s(0)) > 0)

(s(s(s(0))) > s(0))
=(s(s(0)) = s(s(s(0))))

~(0 = 0)

~(0 > 0) =(s(0) = 5(0))

—(s(0) > s(0)) —(s(0) > 0)

~(s(s(0)) > s(s(0))) (s(s(0)) > 0)
—(s(s(s(0))) > s(s(s(0)))) —(s(s(s(0))) > s(0))
~(s(s(s(s(0)))) > s(s(s(s(0))))) (s(s(0)) = s(s(s(0))))

|Unbeweisbare Formeln (i <,0)|| Beweisbare Formeln (- ¢) |

Abb. 1.3 Quadrantendarstellung fiir das formale System E

Behalten sie stets im Gedéchtnis, dass die Relationen ,F* und ,|=‘ davon ab-
héngen, welches formale System bzw. welche Interpretation wir zugrunde legen.
Eine Formel, die in einem bestimmten formalen System beweisbar ist, kann in ei-
nem anderen unbeweisbar sein, genauso wie eine wahre Formel zu einer falschen
werden kann, wenn wir die inhaltlichen Bedeutungen ihrer Symbole verdndern.
Kurzum: Wahrheit und Beweisbarkeit sind zwei orthogonale Begriffe, die durch
die Wahl des formalen Systems und durch die inhaltliche Interpretation der
Formelsymbole unabhéngig voneinander beeinflusst werden. Fiir jede Formel ¢
ergibt sich daher eine von vier Moglichkeiten:

B o ist inhaltlich wahr und formal beweisbar (= ¢ und + ¢)

B ¢ ist inhaltlich wahr, aber formal unbeweisbar (= ¢ und I/ ¢)
B ¢ ist inhaltlich falsch, aber formal beweisbar (&= ¢ und F ¢)
B ¢ ist inhaltlich falsch und formal unbeweisbar (= ¢ und t ¢)

Die Situation ldsst sich graphisch veranschaulichen, wenn wir die Formeln, wie
in Abbildung 1.3 geschehen, auf vier Quadranten verteilen. In der Abbildung
sind diese so angeordnet, dass sich alle beweisbaren Formeln in den beiden
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oberen und alle unbeweisbaren in den beiden unteren Quadranten befinden.
Ob eine Formel oben oder unten einzutragen ist, wird also ausschlieftlich durch
die Axiome und die Schlussregeln bestimmt. In analoger Weise beeinflusst die
Wahl der Interpretation, ob eine Formel links oder rechts erscheint. Die wahren
Formeln befinden sich in den beiden linken und die falschen Formeln in den
beiden rechten Quadranten.

1.3 Metamathematik

Formale Systeme erlauben es, Mathematik in héchster Préazision zu betreiben.
Beweise werden durch das strikte Regelwerk mechanisch iiberpriifbar und auf
diese Weise von sdmtlichen Interpretationsspielraumen befreit. Dariiber hinaus
bergen formale Systeme eine Besonderheit in sich, die uns einen vollig neuen
Blick auf die mathematische Methode werfen lasst: Wir kénnen sie, aufgrund ih-
res streng formalen Charakters, selbst zum Gegenstand mathematischer Unter-
suchungen machen. Das bedeutet, dass wir die uns bekannten mathematischen
Mittel einsetzen kénnen, um Aussagen dber ein formales Systems zu beweisen.
Auf diese Weise entsteht eine Metamathematik, die neben der gewdhnlichen
Mathematik existiert.

Erinnern Sie sich an die Aufgabe, die wir am Ende der Besprechung des
Systems B gestellt hatten? Konkret ging es um die Frage, ob die Formel (M) ein
Theorem von B ist. Was wir hier vor uns haben, ist eine klassische Fragestellung
der Metamathematik, da sie eine Aussage tber das System tétigt und nicht
innerhalb von B beantwortet werden kann. In der Sprache von B hitten wir
nicht einmal die nétigen Mittel zur Verfiigung, um diese Frage iiberhaupt zu
formulieren.

Metatheoretisch ldsst sich die Frage mit einem verbliiffend einfachen Argu-
ment beantworten, das auf der folgenden Beobachtung beruht:

.
= 4 In jedem Theorem von B
@ kommt das Symbol M ungerade hdufig vor.

Ein Blick auf die Axiome und die Schlussregeln reicht aus, um die Eigenschaft zu
verifizieren. Das einzige Axiom M besitzt eine ungerade Anzahl an W’s, und die
Schlussregeln sind so aufgebaut, dass sich diese Eigenschaft von der Pramisse auf
die Konklusion vererbt. Die Formel (MM) besitzt aber eine gerade Anzahl W’s
und kann deshalb niemals die Endformel einer Beweiskette sein. Damit haben
wir erfolgreich einen ersten metamathematischen Beweis gefiihrt.
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Hilbert erklidrte den Sinn einer Metamathematik folgendermafsen:

»Zu der eigentlichen so formalisierten Mathematik kommt eine ge-
wissermafien neue Mathematik, eine Metamathematik, die zur Siche-
rung jener notwendig ist, in der —im Gegensatz zu den rein formalen
Schluffweisen der eigentlichen Mathematik — das inhaltliche Schlie-
Ben zur Anwendung kommdt, aber lediglich zum Nachweis der Wider-
spruchsfreiheit der Axiome. In dieser Metamathematik wird mit den
Beweisen der eigentlichen Mathematik operiert, und diese letzteren
bilden selbst den Gegenstand der inhaltlichen Untersuchung.

David Hilbert [42]

Die von Hilbert angesprochene Widerspruchsfreiheit ist eine von vier Fragestel-
lungen, die in der Metamathematik von besonderem Interesse sind.

% Definition 1.5 (Metaeigenschaften formaler Systeme)

B Widerspruchsfreiheit (& tf ¢ oder I =)
Ein formales System heifst widerspruchsfrei, wenn eine Formel niemals
gleichzeitig mit ihrer Negation aus den Axiomen abgeleitet werden kann.

B Negationsvollstindigkeit (& + ¢ oder F —p)
Ein formales System heifit negationsvollstindig, wenn fiir jede Formel die
Formel selbst oder deren Negation aus den Axiomen abgeleitet werden
kann.

B Korrektheit (& Aus F ¢ folgt = ¢)
Ein formales System heifst korrekt, wenn jede Formel, die innerhalb des
formalen Systems bewiesen werden kann, inhaltlich wahr ist.

B Vollstindigkeit (& Aus = ¢ folgt F @)
Ein formales System heifst vollstdndig, wenn jede Formel, die inhaltlich

wahr ist, auch innerhalb des formalen Systems bewiesen werden kann.

Die Widerspruchsfreiheit und die Negationsvollstandigkeit sind Begriffe, die aus-
schlieftlich die syntaktische Ebene eines formalen Systems beriihren; sie machen
von dem Begriff der Wahrheit keinen Gebrauch und sind auch dann sinntragend,
wenn die Formelsymbole uninterpretiert bleiben. Das bedeutet, dass wir diese
Begriffe auf jedes formale System anwenden kénnen, in dem sich Formeln auf der
symbolischen Ebene negieren lassen. In nahezu allen der heute gebrauchlichen
Logiken wird hierfiir das Symbol ,—* verwendet, das wir in weiser Voraussicht
auch schon in das Beispielsystem E integriert hatten. In unserem ersten Bei-
spiel, dem System B, ist die Negation nicht verankert, so dass die Frage nach
der Widerspruchsfreiheit oder der Negationsvollstédndigkeit dort keinen Sinn er-
gibt.
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Die Korrektheit und die Vollstindigkeit sind Begriffe, die einen Zusammen-
hang zwischen der syntaktischen und der semantischen Ebene herstellen. Folge-
richtig ergeben sie nur dann einen Sinn, wenn sich die Symbole eines formalen
Systems so interpretieren lassen, dass jede Formel fiir eine inhaltlich wahre oder
eine inhaltlich falsche Aussage steht.

Beide Eigenschaften kénnen grafisch gedeutet werden, wenn wir die Quadran-
tendarstellung in Abbildung 1.3 zugrunde legen. Ist ein System korrekt, so ist
keine inhaltlich falsche Formel beweisbar und der obere rechte Quadrant leer.
Ist ein System vollstdndig, so ist ausnahmslos jede inhaltlich wahre Formel be-
weisbar und damit der untere linke Quadrant ohne Eintrage.

1.3.1 Widerspruchsfreiheit

Fiir die Durchfiihrung von Widerspruchsfreiheitsbeweisen haben sich zwei An-
sdtze etabliert. Beide werden wir jetzt nacheinander verwenden, um die Wider-
spruchsfreiheit des Systems E zu zeigen.

Beweis der Widerspruchsfreiheit auf der Bedeutungsebene

Eine Moglichkeit, die Widerspruchsfreiheit eines formalen Systems zu beweisen,
ist die Angabe eines Modells. In der Logik wird hierunter eine Interpretati-
on verstanden, die alle Theoreme zu inhaltlich wahren Aussagen werden lésst.
Ein Modell fiir das System E haben wir bereits weiter oben konstruiert, als
wir die Terme 0, s(0), s(s(0)), ... mit den natiirlichen Zahlen identifiziert und
die Symbole ,=‘ und ,>*‘ mit ihrer gew6hnlichen mathematischen Bedeutung
versehen haben. Auf diese Weise wird jedes Axiom zu einer wahren Aussage
der Zahlentheorie, und die Anwendung der Modus-Ponens-Schlussregel vererbt,
die Wahrheit der Pramissen auf die Konklusion. Das bedeutet, dass sdmtliche
Theoreme von E wahre Aussagen der Zahlentheorie sind.

Jetzt kommt der entscheidende Schritt: Gébe es tatséchlich eine Formel ¢, so
dass sich neben ¢ auch —¢ aus den Axiomen ableiten liefe, so wiirde ein Wi-
derspruch im Bereich der natiirlichen Zahlen sichtbar werden (Abbildung 1.4).
Im Umkehrschluss gilt: Vertrauen wir der Arithmetik, so folgt daraus die Wi-
derspruchsfreiheit des formalen Systems E.

Auf die gleiche Weise hatte Hilbert die Widerspruchsfreiheit seines Axiomen-
systems der euklidischen Geometrie bewiesen. Hierzu konstruierte er einen spe-
ziellen Zahlenbereich, so dass jede beweisbare Beziehung zwischen den geome-
trischen Objekten einer beweisbaren Beziehung zwischen den Elementen die-
ses Zahlenbereichs entspricht und umgekehrt. Folgerichtig wiirde jeder Wider-
spruch, der sich aus den geometrischen Axiomen ergibt, als Widerspruch in der
Arithmetik sichtbar werden.
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Interpretation
1

I i

= /JY dre das formale System E i
- widerspriichlich, so wiirde das komplementédre Formelpaar als Widerspruch in der
Arithmetik sichtbar werden.

(s(s(s(s(0)))) > s(s(0)))
~(s(s(s(s(0)))) > s(s(0)))

74

g

Modellbereich
(semantische Ebene)

Objektebene
(syntaktische Ebene)

Abb. 1.4 FEin relativer Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir den Beispielkalkiil E. Durch die
Angabe eines Modells iibertriagt sich die Widerspruchsfreiheit des Modellbereichs auf
die Objektebene.

Es ist ein wesentlicher Punkt dieser Methode, dass die Widerspruchsfreiheit
eines formalen Systems hier nicht in einem absoluten Sinne bewiesen wird. Unser
Beweis vertraut darauf, dass die Arithmetik frei von Widerspriichen ist, und
iibertrigt diese Eigenschaft auf das System E. Wir haben also lediglich einen
relativen Widerspruchsfreiheitsbeweis gefiihrt.

Ist ein modelltheoretischer Beweis fiir das System E {iberhaupt sinnvoll? Ein
gezielter Blick auf dessen Axiome und Schlussregeln macht deutlich, dass E
nichts weiter als ein kleiner Ausschnitt der Arithmetik ist, mit dem wir elemen-
tare Aussagen iiber die Anordnung der natiirlichen Zahlen beweisen konnen.
Offensichtlich sichern wir unseren Widerspruchsfreiheitsbeweis mit einem Argu-
ment ab, das sich auf die Widerspruchsfreiheit eines komplizierteren und damit
potenziell unsichereren Systems beruft.

In Wirklichkeit ist die Situation noch prekdrer. Wiirden wir ndmlich versu-
chen, unsere modelltheoretischen Argumente zu formalisieren, so miissten wir,
bewusst oder unbewusst, auf Wissen und Schlussweisen der Mengenlehre zu-
riickgreifen. In Kapitel 2 werden Sie sehen, dass wir dabei auf weit weniger
stabilem Boden stehen, als es der erste Anschein vermuten lasst.

Wenn uns also ein relativer Widerspruchsfreiheitsbeweis zur Absicherung des
Systems E nicht weiterbringt, kann dies nur eines bedeuten: Wir miissen einen
Weg finden, um die Widerspruchsfreiheit in einem absoluten Sinne zu beweisen.
Tatséchlich ist ein solcher Beweis fiir das System E gar nicht schwer. ...
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Beweis der Widerspruchsfreiheit auf der Objektebene

Wir wollen versuchen, die Widerspruchsfreiheit von E zu beweisen, ohne einen
Bezug auf Interpretationen, Modelle oder andere Begriffe der Bedeutungsebene
zu nehmen. Hierzu fiihren wir einen klassischen Widerspruchsbeweis und neh-
men an, fiir eine Formel ¢ sei sowohl ¢ als auch —¢ aus den Axiomen ableitbar.
Die folgenden Uberlegungen werden zeigen, dass diese Annahme mit dem Auf-
bau der Axiome und der Schlussregel unvereinbar ist. Da sich in der Sprache
von E keine Formeln der Form —(¢ — 1) bilden lassen, geniigt es, zwei Fille zu
unterscheiden:

B 1. Fall: Angenommen, es gelte - (c =7) und F —(0c =7)
Eine Formel der Bauart (¢ = 7) kann nur durch die Instanziierung des Axio-
menschemas (A1) entstanden sein. Dann sind aber o und 7 identische Terme,
so dass wir lediglich die Frage kldren miissen, ob eine Formel der Form

—(0 =0) (1.2)

aus den Axiomen abgeleitet werden kann. Die Modus-Ponens-Schlussregel
kann diese Formel nur hervorbringen, wenn in der Beweiskette an friiherer
Stelle die Formel

(0 > 0) (1.3)

vorkommt; nur dann wére die Formel (1.2) {iber eine Instanz von (A4) oder
(A5) ableitbar. Eine Formel der Bauart (1.3) kann nur iiber das Axiomen-
schemata (A3) entstanden sein. Das bedeutet, dass eine Formel der Form

(0> (o)) (1.4)

an fritherer Stelle in der Beweiskette vorkommen muss. Fiir den Beweis von
(1.4) bendtigen wir ein Theorem der Form(o > s(s(0))), und diese Argu-
mentation kénnen wir beliebig oft wiederholen. Fiir jede Zahl n miisste die
Formel
(o0 >s(s(...s(0)...))) (1.5)
——
n-mal

bereits bewiesen sein, im Widerspruch zur Endlichkeit einer Beweiskette.

B 2. Fall: Angenommen, es gelte - (o > 7) und F —(0 > 7)
Die Formel —(o > 7) ldsst sich nur iiber das Axiomenschema (A6) und die
Formel (7 > o) herleiten. Das bedeutet, dass neben (o > 7) auch (7 > o)
in der Beweiskette vorkommen muss. Ist (o = 7), so sind diese Formeln mit
(1.3) identisch und nach dem oben Gesagten unbeweisbar. Ist (o # 7), so hat
eine der beiden Formeln die Gestalt (1.5) und ist nach dem oben Gesagten
ebenfalls nicht beweisbar.
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Damit ist die Widerspruchsfreiheit von E bewiesen. O

Tatséchlich gilt in unserem Beispielkalkiil noch mehr: Alle beweisbaren Formeln
sind inhaltlich wahr, d.h., der Kalkiil E ist nicht nur widerspruchsfrei, sondern
auch korrekt.

1.3.2 Volistandigkeit

Nachdem die Widerspruchsfreiheit sichergestellt ist, wollen wir in diesem Ab-
schnitt klaren, ob das System E auch vollstdndig ist. Hierzu werfen wir einen
erneuten Blick auf Abbildung 1.3. Die Eintrige im linken unteren Quadranten
deuten bereits darauf hin, dass E unvollstédndig ist, denn es existieren wahre
Formeln, die nicht aus den Axiomen abgeleitet werden kénnen. Dass die ange-
gebenen Formeln tatséichlich unbeweisbar sind, lasst sich leicht einsehen. Eine
Formel der Bauart

—(oc > o) (1.6)

l&sst sich ndmlich nur dann ableiten, wenn an fritherer Stelle in der Beweiskette
die Formel (o > o) vorkommt, und diese ist in E nach dem oben Gesagten
unbeweisbar.

Das Problem lasst sich beseitigen, indem das Schema

(c=7)—=(r>0) (A7)

zu den Axiomen von E hinzugefiigt wird. Da die Formel (o = o) fiir jeden Term
o ein Theorem ist, sind jetzt alle Formeln der Bauart (1.6) beweisbar.
Vollstandig ist das erweiterte System dennoch nicht, da mit

(0=0) — (0=0)

immer noch eine Formel existiert, die inhaltlich wahr ist, aber nicht aus den
Axiomen hergeleitet werden kann.

Korrekte und zugleich vollstdndige Kalkiile sind der Traum vieler Mathema-
tiker. Jede wahre mathematische Aussage, die sich in der Kunstsprache des
Kalkiils formulieren lésst, ist auf formalem Weg beweisbar, und auf der anderen
Seite ist sichergestellt, dass sich niemals eine inhaltlich falsche Aussage aus den
Axiomen ableiten l&sst. In solchen Systemen befinden sich die Begriffe der Be-
weisbarkeit und der Wahrheit in harmonischer Kongruenz. Dort, und nur dort,
sind die beweisbaren Formeln die wahren Aussagen.

Die Idee, Begriffe und Gedanken auf diese Weise mit den Objekten einer for-
malen Sprache zu verschmelzen, reicht in das siebzehnte Jahrhundert zuriick.
Sie findet ihre Personifizierung in Gottfried Wilhelm Leibniz, einem der grofien
Denker der frithen Neuzeit. Leibniz wurde 1646 in Leipzig geboren und zéhlte
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zu den auflergewohnlichsten Gelehrten des ausgehenden siebzehnten und begin-
nenden achtzehnten Jahrhunderts.

Es wére kleindenkend, seine Person auf einen Wissenschaftler, einen Philo-
sophen oder einen Rechtskundler zu reduzieren. In all diesen Bereichen hat er
Mafsgebliches geleistet, und so sprengt sein Lebenswerk die iiblichen Kategorien.
Wir wollen uns daher all Jenen anschlieffen, die Leibniz, mangels begrifflicher Al-
ternativen, als Universalgelehrten bezeichnen. Vielsagend ist dieser Titel nicht,
doch keiner konnte ehrender sein.

Leibniz baute seine Anschauung auf mehreren , groflen Prinzipien® auf, von
denen das Prinzip des Widerspruchs und das Prinzip des zureichenden Grundes
die wichtigsten waren. Letzteres bringt die Uberzeugung zum Ausdruck, dass
jeder Wirkung eine Ursache vorausgeht und nichts in der Welt ohne Grund

geschieht. In Leibniz’ Worten ist es das Prinzip,

»|---] kraft dessen wir schliefien, dass
keine Tatsache wahr oder wirklich,
kein Satz wahrhaft sein kénne, ohne
dass ein hinreichender Grund vorhan-
den ist, warum es sich so und nicht
anders verhalte, obgleich diese Griinde
sehr hdufig uns weder samtlich bekannt
sind, noch es jemals werden.* [60]

»|---] en vertu du quel nous conside-
rons qu’aucun fait ne sauroit se trouver
vray ou ewistent, aucune Enonciation
veritable, sans qu’il y ait une raison
suffisante, pour quoy il en soit ainsi,
et non pas autrement; quoyque ces rai-
sons le plus souvent ne puissent point

nous etre connues.* [61]

Leibniz hatte eine universelle Sprache im
Sinn, die ausdrucksstark genug ist, um als
Projektionsmedium der menschlichen Er-
kenntnis zu dienen. Diese Characteristica
universalis sollte eine symbolische Sprache
sein, ganz dhnlich der, die wir heute in der
Mathematik unser Eigen nennen. Innerhalb
dieser Sprache wollte er die Objekte und
Konzepte der realen Welt so codieren, dass
die Beziehungen, die zwischen den Objekten
und den Konzepten bestehen, auf der syn-
taktischen Ebene sichtbar werden.

Leibniz glaubte fest daran, dass der Wahr-

Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646 — 1716)

heitswert jeder formalisierten Aussage aus-
gerechnet werden kdnne. Dies sollte mit dem
Calculus ratiocinator geschehen, einem festen Regelkatalog, der nach d&hnlichen
Prinzipien funktioniert wie die algorithmisch arbeitenden Computer unserer Ta-
ge (Abbildung 1.5). Ein solches Regelwerk in der Hinterhand liefe uns allen
offenen Problemen mit erhobenem Haupt entgegentreten. Wir wéren bereit, auf
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Calculus ratiocinator

Characteristica universalis

Abb. 1.5 Zeitlebens war Leibniz von der Existenz eines Calculus ratiocinator iiber-
zeugt, mit dem sich der Wahrheitsgehalt einer formalisierten Aussage im Sinne einer
mechanischen Prozedur systematisch ausrechnen liefe.

jede von ihnen eine Antwort zu geben, die mit dem beriihmten Leibniz’schen
Ausspruch beginnt: ,, Calculemus — Lasst uns rechnen!“

Mit seiner visionaren Idee war Leibniz seiner Zeit weit voraus, und bis zu sei-
nem Tod gelang es weder ihm noch einem anderen Gelehrten, sie in die Realitét
umzusetzen. Doch dann, mehr als 200 Jahre spéter, mehrten sich die Anzeichen
fiir eine beginnende Inkarnation. Es war der Ausbau der axiomatischen Methode
durch Hilbert, der eine Characteristica universalis — zumindest fiir den Bereich
der Mathematik — in greifbare Ndhe zu riicken schien.

1.3.3 Hilbert-Programm

Mit dem Ausbau der axiomatischen Methode verfolgte Hilbert ein ganz prakti-
sches Interesse. Er sah darin die Chance, einen Streit zu beenden, der zu Beginn
des zwanzigsten Jahrhunderts zu kontroversen Diskussionen in der Frage fiihr-
te, welche Begriffe und Methoden in der Mathematik erlaubt seien und welche
nicht.

Dem begnadeten Zahlentheoretiker Leopold Kronecker wird der Ausspruch
zugeschrieben, die ,natirlichen Zahlen habe der liebe Gott gemacht, alles ande-
re set Menschenwerk® [90]. Kronecker war einer der prominenten und zugleich
verbissensten Gegner einer neuen Mathematik, die sein Schiiler Georg Cantor
gegen Ende des neunzehnten Jahrhunderts ins Leben rief. Die von Cantor kon-
struierten Mengen — damals hiefsen sie Mannigfaltigkeiten — bedienten sich des
Begriffs des Unendlichen in einer fiir damalige Verhéltnisse respektlosen Art und
Weise. Indem er unendliche Mengen von Haufungspunkten wieder und wieder
zu immer neuen Mengen zusammenfasste, konnte Cantor wichtige Ergebnisse
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auf dem Gebiet der Fourier-Reihen erzielen [6, 76]. Seine Konstruktionen waren

jedoch so abenteuerlich, dass sie von etlichen, darunter namhaften, Mathemati-

kern zuriickgewiesen wurden.

Al

Leopold Kronecker
(1823 — 1891)

Die meisten Kritiker waren der Meinung,
dass seine wild konstruierten Punktmengen
niemals als etwas abgeschlossenes Ganzes
betrachtet werden diirfen, aber genau da-
von ging Cantor aus. Er hatte seine Man-
nigfaltigkeiten nach den gleichen Prinzipien
gebildet, die wir heute fiir die Konstrukti-
on von Ordinalzahlen verwenden, und jede
seiner Mengen als ein eigensténdiges, in sich
abgeschlossenes Individuum betrachtet. Was
wir heute als eine Standardmethode der Ma-
thematik ansehen, wirkte damals auf viele
Mathematiker befremdlich. Die Schwere des
vermeintlichen Vergehens wurde dabei ganz

unterschiedlich beurteilt. Fiir manche war Cantors Mathematik lediglich eine

unziichtige, aber harmlose Liaison mit dem aktual Unendlichen, fiir andere ein

gefdhrliches Spiel mit dem Feuer.

In Kapitel 2 werden wir aufdecken, dass
diese Furcht nicht unbegriindet war. Tat-
sdchlich hatte sich Cantor mit einigen seiner
neuen Methoden einen Schritt zu weit vorge-
wagt. Genau wie der deutsche Mathematiker
Gottlob Frege, auf den wir spéter ausfiihr-
lich zu sprechen kommen, hatte Cantor — zu-
néchst unbemerkt — ein Einlasstor fiir logi-
sche Antinomien gedffnet. Was als Spiel mit
dem Feuer begann, drohte zu einem Fléachen-
brand zu werden, und die neue Mathematik
war nicht weit davon entfernt, in einem lo-
dernden Flammenmeer zu versinken.

Zu Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts

Georg Cantor
(1845 — 1918)

eroffnete der Mathematiker Luitzen Brouwer mit dem mathematischen Intuitio-

nismus eine weitere Front. Er kritisierte damit nicht nur den hemmungslosen

Umgang mit der Unendlichkeit, sondern stellte im gleichen Atemzug altbew&hr-

te Grundprinzipen in Frage.

Im Kern der Brouwer’schen Philosophie stand der Gedanke einer konstrukti-

ven Mathematik. Von den Intuitionisten wurde eine Aussage nur dann als wahr

anerkannt, wenn sie durch einen konstruktiven Beweis abgesichert war, und ein

mathematisches Objekt nur dann als real existent betrachtet, wenn es explizit
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konstruiert werden konnte. In diesem Punkt bildet der Intuitionismus einen Ge-
genpol zum Platonismus, der den mathematischen Objekten eine unabhingige
Existenz in der Gedankenwelt zubilligt. Dort ist die Wahrheit oder die Falschheit
einer Aussage eine genauso imaginéire wie statische Eigenschaft, die unabhéngig
von der realen Welt existiert. Platoniker sehen in der Mathematik lediglich ein
technisches Vehikel, mit dem wir den Wahrheitswert einer Aussage durch logisch
deduktives Denken entdecken konnen.

Die Intuitionisten um Brouwer weigerten sich vehement, einer Aussage einen
Wahrheitswert zuzuordnen, wenn sich dieser nicht auf konstruktivem Weg be-
stimmen liefs. Damit wandten sie sich offen gegen das Prinzip des ausgeschlos-
senen Dritten (Tertium non datur), nach dem bei einer Aussage entweder die
Aussage selbst oder ihre Negation wahr sein muss. Mit seinem intuitionistischen
Programm startete Brouwer einen Frontalangriff auf das tragende Geriist der
Mathematik in ihrem urspriinglichen Sinne, denn sédmtliche Herleitungen, die
eine Aussage durch den Ausschluss des Gegenteils beweisen, verléren darin ihre
Giiltigkeit.

Hilbert waren die Intuitionisten zeitlebens ein Dorn im Auge, und er bekdmpf-
te ihre Versuche, die Mathematik in ihrem Sinne zu verdndern, mit unbandiger
Vehemenz. In seiner berithmten Abhandlung Uber das Unendliche aus dem Jahr
1926 verteidigte er die Methoden, die mit der Cantor’schen Denkweise in die
Mathematik Einzug hielten, mit dem blumigen Ausspruch:

»Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand
vertreiben konnen.“

David Hilbert [43]

Fiir Hilbert war das Prinzip des ausgeschlossenen Dritten untrennbar mit der
mathematischen Methode verbunden; es daraus zu entfernen, kam fiir ihn einer
Enthauptung gleich. 1928 &ufterte sich Hilbert mit den berithmten Worten:

,Dieses Tertium non datur dem Mathematiker zu nehmen, wdre et-
wa, wie wenn man dem Astronomen das Fernrohr oder dem Boxer

den Gebrauch der Fduste untersagen wollte.“

David Hilbert [44]

In der axiomatischen Methode sah Hilbert das Instrument, dem vielstimmigen
Meinungskanon Einhalt zu gebieten. Fiir ihn stand die Korrektheit der kritisier-
ten Begriffe und Methoden aufer Frage, und er war iiberzeugt, sie mit formalen
Argumenten absichern zu kénnen. Das Hilbert- Programm begann in den Zwan-
zigerjahren und wird in [42] mit den folgenden Worten motiviert:

»Meine Untersuchungen zur Neubegrindung der Mathematik bezwe-
cken nichts Geringeres, als die allgemeinen Zweifel an der Sicherheit
des mathematischen Schlieffens definitiv aus der Welt zu schaffen.
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Wie notig eine solche Untersuchung ist, gewahren wir, wenn wir be-
denken, wie wechselnd und unprazise die diesbeziiglichen Anschauun-
gen oft selbst der hervorragendsten Mathematiker waren, oder wenn
wir uns erinnern, dafl von einigen der namhaftesten Mathematiker
der neuesten Zeit die bisher fiir die sichersten gehaltenen Schlisse
in der Mathematik verworfen werden.“

David Hilbert [42]

Die Umsetzung seines Vorhabens hétte die Aufstellung eines formalen Systems
bedingt, in dem sich die Begriffe und Methoden der klassischen Mathematik
abbilden lassen. Die natiirlichen, rationalen und reellen Zahlen wéren darin ge-
nauso enthalten wie der zur damaligen Zeit umstrittene Mengenbegriff. Auch
die géngigen Beweisprinzipien hétten darin Platz. Darunter befidnden sich aner-
kannte Methoden wie der direkte, konstruktive Beweis, aber auch umstrittene
Prinzipien wie die transfinite Induktion oder das Tertium non datur. Von innen
betrachtet wire das System die Mathematik, wie wir sie kennen, verpackt in
einem formalen System, das im Sinne von Definition 1.5 vollsténdig ist.

Von auften betrachtet wire das System ein komplexes Regelwerk, das nach
den gleichen Grundprinzipien funktioniert wie unsere Beispielsysteme B und
E. Was von innen betrachtet einem Beweisschritt der klassischen Mathematik
entspriache, wiare von aufsen betrachtet eine Folge mechanischer Operationen,
die eine Zeichenkette auf der syntaktischen Ebene manipulieren.

In der Dualitét eines solchen formalen Systems sah Hilbert die Moglichkeit,
die Widerspruchsfreiheit der klassischen Mathematik abzusichern. Ein solcher
Beweis sollte von auflen gefiihrt werden, d. h., es sollte durch eine mathematisch
prézise Analyse der Schlussregeln sichergestellt werden, dass sich innerhalb des
Systems keine Widerspriiche ableiten lassen. Dass so etwas fiir kleine formale
Systeme durchaus moglich ist, haben wir weiter oben am Beispiel des Systems E
demonstriert. Wiirde ein entsprechender Beweis fiir das von Hilbert angedachte
System gelingen, so wéren sdmtliche Methoden, die innerhalb des Systems exis-
tieren, ebenfalls gegen Widerspriiche gefeit. Dies ist in kurzen Worten der Inhalt
dessen, was wir heute als das Hilbert- Programm bezeichnen (Abbildung 1.6).

Natiirlich wére nichts gewonnen, wenn der Beweis die gleichen, potenziell
unsicheren Methoden nutzen wiirde, um deren Absicherung es geht. Hilbert sah
vor, den Beweis der Widerspruchsfreiheit ausschlieflich mit finiten Mitteln zu
fiihren. Grob gesprochen, sind damit alle Beweismethoden gemeint, die iiber die
zerstrittenen Lager hinweg als legitim erachtet wurden. Ausgeschlossen waren
Methoden, die auf dem umkémpften Satz des ausgeschlossenen Dritten beruhten
oder unendliche Ansammlungen von Objekten als etwas abgeschlossenes Ganzes
betrachteten.

Zunéchst entwickelte sich das Hilbert-Programm ganz nach Plan. Fiir wichtige
Teilgebiete der Mathematik war es tatsédchlich gelungen, die Widerspruchsfrei-
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Hilbert sah die Konstruktion eines formalen Systems vor, das ausdrucksstark

genug ist, um die klassische Mathematik zu formalisieren.

Tertium non datur
Aktuale Unendlichkeit
Mengenlehre

Transfinite Induktion

& Von innen betrachtet wdre das
System die klassische Mathematik. In
ithm sollten samtliche Begriffe und

Schlussweisen existieren, die zur da-
maligen Zeit kontrovers diskutiert und

.
o

M
|

O

P
Ly

o
b Lt

\

& Von auflen betrachtet wdre das
System ein Regelwerk, in dem Theo-
reme mechanisch abgeleitet werden.
Wiirde es gelingen, dessen Wider-
spruchsfreiheit mit finiten Mitteln zu

von manchen Mathematikern als un- beweisen, so wdren auch samtliche

zuldssig zurickgewiesen wurden. Methoden, die innerhalb des Systems
existieren, gegen Widerspriche abge-

sichert.

Abb. 1.6 Das Hilbert-Programm

heit auf die geforderte Weise zu zeigen, und so war es fiir Hilbert und seine
Mitstreiter nur eine Frage der Zeit, bis die Widerspruchsfreiheit der gesamten
klassischen Mathematik durch finite Mittel gesichert wiirde.

Fiir Brouwer und seine Anhéngerschaft war das Hilbert-Programm eine rea-
le Gefahr. Sie wussten: Wiirde Hilbert einen im intuitionistischen Sinne ein-
wandfreien Beweis vorlegen, so wére dies der Todesstofs fiir ihre philosophische
Stromung.

Damit beenden wir unseren Exkurs in die Geschichte der Mathematik und
gehen an den Ort zuriick, an dem unsere Reise begann. Es war Mittag ge-
worden in Konigsberg, als John von Neumann seine Ausfiihrungen iiber den
Formalismus mit einem Uberblick iiber den damals gegenwértigen Stand des
Hilbert-Programms beendete:

»Der gegenwdrtige Stand der Dinge ist dadurch gekennzeichnet, dafl
die Widerspruchsfreiheit der klassischen Mathematik immer noch
unbewiesen ist, dagegen dieser Beweis fiir ein etwas engeres ma-
thematisches System bereits gegliickt ist. [...| Dadurch hat Hilberts
System die erste Kraftprobe bestanden: die Rechtfertigung eines nicht
finiten und nicht rein konstruktiven mathematischen Systems ist mit
finit-konstruktiven Mitteln gegliickt. Ob es gelingen wird, diese Recht-
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fertigung am schwierigeren und wesentlicheren System der klassi-
schen Mathematik zu wiederholen, wird die Zukunft lehren.“

John von Neumann [67]

Von Neumann ahnte nicht, wie nah die Antwort auf diese Frage bereits war.

1.4 Die Unvolistandigkeitssatze

Der zweite Tag begann mit Vortriagen von
Hans Reichenbach und Werner Heisenberg
iiber die Auswirkungen der Quantenmecha-
nik auf den Begriff der physikalischen Wahr-
heit und den Begriff der Kausalitat. Auf der
Agenda fiir den Nachmittag standen ein 60-
miniitiger Vortrag iiber die Geschichte der
vorgriechischen Mathematik sowie drei 20-
miniitige Kurzvortrage iiber die Grundla-
gen der Mathematik. Die Kurzvortrage wur-
den von Arnold Scholz, Walter Dubislav und
Kurt Gédel gehalten.

In seinem Vortrag Uber die Vollstindig-

keit des Logikkalkiils referierte Godel iiber je- Kmv“gﬂr-n’ o
nen Satz, den wir heute als den Gddel’schen

Vollstindigkeitssatz bezeichnen. Er hatte (1906 — 1978)
ihn im Rahmen seiner Dissertation bewiesen und damit eine wichtige Grund-
lagenfrage auf dem Gebiet der mathematischen Logik gelost. Inhaltlich macht
der Vollstandigkeitssatz eine Aussage iiber die Prddikatenlogik erster Stufe, kurz
PL1, auf die wir in Abschnitt 6.2.2 noch genauer eingehen werden. Godel be-
wies, dass die PL1 vollstandig ist, wenn wir diesen Begriff auf die Ableitbar-
keit allgemeingiiltiger Formeln beziehen. Soviel vorweg: Eine Formel heifst all-
gemeingiiltig, wenn sie unter allen madglichen Interpretationen ihrer Préadikat-
und Funktionssymbole zu einer wahren Aussage wird.

Fiir die Formalisten war der Goédel’sche Vollstandigkeitssatz ein wichtiger
Etappensieg. Durch ihn schien die Verwirklichung des Hilbert-Programms zum
Greifen nahe zu sein, und niemand rechnete damit, dass sich die Hoffnung auf
eine baldige Vollendung bereits am nichsten Morgen zerschlagen wiirde.
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1.4.1 Der erste Unvolistandigkeitssatz

Auf der Agenda des dritten und letzten Tages stand eine Diskussion iiber die
Grundlagen der Mathematik, die durch einen léngeren Vortrag von Hans Hahn
eroffnet wurde. Neben Rudolf Carnap, John von Neumann und Arend Heyting
war auch Kurt Godel anwesend. Unser Protagonist meldete sich erst gegen Ende
der Diskussion zu Wort, in der zuriickhaltenden und préazisen Weise, die fiir ihn

typisch war:

»Man kann — unter Voraussetzung der Widerspruchsfreiheit der klas-
sischen Mathematik — sogar Beispiele fur Sdatze [...] angeben, die zwar
inhaltlich richtig, aber im formalen System der klassischen Mathe-
matik unbeweisbar sind.

Kurt Godel [9]

Was der junge Mathematiker an diesem Morgen aussprach, war die erste 6ffent-
liche Formulierung dessen, was wir heute als den ersten Gédel’schen Unvollstin-
digkeitssatz bezeichnen.

Benutzen wir die Begriffe aus Definition 1.5, so kénnen wir Goédels Worte

folgendermafen formulieren:

E@B Satz 1.1 (Gddel, 1930)

Jedes widerspruchsfreie formale System, das ausdrucksstark genug ist, um

die gewbhnliche Mathematik zu formalisieren, ist unvollstandig.

Godel hatte herausgefunden, dass sich in jedem hinreichend ausdrucksstarken
formalen System wahre Aussagen formulieren lassen, die sich nicht innerhalb
des Systems beweisen lassen. Damit zerstérte er die Hoffnung all jener, die
wie Hilbert an die Existenz eines widerspruchsfreien und zugleich vollstandigen
formalen Systems fiir die Mathematik glaubten. Mit seiner Aussage, dass sich
der Begriff der Wahrheit und der Begriff der Beweisbarkeit nicht in Einklang
bringen lassen, tragt der erste Gédel’sche Unvollstandigkeitssatz die Leibniz’sche
Idee zu Grabe. Eine Characteristica universalis kann es nicht geben; sie wurde
vor mehreren hundert Jahren als visiondrer Traum geboren und wird es fiir

immer bleiben.

1.4.2 Der zweite Unvolistandigkeitssatz

Direkt nach der Diskussion suchte John von Neumann das Gespréch mit Godel.
Anders als die meisten Zuhorer, die Godels Kommentar eher reglos zur Kenntnis
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nahmen, schien er sofort die explosive Sprengkraft erfasst zu haben, die in dem
beildufig eingeflossenen Wortbeitrag steckte.

Einige Wochen spiter wandte sich von Neumann schriftlich an Godel. Nach
der Konigsberger Tagung hatte er sich ausfiihrlich mit dessen Unvollstandig-
keitssatz beschéftigt und dabei eine nicht minder frappierende Entdeckung ge-
macht. Sein Brief vom 20. November 1930 beginnt mit den folgenden Wor-
ten:

,Lieber Herr Godel!

Ich habe mich in der letzten Zeit wieder mit Logik beschaftigt, unter
Verwendung der Methoden, die Sie zum Aufweisen unentscheidbarer
FEigenschaften so erfolgreich beniitzt haben. Dabei habe ich ein Re-
sultat erzielt, das mir bemerkenswert erscheint. Ich konnte ndmlich
zeigen, dass die Widerspruchsfreiheit der Mathematik unbeweisbar
ist.“

John von Neumann [36]

Von Neumann hatte einen Beweis des zweiten Godel’schen Unwvollstindigkeits-
satzes gefunden. Dieser besagt, dass ein formales System, das stark genug ist, um
den ersten Unvollstédndigkeitssatz zu formalisieren, seine eigene Widerspruchs-
freiheit nicht beweisen kann.

Bereits der erste Unvollstdndigkeitssatz war fiir das Hilbert-Programm ein
schwer zu verkraftender Schlag, doch was der zweite Unvollstédndigkeitssatz be-
sagte, glich einem Gang zum Schafott. Der Grund hierfiir ist folgender: Wenn es
im System der klassischen Mathematik unmdglich ist, die Widerspruchsfreiheit
der klassischen Mathematik zu beweisen, so kann ein solcher Beweis erst recht
nicht gelingen, wenn wir die zur Verfiigung stehenden Beweismittel beschnei-
den. Aber genau dies war der Plan, den Hilbert im Rahmen seines ehrgeizigen
Programms verfolgte: der Beweis der Widerspruchsfreiheit der klassischen Ma-
thematik mit finiten Mitteln.

1.5 Die Godel’sche Arbeit

Von Neumanns Brief kam zu spét, denn kurz nach der Tagung in Konigsberg
hatte Godel den Inhalt des zweiten Unvollstdndigkeitssatzes selbst entdeckt.
Bereits am 23. Oktober 1930 hatte er eine Zusammenfassung an die Wiener
Akademie der Wissenschaften geschickt und die vervollstandigte Arbeit am 17.
November 1930 nachgereicht [30, 14].

Erschienen ist Godels Arbeit im Jahr 1931 im Monatsheft fiir Mathematik und
Physik der Akademischen Verlagsgesellschaft, unter dem etwas holprig klingen-
den Titel



1.5 Die Godel'sche Arbeit 41

Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme I1).
Von Kurt Godel in Wien.

1) Vgl. die im Anzeiger der Akad. d. Wiss. in Wien (math.-naturw. K1.) 1930,
Nr. 19 erschienene Zusammenfassung der Resultate dieser Arbeit.

Die Arbeit sollte der erste von zwei Teilen werden. Fiir den angekiindigten
zweiten Teil hatte Gédel vor, den nur skizzenhaft gefiihrten Beweis des zweiten
Unvollstandigkeitssatzes detailliert auszuarbeiten, doch dazu kam es nie. Bei den
meisten Mathematikern stieffen Godels Argumente in der prasentierten Form auf
so grofe Akzeptanz, dass er flir den urspriinglich geplanten zweiten Teil keine
Notwendigkeit mehr sah.

Godels Beweisliicken wurden spéter von David Hilbert und Paul Bernays ge-
schlossen, so dass wir heute auch fiir den zweiten Unvollstdndigkeitssatz prézise
Beweise in Hénden halten [50]. Die Details wollen wir auf spéter verschieben
und zunéchst Godel das Wort erteilen:

1.

Die Entwicklung der Mathematik in der Richtung zu groBerer
Exaktheit hat bekanntlich dazu gefiihrt, dal weite Gebiete von ihr
formalisiert wurden, in der Art, da3 das Beweisen nach einigen
wenigen mechanischen Regeln vollzogen werden kann. Die umfas-
sendsten derzeit aufgestellten formalen Systeme sind das System der
Principia Mathematica (PM)2) einerseits, das Zermelo-Fraenkel-
sche (von J. v. Neumann weiter ausgebildete) Axiomensystem der
Mengenlehre ) andererseits. Diese beiden Systeme sind so weit, dal
alle heute in der Mathematik angewendeten Beweismethoden in ihnen
formalisiert, d. h. auf einige wenige Axiome und Schlufregeln zuriick-
gefiihrt sind. Es liegt daher die Vermutung nahe, dal diese Axiome

2) A. Whitehead und B. Russell, Principia Mathematica, 2. Aufl.,
Cambridge 1925. Zu den Axiomen des Systems PM rechnen wir insbesondere
auch: Das Unendlichkeitsaxiom (in der Form: es gibt genau abzdhlbar viele
Individuen), das Reduzibilitdts- und das Auswahlaxiom (fiir alle Typen).

3) Vgl. A. Fraenkel, Zehn Vorlesungen iiber die Grundlegung der Men-
genlehre, Wissensch. u. Hyp. Bd. XXXI. J. v. Neumann, Die Axiomatisierung
der Mengenlehre. Math. Zeitschr. 27, 1928. Journ. f. reine u. angew. Math. 154
(1925), 160 (1929). Wir bemerken, da man zu den in der angefiihrten Literatur
gegebenen mengentheoretischen Axiomen noch die Axiome und Schlufiregeln des
Logikkalkiils hinzufiigen muf, um die Formalisierung zu vollenden. — Die
nachfolgenden Uberlegungen gelten auch fiir die in den letzten Jahren von
D. Hilbert und seinen Mitarbeitern aufgestellten formalen Systeme (soweit diese
bisher vorliegen). Vgl. D. Hilbert, Math. Ann. 88, Abh. aus d. math. Sem. der
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Univ. Hamburg I (1922), VI (1928). P. Bernays, Math. Ann. 90. J. v. Neumann,
Math. Zeitschr. 26 (1927). W. Ackermann, Math. Ann. 93.

Godel beginnt seine Arbeit mit einer Momentaufnahme der Mathematik des
frithen zwanzigsten Jahrhunderts und fithrt mit den Principia Mathematica und
der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre zwei wichtige Fundamente an, auf denen die
Mathematik in einem formalen Sinne errichtet werden sollte. Tatsachlich wurden
die hier erwéhnten Systeme aus der Not geboren; sie stammen aus der Zeit, in
der sich die Mathematik in den Netzen der mengentheoretischen Antinomien
verfing und eine ihrer groften Krisen durchlebte.

Godel nimmt an vielen Stellen auf die genannten Systeme Bezug, und bereits
die Eingangsworte machen eines ganz deutlich: Die G6del’sche Arbeit zu ver-
stehen, bedingt, die Geschichte zu verstehen. Aus diesem Grund wollen wir die
Arbeit auch schon wieder verlassen und uns erneut in die Geschichte zuriickver-
setzen. Das Ziel unserer Reise ist dieses Mal die Mathematik des ausgehenden
neunzehnten und des beginnenden zwanzigsten Jahrhunderts.
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