Wellenausbreitung in Medien - und Brechung 2

In Kap. 1 haben wir die Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen im Vakuum
besprochen, unter anderem auch bei Anwesenheit von ,,Hindernissen* (Randbedin-
gungen), was zur Beugung der Wellen fiihrt.

In vielen realen Anwendungen breiten sich die Wellen aber in bzw. durch Medien
aus — in durchsichtigen wie Luft, Wasser, Glas usw., aber auch in fiir Licht un-
durchsichtige Stoffe konnen elektromagnetische Wellen mit anderen Wellenldngen
natiirlich eindringen. Wir unterscheiden im Folgenden nichtleitende und leitende
Medien. In beiden tritt normalerweise Dispersion auf, d.h., Wellen unterschiedli-
cher Frequenz haben unterschiedliche Ausbreitungsgeschwindigkeiten; in letzteren
werden die Wellen auflerdem absorbiert.

Die nichtleitenden Medien besprechen wir in Abschn. 2.1 und als Anwendung in
der Optik in Abschn. 2.2 dann die Brechung beim Ubergang zwischen zwei Medien.
Im dritten Abschnitt gehen wir dann auf die technisch wichtigen Wellenleiter ein,
in denen man Wellenausbreitung in Medien hat und gleichzeitig Randbedingungen
berticksichtigen muss. Die zusitzlichen Komplikationen in leitenden Medien dis-
kutieren wir erst im letzten Abschnitt.

Im ganzen Kapitel betrachten wir nur den einfachen Spezialfall linearer homo-
gener isotroper Medien, sprich: Permittivitit € und Permeabilitdt p sind rdumlich
(und zeitlich) konstante skalare Grolen. AuBerdem gehen wir davon aus, dass in
den Medien keine freien Ladungstréager sitzen und auch keine externen Stromquel-
len vorhanden sind.

2.1 Ausbreitung in nichtleitenden Medien

Mit den genannten Voraussetzungen (e,  skalare Konstanten, p = 0, j = 0) sind
die Maxwell-Gleichungen einfach

divE =0, Q2.1
rot £ = —la—B, 2.2)
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divB =0, (2.3)

IE
rotB = L& (2.4)
¢ ot

was sehr dhnlich aussieht wie die Maxwell-Gleichungen (1.1) bis (1.4) im Vaku-
um — der einzige Unterschied sind die Faktoren € und p in der vierten Gleichung!
Dementsprechend verlduft auch die Rechnung fast identisch zu der in Kap. 1.

2.1.1 Wieder: Ebene Wellen - aber langsamere!

Wir nehmen wieder die Rotation der zweiten Gleichung (2.2),

1
rotrot E = ——9d,rot B,
c

und setzen auf der rechten Seite die vierte Gleichung (2.4) ein,

1 E
rotrot E = ——0, (ﬂa—) .
c c dt

Mit rotrot = graddiv — A wird dies zunichst zu

graddivE — AE = —Gc—‘jafE,

und wegen der ersten Gleichung (2.1) verschwindet der erste Term wieder. Es folgt
Ny —
<c_28f - A) E=o0.

und mit den Abkiirzungen

¢ = 2.5

und
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bleibt wieder einfach eine Wellengleichung,
OE = 0. (2.6)
Vollig analog zeigt man (macht mal!)

OB =0.

Im Folgenden beschrinken wir uns auf die Losungen in kartesischen Koordina-
ten. Auch hier laufen die Rechnungen fast identisch zu denen in Kap. 1, sodass wir
nur die Ergebnisse angeben: Die Basislosungen sind monochromatische transver-
sale ebene elektromagnetische Wellen,

E(r,t) =Re (Eei(""ri‘“’)) und B(r,1) =Re (Eei(Koriw’)) .

wobei k, E und B ein Rechtssystem bilden. Fiir die Polarisation und die allge-
meinen Losungen mit bzw. ohne feste(r) Ausbreitungsrichtung gilt dasselbe wie in
Kap. 1.

Zwei Unterschiede gibt es aber doch (die ihr beide nachrechnen solltet): Die
beiden komplexen Amplitudenvektoren E und B haben nun nicht mehr denselben
Betrag, sondern es gilt

)1}) =M‘E) 2.7

Allerdings haben die elektrische und die magnetische Welle immer noch dieselbe
Phase. Auflerdem lautet die Dispersionsrelation nun

KC

Je’

w=ké= (2.8)

im Folgenden werden wir sehen, dass dies wichtige Konsequenzen hat. Eine Fol-
gerung sieht man allerdings natiirlich sofort: Da ja in fast allen Medien € > 1 und
> 1 gelten, folgt aus (2.5), dass ¢ < c ist. Weil in der Dispersionsrelation und
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damit auch in den Wellenldsungen aber nun ¢ steht, ist die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit der Wellen kleiner als die Vakuumlichtgeschwindigkeit c.

Wenn es nur dabei bleiben wiirde, dass elektromagnetische Wellen in Medien
langsamer sind als im Vakuum, wiren wir fertig. Wir miissen aber noch etwas sehr
Wichtiges berticksichtigen: In den allermeisten Medien hingen € und p ihrerseits
wieder von der Frequenz der Welle ab! Dies liegt an den Wechselwirkungen der
Elektronen und der Gitterschwingungen (bzw. deren Quanten, der Phononen) mit
der einfallenden elektromagnetischen Welle. Details dazu werden meist in Vorle-
sungen zur Festkorperphysik besprochen; siehe aber auch Aufgabe 2.7.

Die Dispersionsrelation (2.8) sollte ausfiihrlich also eigentlich lauten:

C
Ve@)u(o)

w ist somit nicht mehr einfach eine lineare Funktion von k, sondern nur noch durch
eine implizite Gleichung gegeben — die man in praktisch allen realen Fillen nur
numerisch nach @ auflosen kann. Trotzdem ist natiirlich klar, dass man statt ¢(w)
genausogut auch ¢ (k) schreiben kann, wenn der Zusammenhang zwischen w und «
eindeutig ist.

Eben diese Abhingigkeit der Wellengeschwindigkeit von der (Kreis-)Frequenz
bzw. der Wellenzahl bezeichnet man nun als Dispersion. In vielen transparenten
Medien nimmt ¢ mit zunehmender Frequenz ab; dies heiflt deswegen normale Di-
spersion. Es gibt aber auch Beispiele fiir Medien und Frequenzbereiche, in denen
¢ mit zunehmender Frequenz zunimmt — also anomale Dispersion vorliegt. Dies
tritt immer in Frequenzbereichen auf, in denen auch starke Absorption stattfindet;
der genaue mathematische Zusammenhang wird durch die sogenannten Kramers-
Kronig-Relationen beschrieben (siehe z. B. Bartelmann et al. (2014)).

w=kc(w) mit c(w)= 2.9)

2.1.2 Wellenpakete und Gruppengeschwindigkeit

Fiir monochromatische Wellen ist die Abhingigkeit der Geschwindigkeit von w
letztlich nicht sehr wichtig (man setzt eben einfach fiir € und p die Werte zum
entsprechenden w ein); allerdings haben wir ja bereits in Kap. 1 auch Losungen
besprochen, die sich durch Uberlagerung von Wellen verschiedener Frequenzen er-
geben. Diese allgemeine Losung ist nun ausfiihrlich (fiir Wellen, die in dieselbe
Richtung e, laufen, und wieder mit x, := e, o r):

E(r,t) = /d/c E (k) <¥e—tn — [d/c E (k)i 5e—etn, (2.10)

Da ¢ von k abhingt, ist dies hier kein Fourier-Integral mehr, d. h., die allgemeine
Losung hat nun nicht mehr die Form

E(r,t) = E(x, —ct).
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Mit anderen Worten: Die ,,Form* der Welle bzw. des Wellenpakets bleibt im Allge-
meinen bei der Ausbreitung nicht mehr erhalten — aufler eben im Spezialfall einer
monochromatischen Welle.

In vielen physikalisch wichtigen Situationen ist E (k) aber nur in einem recht en-
gen Bereich um einen festen Wert k) deutlich von null verschieden. In diesem engen
Bereich dndert sich @ (k) meist kaum; wir konnen also eine Taylor-Entwicklung an-
setzen:

oK) = w(ky) + @' (ko) - (kK — ko) + ...

Damit wird (2.10) zu

E(r.t)= / d E (k) exp (i [kxe — 0(ko)t — o' (ko) (k — Kko)t])
= exp (i [~w(ko) + ko (ko) ] 1) - / d E (k) exp (i [x, — ' (ko)t]) ,

wobei wir alle von k unabhingigen Faktoren vor das Integral geschrieben haben.
Das iibrige Integral ist nun aber wieder ein Fourier-Integral; wir konnen also schrei-
ben

E(r,1) =e*VE (x¢ — @' (ko)1) .

Mit anderen Worten: Das Feld zu einer spiteren Zeit ¢ ergibt sich, indem man das
Feld zur Zeit t = 0 um w’(k()t verschiebt und mit einer zeitabhéingigen Phase mul-
tipliziert. Damit haben wir nun also doch wieder so etwas wie ein Wellenpaket, das
sich praktisch ohne Anderung seiner Form ausbreitet — seine Amplitude wird nur
durch die zeitabhidngige Phase moduliert. (Dieses Ergebnis ist nicht verwunderlich:
Wir hatten bereits in Kap. 1 gesehen, dass sich Wellenpakete ohne Anderung ihrer
Form ausbreiten, wenn w linear von k abhingt — und hier hatten wir ja diese Ab-
hingigkeit als linear angenahert!) Ein konkretes Beispiel dazu wird in Aufgabe 2.1
besprochen.

Die Ausbreitung erfolgt nun allerdings nicht mehr mit ¢ oder ¢, sondern mit der
sogenannten Gruppengeschwindigkeit

, dw
cgr(KO) = w'(ko) = d_K

Ko

Streng davon zu unterscheiden ist die Phasengeschwindigkeit: Dies ist die Ge-
schwindigkeit, mit der sich die Phase einer einzelnen der monochromatischen Wel-
len, aus denen das Wellenpaket zusammengesetzt ist, ausbreitet. Aus (2.10) sehen
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wir sofort, dass einfach

o)

Cph(ko) = C(ko) = o

gilt.

Aus der Definition von ¢, = ¢ in (2.9) folgt, dass die Phasengeschwindigkeit
auch grofer sein kann als die (Vakuum-)Lichtgeschwindigkeit ¢ — es gibt ja Medien
mitep < 1. Aber auch die Gruppengeschwindigkeit kann groBer sein als ¢, wie wir

im Folgenden zeigen.

Dafiir kiirzen wir zunichst n := /et = c/cpn ab (das ist natiirlich der aus der
Optik bekannte Brechungsindex — sieche Abschn. 2.2) und schreiben die Dispersi-

onsrelation (2.9) in der Form

10) 1)
K= (@) = n(w)?.

Leiten wir beide Seiten nach w ab, so folgt

dk l_dna) 1

do ¢ dwc ¢

also
c

Cop = —/—.
&r dn
(OF +n

. . . . . . .. d
In Bereichen mit anomaler Dispersion gilt, wie oben erwihnt, v

dn

valent zu - < 0 ist. Haben wir sogar

n
wo— <1—n,
dw

so wird der Nenner in (2.11) kleiner als eins und damit ¢, > c.

ph

2.11)

> 0, was dqui-

(2.12)

Beispiel 2.1: Uberlichtschnelle Gruppengeschwindigkeit bei resonanter Absorp-

tion

Absorbiert ein Medium bei einer Kreisfrequenz w, elektromagnetische Strah-
lung, wobei die Breite der Absorptionslinie durch y beschrieben wird, so

ergibt sich fiir den Brechungsindex (vgl. Aufgabe 2.7)

27n,e? w} — »?

n=1 2 2)2 2,02
m (0} —w?) +yo
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Dafiir ist, wie man schnell nachrechnet,

2 2 2

1_n=_2nnee w5 —
m (w2 — wz)z + y202
wd_n _d4mn.e? W2 (@2 — 0?)° — y2?
do m [(0)5 _ wz)Z T yzwz]z'

Die Bedingung (2.12) fiir eine tiberlichtschnelle Gruppengeschwindigkeit
fiihrt deshalb auf

2 2)2 2,2 2 2
w; — ) —y o wi —w
0 0

2a)2( ) < - 0

[(a)é ~?)’ + yzwz]z (0 —0?) +y20?

was sich nach einigen Zwischenschritten auf

o~ (03 + 7)o~ o 03+ 1) 07 4 0f <0
reduziert. Mit den Abkiirzungen x := w?/w] > Ounda := 1+ y*/wf > 1
bleibt die Ungleichung

xX}—ax?—ax+1<0

zu losen.

Man tiberzeugt sich leicht davon (z.B. durch Einsetzen einiger Werte),
dass die linke Seite fiir x < 0 zunéchst positiv ist, bei x = 1 negativ und fiir
grofiere x-Werte dann wieder positiv. (Die genaue Berechnung konnte mittels
der sogenannten cardanischen Formeln erfolgen, das ist aber sehr umstiand-
lich!) Es gibt also ein Frequenzintervall, welches @ = w, enthilt, in dem
die Ungleichung erfiillt ist — sprich: In der Umgebung der Frequenz, bei der
Absorption auftritt, ist die Gruppengeschwindigkeit groier als die Lichtge-
schwindigkeit.

Dass die Phasengeschwindigkeit groBer als ¢ sein kann, ist iibrigens kein Wider-

spruch zur Relativititstheorie: Laut dieser konnen nur Informationen nicht schneller
als mit Lichtgeschwindigkeit {ibertragen werden — und die Phasengeschwindigkeit
hat nichts mit Informationsiibertragung zu tun. (Eine einzelne monochromatische
Welle ist nicht dafiir geeignet, Informationen zu iibermitteln.) In manchen Texten
liest man, die Gruppengeschwindigkeit sei die Geschwindigkeit der Informations-
libertragung. Eben haben wir aber gesehen, dass auch ¢, > ¢ gelten kann — diese
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Behauptung kann so also auch nicht stimmen. Um welche Geschwindigkeit geht es
aber dann?

Bei der technischen Informationsiibertragung hat man eigentlich immer Emp-
fangsvorrichtungen, die erst ab einer gewissen Feldstirke ansprechen. Man muss
sich also die Geschwindigkeit anschauen, mit der sich eine Feldstérke vom entspre-
chenden Betrag ausbreitet. (Das hat nichts mit der Gruppengeschwindigkeit zu tun,
da die Amplitude und Breite eines Wellenpakets sich im Allgemeinen ja édndern!)
Eine genauere Analyse (siehe z. B. Sexl (1992)) fiihrt auf die sogenannte Frontge-
schwindigkeit

¢ i= lim cpp (k).
k—o00

Diese ist nun tatsdchlich immer < c.

2.2 Reflexion und Brechung

Wir betrachten nun eine Situation, wie sie bereits aus der Elektrostatik in Band 1
(Kap. 5) bekannt ist: Statt eines einzelnen Mediums haben wir zwei, die an einer
Grenzfliche zusammenstoflen — also letztlich ein Randwertproblem. Bereits aus
der Schule weifl man, dass an solchen Grenzflichen die Wellen (bzw. Lichtstrah-
len) teilweise reflektiert, teilweise gebrochen werden. Und auch das kam schon
bei den Randwertproblemen in der Elektrostatik vor: Das elektrische Feld einer
Punktladung vor einer solchen Grenzflache erhielt man dort, indem man eine ,,Spie-
gelladung® hinter der Grenzflache ansetzte (das entspricht hier der gebrochenen
Welle hinter der Grenzfldche) und eine zusitzliche ,,Bildladung® vor der Grenz-
fliche (das entspricht hier der reflektierten Welle). Wie in der dortigen Rechnung
werden wir auch hier wieder die Stetigkeitsbedingungen der Felder an Grenzflichen
bendtigen.

2.2.1 Drei Wellen - und ihre Richtungen

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit betrachten wir im Folgenden eine Grenzfla-
che in der x-y-Ebene; auf bzw. in dieser gebe es keine Oberflachenladungen bzw.
-strome. Der obere Halbraum z > 0 sei mit einem Medium der Permittivitéit €; und
Permeabilitét o ausgefiillt, der untere Halbraum mit €, und p,. Auf die Grenzfla-
che falle von oben eine ebene, monochromatische Welle ein, deren Wellenvektor
(wieder ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) in der y-z-Ebene liege, d. h., man
kann ihn schreiben als

Ke = Ke * (Oa sin Pe, — COS Qoe)T,

wobei ¢, (wie bei der Brechung allgemein iiblich) der Winkel zum Lot ist. Auf3er-
dem setzen wir noch eine reflektierte und eine gebrochene Welle an, mit Wellen-
vektoren k. und kyp; deren Richtungen lassen wir zunichst frei, bis auf die offen-
sichtlichen Bedingungen ;. > 0 und «;, . < 0. Die Geometrie der Anordnung ist
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Abb. 2.1 Auf die Grenz- z
fliche zweier Medien mit “
Brechungsindizes 7, bzw. ’
n, fillt eine ebene Welle mit
Wellenvektor k., ein, welcher
mit dem Lot zur Ebene den

Winkel ¢, einschliefit. Es <
ergibt sich dann eine reflek- e

tierte und eine gebrochene \
ebene Welle (Indizes r bzw. y
b) Pb

€1, M1

Y

kp
€2, U2

in Abb. 2.1 dargestellt. Fiir die Feldstidrken gilt

E.(r,t) = E Kol —oe) - 5
E.(r,1)= E ellror—ot) - 5

Ey(r,t) = E,el®ver=on) 2

und entsprechend fiir B.
Nun verwenden wir eine der Stetigkeitsbedingungen aus Band 1 (Kap. 4): Fiir
die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes gilt

E\ =E

wobei die Indizes das jeweilige Medium bezeichnen. Aus unserem Ansatz mit den
drei Wellen folgt dann

Ee’”(x,y,o,t) + Er,”(x,y,O,t) = Eb,”(x,y,O,t)
bzw. ausfiihrlich

Ee IIei(/( sin ge y—wet) + Er ”ei(Km X+Key y=ort) Eb ||ei(Kb'X X+Kp,y y—w,t)'

Diese Bedingung kann offensichtlich nur dann fiir alle Zeiten erfiillt sein, wenn die
Zeitabhingigkeit aller Exponentialfaktoren gleich ist, d. h., wir haben

We Wy = Wy.
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Ebenso leicht konnen wir folgern, dass

Krx = Kpx = 0
sein muss, da ja k., = 0 vorausgesetzt wurde und die Stetigkeit fiir alle Werte von
x gelten muss. Also gilt:

Alle drei Wellenvektoren (und damit Lichtstrahlen) liegen in einer Ebene.

Wegen der Stetigkeit fiir alle y folgt schlieBlich noch
Kry = Kby = Ke,y = K¢ SIN@e,
es gilt also k., > O und ky,, > 0, d.h., sowohl die reflektierte als auch die gebro-
chene Welle lduft nach rechts.
Andererseits muss mit den Winkeln aus Abb. 2.1 gelten:
Kry = kpsing, und Ky, = kp, Sin @y,

Es folgt

sin ¢, Ke sin ¢y, Ke
- =— und - = —
singe K singe Ky

der Zusammenhang zwischen den Winkeln der reflektierten und der einfallenden
bzw. der gebrochenen und der einfallenden Welle ist also durch das Verhiltnis der
Wellenzahlen bestimmt.

Dieses Verhiltnis kann man noch etwas umschreiben. Dazu erinnern wir uns
kurz zuriick: Was wissen wir denn noch tiber monochromatische Wellen? Natiirlich
die Dispersionsrelation! Fiir die drei Wellen gilt

We = KeC1, Wr = K C1,  Wp = KpC2,

mit den Licht(phasen)geschwindigkeiten
¢
A €i i

in den beiden Medien i € {1;2}. Da aber, wie oben argumentiert, die Kreisfrequen-
zen alle gleich sein miissen, folgt

C;i =

Ke = k; und KeCi = KpCa
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