Mehrdimensionale Zufallsvariablen
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3.1 Problemstellung

In Kap. 2 haben wir einfache Verfahren zur Darstellung hochdimensionaler Datensit-
ze kennengelernt. Bei diesen Datensédtzen handelt es sich in der Regel um Stichproben
aus Populationen, wie sie bei Kauermann & Kiichenhoff (2011) detailliert beschrieben
werden. Populationen werden auch Grundgesamtheiten genannt. Um Schliisse von ei-
ner Stichprobe iiber die zugrunde liegenden Populationen ziehen zu kdnnen, muss man
Annahmen iiber die Merkmale machen. Hierzu benétigen wir das Konzept der Zufallsva-
riablen. Wir werden in diesem Kapitel zunédchst univariate Zufallsvariablen betrachten.
AnschlieBend werden wir die wesentlichen Eigenschaften von mehrdimensionalen Zu-
fallsvariablen herleiten, die wir im weiteren Verlauf des Buches immer wieder benétigen
werden.

3.2 Univariate Zufallsvariablen

Beispiel 18 In Beispiel 2 wurden die 20 Studenten unter anderem danach befragt, ob sie
den Leistungskurs Mathematik besucht haben. Kodiert man j mit 1 und n mit 0, so erhilt
man folgende Daten:

o0o0o0o0000O0OOG1T1ITI1IT1I1111111. 0
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In Kap. 2 haben wir gesehen, wie wir diesen Datensatz beschreiben konnen. Hier wollen
wir die Daten als Zufallsstichprobe aus einer Grundgesamtheit auffassen, iiber die man
Aussagen treffen will. In der Regel will man Parameter schitzen oder Hypothesen testen.
Um zu sinnvollen Schlussfolgerungen zu gelangen, muss man fiir das Merkmal eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung unterstellen. Das Merkmal wird dann zu einer Zufallsvariablen.
Man unterscheidet diskrete und stetige Zufallsvariablen.

Definition 3.1 Eine Zufallsvariable Y, die hochstens abzdhlbar viele Werte annehmen
kann, heifst diskret. Dabei heifst P(Y = y) die Wahrscheinlichkeitsfunktion von Y .

Fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen Y gilt

Y Py =y=1
y

und
PY =y)=0

fiir alle y € IR.

Beispiel 18 (Fortsetzung) Es liegt nahe, die Zufallsvariable Y zu betrachten, die wir Leis-
tungskurs nennen wollen. Sie kann die Werte 0 und 1 annehmen. Die Wahrscheinlichkeit
des Wertes 1 sei p. Somit ist die Wahrscheinlichkeit des Wertes 0 gleich 1 — p. Wir erhal-
ten somit die Wahrscheinlichkeitsfunktion

PY=0=1-p,
PY=1)=p. O

Definition 3.2 Die Zufallsvariable Y heifit Bernoulli-verteilt mit dem Parameter p, wenn
gilt

PY=0=1-p,
PY=1)=p.

Man kann die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Bernoulli-Verteilung auch kompakter
schreiben. Es gilt

PY =y)=p"(1—p)'Y fir y=0,1.

Oft ist die Frage von Interesse, ob eine Zufallsvariable Y Werte annimmt, die kleiner oder
gleich einem vorgegebenen Wert y sind.
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Definition 3.3 Sei Y eine Zufallsvariable. Dann heifit

Fy(y)=PX <)

die Verteilungsfunktion von Y .
Betrachten wir stetige Zufallsvariablen.

Definition 3.4 Eine Zufallsvariable Y heifit stetig, wenn eine Funktion f, : IR — IR
existiert, sodass fiir die Verteilungsfunktion F, (y) von Y gilt

y
Fy(y) = [ £y o) du

Die Funktion f (y) heiit Dichtefunktion der Zufallsvariablen Y .
Die Dichtefunktion f} (y) erfiillt folgende Bedingungen:

Sy(») =0 firalle y € IR,

[Dofy(y)dy =1.

Man kann zeigen, dass jede Funktion, die diese Bedingungen erfiillt, als Dichtefunktion
einer stetigen Zufallsvariablen aufgefasst werden kann.

Das wichtigste Verteilungsmodell fiir eine stetige Zufallsvariable ist die Normalvertei-
lung.

Definition 3.5 Die Zufallsvariable Y heifst normalverteilt mit den Parametern |1 und o,
wenn ihre Dichtefunktion gegeben ist durch

=
202

1
fr(y) = E exp%

Wir schreiben Y ~ N(u, 0).

Abb. 3.1 zeigt die Dichtefunktion der Normalverteilung mit & = O und 0 = 1, die
Standardnormalverteilung heil3t.

Charakteristika von Verteilungen werden durch Mafizahlen beschrieben. Die beiden
wichtigsten sind der Erwartungswert und die Varianz. Der Erwartungswert ist die wich-
tigste Malzahl fiir die Lage einer Verteilung.

} fiir v e IR. (3.1)
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Abb. 3.1 Dichtefunktion der Standardnormalverteilung

Definition 3.6 Sei Y eine Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsfunktion P(Y = y)
beziehungsweise Dichtefunktion fy (y). Der Erwartungswert E(Y) von Y ist definiert
durch

E(Y)=) yP(Y =)
y

falls Y diskret ist, und durch

o0

Mﬂ=[yﬁw®,

—00

falls Y stetig ist.
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Schauen wir uns die Bernoulli-Verteilung und die Normalverteilung an. Fiir eine mit Pa-
rameter p Bernoulli-verteilte Zufallsvariable ¥ gilt

EY)=p. (3.2)
Dies sieht man folgendermal3en:
EY)=0-(1-p)+1-p=p.
Fiir eine mit den Parametern x und o> normalverteilte Zufallsvariable Y gilt
EY)=pn. (3.3)

Der Beweis ist bei Mood et al. (1974) gegeben.
Der Erwartungswert E (g(Y)) einer Funktion g(Y') der Zufallsvariablen Y ist definiert
durch

E@@Y) =) gy P¥ =y),
y
falls Y diskret ist, und durch

o0

E@WD=/gUUHw®,

—00

falls Y stetig ist.
Der Erwartungswert besitzt folgende wichtige Eigenschaft:

E@Y +b)=aEXY)+b. (3.4)

Wir zeigen dies fiir eine diskrete Zufallsvariable ¥ mit Wahrscheinlichkeitsfunktion
P(Y =y):

E@Y +b)=)Y (ay+b)P(Y =y)=) (ayP(Y =y)+bP(Y =y))
y y

=Y ayP¥Y =y)+Y bPY =y)
y y

:aZyP(Y=y)+bZP(Y:y):aE(Y)+b.
y y

Definition 3.7 Sei Y eine Zufallsvariable. Dann ist die Varianz von Y definiert durch

Var(Y) = E ((Y - E(Y))z) . (3.5)
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Fiir eine mit Parameter p Bernoulli-verteilte Zufallsvariable Y gilt

Var(Y) = p-(1—p).

Dies sieht man folgendermaf3en:

Var(Y) = (0= p)2-(1—p)+ (1 — p)* - p
=p-(I=p)-(p+1-p)
=p-(1-p).

Fiir eine mit den Parametern y und o> normalverteilte Zufallsvariable Y gilt
Var(Y) = o2 .

Der Beweis ist bei Mood et al. (1974) gegeben. Die Parameter x und 0% sind also gerade
der Erwartungswert und die Varianz einer normalverteilten Zufallsvariablen.
Die Varianz besitzt folgende Eigenschaft:

Var(a Y 4+ b) = a® Var(Y) . (3.6)
Dies sieht man mit (3.4) folgendermalien:
Var(aY + b) = E[(aY+b—E(aY+b))2]
=F [(a Y+b—aEQY)- b)z] =E [(a ¥ — E(Y)))z]

—d®E [(Y - E(Y))Z] = a® Var(Y).

3.3 Zufallsmatrizen und Zufallsvektoren

Wir wollen nun mehrere Zufallsvariablen gleichzeitig betrachten. Beginnen wir mit einem
Theorem, dessen Aussage wir im Folgenden immer wieder bendtigen.

Theorem 3.1 SeienY,...,Y, univariate Zufallsvariablen. Dann gilt

14 14
E (Z Y,-) =) EM). (3.7)
i=1

i=1

Der Beweis des Theorems ist bei Rice (2006) zu finden.
Man kann mehrere Zufallsvariablen zu einer Zufallsmatrix oder einem Zufallsvektor
zusammenfassen.
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Definition 3.8 Seien Wiy,..., Wi, ..., Wy, ..., Wy, univariate Zufallsvariablen.
Dann heif3t

Wi ... Wy

Woy ... Wi,
W= ) )

Wi oo Whan

Zufallsmatrix.

Wie auch bei univariaten Zufallsvariablen ist bei Zufallsmatrizen der Erwartungswert von
Interesse:

Definition 3.9 Sei W eine Zufallsmatrix. Dann heif3t

EWn) ... EWy)
E(W, oo E(Wy,
E(W) = (.21) ‘ ('2)
E(Wml) v E(Wmn)

der Erwartungswert von W.
Der Erwartungswert einer Zufallsmatrix besitzt eine wichtige Eigenschaft:

Theorem 3.2 Seien W eine (m, n)-Zufallsmatrix, A eine (I, m)-Matrix und B eine (n, p)-
Matrix, dann gilt

E(AWB) = AE(W)B. (3.8)

Beweis:

Das Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von AWB erhdlt man, indem man das
innere Produkt der i-ten Zeile von AW und der j-ten Spalte der Matrix B bildet. Die i -te
Zeile der Matrix AW ist

m m
( E airVVrls e E airI/Vrn )
r=1 r=1

und die j -te Spalte von B ist
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Bildet man das innere Produkt dieser beiden Vektoren, so erhdlt man
m m m m
byj Zairer + ...+ by Zair W = Zairerbu +...+ Zairvvrnbnj
r=1 r=1

! noom
= Z Zairu/rsbsj-

s=1 r=1

r=1

Nun gilt
n m n m
3 (Z > e W bs,.) =33 @ EW by,
s=1 r=1 s=1 r=1

Dies ist aber gerade das Element in der i -ten Zeile und j -ten Spalte der Matrix AE(W)B.

Diese Eigenschaft von Zufallsmatrizen werden wir gleich verwenden. Wir werden uns im
Folgenden aber nicht mit Zufallsmatrizen, sondern mit Zufallsvektoren beschiftigen, die
wir auch als mehrdimensionale Zufallsvariablen bezeichnen.

Definition 3.10 Seien Y\, ..., Y, univariate Zufallsvariablen. Dann heif3t
Y
Y = :
Y,

p-dimensionale Zufallsvariable.

In Analogie zum Erwartungswert einer Zufallsmatrix definieren wir den Erwartungswert
einer p-dimensionalen Zufallsvariablen.

Definition 3.11 Sei Y eine p-dimensionale Zufallsvariable. Dann heif3t

E(Y1)
E(Y) =
E(Y,)

Erwartungswert von'Y.
Wir haben bei univariaten Zufallsvariablen Y gesehen, dass der Erwartungswert einer

Lineartransformation von Y gleich der Lineartransformation des Erwartungswertes ist.
Eine entsprechende Eigenschaft gilt fiir mehrdimensionale Zufallsvariablen.
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Theorem 3.3 Sei Y eine p-dimensionale Zufallsvariable, A eine (m, p)-Matrix, b ein
m-dimensionaler Vektor. Dann gilt

E(AY +b) = AE(Y) +b. (3.9)

Beweis:
Die i-te Komponente des Vektors AY + b ist

P
> anYi + bi.
k=1

Nun gilt

14 14
E (Z al‘kYk + b,) = Z aikE(Yk) + bi-
k=1

k=1

Dies ist aber gerade die i-te Komponente von AE(Y) + b.
Wie das folgende Theorem zeigt, gilt die Aussage von Theorem 3.1 auch fiir p-
dimensionale Zufallsvariablen.

Theorem 3.4 Seien Y,,...,Y, p-dimensionale Zufallsvariablen mit
Yi
Y; = :
Yip
Dann gilt

E (Z Y,-) =YY" E(Y)). (3.10)
i 1

i=1

i=

Beweis:
" Y Vi EQC/ Yi)
E (Z Y,-) =E : = :
= Yo Y E(X Yip)

izt E(Yi) n E(Yi1) "
' =2 | & [=XE

S E(Y,) =\ CEW,) =
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In Kap. 2 haben wir die empirische Kovarianz als Maf fiir den linearen Zusammenhang
zwischen zwei Merkmalen kennengelernt. Sie ist definiert durch

1
n—1

Sij =

> o = %) (e — %))
k=1

Diesen Ausdruck kénnen wir direkt auf zwei Zufallsvariablen iibertragen.

Definition 3.12 Seien Y und Z univariate Zufallsvariablen. Dann ist die Kovarianz
Cov(Y, Z) zwischen Y und Z definiert durch

Cov(Y,Z)=E[(Y —E(Y)) (Z—-E(2))]. (3.11)
Offensichtlich gilt
Cov(Y,Z) =Cov(Z,Y). (3.12)
Setzen wir in (3.11) Z gleich Y, so ergibt sich die Varianz von Y:
Var(Y) = Cov(Y,Y). (3.13)
Das folgende Theorem gibt wichtige Eigenschaften der Kovarianz an.

Theorem 3.5 Seien U, V, Y und Z univariate Zufallsvariablen und a, b, ¢ und d reelle
Zahlen. Dann gilt

Cov(U +V,Y +Z) = Cov(U,Y) + Cov(U, Z)
+ Cov(V,Y) + Cov(V, Z) (3.14)

und
CovaV +b,cY +d)=acCov(V,Y). (3.15)

Beweis:
Wir beweisen zundchst (3.14):

CovU+ V.Y +Z)=E[U+V —EU+V)(Y +Z—-EY + 2))]
=E[(U+V—-EU)-EV)(Y +Z—-E(Y)—-E(Z))]
=E[(U—-EWU)+V—-EV)(Y —E(Y)+Z—E(2))]
= E[(U-EU)NY - EQX)) + (U - EU)NZ ~ E(Z))

TV —-EWV)YY - EQX)) + V= EWV)IZ~E(2))]
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=E[U—-EU)NY —EX))]+ E[(U - EWU)(Z - E(Z))]
+ E[((V-EWV)Y - EX)]+ E[(V - E(V)(Z - E(2))]
= Cov(U,Y) + Cov(U,Z) + Cov(V,Y) 4+ Cov(V, Z) .

(3.15) gilt wegen

Cov@aV +b,cY +d)=E[a@V+b—E@V +b)(cY +d—E(cY +d))]
=E[@V+b—aEWV)=b)(cY +d—cE(Y)—d)]
=acE[(V-EWV)) (Y —E(Y))]
=acCov(V,Y).

Setzen wir in (3.14) U gleich Y und V gleich Z, so gilt

Cov(Y +Z,Y +Z) =Cov(Y,Y) + Cov(Y,Z) + Cov(Z,Y) + Cov(Z, Z)
= Var(Y) + 2Cov(Y, Z) + Var(Z) .

Es gilt also

Var(Y + Z) = Var(Y) + Var(Z) +2Cov(Y, Z) . (3.16)
Entsprechend kann man zeigen:

Var(Y — Z) = Var(Y) + Var(Z) —2Cov(Y, Z) . (3.17)

(3.15) zeigt, dass die Kovarianz nicht skaleninvariant ist. Das haben wir auch schon in
Kap. 2 gesehen. Misst man die Korpergrofle in Zentimetern und das Korpergewicht in
Gramm und bestimmt die Kovarianz zwischen diesen beiden Zufallsvariablen, so ist die
Kovarianz 100 000-mal so gro8, als wenn man die Korpergrof3e in Metern und das Korper-
gewicht in Kilogramm bestimmt. Eine skaleninvariante Mafzahl fiir den Zusammenhang
zwischen zwei Zufallsvariablen erhilt man, indem man die beiden Zufallsvariablen stan-
dardisiert. Wir bilden

«_Y—-E)
Y = ——— 3.18
v/ Var(Y) G198
und
A Z_—E(Z) (3.19)

JVar(Z)
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Wie man mit (3.4) und (3.6) leicht zeigen kann, gilt
EXY*=EZ*)=0 (3.20)
und
Var(Y*) = Var(Z*) = 1. (3.21)
Fiir die Kovarianz zwischen Y * und Z* gilt

Cov(Y, 2)

VVar(Y) /Var(Z)

Dies sieht man mit (3.15) folgendermafen:

Cov(Y*, Z*) = (3.22)

Cov(Y*,Z*) = Cov (Y —EX) Z- E(Z))

VVar(Y) * /Var(Z)

1
= = \/\WZ) Cov(Y —E(Y),Z — E(Z))

Cov(Y, Z)

~ Nar(Y) JVar(Z) |

Definition 3.13 Seien Y und Z Zufallsvariablen. Der Korrelationskoeffizient py 7 zwi-
schen Y und Z ist definiert durch

Cov(Y,Z
Py s = ( ) (3.23)

VVar(Y) \/Var(Z) .

Der Korrelationskoeffizient ist skaleninvariant. Sind @ und ¢ positive reelle Zahlen, so gilt

Pav,ecz = Py,z -

Mit (3.6) und (3.15) sieht man dies folgendermalen:

_ Cov(aY,cZ) B acCov(Y,Z)
Parez = V/Var(a Y) /Var(c Z) @ Var(Y) V2 Var(Z)
acCov(Y,Z) Cov(Y, Z)

Py.z -

ac/Var(Y) /Var(Z) - V/Var(Y) y/Var(Z) -

Das folgende Theorem gibt eine wichtige Eigenschaft des Korrelationskoeffizienten an.
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Theorem 3.6 Fiir den Korrelationskoeffizienten py , zwischen den Zufallsvariablen Y
und Z gilt

I <py <1, (3.24)
Dabei ist |py ,| = 1 genau dann, wenn Konstanten a und b # 0 existieren, sodass gilt
P(Z=ax+bY)=1.

Beweis:
Seien Y * und Z* die standardisierten Variablen. Dann gilt wegen (3.16)

Var(Y* + Z*) = Var(Y™) 4+ Var(Z*) + 2Cov(Y*, Z*) =2+ 2py , .
Da die Varianz nichtnegativ ist, gilt
24+2py, 20
und somit
pyz z—1.
Aufserdem gilt wegen (3.17)

Var(Y* — Z*) = Var(Y™) + Var(Z*) = 2Cov(Y*, Z*) =2 —2py, .

Hieraus folgt
prz = 1.
Also gilt
—1<pyz=1.
Ist
pyz =1,
so gilt

Var(Y* —Z*) =0.
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Somit gilt
PY*—-Z*=0=1,
siehe dazu Rice (2006).
Also gilt
PY=a+bZ)=1
mit
Var(Y
o= E(r) - YD) pz)
"Z)
und
Y Var(Y)
v Var(Z) .
Eine analoge Beziehung erhiilt man fiir py , = —1.

Das Konzept der Kovarianz kann auch auf mehrdimensionale Zufallsvariablen iibertragen
werden.

Definition 3.14 Sei Y eine p-dimensionale Zufallsvariable und Z. eine q-dimensionale
Zufallsvariable, dann heif3t

Cov(Y1,Z1) ... Cov(Y1,Z,)

Cov(Y,Z) = (3.25)

Cov(Y,,Zy) ... Cov(Y,,Z,)
die Kovarianzmatrix von' Y und Z.

Man kann die Kovarianzmatrix von Y und Z auch mithilfe des dufleren Produkts darstel-
len:

Cov(Y,Z) = E[(Y - E(Y)) (Z — E(Z))] . (3.26)
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Dies sieht man folgendermal3en:

Cov(Yy,Z1) ... Cov(Yy,Z,)
Cov(Y,Z) = : . :
Cov(Y,,Z1) ... Cov(Y,,Z,)
E[(Y1— EMY)(Z1 - E(Zy))] ... E[Yi—EM))(Z,— E(Zy))]
E[(Y, = E(Yy)(Z1 — E(Z))] ... E[(Y,—EY)))(Z;— E(Zy)]
M —EXY))(Z1 - E(Zy) ... (1—EM)(Z,—E(Zy)
= FE . . .
Y, —EX)(Z1—E(Zy) ... (Y, —EWX))(Z,—E(Zy))
“W—EXY) \ (Z,-EZ) ... Z,—E(Z))
= FE :
Y, — E(Y,)

=E[Y-EY)(Z-E@)].

In Theorem 3.5 wurden Eigenschaften von Cov(Y, Z) bewiesen. Cov(Y, Z) besitzt analo-
ge Eigenschaften.

Theorem 3.7 Seien U und V p-dimensionale Zufallsvariablen, Y und Z q-dimensionale
Zufallsvariablen, A eine (m, p)-Matrix, C eine (n, q)-Matrix, b ein m-dimensionaler Vek-
tor und d ein n-dimensionaler Vektor. Dann gilt

Cov(U+V, Y+ Z) = Cov(U,Y) + Cov(V,Y) + Cov(U,Z) + Cov(V,Z) (3.27)
und
Cov(AV +b,CY +d) =ACov(V,Y)C . (3.28)

Beweis:
Wir zeigen zundichst (3.27):

Cov(U+V.Y+Z)=E[(U+V—EU+V)(Y+Z—-EY +2))]
=E[(U+V—EU) - EV))(Y+Z—-EY)—E(@Z))]
=E[(U-EU)+V—-EN)(Y—-EY)+Z-EZ)]
= E[(U-EU)(Y-EY)) +U-EU)Z-E®Z)

+(V=EV)NY - EY)) + (V- EV)Z-E®2))]
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= E[(U- EU)(Y - E(Y))]+ E[U- EWU))(Z - E(Z))]
+ E[(V-EV)Y - EX))]+ E[(V-ENV)NZ-EZ)]
= Cov(U,Y) + Cov(U,Z) + Cov(V,Y) 4+ Cov(V,Z).

(3.28) ist erfiillt wegen

Cov(AV +b,CY +d) = E[(AV + b — E(AV + b))(CY +d — E(CY +d))’]
= E[(AV - AE(V))(CY — CE(Y))]
= E[(A(V — E(V))(C(Y — E(Y)))]

— E[A(V — E(V))(Y — E(Y))'C]] (3.29)
— AE[(V — E(V))(Y — E(Y))]C’ (3.30)
=ACov(V,Y)C .

Der Ubergang von (3.29) zu (3.30) gilt aufgrund von (3.8).

Definition 3.15 Sei Y eine p-dimensionale Zufallsvariable. Dann nennt man Cov(Y,Y)
die Varianz-Kovarianz-Matrix Var(Y) von Y.

Fiir die Varianz-Kovarianz-Matrix schreiben wir auch X'. Sie sieht folgendermafien aus:

Var(Y)) Cov(Y1,Y2) ... Cov(Y1,Y))
5 Cov(Y, Y1) Var(Y>) ... Cov(Y>,Y))
Cov(Y,, Y1) Cov(Y,. Vo) ... Var(Y,)

Wegen Cov(Y;,Y;) = Cov(Y;,Y;) ist die Varianz-Kovarianz-Matrix symmetrisch. Diese
Eigenschaft wird im Folgenden von zentraler Bedeutung sein.

Theorem 3.8 Sei Y eine p-dimensionale Zufallsvariable, A eine (m, p)-Matrix und b
ein m-dimensionaler Vektor. Dann gilt

Var(AY + b) = AVar(Y)A'. (3.31)

Beweis:
Wegen (3.28) gilt:

Var(AY + b) = Cov(AY + b, AY + b)
=ACov(Y,Y)A' = AVar(Y)A’.
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Istin (3.31) A eine (1, p)-Matrix, also ein p-dimensionaler Zeilenvektor a’, und b = 0, so
gilt

Var(a'Y) = a'Var(Y)a =a'Ya. (3.32)
Da die Varianz nichtnegativ ist, gilt fiir jeden p-dimensionalen Vektor a
a'Var(Y)a> 0.

Also ist eine Varianz-Kovarianz-Matrix immer nichtnegativ definit.
Setzen wir in (3.32) fiir a den Einservektor 1 ein, erhalten wir

14 14
Var (Z Y,) = Var1'Y) = 1'Var(Y) 1 = Y " Var(¥;) + Y _ Cov(¥;.Y)).
i=1

i=1 i)

Sind die Zufallsvariablen Y1, ..., Y, also unkorreliert, so gilt

? P
Var (Z Y,-) = Z Var(Y;) .
i=1 i=1

Die Varianz-Kovarianz-Matrix der standardisierten Zufallsvariablen nennt man auch Kor-
relationsmatrix P:

Loy oo Py
p 1 p
p=| ™ 2p (3.33)
Dabei gilt
Cov(Y,.Y))

P = Nar(Y,) Var(T,)

Wir bezeichnen E(Y;) mit p, und +/Var(Y;) mit o;. Sei Y die zentrierte p-dimensionale
Zufallsvariable Y. Es gilt also

Y = : : (3.34)
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Die standardisierte p-dimensionale Zufallsvariable Y bezeichnen wir mit Y*. Es gilt

Yi—my
9y
v=| : | (3.35)
Ypfp,p
%
Bilden wir die Diagonalmatrix
o, 0 0
D— 0 sz 0 ’
0 0 o,
so gilt
Y*=D'Y

Da Korrelationen gerade die Kovarianzen zwischen den standardisierten Zufallsvariablen
sind, folgt

P = Var(D™'Y). (3.36)

Diese Beziehung werden wir in Kap. 9 benétigen.

3.4 Multivariate Normalverteilung

Die wichtigste stetige Verteilung ist die Normalverteilung. Die Dichtefunktion einer mit
den Parametern 1 und o2 normalverteilten Zufallsvariablen ist gegeben durch

L e {_(y — >
o2 202

Wir konnen diesen Ausdruck direkt tibertragen auf eine p-dimensionale Zufallsvariable Y.

Sr(y) = } fir y € IR.

Definition 3.16 Die p-dimensionale Zufallsvariable Y heifit p-variat normalverteilt mit
den Parametern g und X, falls die Dichtefunktion von Y gegeben ist durch

@) = Qr)y 7P E7 exp{—0.5(y—p) 2y — p)} (3.37)
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Abb. 3.2 Dichtefunktion der bivariaten Standardnormalverteilung

Abb. 3.2 zeigt die Dichte einer bivariaten Standardnormalverteilung. Es gilt also

0

n = 0

und

Das folgende Theorem gibt den Erwartungswert und die Varianz-Kovarianz-Matrix ei-
ner p-dimensionalen Normalverteilung an.
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Theorem 3.9 Sei Y eine mit den Parametern jt und X p-variat normalverteilte Zufalls-
variable. Dann gilt

EY)=pn
und
Var(Y) = X.
Ein Beweis dieses Theorems ist bei Seber (1977) gegen.Das folgende Theorem benétigen
wir in Kap. 9.
Theorem 3.10 Sei Y eine mit den Parametern y und X p-variat normalverteilte Zufalls-
variable, A eine (m,p)-Matrix vom Rang m und b ein m-dimensionaler Vektor. Dann ist

AY + b m-variat normalverteilt mit den Parametern A +b und A X A'.

Ein Beweis dieses Theorems ist ebenfalls bei Seber (1977) enthalten.
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