Kapitel 1

Reellwertige Funktionen von mehreren
reellen Veranderlichen

1.1 Vorbetrachtungen

Aufgabe 1.1. Bestimmen Sie fiir die nachfolgenden Funktionen f : R? — R
jeweils den maximalen Definitionsbereich Dy C R?, den Wertebereich Wy C
R und die Nullstellen:

a) f(z,y) =sin(zy), b) f(z,y) = cos(zy),

¢) f(z,y) =tan(zy), d) f(z,y) = cot(zy).

Aufgabe 1.2. Bestimmen Sie fiir die nachfolgenden Funktionen f : R? — R
jeweils den maximalen Definitionsbereich Dy C R? und den Wertebereich
Wf CR:

2

a) f(z,y) =z +y + cos(zy), b) f(z,y) =vVI—y+e ™,
o) flm,y) =22 —y+y—2% d) f(z,y) =22 —y2

Aufgabe 1.3. Gegeben sei f : R? — R durch f(z,y) = (Inz + Iny)**@),
Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich Dy C R2.

Aufgabe 1.4. Bestimmen Sie die maximalen Definitionsbereiche Dy C R?,
die Wertebereiche Wy C R und die Niveaulinien der Funktionen

a) f(z,y)=z+y+lz|+yl, b) flz,y) =2+ 4y + 4y

Aufgabe 1.5. Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich Dy C R?
den Wertebereich Wy C R und die Niveaulinien der Funktionen
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z? + y2 2
a) f(z,y) = IR b) f(z,y) =€ "
Y
Aufgabe 1.6. Bestimmen Sie von f(z,y) = (=1)°+y° die Aquipotenti-
(z+1)% 4y

allinien fiir (z,y) # (-1,0).

Aufgabe 1.7. Bestimmen Sie von f(z,y) = (z,y) # 0, die Aqui-

T

potentiallinien.

Losungsvorschlige

Loésung 1.1.

a) Es gilt Dy = R? und Wy = [—1,1]. Die Nullstellen befinden sich bei
xy = km, k € Z. Speziell fiir k = 0, also fiir zy = 0, hat f entlang der
beiden Koordinatenachsen den Wert 0.

Alternativ konnen die Nullstellen als eine Schar von Graphen dargestellt
werden. Aus der obigen Gleichung ergibt sich nach Division mit z # 0

die Darstellung

y:k?ﬂ-, keZ firx#0

oder
y € R fiir z =0.
b) Es gilt Dy = R? und Wy = [—1,1]. Die Nullstellen befinden sich bei
xy=(k+1/2)m, ke Z.

Alternativ kénnen die Nullstellen als eine Schar von Graphen dargestellt
werden. Aus der obigen Gleichung ergibt sich nach Division mit z # 0
die Darstellung

y:W’ k € Z fir x # 0.

c) Es gilt
Dj={(z,y) eR?*: (k+1/2)7m <zy < (k+3/2)7, k€ Z}

und Wy = R. Die Nullstellen befinden sich wie beim sin bei zy = km,
k € Z. Speziell fiir k = 0, also fiir zy = 0, hat f entlang der beiden
Koordinatenachsen den Wert 0.
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Die aus dem Definitionsbereich ausgeschlossene Menge kann auch alter-
nativ als eine Schar von Graphen dargestellt werden. Aus der obigen
Unleichung resultiert nach Division mit x # 0 die Darstellung

y:%, k€7 fiir z 0.

Es gilt
DfZ{(x,y) eR? kr<ay< (k+1)m, keZ}

und W; = R. Die Nullstellen befinden sich wie beim cos bei zy =
(k+1/2)7, k € Z.

Die aus dem Definitionsbereich ausgeschlossene Menge kann auch alter-
nativ als eine Schar von Graphen dargestellt werden. Aus der obigen
Ungleichung resultiert nach Division mit z # 0 die Darstellung

_k7r

=2 keZ firx #0

Y

oder
y € R fiir z =0.

Loésung 1.2.

a)

b)

c)

d)

Bei der gegebenen Funktion sind keinerlei Einschrénkungen zu erkennnen.
Somit gilt

Dy =R?* W;=R.
Aus der Forderung 1 —y > 0 ergibt sich

Dy = {(z,y) €R? : y <1} und Wy = (0,00).

Die Forderung z2 —y > 0 liefert y < 22, withrend y—2? > 0 die Beziehung
y > 2 ergibt. Insgesamt erhiilt man also

D = {(z,y) € R? : y = 2*} und Wy = {0}.
Aus 22 — y? > 0 resultiert
P <2? = |y|<|z|] &= —|z| <y <zl

Zusammenfassend ist dann

Dy ={(z,y) €R* : —|z| <y < |z]} und Wy = [0,00).
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Losung 1.3. Der Logarithmus erfordert strikt positive Argumente, also
muss zunéichst z > 0 und y > 0 gelten. Aus Inz + Iny = In(zy) resultiert die
Darstellung

f(,y) = (n(ay)) ™.
Da —1 < sin(ay) < 1, ist f nur fiir In(zy) > 0 definiert, um negative Argu-
mente bei Wurzeln zu vermeiden, und um Divisionen durch 0 zu umgehen,

ergibt sich die zusétzliche Einschrinkung In(zy) > 0, also insgesamt zy > 1.
Zusammenfassend ergibt sich damit

Dy ={(z,y) €R* : >0, y >0, zy > 1}.

Der Definitionsbereich liegt demnach im 1. Quadranten strikt oberhalb des
Graphen y = %

Loésung 1.4.
a) Es gilt Dy = R? und f(z,y) > 0. Wir setzen demnach
!
fl@y)=z+y+lz|+|yl=c=0.

Wir fithren einige Fallunterscheidungen durch.

Fiir z > 0, y > 0 resultiert:
c
2r+2y=c = y:—x—i-E.
Fiir x > 0, y < 0 resultiert:
c
2 = — = —.
r=c T 3

Fir z <0, y <0 resultiert:

f(z,y)=0.

Fiir x <0, y > 0 resultiert:

2y:c — Yy =

N o

b) Es gilt Dy = R? und f(z,y) = (z + 2y)? > 0. Damit ergeben sich aus

fl@y)=@+2y)*=c>0

die Geradenpaare
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Loésung 1.5.
a) Es gilt Dy = {(z,y) € R? : y # 0} und Wy =R\ {0}. Der Ansatz

2+ 4%
fz,y) = 5 =c#0

fiihrt auf die Darstellung

24y =2 = 22+ (y—c)?=c

Dies sind Kreise um die Punkte (0, ¢) mit Radius |c|. Die Punkte auf der
z-Achse werden somit nicht mit einbezogen.

b) Es gilt Dy = R% und Wy = (0, 00). Die Forderung
fla,y)=e™ =c>0

y:j:\/—ln—c fiir ln—CSO.
T x

Auf den Koordinatenachsen

ergibt

xr=0V y=0

gilt f(z,y) =1.
Losung 1.6. Aus
folgt

(c—1Dz*+ (c—1)y*+2(c+ )z + (c—1) =0.

Daraus resultiert fiir

‘ c+D\* 5 de
o1 (o () =

Damit ist fiir ¢ = 1 die Aquipotentiallinie die y-Achse, fiir ¢ # 1 sind die

2c
le— 11"

. 1
Aquipotentiallinien die Kreise um ((I:L, O) mit Radius
—c

Losung 1.7. Die Aquipotentiallinien ergeben sich aus
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