21

Losungsverfahren fiir die
Vektor-Poissongleichung

21.1 Ableitung der Vektor-Poissongleichung

Wir wissen aus Abschnitt 18, dass sich das H-Feld unter Beriicksichtigung
des Nahwirkungsprinzips und des Helmholtzschen Satzes hinsichtlich seines
divergenzfreien Anteils in folgender Weise ergibt

rotH =J. (21.1)

Diese Beziehung wird nach Abschnitt 19.3 auch differentielle Form des Durch-
flutungsgesetzes genannt, das man aus (21.1) mit Hilfe des Stokesschen Satzes
in die integrale Form bringen kann

H~ds://J~dA:I. (21.2)
Ca
A

Beispiel: Fiir ein H-Feld mit geraden parallelen Feldlinien, wie es z. B. an-
genihert in den Eisenblechen einer Drosselspule vorliegt, sei

H,=H, H,=0, H, = 0. (21.3)

Die z-Achse hat also die Richtung des H-Feldes. Ferner sei die H-Feldlinien-
dichte in allen Ebenen parallel zur z, z-Ebene konstant, H = ||H|| also nur
von y abhéngig. Dann gilt definitionsgeméf

oH

rot,H = 0, rot,H =0, rot,H = — oy

(21.4)
Nach G1.(21.1) folgt nun, dass das vorausgesetzte Magnetfeld mit einem Strom

verbunden sein muss, der parallel zur z-Achse flieft. Die Stromdichte betrigt
nach GL.(21.1)
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OH
J,=— . 21.5
Waire das Magnetfeld homogen, dann wére also die Stromdichte Null. Nimmt
die Flussdichte mit der y-Richtung ab, so flieBt Strom in der z-Richtung,
nimmt sie zu, in der entgegengesetzten Richtung. Ein konstante Stromdichte
ist mit einer linearen Zunahme der Flussdichte verbunden.

Da das B-Feld nach Abschnitt 18.23 quellenfrei ist, so gilt unter der Vor-
aussetzung, dass p =konst. ist,

divH = 0. (21.6)

Bemerkung: In ferromagnetischen Stoffen kann div H wegen des feldstéirke-
abhéngigen 1 von Null verschieden sein.

Auf Grund der Gl. (21.6) kann man nun den Ansatz machen

1
H= rotA, (21.7)
1

wobei A ein Vektorfeld darstellt, das durch diese Beziehung definiert ist!.
Fithrt man dies in Gl (21.1) ein, so folgt

! rotrot A(r) = J, (21.8)
W

oder mit einer Rechenregel fiir den Operator rot rot (siche A.1)
graddiv A(r) — AA(r) = uJ. (21.9)

Nach Gl (21.7) ist nur die Rotation des Vektorfeldes A(r) festgelegt, so dass
iiber seine Divergenz noch verfiigt werden kann. Man spricht in diesem Zu-
sammenhang von der Eichung des Vektorfeldes A(r). Im Rahmen der Theorie
des stationdren Magnetfeldes verwendet man iiblicherweise die sogenannte
Coulomb-FEichung

div A = 0. (21.10)

Damit folgt aus Gl. (21.9)
AA = —pJ, (21.11)

eine Gleichung, die der Laplaceschen PDgl. (6.9) der Elektrostatik dhnlich
ist. Sie wird auch als Vektor-Poissongleichung bezeichnet, auf die bereits in
Abschnitt 18 kurz eingegangen wurde. Auf einige Losungsmethoden dieser

! Im folgenden wird der Buchstabe A fiir das Vektorfeld A als auch fiir das ge-
richtete Flidchenelement in differentieller Form dA (z. B. in Flidchenintegralen)
verwendet. Dennoch sollte keine Verwechslung mit dem Vektorfeld A(r) auftre-
ten, wenn der Kontext beachtet wird.
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partiellen Differentialgleichung wird in den folgenden Abschnitten eingegan-
gen.

Die Coulomb-Eichung div A = 0 ist natiirlich konsistent mit der im stati-
onidren Magnetfeld giiltigen Beziehung div J = 0. Das folgt nach Moller ([202],
S. 257) daraus, dass man bei der Divergenzbildung des Vektorpotenzials A das
Stromsystem festhalten und den Aufpunkt verdndern muss. Wenn aber der
Integrationsbereich das Stromsystem vollig einschliefft, kann man auch den
Aufpunkt festhalten und das Stromsystem verschieben. Mathematisch kann
man dieses Resultat durch eine partielle Integration erhalten. Mit der Losung
der Vektor-Poissongleichung (21.21) aus dem folgenden Abschnitt ergibt sich

namlich ~
div A = div ( ! /// JE) df/) : (21.12)
dm J)Jv |r =]

wobei der Divergenzoperator auf Funktionen von r wirkt. Das wird zusam-
men mit einer partiellen Integration ausgenutzt, um das folgende Ergebnis zu

erhalten div I (E
iv

divA = 21.1

v 477/// Hr—rH R

wobei der Divergenzoperator nunmehr auf Funktionen von r wirkt. Da die
Integration iiber ein beliebiges Volumen durchzufithren ist, ergibt sich die
gewiinschte Aquivalenz der Beziehungen div A = 0 und divJ = 0. Eine de-
taillierte Ableitung dieses Ergebnisses findet man bei Lehner [162]. Dort findet
man auch den Hinweis, dass dieses Ergebnis nicht bedeutet, dass man immer
die Coulomb-Eichung zu wihlen hat, sondern dass die bei der Ableitung der
Vektor-Poissongleichung gewéhlte Eichbedingung auch wieder reproduzierbar
ist.

21.2 Das vektorielle Kirchhoff-Integral

21.2.1 Kirchhoff-Integral fiir Stromdichteverteilungen

Im vorherigen Abschnitt 21.1 haben wir eine partielle Differentialgleichung fiir
ein Vektorfeld A(r) abgeleitet, aus dem man bei bekannter Materialgleichung
auch das B- und das H-Feld ableiten kann. Die Gréfle kann somit wie im elek-
trostatischen Feld als Zustandsgrofle angesehen werden, wobei die Beziehung
(21.7) als Beobachtungsgleichung fiir dieses physikalische Feld H aufgefasst
werden kann.

Es wurde auch erwihnt, dass die Bestimmungsgleichung (21.11) vom Typ
einer Vektor-Poissongleichung ist. Ein Unterschied gegeniiber der Poissonglei-
chung in der Elektrostatik scheint lediglich darin zu bestehen, dass A und
J hier Vektorfelder sind. Im Sonderfall der z,y, z-Koordinaten kann sogar
eine Losungsformel abgeleitet werden, die in ihrer Form der Kirchhoffschen
Losungsformel fiir das skalare elektrostatische Potenzial entspricht. Im An-
hang B.2 wird nédmlich gezeigt, dass der Laplace-Operator A auf vektorielle
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Felder im Sonderfall der z,y, z-Koordinaten komponentenweise angewendet
werden kann. Somit zerfillt die Gl. (21.11) in zyz-Koordinaten in drei nicht
gekoppelte Poissongleichungen fiir die Komponenten des Vektorpotenzials

AAy = —pdy, (21.14)
AA, = —pdy, (21.15)
AA, = —pd.. (21.16)

Diese giinstige Situation ergibt sich jedoch nur dann, wenn keine Randbe-
dingungen im Endlichen vorliegen. Sind Randbedingungen im Endlichen vor-
handen, so erhilt man Bedingungsgleichungen, die zu Kopplungen zwischen
den Komponenten fithren. Wird néamlich das physikalisch relevante B-Feld
B(r) auf einem Rand im Endlichen vorgegeben, so wird dort rotA(r) vorge-
schrieben, woraus sich nach Definition des Rotationsoperators offensichtlich
Kopplungen der Ableitungen des Vektorpotenzials A ergeben.

Wie im Anhang B.2 gezeigt wird, verkompliziert sich die Situation, wenn
man ein Problem in allgemeineren Koordinatensystemen betrachtet. Bei der
Anwendung des Laplaceoperators auf das Vektorpotenzial treten dann weitere
Terme auf, die zu einer expliziten Kopplung der Poissongleichungen fiir die
Komponenten fithren. Beispielsweise koppeln die radiale Komponente und die
Winkelkomponente in Zylinderkoordinaten, wihrend alle drei Komponenten
in Kugelkoordinaten gekoppelt sind. Die Verwendung des Vektorpotenzials
bei praktischen Rechnungen ist dann eher fraglich.

Auf Grund der Analogie zu den Verhéltnissen im elektrischen Feld kénnen
wir fiir die Komponenten von A sofort die Losungen anschreiben, wenn wir
in zyz—Koordinaten arbeiten und keine Randbedingungen im Endlichen vor-
liegen. Ist im elektrischen Feld die Ladungsdichte an jeder Stelle des Raumes
bekannt, so gilt fiir das Potential (vgl. G1.(11.28))

o(r) = 4;6 ///V |1~Q(f>f|| v, (21.17)

wobei dV das Volumenelement ist, ||r — #|| den Abstand des Aufpunktes von
diesem Volumenelement bezeichnet und das Integral iiber den ganzen gelade-
nen Raum zu erstrecken ist. An die Stelle von p/e in der skalaren Poisson-
gleichung der Elektrostatik tritt in der Theorie des stationdren Magnetfeldes
nach Gl. (21.11) uJ. Entsprechend gilt daher

Az(r)::i;///v li““_(?l v, (21.18)
Ay(r)::i;///v Iiy(?ldv’ (21.19)
Az(r)::i;///v Iiz—(?l v, (21.20)
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wobei sich die Integrationen auf den von der elektrischen Stromdichte J erfiill-
ten Raumbereich V' bezieht. Diese drei Gleichungen kann man wieder zu einer
einzigen Vektorgleichung zusammenfassen

A(r):4'l;_ ///V IIE(—f)f“II av. (21.21)

Mit Hilfe der Rechenregeln der Vektoranalysis lédsst sich zeigen, dass dieser
Ansatz auch die Bedingung (21.10) erfiillt. Wenn die elektrische Strémung in
jedem Punkt des Raumes gegeben ist, kann also mit der Formel (21.21) das
Vektorpotenzial A (r) berechnet werden.

Das Vektorpotenzial A(r) kann auch zur Berechnung des magnetischen
Flusses @ herangezogen werden. Nach den Abschnitten 18 und 19.1 ist der
durch eine beliebige Fliche A gehende magnetische Fluss gleich dem Fliachen-
integral des B-Feldes iiber diese Fldache

b= //B(f) -dA. (21.22)
A

Wegen
B(r) = rot A(r) (21.23)

folgt somit

P = //rotA(f-) -dA (21.24)
A
und mit Hilfe des Stokesschen Satzes schliefSlich

D= A(T) - dr. (21.25)
Ca
Man erhilt demnach den magnetischen Fluss @, der durch eine beliebig be-

randete Flache A hindurchgeht, indem man das Linienintegral des Vektorpo-
tenzials A lings der Randlinie C4 der Fliache A bildet.

21.2.2 Kirchhoff-Integral fiir einen Linienleiter

Das Vektorpotenzial A ist bei einer beliebigen Stromdichte J(r) mit der Kirch-
hoffschen Formel aufgrund des komplizierten und moglicherweise singuldren
Integranden nur selten analytisch berechenbar. Wird jedoch der elektrische
Strom in diinnen und sehr gut leitenden Drihten gefiihrt, wobei auflerhalb
des Drahtes die Stromdichte gleich null ist, kann man eine Ndherungsformel
entwickeln. Im folgenden stellen wir uns den Draht als einen langen zylindri-
schen Leiter mit einem kreisférmigen Querschnitt vor, dessen Durchmesser
iiberall konstant und klein gegeniiber der Linge des Leiters ist. Weiterhin
soll die Stromdichte J {iber dem Querschnitt konstant sein und es soll gelten
J L dA, wobei dA die Fldchennormale der infinitesimalen Querschnittsfléche
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ist. Unter diesen Voraussetzungen kann das Volumenintegral der Kirchhoff-
schen Formel auf ein Linienintegral reduziert werden, wobei die Integration
der Stromdichte iiber die Querschnittsfliche den Strom I durch den Leiter
ergibt. Die Kurve C, iiber die das Linienintegral berechnet wird, muss noch
passend gewihlt werden. Beispielsweise kann man die Mittellinie des zylindri-
schen Leiters wéhlen und konzentriert damit den elektrischen Strom auf diese
Linie. Man erhélt die Ndherung des Vektorpotenzials fiir diesen Linienleiter

I 1
A(r) = ’i‘; /C _dF, (21.26)

[[r =7

die zur Berechnung des Vektorpotenzials einer beliebigen Drahtspule im Sinne
der Linienleiter-Néherung verwendet werden kann. Fiir analytische oder nu-
merische Rechnungen muss fiir die Kurve C eine Parametrisierung vorhanden
sein. Mit (21.25) ergibt sich dann der magnetische Fluss @ eines Linienleiters
durch eine beliebige Fliche A mit der Berandung C4 zu

“Olj{ f (21.27)
calc ||rfr||

Eine ebene kreisférmige Stromschleife mit dem Radius R wird zweckméfi-
gerweise in Zylinderkoordinaten parametrisiert; es ergibt sich

x R cosv
r=|(g|=|Rsing |. (21.28)
z 0

Der beliebige Punkt r im Raum, in dem das Vektorpotenzial bestimmt werden
soll, wird in folgender Weise parametrisiert

x p COs @
r=|y|=|psing]|. (21.29)
z z
dr berechnet sich iiber
dF —R sinv
r

= | Rcosvy |. (21.30)

dy 0

Das Vektorpotential wird damit zu

o, /2” R(—siny, cos ¢, 0)7 dy)

\/(R costh — p cosg)” + (R sintp — p sin ¢)” + 22
(21.31)
Mit den gelésten Binomen im Nenner und dem Additionstheorem

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) (21.32)
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folgt
27 T T d
A(I‘) _ :LLOI R( Sln?/),COS?,ZJ,O) ¢ ) (2133>
dr Jo  \/R%2+p?+ 22 —2Rpcos(y) — ¢)
Mit der Substitution ¥ — ¥ + ¢ folgt
2m+¢ o T
Ar) = MOI/ R(=sin(y + ¢), cos(y) + ¢),0) dy (21.34)
A Jy VR2 + p? 4 22 — 2Rpcos
Mit den Additionstheoremen
—sin(y 4+ ¢) = — cos ¢ sinth — cos ) sin ¢ (21.35)
cos(t) + @) = costp cos ¢ — sin1) sin ¢ (21.36)
folgt
2m+¢ o T
Alr) = Ko / R cos(¢) (—sintp, cos,0)T dip (21.37)
am ® VR2 + p? 4 22 — 2Rpcostp
N /2“+d’ Rsin(¢) (— costp, —sin, 0)T dy
é VR2 + p? 4 22 — 2Rpcos '
Integrale der folgende Form lassen sich exakt berechnen
/2“+¢ singdy _ 2v/a+beosy e 0 (21.38)
& Va+beostp b 4 ' ’
Daraus lésst sich Gl. (21.37) vereinfachen zu
2m+¢ o T
Ar) = uol/ R (—sin ¢ cos ), cos ¢ cos 1, 0) dq/J. (21.39)
A Jg VR2 + p? 4 22 — 2Rpcos

Diese Gleichung kann kompakter geschrieben werden, da durch Ableiten von
r nach ¢ folgt

1 dr —sin¢
= cosgp |. (21.40)
pde 0
Damit folgt fiir G1. (21.39)
2m+¢
Aw) =t cospdy (21.41)

S dm pdo \/R2+p2+2272Rpcosw.

Integrale folgender Form sind elliptisch

cosypdyp 2 z/J_ 2b o w_ 2b
\/a—bcosz/J_b\/ab<CLF<27 ab) (a b)E(2’ ab))’
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Dabei ist F(a,b) das elliptische Integral 1. Art und E(a,b) das elliptische
Integral 2. Art; vgl. z. B. [2]. Mit k := R?+p?+ 22, k :==2Rpund \? ;== k— &
folgt

po I dr [k (v 2k v 26\ [
A(r) = F — — \E — 21.43
(x) 47Tp2d¢<)\ <2’ A2 272 ) )|, (2143)
Fiir elliptische Integrale 1. Art gilt die Bezichung
F2m+ ¢,a) — F(¢,a) = 2K (a) (21.44)

dabei ist K (a) das komplette elliptische Integral 1. Art. Fiir das Integral 2.
Art gilt die Beziehung

E@2r + ¢,a) — E($,a) = 2E(a) (21.45)

dabei ist E(a) das komplette elliptische Integral 2. Art. Mit dem Einsetzen
der Grenzen folgt also aus Gl. (21.43)

po I dr [k 2K 2K
Ar) =, 2 do (AK <A2> —\E <A2>> . (21.46)

Dies ist die exakte Losung fiir das Vektorpotential einer Stromschleife in einem
beliebigen Raumpunkt r.

Daraus kann nach (21.25) der magnetische Fluss ¢ durch eine mit der
Kurve C4 berandete Flache A ermittelt werden

&= A(r) - dr. (21.47)
Ca
Waihlt man beispielsweise eine ebene kreisformige Fliche, die konzentrisch zur

Stromschleife angeordnet ist und die Berandung

p COs @
r=|psing |. (21.48)
h

besitzt, so ergibt sich

w I [k 2k 2k f%dr
o="0 " K- —\E (-
2m R? (A ( A2> g ( V)) 0 d¢>dr

= [—p sing —p sin ¢
wo I (k: ( 25> ( 25))%2
= - K| - —AE | — p COoS P pcosg | deo
21 B2 \ A A2 A2 0 0 0

— pol (iK <i§) —\E (iﬁ)) : (21.49)

Dabei ist zu beachten, dass die Radien R und p sowie der konzentrische Ab-

stand h noch nicht festgelegt wurden, denn %k, x und A hingen von diesen
Groflen ab.
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21.3 Das Biot-Savart-Integral

Eigentlich war das Gesetz von Biot, Savart und Ampere der Ausgangspunkt
fiir die quantitative Behandlung des Magnetfeldes von stromfiihrenden Leitern
— der sogenannte FElektromagnetismus — und dessen Kraftwirkung Anfang des
19. Jahrhunderts. Einzelheiten der Entstehungsgeschichte der Theorie, die in
iiberraschend kurzer Zeit ausgebaut wurde, findet man u. a. bei H. Ebert
[70]. An dieser Stelle soll nur iiberblicksartig auf einige historische Aspekte
eingegangen werden.

Grundsétzlich waren magnetische FErscheinungen schon seit den Grie-
chen bekannt, aber dabei handelte es sich um magnetische Wirkungen soge-
nannter Magneteisensteine. Erste Beobachtungen iiber die Kraftwirkung von
stromfithrenden Leitern gehen auf Romagnosi im Jahre 1802 zuriick. Syste-
matische Experimente iiber elektromagnetische Erscheinungen anhand eines
stromdurchflossenen Drahtes und einer Magnetnadel (vgl. Abschnitt 22.3.4)
wurden dann erstmals von Orsted durchgefiihrt. Seine Ergebnisse teilte er am
21. Juli 1820 mit. Orsteds Entdeckung teilte Arago am 4. September 1820
seinen franzosischen Kollegen mit; der Versuch wurde dort am 11. September
1820 demonstriert. Wenige Tage spéter, ndmlich am 25. September 1820 zeigte
Ampere die gegenseitige Beeinflussung zweier stromfiihrender Drihte. Weitere
vier Wochen spéter — 30. Oktober 1820 — prisentierten Biot und Savart ers-
te quantitative Aussagen iiber die ,,magnetische Kraft“ auf einen Draht. Die
bekannte Illustration der magnetischen Kraftwirkung mit Eisenspdnen wur-
de iibrigens erstmals von Seebeck im Jahre 1821 angegeben. Mit Hilfe eines
»Schwingungsvariometers® zeigten sie, dass folgende Proportionalitéten gelten

Bl ~ Bl ~ I, (21.50)

1
=]l
wobei wir uns der modernen Bezeichnungsweise ||B|| fiir die Kraftwirkung
bedienen.

Daraus ergibt sich dann insgesamt (C: Konstante)

1

Bl=C .
IBI=C

(21.51)
Eine allgemeinere Form wurde 1823 von Ampere angegeben. Dieses Ergebnis
war damals hochst ungewohnlich und erregte die Gemiiter, denn die Kraft-
wirkung fiel nicht wie beim Gravitationsgesetz und der elektrostatischen Cou-
lombkraft mit 1/||r||? ab sondern mit 1/||r||. Laplace zeigte schlieBlich, dass es
eine differentielle Form der Biot-Savartschen GesetzméBigkeit fiir die magne-
tische Kraftwirkung gibt, die wieder im Einklang mit dem 1/||r||?-Abfall der
Kraftwirkung steht, obwohl Laplace dazu — in mathematisch nicht zwingender
Weise — von der Summe auf die Summanden schliefen musste; vgl. z. B. Behn-
ke, Muschik, Pisler [23]. Man kann jedoch ein Experiment angeben, dass in
einem gewissen Sinne die Vorgehensweise von Laplace rechtfertigt. Im folgen-
den gehen wir auf die Ableitung des Biot-Savart-Integrals auf der Grundlage
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des Vektorpotenzials ein, das in dieser Form eigentlich von Laplace stammt
und daher auch Biot-Savart-Laplace-Integral genannt werden sollte.

In Abschnitt 21.2.2 haben wir gezeigt, dass das B-Feld eines Linienleiters
mit einem modifizierten Kirchhoffintegral fiir das Vektorpotenzials A ermittelt
werden kann. Oft braucht man jedoch das Vektorpotenzial selbst nicht zu
berechnen. Wir leiten im folgenden aus dem Vektorpotenzial eine Formel zur
Berechnung des H-Feldes ab, die es gestattet, eine entsprechende Formel fiir
das B-Feld anzugeben.

Das H-Feld ist nach Gl. (21.7) und (21.21)

H(r) = 4177 rot <///V ;(_f)f” dV) : (21.52)

Diese Gleichung wenden wir nun auf einen , Stromfaden* an, also auf einen
stromdurchflossenen Leiter von sehr geringem Querschnitt, oder auf einen
durch Stromungslinien begrenzten Ausschnitt aus einem drahtférmigen Leiter
endlichen Querschnittes. Mit der Niherungsbeziehung in Gl. (21.26) ergibt

sich
I ds I ds
H(r) = rot (j{ 5 ) = % rot < s > , (21.53)
Am ca lle =71/ 4r Je, [[r — |

wobei der Operator rot auf Funktionen von r wirkt. Verwenden wir die Be-

£
S &5
i
L. \Ly
& |z
2

Abbildung 21.1. Zur Ableitung der Formel von Biot-Savart und Amperé

ziehung (z. B. Wunsch, Schulz [310], S. 328)

du /r
twma) =" (F xa) 21.54
rot(U(r) a) PR ( )
mit 7 := ||r||, dann erhélt man fiir den Integranden von (21.53)

ds 1 —F
m% S~):( ,ﬁ)ﬁxr o (21.55)
[ — [ — v — £

oder in Komponenten
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rot, (ds> —0, (21.56)

-
e
rot, ( :) —0, (21.57)
¢ ds sin ads (21.58)
rot, = ) .
T r2
wobei r := |r — ¥|| ist, unter r — T ein Vektor verstanden wird, der durch

den Abstand zwischen dem Nullpunkt und dem Punkt P gegeben ist und
nach dem Punkt P hinzeigt und a nach Abb. 21.1 der eingeschlossene Winkel
zur z-Achse ist. Fiir das H-Feld ergibt sich damit schlieflich die Laplacesche

Formel / 05 x (- )
Sx (r—r

H(r) = 7{ 21.59

(x) A7 Jo e —7F|® ( )

welche meistens nach Biot und Savart benannt wird. Man kann diese Formel
zur Berechnung magnetischer Felder von stromdurchflossenen linienférmigen
Leitern folgendermaflen deuten. Das H-Feld setzt sich aus Anteilen zusammen,
die von den einzelnen Langenelementen ds des Leiters herrithren, und die sich
einfach summieren. Jeder Anteil ist gegeben durch

I dsxr

dH = . 21.60
m e|? 2100
Er hat also den Betrag
I dssina
dH = ||dH| = 21.61
Jar) =, o (21.61)

und eine Richtung, die senkrecht auf der durch ds und r gebildeten Ebene
steht. Das H-Feld selbst ergibt sich, wenn man alle Teilvektoren, die von den
einzelnen Léngenelementen des elektrischen Stromkreises herrithren, geome-
trisch addiert. Da der rdumliche Verlauf des Stromes in den meisten Féllen
durch die Stromleiter vorgeschrieben ist, so kann man mit Hilfe der Laplace-
sche Formel, Gl. (21.59), grundsétzlich die Aufgabe der Berechnung magne-
tischer Felder von elektrischen Stromkreisen 16sen, wenn auch die zu diesem
Zweck auszufithrende Integration in vielen Fillen nicht zu einfachen Aus-
driicken fiihrt.

Weiterhin wird, wie bereits gesagt, bei der Laplaceschen Interpretation
von (21.59) von der ,Summe* auf die Summanden geschlossen, was natiirlich
nicht korrekt ist. Aulerdem ist zu beachten, dass die Laplacesche Formel nur
unter der Voraussetzung gilt, dass p im ganzen Raum konstant ist.

21.4 Die Multipolmethode

In Abschnitt 21.2.1 haben wir das Kirchhoff-Integral fiir die Vektor-Poisson-
gleichung AA = —uJ diskutiert, wobei es sich um eine spezielle Losung dieser
partiellen Differentialgleichung handelt; man erhilt nach Gl. (21.21)
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r):4’;///v l:(_f)fldf/. (21.62)

Dieses Integral lasst sich nur sehr selten analytisch behandeln. Daher haben
wir in Abschnitt 21.2.2 ein Ndherungsverfahren diskutiert, bei dem ,,diinne*
Stromfiden vorausgesetzt werden. Aus dem Volumenintegral in Gl. (21.62)
wird dann ein Linienintegral, das man deutlich 6fter in analytischer Weise be-
stimmen kann. In diesem Abschnitt wollen wir noch kurz auf eine andere Néhe-
rung eingehen, die wir schon in Zusammenhang mit der skalaren Poissonsche
Gleichungen vorgestellt haben; es handelt sich um die Multipol-Entwicklung.
Wie in Abschnitt 11.5 beschrieben, gehen wir dabei von einer vollstéindig im
Endlichen gelegenen Stromverteilungsdichte J aus und entwickeln den Nenner
des Integranden des Kirchhoff-Integrals (21.62) 1/|lr — || in eine Reihe; im
allgemeinen fithrt das nach Gl. (11.31) auf Legendre-Polynome. Man erhélt
dann eine Reihe von additiven Anteilen des Vektorpotenzials

- i A, (r), (21.63)
n=0

wobei die Anteile A, in integraler Form vorliegen. Die ersten beiden Terme
ergeben sich zu

0 o [l I e (21.64)

Der interessanteste Anteil ist der magnetische Monopolterm in Gl. (21.64).
Das Verschwinden des Monopolterms folgt aus divJ = 0, wobei eine etwas
verwickeltere Rechnung durchgefiihrt werden muss; vgl. z. B. Schnackenberg
([256], S. 137f).

Der Dipolterm in Gl. (21.64) kann etwas umgeformt werden; man erhélt
(siehe auch Abschnitt 19.4)

4 mxr
A ef®

- ;///Vf x J(F)dV . (21.66)

Man kann natiirlich die Multipol-Entwicklung auch noch mit der in Abschnitt
21.2.2 behandelten Ndherung mit Stromfiden kombinieren, so dass die Dipol-
und sogar die Quadrupol-Ndherung analytisch ausgewertet werden kann.
Allgemeinere Uberlegungen zur magnetischen Multipol-Entwicklung fin-
det man bei u. a. Eder [71] und Schnackenberg [256]. Verallgemeinerte
Multipol-Entwicklungen mit sogenannten Debye-Potenzialen diskutiert Gray
[93], wo man auch zahlreiche weitere Hinweise und Literatur zur Methode
der Multipol-Entwicklung findet. In Abschnitt 21.1 wurde gezeigt, dass die
Coulomb-Eichung divA = 0 und divJ = 0 &dquivalent sind. Somit ist die

A(r) ~ (21.65)
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bei der Ableitung der Vektor-Poissongleichung (21.11) verwendete Coulomb-
Fichung also auch die Ursache dafiir, dass der Monopolterm des Vektorpoten-
zials A verschwindet.

21.5 Das skalare magnetische Potenzial und konforme
Abbildungen

Die Berechnung des genauen Verlaufes des H-Feldes, aus dem dann bei kon-
stanter Permeabilitit das B-Feld berechnet werden kann, stellt ein dhnliches
Problem dar wie die Berechnung elektrischer Felder, und es gelten sogar au-
Berhalb der stromdurchflossenen Leiter ganz dhnliche Gesetze wie dort.

Nach dem Durchflutungsgesetz hat das Linienintegral des H-Feldes den
Wert Null, wenn der Integrationsweg nicht mit Stromen verkettet ist. In der
dquivalenten differentiellen Form gilt

rot H = 0. (21.67)

Unter bestimmten Voraussetzungen kann man eine Losung dieser partiellen
Differentialgleichung angeben

H = —grad . (21.68)

Aus der integralen Form geht hervor, dass das Linienintegral des H-Feldes fiir
beliebige Wege zwischen zwei Punkten a und b denselben Wert hat, wenn die
Wege ineinander iibergefithrt werden konnen, ohne dass stromdurchflossene
Leiter geschnitten werden. Das Linienintegral hingt nur von der Lage der
Endpunkte ¢ und b im magnetischen Feld ab; man kann dies, wie im Falle des
elektrischen Feldes mit Hilfe des skalaren Feldes 1 ausdriicken, das wir gerade
eingefiihrt haben. Wir verwenden daher auf der Grundlage der Gleichung
(21.68) die folgende Integraldarstellung des magnetischen Potenzials

b
/ H - ds =, — . (21.69)

Das H-Feld kann also auflerhalb der Stromleiter durch den Gradienten eines
skalaren Potenzials ausgedriickt werden.

Das Linienintegral des H-Feldes zwischen zwei Punkten bezeichnet man
daher auch als magnetische Spannung. Es kann mit dem magnetischen Span-
nungsmesser nach Rogowski (vgl. Abschnitt 19) gemessen werden. Das Li-
nienintegral {iber einen in sich geschlossenen Weg ist die magnetische Um-
laufspannung, und das Durchflutungsgesetz kann daher auch in der Form aus-
gesprochen werden: ,,Die magnetische Umlaufspannung lings eines beliebigen
Weges ist gleich der Durchflutung des Weges. “

Als Einheit der magnetischen Spannung dient wie fiir die Durchflutung
1A; frither wurde auch die folgende Einheit benutzt:
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10 1
Gilbert e 1,957

Fiihrt man in G1.(21.68) das B-Feld mit Hilfe der Gln. (18.23) ein, so ergibt
sich

A. (21.70)

div(pgradip) = 0. (21.71)

Wenn die Permeabilitdt p eine Konstante ist, wie insbesondere in Luft, so
folgt daraus
A = 0. (21.72)

Fiir das magnetische Potenzial auflerhalb der Stromleiter gilt also die Laplace-
sche Potenzialgleichung. Zur Berechnung solcher magnetischen Felder kénnen
daher die gleichen Methoden angewendet werden wie beim elektrischen Feld.

Um das magnetische Potenzial ¢ explizit berechnen zu kénnen, gehen wir
von der Biot-Savart-Laplace-Formel (21.59) aus und verwenden eine Variante
des Stokesschen Satzes (A.22), die im Anhang A.1 angeben wird. Daraus
ergibt sich

1 ds x (r — 1) (rff')
H) = fé Ie—#8 ~ dn // e

_ 74177 /A/(dA X V) x I(:—_;H)?’

1 (r—1) - 1 1
= -dA | — A dA
v 477// [[r = E[f 477// [r — 7]
A A

wobei eine Operatorbeziechung verwendet wurde, die auf der bekannten Vek-
torzerlegung ax (b x c) = b(a-c)—c(a-b) basiert. Da 1/(||r—r||) proportional
zur Greenfunktion des Laplaceoperators ist, entartet der Integrand des zwei-
ten Terms zu einer Deltafunktion. Dieser Term verschwindet, wenn wir die
Fliache A durch die Leiterschleife so legen, dass der Aufpunkt r nicht auf die-
ser Fliache liegt. Der erste Term kann offensichtlich aus der skalaren Funktion

I (r—1) &
) = 47T/A/ e A (21.73)

abgeleitet werden, die gerade dem magnetischen Potenzial in Gl. (21.68) ent-
spricht.

Beispiel: Als Anwendungsbeispiel werde die magnetische Schirmwirkung ei-
ner Hohlkugel aus Eisen betrachtet. Die Hohlkugel mit den Radien r; und
rg, Abb. 21.2, bestehe aus Material mit der konstanten Permeabilitdt p und
befinde sich in einem homogenen magnetischen Feld. Gefragt ist nach dem H-
Feld H; im Innern des Hohlraumes, wenn das H-Feld H, des urspriinglichen
homogenen Feldes gegeben ist.
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Abbildung 21.2. Zur Berechnung der magnetischen Schirmwirkung einer Hohlku-
gel

Wir wenden die in Abschnitt 10.1.4 behandelte Vorgehensweise an und
versuchen, die Grenzbedingungen durch den Ansatz (10.28) zu erfiillen. Es
gelte also

fiir den Innenraum

- C21
P = (cnr + )cos a, (21.74)
fir die Kugelwand
- C22
Py = <012r + 2 )cos «, (21.75)
fiir den Auflenraum o3
V3 = <C137” + ) cos a, (21.76)
Die Grenzbedingungen sind
; 01 Oy oY1 0o
f = . = = | 21.
rr=r: oo 90 und 1o oy —H g (21.77)
) Opa Ot 0o O3
f = N = == . 21.
rr=ry: o 90 und g oy —Ho g (21.78)

Ferner muss im Innenraum 1, endlich bleiben, d. h. ¢o; = 0 sein, und das Po-
tenzial im Auflenraum muss fiir » — oo in das Potenzial des homogenen Feldes
iibergehen, d. h. ¢35 = H,. Durch Einfiihren der Ansitze (21.74)-(21.76) in
die Grenzbedingungen findet man leicht, dass diese mit bestimmten Werten
der Koeffizienten erfiillt werden konnen. Fiir das H-Feld H; im Innenraum
(= c11) ergibt sich

-1
r*12 s
H; = 9H, <2u7~+5+ 5yl =1) (“)) . (21.79)

oy Hr T2

Wenn die relative Permeabilitdt des Schirmmaterials p grof3 gegen 1 ist, folgt
aus Gl (21.79) die Niherungsformel fiir den ,,Schirmfaktor®

Hi 4,5 T%
— 5

= 21.80
H, ppr3—r} ( )
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Im Innern, der Hohlkugel entsteht also ebenfalls ein homogenes Feld mit ei-
nem H-Feld, das um so kleiner wird, je grofler p, ist. In der folgenden Tabelle
21.1 sind einige Zahlenwerte angegeben fiir ein Abschirmgehiuse mit einem
Radius 71 = 5em aus gewohnlichem Eisen mit p,, = 200 und verschiedener
Wandstérke d. In gleicher Weise kann man untersuchen, wie eine Unterteilung

d/mm = 1 2 5 10
H;/H, = 0,40 0,20 0,090 0,053

Tabelle 21.1. Zusammenhang von Schirmfaktor und Wandstéarke

der Kugelwand in mehrere Schichten die Schirmwirkung verbessert. Das hier
berechnete Verhiltnis der H-Felder gilt nur fiir stationére magnetische Fel-
der. Bei magnetischen Wechselfeldern wichst die Schirmwirkung infolge der
im Eisen entstehenden Wirbelstrome, die das erzeugende Feld noch weiter
schwichen, siche Abschnitt 29 und 34.1.

Das magnetische Potenzial ist keine eindeutige Grofle, da das Linieninte-
gral des H-Feldes, also die Spannung bei einem mit Stromen verketteten Weg,
nicht Null ist, sondern ©. Geht man n-mal um den Stromleiter herum, so
vergroflert sich das Potenzial ¢ um den Wert n@. Da jedoch nur Potenzial-
differenzen gemessen werden konnen und die Wirkungen nur von dem H-Feld
abhéngen, so spielt diese Vieldeutigkeit praktisch keine andere Rolle als die
Unbestimmtheit des Potenzials {iberhaupt.

An die Stelle der Grenzbedingungen des elektrischen Feldes treten hier die
in Abschnitt 22.3 abgeleiteten analogen Bedingungen und das Durchflutungs-
gesetz.

Genau wie beim elektrischen Feld kann in 2-dimensionalen Situationen
auch die Methode der konformen Abbildung (vgl. Abschnitt 11.7) benutzt wer-
den. Z.B. liefert die Funktion

f(Q)=cn¢ (21.81)

das H-Feld in der Umgebung eines geraden langgestreckten (unendlich lan-
gen) Leiters, das konzentrische kreisformige H-Feldlinien aufweist und ebene
Potenzialflichen, die die Leiterachse enthalten. Das Potenzial ist

Y= ca; (21.82)

die Potenzialflichen sind durch a =konst. gegeben. Fiir den Betrag des H-
Feldes folgt daraus
di c

[H[| = Ho = Tdlre) = (21.83)
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und die Konstante ¢ ergibt sich aus dem Durchflutungsgesetz; man erhélt

c=— (21.84)

21’
wenn die positive Richtung von o und ||H| rechtsliufig mit der positiven
Richtung des Stromes I verkniipft ist.

Da die Potenzialgleichung eine lineare Differentialgleichung ist, so folgt,
dass sich bei Vorhandensein mehrerer Leiter die Einzelfelder ungestort iiber-
lagern. Voraussetzung dafiir ist lediglich, dass iiberall

1 = konst. (21.85)

ist. Mit Hilfe dieses Satzes kann man die magnetischen Felder in der Umge-

P
pe]
4 o L
we \\
7y
1 //'", ,g \I‘}
-~ A \
/Ta, of &2 s
_g ? 0 5

Abbildung 21.3. Berechnung des magnetischen Feldes

bung von Mehrleitersystemen berechnen. Bezeichnet 1,2 und 3 in Abb. 21.3
drei parallele Leiter, die von den Strémen I, Is, Is durchflossen werden (po-
sitive Richtung von hinten nach vorn), so gilt fiir das magnetische Potenzial
in irgendeinem Punkt P

1
w = _27T (11041 + 12042 + 13043>. (2186)

Daraus leiten sich die Komponenten des H-Feldes in der z- und y-Richtung
ab. Es ist z.B.

1 Oa Oa Oa
H, = —(gradv), = o (11 8x1 + I 8x2 + I3 8x3> . (21.87)

Die partiellen Differentiale der Winkel a bei einer Anderung von z findet
man aus der Beziehung
r =ycota + k. (21.88)

Hieraus ergibt sich durch partielles Differenzieren

j—_ Y Oa (21.89)

sin® o Oz
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oder
Oa _ _sin2 o _sina. (21.90)
Oz Y T
Daher wird
1 . . .
H, = — (11 R A a3> - (21.91)
27 1 T9 T3
Genau so folgt fiir die Komponente von H in der y—Richtung
1
H, - <I1 cos aq L, CoS (g v cosag) . (21.92)
27 1 9 r3

In grofer Entfernung von den drei Leitern werden die Abstéinde und die Win-
kel einander gleich. Dann folgt

1
Hz = 727”“ (Il + IQ + Ig) SiIlOé, (2193)
1
H, = L +1,+ 1 . 21.94
y =+, 1+ I+1Is)cosa (21.94)

Der Betrag des H-Feldes ist in grofler Entfernung

1
I = JH2+ B} =, (L + T2+ Do), (21.95)

27
Das magnetische Feld ist also in grofler Entfernung von einem System paralle-
ler Leiter so beschaffen, als ob nur ein Leiter vorhanden wére, der die Summe
der Strome fiihrt.

Handelt es sich um Hin- und Riickleitung eines einzigen Stromkreises, dann

ist zu setzen Iy = —Is = I, und es wird
1
d) = 7271_[(041 — 012). (2196)

Die Potenziallinien sind daher Kreise, die durch die Spuren der Leiterachse
hindurchgehen, und deren Mittelpunkte auf der Mittelsenkrechten zur Ver-
bindungslinie dieser Spuren liegen; sie entsprechen den Verschiebungslinien
des elektrischen Feldes. Da die magnetischen Induktionslinien die Potenzialli-
nien senkrecht schneiden miissen, so sind sie durch die Appollonischen Kreise
dargestellt wie die Potenziallinien des elektrischen Feldes (Abb. 10.14). Das
H-Feld ist auf der Verbindungslinie der Leiterspuren

1 1 1
H|=H,=_ I 21.97
== 1)), (20.97)
da cosa; = +1 und cosay = —1. Sie setzt sich zusammen aus den von den

beiden Leitern herrithrenden Beitrigen kreisféormiger Leiter nach dem Durch-
flutungssatz. Bezeichnet a den Abstand zwischen den beiden Drahtachsen, so
wird ro = a — r; und
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1 1 1
H|| = I . 21.98
=y (v, ) (2099
Der magnetische Fluss @, der durch einen Streifen von der Breite dr; und der
Lénge [ zwischen den beiden Leitern hindurchgeht, ist

1 1
dd = Bldr, = "' 11 < + > dry. (21.99)
a—1T

2 1
Der gesamte Fluss im Luftraum zwischen den beiden Leitungen ergibt sich
hieraus durch Integration von 1 = rg bis r1 = a—rg, wenn ro den Leiterradius
bezeichnet. Es wird

a=ro /] 1 -
¢ ="0 Il/ ( + ) dry="1im " "0, (21.100)
2T o 1y a—1nr T 70

Von dem Prinzip der ungestérten Uberlagerung der Einzelfelder kann man fer-
ner Gebrauch machen zur Berechnung des magnetischen Feldes bei stabformi-
gen Leitern beliebigen Querschnitts. Man zerlegt den Querschnitt in Fléchen-
elemente dA; dann wird bei einer Stromdichte J die Stromstérke in einem
solchen Querschnitt JdA. Die Komponenten des H-Feldfeldes in einem Punkt
P sind dann nach den Gl. (21.91) und (21.92)

Hy—— ! J// S A, (21.101)

S or r

Hy = J// O 4, (21.102)

2 r

wobei die Integrale iiber den ganzen Leiterquerschnitt zu bilden sind.

¥ x
F T g
e o

X, |

151 Jf 5/ t{ﬂ
L 7

|
A

3
A
T

/

T

= =

I S

Abbildung 21.4. Berechnung des magnetischen Feldes eines Rechteckstabes

Beispiel: Fiir die in Abb. 21.4 gezeichnete Schiene mit rechteckigem Quer-
schnitt stellt man das Flichenelement durch ein kleines Rechteck dar. Die
Koordinaten des Rechtecks seien z = X, y =Y, die Seiten AX und AY.
Dann wird

r=vy-Y)?+(x—X)?2 (21.103)

-Y -Y
sina = 7 , cosa = ’ , (21.104)
T r
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und es ergibt sich nach einem Grenziibergang (AX, AY — 0)

1 I [T2 +a/2 y—Y
H, = — dX dy. 21.105
27 ab /b/2 /a/2 (y—Y)2+ (v —X)2 ( )

Die Ausfithrung der Integration liefert

2 2
1 1 Yoo T2
H, = woppln IR (21.106)
2mab \ 2 Y2ase t Thy
2 2
Yigp T2
—x_yln G (21.107)
2 YZa2 T 272
x x_
+Ytas2 (arctan T2 arctan b/2> (21.108)
Y+a/2 Y+a/2
~Y—a/2 <arctan THb/2 _ arctan x_b/Q) . (21.109)
Y—ay/2 Y—a/2

mit 24470 1= 24+b/2, 240 =2 —b/2, Yo = y+y/2und y_q/0 =y —a/2.
Der Ausdruck fiir H, ergibt sich hieraus, wenn iiberall  und y sowie a und b
miteinander vertauscht werden. Die Feldlinien bilden ellipsenédhnliche Kurven,
wie in Abb. 21.4 gestrichelt angedeutet.

Die Beziehungen (21.101) und (21.102) gelten auch fiir das Feld innerhalb
des Leiters, wenn der Leiter die gleiche Permeabilitéit besitzt wie die Um-
gebung. Genau so wie auflerhalb des Leiters addieren sich auch im Innern
in jedem Punkt des Leiterquerschnitts die Wirkungen der Stréme aus den
iibrigen Querschnittsteilen. Dagegen gilt im Innern der Leiter nicht die Lapla-
cesche Potenzialgleichung, bei deren Ableitung vorausgesetzt wurde, dass der
betrachtete Raumteil stromlos ist. Beim geraden Leiter mit Kreisquerschnitt

H
| \
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ZJira | L
|
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M - i
Il |
I |
|
| RO | |
— - |l~,b_‘

Abbildung 21.5. H-Feld bei einer Doppelleitung

muss wegen der Symmetrie das H-Feld im Innern des Leiters ebenso wie au-
Berhalb fiir Punkte gleichen Abstandes von der Achse konstante Werte haben;
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die Feldlinien sind konzentrische Kreise. Man kann daher das Durchflutungs-
gesetz unmittelbar anwenden. Bei gleichméfliger Verteilung des Stromes iiber
den Leiterquerschnitt ist die durch eine Feldlinie mit dem Radius r hindurch-
gefithrte Stromstérke

L= I, (21.110)

"o

wenn ro wieder den Leiterradius und I den Gesamtstrom bezeichnen. Daher
wird nach dem Durchflutungsgesetz

2
j{H ds = \|H||j{ds —H|2rr = ", 1, (21.111)
C ¢ )

,
H| = 1. 21.112
=, (21.112)

Auf der Verbindungsebene der beiden Drahtachsen ergibt sich damit ein Ver-
lauf des H-Feldes, wie ihn Abb. 21.5 zeigt.

Das Feld im Leiterinnern geniigt nicht der Laplaceschen Potenzialglei-
chung. Diese lautet im vorliegenden zylindrischen Fall aufgrund der Rota-
tionssymmetrie (vgl. Anhang B.1)

9?1 N Loy
or2 " ror
Aus der Gl (21.112) ergibt sich das Potenzial (H := || H||)

0. (21.113)

1 72
b= f/Hrda = g0l (21.114)
Daraus folgt
o 172 0% 1al
= — I; = — . 21.115
or 71'7"3& Tor? T3 ( )

Der Ausdruck auf der linken Seite von Gl. (21.113) wird daher —(2/7)(al /73),
ist also von Null verschieden.
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