14.5 Einwirkung elektrischer Felder auf
Elektronenbahnen: Elektronenoptik

Die im elektrischen Feld auf Elektronen ausgeilibten Krifte finden vielfache
Anwendung bei Elektronenstromen im Hochvakuum. Als Beispiel werde die
Braunsche Rdéhre schematisch betrachtet, deren Prinzip durch Abb. 14.5 dar-
gestellt ist. Von der Kathode K (Gliihkathode, siche Abschnitt 38) werden
Elektronen ausgestrahlt. Eine zwischen der Anode A und der Kathode K
liegende Gleichspannung U, beschleunigt diese Elektronen; jedes Elektron
nimmt dabei eine bestimmte Geschwindigkeit v sowie eine kinetische Ener-
gie an, die gleich der Arbeit ist, die ihm vom elektrischen Feld zugefiihrt wird.

Abbildung 14.5. Die Braunsche Rohre

Wiére die Masse des Elektrons unabhéngig von der Geschwindigkeit, so
wiire seine kinetische Energie (1/2)mv? und daher mit den Gln. (13.3) und

(13.4)

1
EmUQ =elU,. (14.48)

Hieraus folgt die Geschwindigkeit des Elektrons nach dem Durchlaufen der

Spannung U,
2
v =1/ =U,. (14.49)
m

Diese Beziehung gilt, solange die Geschwindigkeit v klein gegen die Licht-
geschwindigkeit ¢ ist. Bei hoheren Geschwindigkeiten nimmt die Masse des
Elektrons von dem Ruhewert mg auf den der Geschwindigkeit v entsprechen-
de Wert m zu (vgl. Abschnitt 37.2.1). Nun ist der Energieinhalt einer Masse
m allgemein durch mc? gegeben. Die Differenz des Energieinhaltes mc? bei
der Geschwindigkeit v und des Energieinhaltes des ruhenden Elektrons mgc?
wird durch die elektrisch zugefiihrte Arbeit eU, gedeckt:

me? —moc® = eU,. (14.50)
Hieraus erhélt man mit G1.(37.85)

VIT2
v= Y22 (14.51)
1417
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wobei zur Abkiirzung

m002

— 14.52
= ( )

gesetzt ist.
Da die kinetische Energie eines Elektrons gleich eU, ist, kann sie durch
die ,Anlaufspannung® U, ausgedriickt werden, d.h. durch die Spannung, ge-
gen die das Elektron anlaufen koénnte, ehe es zum Stillstand kommt, Man gibt
die kinetische Energie bewegter Elektronen deshalb héiufig in Elektronenvolt
an, benutzt also 1eV = 1,6 - 107 '°Ws als Energieeinheit. Bei einer Anlauf-
spannung von 1000V ist die Energie des Elektrons 1000 eV = 1keV. Dabei
ist
moc? 9,11 10728.9.10%0gcm?

= = = 512. 14.
U,  1,6-10-19-1000V Ass2 (14.53)
Damit wird
V1025 k
= ¥ = 0,0624 ¢ = 18700 Tm (14.54)

Fiir einige weitere Spannungswerte gibt die folgende Tabelle 14.1 die Elektro-
nengeschwindigkeit an In der Braunschen Rohre wird mit Anlaufspannungen

Ul(V) = 10 10? 100 10" 10° 10° 107
n = 51200 5120 512 51,2 5,12 0,512 0,0512
v/e = 0,00625 0,0198 0,0624 0,195 0,548 0,941 0,999
v(Am) = 1874 5940 18710 58500 164300 282000 299500

Tabelle 14.1. Elektrische Spannung und Elektronengeschwindigkeit

von einigen 100 bis zu einigen 10000 V' gearbeitet.

Durch eine Offnung in der Anode gelangen die Elektronen in den Ablen-
kraum; die Auftreffstelle des Elektronenstrahles wird auf dem Leuchtschirm
S beobachtet. Mit Hilfe der Plattenkondensatoren, die der Strahl durchliuft,
und von denen einer in Abb. 14.5 angedeutet ist, kann der Strahl abgelenkt
werden, da auf jedes Elektron durch das elektrische Feld des Plattenkondensa-
tors eine Kraft senkrecht zur Achsenrichtung ausgeiibt wird. Bezeichnet U die
Spannung zwischen den beiden Ablenkplatten, d den Plattenabstand, dann ist
die ablenkende E-Feldstérke U/d und die quer zur Achse der Rohre gerichtete
Beschleunigung der Elektronen eU/(md). Die Elektronen beschreiben daher
eine Parabelbahn dhnlich wie ein waagerecht abgeworfener Stein im Gravita-
tionsfeld der Erde. Die Beschleunigung wirkt auf die Elektronen wihrend der
Zeit 7 = l/v ein, die sie zum Durchlaufen des Plattenkondensators mit der
Lange [ benotigt. Die Elektronen erhalten daher in der Ablenkrichtung eine
Geschwindigkeitskomponente

eUL

v = EE’U (1455)
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Ihre Bewegungsrichtung am Ausgang des Kondensators ist gegeben durch

¢ vy eUl N 11U

ana= v mdv2 24U,
Die Ablenkung des Leuchtpunktes auf dem Leuchtschirm ist also proportional
der Ablenkspannung U und umgekehrt proportional der Anlaufspannung U,
der Elektronen. Da die Elektronenlaufzeit 7 im Ablenkfeld sehr kurz ist (z.B.
bei U, = 1kV, v = 19000 km/s wird fiir [ = 2cm: 7 = /v = 107%5), so gilt
diese Proportionalitét auch bei zeitlich rasch verdnderlichen Ablenkspannun-
gen bis zur Grofenordnung 108 H z.

Eine scharfe Biindelung des Elektronenstrahles auf dem Leuchtschirm kann
durch eine ,elektrische Linse” herbeigefiihrt werden. Eine solche Linse wird
dargestellt durch ein rotationssymmetrisches elektrisches Feld, dessen Feldli-
nien im wesentlichen parallel zur Strahlachse verlaufen. Jedes derartige Feld
wirkt auf einen Elektronenstrahl in dhnlicher Weise wir eine Glaslinse auf
einen Lichtstrahl. Dies folgt ebenfalls aus der Wirkung der Feldkrifte auf die
Elektronen.

(14.56)
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Abbildung 14.6. Brechung von Elektronenbahnen im elektrischen Feld

Fliegt ein Elektron mit der Geschwindigkeit v; in den Raum zwischen zwei
nahe benachbarten Potenzialflichen mit dem Potenzialunterschied Ay, Abb.
14.6, so wird die Flugrichtung durch die Feldkrifte gedndert. Das Elektron
beschreibt eine Wurfparabel, wobei die senkrecht zu den elektrischen Feldli-
nien gerichtete Geschwindigkeitskomponente v; unverdndert bleibt, wihrend
die kinetische Energie sich entsprechend der Potenzialdifferenz von dem Wert
(1/2)mv? = ee auf den Wert (1/2)mv} = e(e + Ay) vergrofert. Fiir die
Eintritts- und Austrittswinkel folgt daher

i [ A
mmar _ vz _ e 22 (14.57)
S11 (v2 U1 ay

Diese Beziehung entspricht dem Brechungsgesetz der Optik. Die Potenzialfl-
chen entsprechen den Grenzflichen zwischen Stoffen verschiedener Brechzahl
Mit Hilfe der G1.(14.57) kann die Bahnkurve eines Elektrons in einem beliebi-
gen elektrischen Feld abschnittsweise konstruiert werden, wenn das Feldbild
bekannt ist.
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Ein anderes Verfahren zur Abschitzung der Elektronenbahnen in einem
elektrischen Feld besteht darin, dass man den Vektor der elektrischen Feld-
stirke abschnittsweise in die beiden Komponenten senkrecht und parallel zur
Bahnrichtung zerlegt. Die letztere hat keinen Einfluss auf die Bahnkurve und
ergibt nur eine Beschleunigung oder Verzogerung des Elektrons, wihrend die
erstere eine Ablenkung des Elektrons verursacht.
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Abbildung 14.7. Elektrische Linse

Die Abb. 14.7 zeigt als Beispiel das Schema einer sogenannten Einzellinse.
Sie besteht aus drei ringférmigen ebenen Blechscheiben, von denen die beiden
duferen gleiches Potenzial 0 haben und die mittlere das negative Potenzi-
al —Up, besitzt. Da hier also die gesamte von den Elektronen durchlaufene
Spannung Null ist, wird die Geschwindigkeit der Elektronen beim Austritt
aus der Linse ebenso grofs wie beim Eintritt. Die Wirkung der Linse besteht
darin, dass die Elektronen in der Mitte der Linse radial gegen die Achse hin
gerichtete Krafte erfahren, die mit dem Abstand von der Achse rasch wachsen.
Man erkennt dies, wenn man das genauere Feldbild Abb. 14.7 betrachtet, in
dem auch der Verlauf der radialen Komponente E, in Achsennihe sowie der
Verlauf der axialen Komponente E, in der Achse angegeben ist. Fiir einen
Elektronenstrahl, der in Achsennihe das Feld durchlduft, kann man etwa fol-
gende Gebiete unterscheiden: Das Gebiet 0---1, in dem die radiale Kompo-
nente des E-Feldes nach der Achse hin gerichtet ist, das Gebiet 1---3, in dem
diese Komponente von der Achse weg zeigt, und das Gebiet rechts von 3, in
dem wieder die gleichen Verhéltnisse wie im Gebiet 0---1 vorliegen. In dem
ersten Gebiet wird daher der Elektronenstrahl von der Achse weggebogen. Im
zweiten Gebiet wirken dagegen Kréifte auf die Elektronen ein, die zur Achse
hin gerichtet sind. Wegen der groferen Dichte der Feldlinien in diesem Gebiet
ergibt sich eine entsprechend stirkere Kriimmung der Elektronenbahn. Im
dritten werden die Elektronen wieder von der Achse weggelenkt, so dass sich
eine entgegengesetzte Kriimmung des Strahles ergibt. Die daraus hervorgehen-
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de Elektronenbahn ist in Abb. 14.8 oben eingezeichnet. Das erste und dritte
Gebiet sind Zerstreuungsgebiete, das mittlere Gebiet ist das Sammlungsge-
biet. Die genaueren Verhiltnisse sollen an Hand von Abb. 14.9 untersucht
werden.

Abbildung 14.8. Feldverteilung und Elektronenbahn in der elektrischen Linse

In einem Punkt P der Elektronenbahn mit dem Abstand r von der Achse
kann die Geschwindigkeit des Elektrons in die beiden Komponenten v, und v,
zerlegt werden. Das E-Feld in dem Punkt P lisst sich ebenfalls in die beiden
Komponenten E, und E, zerlegen, von denen die erste die Achsenrichtung
hat und die zweite radial gerichtet ist. Die radiale Beschleunigung ist

dv, e

=——F,. 14.58
dt m ( )

Nun ist die Zeit dt, die das Elektron zum Durchlaufen eines kurzen Abschnittes
des E-Feldes von der Linge dx benétigt, dt = dx/v,. Daher folgt

dr dr
Uy = E = Vg d—I, (1459)
und es wird aus G1.(14.59)
dv, dv.dr dv, d dr\ e
it dz dt  Cdz | Cda (””” dx> = I (14.60)

Zwischen dem radialen Anteil E, und dem Léngsanteil F, des E-Feldes auf
der Achse eines solchen rotationssymmetrischen E-Feldes besteht nun in der
Néahe der Achse ein einfacher Zusammenhang, der dadurch bedingt ist, dass
jede Abnahme des Lingsanteils ein radiales Entweichen der E-Feldlinien zur
Voraussetzung hat und umgekehrt. Man erkennt diesen Zusammenhang ge-
nauer, wenn man einen kleinen Zylinder von der Lange dxr und dem Radius dr
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Abbildung 14.9. Zur Berechnung der Elektronenbahn

betrachtet, dessen Achse mit der Feldachse zusammenféllt, Abb. 14.10. Nennt
man die z-Komponente des E-Feldes an der linken Stirnfliche E,, so kann
diese Komponente an der rechten Stirnfliche E, + AFE, geschrieben werden.
An der linken Stirnfliche tritt der Verschiebungsfluss e £, (dr)?7 ein, an der
rechten Stirnfliche tritt der Fluss e(E, + AE,)(Ar)?7m aus. Der insgesamt aus
dem Zylinder austretende Verschiebungsfluss muss nach dem ersten Grund-
gesetz des E-Feldes Null sein, wenn der Beitrag der Ladungen der Elektronen
im Inneren dieses Zylinders vernachlassigt wird; also

e(Ey + AE)(Ar)*m — e B (A1) + e AE Aa21 Ar = 0. (14.61)

Daraus folgt

AE, = —= Ar (14.62)
und durch Integration

5 1 dE, 1 d*p

T e T T e
wenn mit ¢ das Potenzial auf der x-Achse bezeichnet wird. Die radiale Kom-
ponente des E-Feldes nimmt also proportional mit dem Abstand von der Achse

zu, um so rascher, je stirker das axiale E-Feld langs der Achse abnimmt. Die

(14.63)
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Betrachtung von Abb. 14.8 zeigt, wie dieser Zusammenhang auch aus dem
Feldlinienbild hervorgeht, F, ist dem negativen Differentialquotienten von F,
proportional. Setzt man FE,. aus Gl.(14.63) in G1.(14.60) ein, so folgt

d dr 1 e d?p
Voo (vmd—$> =—-r———s. (14.64)

Nun ist bei achsennaher Bahn v, ~ v an jeder Stelle x durch die insgesamt
durchlaufene Spannung U, + ¢ bestimmt, namlich

e
r = 2— Ua 5 14.65
ve =25 (Uat o) (14.65)

wenn U, die Anlaufspannung der Elektronen beim Eintritt in die Linse (x = 0)
ist. Damit wird aus G1.(14.64)

dr 1 d2
Durch Integration ergibt sich hieraus mit r ~konst. = r,, innerhalb der Linse

dr 1 1 / Toode d%p

dr A" Ut J)o VUatpda?

dr/dz stellt den Winkel der Bahn gegen die Achse dar unter der hier
gemachten Voraussetzung, dass dieser Winkel klein ist; fiir x = 0 ergibt sich
der Eintrittswinkel v als Integrationskonstante.

Den Austrittswinkel findet man, wenn man z gleich der Dicke b der Linse
setzt. Fiir x = b wird ¢ = 0, und es ergibt sich daher fiir den Austrittswinkel

+ 1. (14.67)

1 r  d*p Tm
—Tm — +v=——+1, 14.68
r VU, /0 VU, + o dz? 7 f K ( )

wobel zur Abkiirzung

f= A T u @ (14.69)

Jy
gesetzt ist. Da nun nach Abb. 14.9 v = r,, /a1 und —§ = r,,/as ist, wenn man
b gegen a1 und as vernachlissigen kann, so ergibt sich aus G1.(14.68)

1 n 1 1

ai az f -

Dies ist die Linsenformel der Optik; G1.(14.69) gibt die Brennweite f der
elektrischen Linse an. Die Brennweite ist unabhéngig von r,,, solange geméfs
den bei der Ableitung gemachten Voraussetzungen r,, hinreichend klein ist;
das bedeutet aber, dass sich alle von einem Punkt A der Achse ausgehenden
achsennahen Strahlen in ein und demselben Punkt B der Achse vereinigen.

(14.70)
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wie bei einer optischen Sammellinse ergibt sich die in B eine Abbildung einer
senkrecht von der Achse geschnittenen Fliache in A.

Die Brennweite l&sst sich durch Verdndern der Spannung Uy, einstellen. Je
grofer Ur, gemacht wird, um so kleiner wird nach Gl.(14.69) die Brennweite
der Linse. Bei der Braunschen Rohre kann man mit Hilfe von solchen Linsen
die Kathode oder eine Blende auf dem Leuchtschirm abbilden und dadurch
einen scharfen Leuchtpunkt herstellen. Diese Eigenschaften der Elektronen-
strahlen werden ferner zur Abbildung von elektronenemittierenden Oberfla-
chen und von elektronenstreuenden oder -undurchlissigen Gegenstinden be-
niitzt (Elektronenmikroskope, Ubermikroskope, Bildwandler).





