
14.5 Einwirkung elektris
her Felder auf

Elektronenbahnen: Elektronenoptik

Die im elektris
hen Feld auf Elektronen ausgeübten Kräfte �nden vielfa
he

Anwendung bei Elektronenströmen im Ho
hvakuum. Als Beispiel werde die

Brauns
he Röhre s
hematis
h betra
htet, deren Prinzip dur
h Abb. 14.5 dar-

gestellt ist. Von der Kathode K (Glühkathode, siehe Abs
hnitt 38) werden

Elektronen ausgestrahlt. Eine zwis
hen der Anode A und der Kathode K
liegende Glei
hspannung Ua bes
hleunigt diese Elektronen; jedes Elektron

nimmt dabei eine bestimmte Ges
hwindigkeit v sowie eine kinetis
he Ener-

gie an, die glei
h der Arbeit ist, die ihm vom elektris
hen Feld zugeführt wird.

Abbildung 14.5. Die Brauns
he Röhre

Wäre die Masse des Elektrons unabhängig von der Ges
hwindigkeit, so

wäre seine kinetis
he Energie (1/2)mv2 und daher mit den Gln. (13.3) und

(13.4)

1

2
mv2 = e Ua. (14.48)

Hieraus folgt die Ges
hwindigkeit des Elektrons na
h dem Dur
hlaufen der

Spannung Ua

v =

√

2e

m
Ua. (14.49)

Diese Beziehung gilt, solange die Ges
hwindigkeit v klein gegen die Li
ht-

ges
hwindigkeit c ist. Bei höheren Ges
hwindigkeiten nimmt die Masse des

Elektrons von dem Ruhewert m0 auf den der Ges
hwindigkeit v entspre
hen-
de Wert m zu (vgl. Abs
hnitt 37.2.1). Nun ist der Energieinhalt einer Masse

m allgemein dur
h mc2 gegeben. Die Di�erenz des Energieinhaltes mc2 bei

der Ges
hwindigkeit v und des Energieinhaltes des ruhenden Elektrons m0c
2

wird dur
h die elektris
h zugeführte Arbeit eUa gede
kt:

mc2 −m0c
2 = e Ua. (14.50)

Hieraus erhält man mit Gl.(37.85)

v = c

√
1 + 2η

1 + η
, (14.51)
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wobei zur Abkürzung

η =
m0c

2

eUa
(14.52)

gesetzt ist.

Da die kinetis
he Energie eines Elektrons glei
h eUa ist, kann sie dur
h

die �Anlaufspannung� Ua ausgedrü
kt werden, d.h. dur
h die Spannung, ge-

gen die das Elektron anlaufen könnte, ehe es zum Stillstand kommt, Man gibt

die kinetis
he Energie bewegter Elektronen deshalb häu�g in Elektronenvolt

an, benutzt also 1 eV = 1, 6 · 10−19Ws als Energieeinheit. Bei einer Anlauf-
spannung von 1000V ist die Energie des Elektrons 1000 eV = 1 keV . Dabei
ist

η =
m0c

2

eUa
=

9, 11 · 10−28 · 9 · 1020gcm2

1, 6 · 10−19 · 1000VAss2 = 512. (14.53)

Damit wird

v = c

√
1025

513
= 0, 0624 c = 18700

km

s
. (14.54)

Für einige weitere Spannungswerte gibt die folgende Tabelle 14.1 die Elektro-

nenges
hwindigkeit an In der Brauns
hen Röhre wird mit Anlaufspannungen

Ua(V ) = 10 102 103 104 105 106 107

η = 51200 5120 512 51, 2 5, 12 0, 512 0, 0512
v/c = 0, 00625 0, 0198 0, 0624 0, 195 0, 548 0, 941 0, 999
v( km

s
) = 1874 5940 18710 58500 164300 282000 299500

Tabelle 14.1. Elektris
he Spannung und Elektronenges
hwindigkeit

von einigen 100 bis zu einigen 10000V gearbeitet.

Dur
h eine Ö�nung in der Anode gelangen die Elektronen in den Ablen-

kraum; die Auftre�stelle des Elektronenstrahles wird auf dem Leu
hts
hirm

S beoba
htet. Mit Hilfe der Plattenkondensatoren, die der Strahl dur
hläuft,

und von denen einer in Abb. 14.5 angedeutet ist, kann der Strahl abgelenkt

werden, da auf jedes Elektron dur
h das elektris
he Feld des Plattenkondensa-

tors eine Kraft senkre
ht zur A
hsenri
htung ausgeübt wird. Bezei
hnet U die

Spannung zwis
hen den beiden Ablenkplatten, d den Plattenabstand, dann ist
die ablenkende E-Feldstärke U/d und die quer zur A
hse der Röhre geri
htete

Bes
hleunigung der Elektronen eU/(md). Die Elektronen bes
hreiben daher

eine Parabelbahn ähnli
h wie ein waagere
ht abgeworfener Stein im Gravita-

tionsfeld der Erde. Die Bes
hleunigung wirkt auf die Elektronen während der

Zeit τ = l/v ein, die sie zum Dur
hlaufen des Plattenkondensators mit der

Länge l benötigt. Die Elektronen erhalten daher in der Ablenkri
htung eine

Ges
hwindigkeitskomponente

v1 =
e

m

U

d

l

v
. (14.55)
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Ihre Bewegungsri
htung am Ausgang des Kondensators ist gegeben dur
h

tanα =
v1
v

=
e

m

U

d

l

v2
≈ 1

2

l

d

U

Ua
. (14.56)

Die Ablenkung des Leu
htpunktes auf dem Leu
hts
hirm ist also proportional

der Ablenkspannung U und umgekehrt proportional der Anlaufspannung Ua
der Elektronen. Da die Elektronenlaufzeit τ im Ablenkfeld sehr kurz ist (z.B.

bei Ua = 1 kV, v = 19000 km/s wird für l = 2 cm: τ = l/v = 10−9s), so gilt

diese Proportionalität au
h bei zeitli
h ras
h veränderli
hen Ablenkspannun-

gen bis zur Gröÿenordnung 108Hz.
Eine s
harfe Bündelung des Elektronenstrahles auf dem Leu
hts
hirm kann

dur
h eine �elektris
he Linse� herbeigeführt werden. Eine sol
he Linse wird

dargestellt dur
h ein rotationssymmetris
hes elektris
hes Feld, dessen Feldli-

nien im wesentli
hen parallel zur Strahla
hse verlaufen. Jedes derartige Feld

wirkt auf einen Elektronenstrahl in ähnli
her Weise wir eine Glaslinse auf

einen Li
htstrahl. Dies folgt ebenfalls aus der Wirkung der Feldkräfte auf die

Elektronen.

Abbildung 14.6. Bre
hung von Elektronenbahnen im elektris
hen Feld

Fliegt ein Elektron mit der Ges
hwindigkeit v1 in den Raum zwis
hen zwei

nahe bena
hbarten Potenzial�ä
hen mit dem Potenzialunters
hied ∆ϕ, Abb.
14.6, so wird die Flugri
htung dur
h die Feldkräfte geändert. Das Elektron

bes
hreibt eine Wurfparabel, wobei die senkre
ht zu den elektris
hen Feldli-

nien geri
htete Ges
hwindigkeitskomponente vt unverändert bleibt, während
die kinetis
he Energie si
h entspre
hend der Potenzialdi�erenz von dem Wert

(1/2)mv2t = eε auf den Wert (1/2)mv2t = e(ε + ∆ϕ) vergröÿert. Für die

Eintritts- und Austrittswinkel folgt daher

sinα1

sinα2
=
v2
v1

=

√

1 +
∆ϕ

aϕ
. (14.57)

Diese Beziehung entspri
ht dem Bre
hungsgesetz der Optik. Die Potenzial�ä-


hen entspre
hen den Grenz�ä
hen zwis
hen Sto�en vers
hiedener Bre
hzahl

Mit Hilfe der Gl.(14.57) kann die Bahnkurve eines Elektrons in einem beliebi-

gen elektris
hen Feld abs
hnittsweise konstruiert werden, wenn das Feldbild

bekannt ist.
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Ein anderes Verfahren zur Abs
hätzung der Elektronenbahnen in einem

elektris
hen Feld besteht darin, dass man den Vektor der elektris
hen Feld-

stärke abs
hnittsweise in die beiden Komponenten senkre
ht und parallel zur

Bahnri
htung zerlegt. Die letztere hat keinen Ein�uss auf die Bahnkurve und

ergibt nur eine Bes
hleunigung oder Verzögerung des Elektrons, während die

erstere eine Ablenkung des Elektrons verursa
ht.

Abbildung 14.7. Elektris
he Linse

Die Abb. 14.7 zeigt als Beispiel das S
hema einer sogenannten Einzellinse.

Sie besteht aus drei ringförmigen ebenen Ble
hs
heiben, von denen die beiden

äuÿeren glei
hes Potenzial 0 haben und die mittlere das negative Potenzi-

al −UL besitzt. Da hier also die gesamte von den Elektronen dur
hlaufene

Spannung Null ist, wird die Ges
hwindigkeit der Elektronen beim Austritt

aus der Linse ebenso groÿ wie beim Eintritt. Die Wirkung der Linse besteht

darin, dass die Elektronen in der Mitte der Linse radial gegen die A
hse hin

geri
htete Kräfte erfahren, die mit dem Abstand von der A
hse ras
h wa
hsen.

Man erkennt dies, wenn man das genauere Feldbild Abb. 14.7 betra
htet, in

dem au
h der Verlauf der radialen Komponente Er in A
hsennähe sowie der

Verlauf der axialen Komponente Ex in der A
hse angegeben ist. Für einen

Elektronenstrahl, der in A
hsennähe das Feld dur
hläuft, kann man etwa fol-

gende Gebiete unters
heiden: Das Gebiet 0 · · · 1, in dem die radiale Kompo-

nente des E-Feldes na
h der A
hse hin geri
htet ist, das Gebiet 1 · · · 3, in dem

diese Komponente von der A
hse weg zeigt, und das Gebiet re
hts von 3, in
dem wieder die glei
hen Verhältnisse wie im Gebiet 0 · · · 1 vorliegen. In dem

ersten Gebiet wird daher der Elektronenstrahl von der A
hse weggebogen. Im

zweiten Gebiet wirken dagegen Kräfte auf die Elektronen ein, die zur A
hse

hin geri
htet sind. Wegen der gröÿeren Di
hte der Feldlinien in diesem Gebiet

ergibt si
h eine entspre
hend stärkere Krümmung der Elektronenbahn. Im

dritten werden die Elektronen wieder von der A
hse weggelenkt, so dass si
h

eine entgegengesetzte Krümmung des Strahles ergibt. Die daraus hervorgehen-
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de Elektronenbahn ist in Abb. 14.8 oben eingezei
hnet. Das erste und dritte

Gebiet sind Zerstreuungsgebiete, das mittlere Gebiet ist das Sammlungsge-

biet. Die genaueren Verhältnisse sollen an Hand von Abb. 14.9 untersu
ht

werden.

Abbildung 14.8. Feldverteilung und Elektronenbahn in der elektris
hen Linse

In einem Punkt P der Elektronenbahn mit dem Abstand r von der A
hse

kann die Ges
hwindigkeit des Elektrons in die beiden Komponenten vx und vr
zerlegt werden. Das E-Feld in dem Punkt P lässt si
h ebenfalls in die beiden

Komponenten Ex und Er zerlegen, von denen die erste die A
hsenri
htung

hat und die zweite radial geri
htet ist. Die radiale Bes
hleunigung ist

dvr
dt

= − e

m
Er. (14.58)

Nun ist die Zeit dt, die das Elektron zum Dur
hlaufen eines kurzen Abs
hnittes

des E-Feldes von der Länge dx benötigt, dt = dx/vx. Daher folgt

vr =
dr

dt
= vx

dr

dx
, (14.59)

und es wird aus Gl.(14.59)

dvr
dt

=
dvr
dx

dx

dt
= vx

dvr
dx

= vx
d

dx

(

vx
dr

dx

)

= − e

m
Er. (14.60)

Zwis
hen dem radialen Anteil Er und dem Längsanteil Ex des E-Feldes auf

der A
hse eines sol
hen rotationssymmetris
hen E-Feldes besteht nun in der

Nähe der A
hse ein einfa
her Zusammenhang, der dadur
h bedingt ist, dass

jede Abnahme des Längsanteils ein radiales Entwei
hen der E-Feldlinien zur

Voraussetzung hat und umgekehrt. Man erkennt diesen Zusammenhang ge-

nauer, wenn man einen kleinen Zylinder von der Länge dx und dem Radius dr
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Abbildung 14.9. Zur Bere
hnung der Elektronenbahn

betra
htet, dessen A
hse mit der Felda
hse zusammenfällt, Abb. 14.10. Nennt

man die x-Komponente des E-Feldes an der linken Stirn�ä
he Ex, so kann

diese Komponente an der re
hten Stirn�ä
he Ex +△Ex ges
hrieben werden.

An der linken Stirn�ä
he tritt der Vers
hiebungs�uss εEx(dr)
2π ein, an der

re
hten Stirn�ä
he tritt der Fluss ε(Ex+△Ex)(△r)2π aus. Der insgesamt aus

dem Zylinder austretende Vers
hiebungs�uss muss na
h dem ersten Grund-

gesetz des E-Feldes Null sein, wenn der Beitrag der Ladungen der Elektronen

im Inneren dieses Zylinders verna
hlässigt wird; also

ε(Ex +△Ex)(△r)2π − εEx(△r)2π + ε△Er△x2π△r = 0. (14.61)

Daraus folgt

Abbildung 14.10. Zusammenhang zwis
hen dem radialen und dem axialen E-Feld

△Ex = −1

2

dEx
dx

△r (14.62)

und dur
h Integration

Er = −1

2
r
dEx
dx

= +
1

2
r
d2ϕ

dx2
, (14.63)

wenn mit ϕ das Potenzial auf der x-A
hse bezei
hnet wird. Die radiale Kom-
ponente des E-Feldes nimmt also proportional mit dem Abstand von der A
hse

zu, um so ras
her, je stärker das axiale E-Feld längs der A
hse abnimmt. Die
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Betra
htung von Abb. 14.8 zeigt, wie dieser Zusammenhang au
h aus dem

Feldlinienbild hervorgeht, Er ist dem negativen Di�erentialquotienten von Ex
proportional. Setzt man Er aus Gl.(14.63) in Gl.(14.60) ein, so folgt

vx
d

dx

(

vx
dr

dx

)

= −1

2
r
e

m

d2ϕ

dx2
. (14.64)

Nun ist bei a
hsennaher Bahn vx ≈ v an jeder Stelle x dur
h die insgesamt

dur
hlaufene Spannung Ua + ϕ bestimmt, nämli
h

vx =

√

2
e

m
(Ua + ϕ), (14.65)

wenn Ua die Anlaufspannung der Elektronen beim Eintritt in die Linse (x = 0)
ist. Damit wird aus Gl.(14.64)

√

Ua + ϕ
d

dx

(

√

Ua + ϕ
dr

dx

)

= −1

4
r
d2ϕ

dx2
. (14.66)

Dur
h Integration ergibt si
h hieraus mit r ≈konst. = rm innerhalb der Linse

dr

dx
= −1

4
rm

1√
Ua + ϕ

∫ x

0

dx√
Ua + ϕ

d2ϕ

dx2
+ γ. (14.67)

dr/dx stellt den Winkel der Bahn gegen die A
hse dar unter der hier

gema
hten Voraussetzung, dass dieser Winkel klein ist; für x = 0 ergibt si
h

der Eintrittswinkel γ als Integrationskonstante.

Den Austrittswinkel �ndet man, wenn man x glei
h der Di
ke b der Linse
setzt. Für x = b wird ϕ = 0, und es ergibt si
h daher für den Austrittswinkel

δ = −1

4
rm

1√
Ua

∫ b

0

dx√
Ua + ϕ

d2ϕ

dx2
+ γ = −rm

f
+ γ, (14.68)

wobei zur Abkürzung

f =
4
√
Ua

∫ b

0
dx√
Ua+ϕ

d2ϕ
dx2

(14.69)

gesetzt ist. Da nun na
h Abb. 14.9 γ = rm/a1 und −δ = rm/a2 ist, wenn man
b gegen a1 und a2 verna
hlässigen kann, so ergibt si
h aus Gl.(14.68)

1

a1
+

1

a2
=

1

f
. (14.70)

Dies ist die Linsenformel der Optik; Gl.(14.69) gibt die Brennweite f der

elektris
hen Linse an. Die Brennweite ist unabhängig von rm, solange gemäÿ
den bei der Ableitung gema
hten Voraussetzungen rm hinrei
hend klein ist;

das bedeutet aber, dass si
h alle von einem Punkt A der A
hse ausgehenden

a
hsennahen Strahlen in ein und demselben Punkt B der A
hse vereinigen.
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wie bei einer optis
hen Sammellinse ergibt si
h die in B eine Abbildung einer

senkre
ht von der A
hse ges
hnittenen Flä
he in A.
Die Brennweite lässt si
h dur
h Verändern der Spannung UL einstellen. Je

gröÿer UL gema
ht wird, um so kleiner wird na
h Gl.(14.69) die Brennweite

der Linse. Bei der Brauns
hen Röhre kann man mit Hilfe von sol
hen Linsen

die Kathode oder eine Blende auf dem Leu
hts
hirm abbilden und dadur
h

einen s
harfen Leu
htpunkt herstellen. Diese Eigens
haften der Elektronen-

strahlen werden ferner zur Abbildung von elektronenemittierenden Ober�ä-


hen und von elektronenstreuenden oder -undur
hlässigen Gegenständen be-

nützt (Elektronenmikroskope, Übermikroskope, Bildwandler).




