2 Aussagen:
Elemente einer Produktionstheorie

Abstrakt

Eine Produktionstheorie ist eine systematisch geordnete Menge von Aussagen iiber einen
bestimmten Bereich der Realitit. Wichtige Bestandteile dieser Theorie sind Regeln fiir die
zulédssige Verkniipfung dieser Aussagen, um weitere Aussagen iiber Produktionen bzw.
Produktionsmodelle zu gewinnen. Demnach gehen wir von priméren Aussagen aus, ver-
kniipfen diese zulédssig und priifen, ob die so erhaltenen abgeleiteten Aussagen zutreffen.
In einem weiteren Schritt machen wir unterschiedliche Aussagen vergleichbar: Unter-
schiedliche Personen werden zu unterschiedlichen Modellen gelangen und nicht dieselben
Konstrukte verwenden, ggf. aber dquivalente Aussagen treffen. Selbstversténdlich stellen
wir unseren Beispielen einen Bezug zu Produkt und Produktion her.
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¢ Funktoren und Ausdriicke

Das Aussagenkalkiil pragen drei Merkmale [BUCHS7]:

1. Die einzige Variablenart in den Ausdriicken dieses Kalkiils sind Aussagenvariablen.
Aussagenvariablen bezeichnen wir mit den Buchstaben p, ¢, 7, s, t, py, 91, 71, ... Fiir sie
konnen wir beliebige Aussagen einsetzen.

2. Die logischen Konstanten, die in den Ausdriicken dieses Kalkiils auftreten, sind aussa-
genbildende Funktoren von Aussagenargumenten.

3. Fiir diese Konstanten fiihren wir Symbole sowie Regeln fiir die Durchfiihrung von
Operationen mit diesen Symbolen ein.!

Wir behandeln zuerst die wichtigsten konstanten Symbole dieses Kalkiils:

Das Zeichen der Negation, das Symbol ,,—*, ist ein aussagenbildender Funktor von ei-
nem Aussagenargument. Ein aus dem Negationszeichen und einem darauffolgenden Aus-
sagenausdruck W bestehender Ausdruck heifit die Negation oder die Verneinung des

Ausdruckes . Den Ausdruck ,,—p “ lesen wir auf eine der folgenden Arten: nicht p; es ist

nicht so, dass p; es ist nicht wahr, dass p.2 Aussagenbildende Funktoren von zwei Aussa-
genargumenten sind die folgenden Konstanten des Aussagenkalkiils: Das Symbol ,, A* ist
das Zeichen der Konjunktion. Ein Aussagenausdruck mit zwei durch das Konjunktionszei-
chen verbundenen Aussagenausdriicken heif3t die Konjunktion dieser Ausdriicke oder ihr
logisches Produkt, die Glieder der Konjunktion heilen die Faktoren der Konjunktion. Den
Ausdruck ,,p A g “ lesen wir: p und q. Das Symbol ,,v* ist das Zeichen der Dis»junktion.3
Ein aus zwei Aussagenausdriicken mittels des Oder-Zeichens gebildeter Aussagenaus-
druck ist die Disjunktion dieser Ausdriicke oder ihre /ogische Summe. Die Glieder dieser
Disjunktion heiflen ihre Summanden. Den Ausdruck ,,p v g “lesen wir: p oder g. Wir ver-

wenden dabei eine bestimmte Sinnentsprechung des Wortes ,oder“.# Das Symbol ,,—“ ist
das Zeichen der Implikation. Ein mit Hilfe des Implikationszeichens gebildeter Aussage-
nausdruck aus zwei Ausdriicken heilit Implikation oder Bedingungsaussage. Das erste
Glied einer Implikation ist ihr Vordersatz, das zweite ihr Hintersatz.> Den Ausdruck
P — ¢ “ lesen wir: wenn p, so ¢ und verwenden dabei eine der Sinnentsprechungen des
Ausdruckes ,,wenn ..., dann“. Um diese Sinnentsprechung von anderen Entsprechungen
des Ausdruckes ,,wenn p, dann ¢g* zu unterscheiden, nennen wir die mit Hilfe des Zeichens
,»,—>" gebildete Implikation die materiale Implikation. Das Symbol ,,<> ist das Zeichen
der Aquivalenz. Ein aus zwei Aussagenausdriicken mit Hilfe des Aquivalenzzeichens ge-

Demnach geht es um das Verkniipfen beliebiger wahrer oder falscher Aussagen. Dafiir werden Regeln
angegeben.

In der Umgangssprache tritt das Wort ,,nicht* als aussagenbildendes Negationszeichen mit einem Aus-
sagenargument nur in einfachen Kontexten auf, z. B. in: Es rollt nicht. Er lieferte das Fahrrad nicht. Vor
zusammengesetzten Aussagen verwenden wir dagegen Wendungen wie ,,es ist nicht so, dass p®, ,.es ist
nicht wahr, dass p* als Negationszeichen.

3 Auch Adjunktion (siehe bspw. [ZOGL97])

Die unterschiedlichen Sinnentsprechungen behandeln wir im Abschnitt Wahrheitsfunktoren.

5 Auch Vorder- und Hinterglied (siche [ZOGL97], [BORK76]).
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bildeter Aussagenausdruck heiBt Aquivalenz. Thr erstes Glied ist die linke Seite der Aqui-
valenz, das zweite ihre rechte. Den Ausdruck ,,p <> ¢ ““ lesen wir: p dann und nur dann,
wenn g. Die Aquivalenz ,,p <> ¢ “ lisst sich als Konjunktion der zwei materialen Implika-

tionen ,,p — g *“ sowie ,,q — p “ auffassen (materiale Aquivalenz).

Beispiel 2-1: Konjunktion
Wir betrachten den Satz: ,,Radfahren ist anregend und unterhaltsam®. Zur Formalisierung
fithren wir zwei Abkiirzungen ein: p = Radfahren ist anregend. ¢ = Radfahren ist unterhalt-
sam. Damit ist p A ¢ = Radfahren ist anregend und unterhaltsam. Im Satz ,,Eine Schraube
und die passende Mutter sind ein Wirkpaar* liegt dagegen keine Konjunktion zweier Aus-
sagen vor; die Aussage lédsst sich nicht in eine Konjunktion von zwei Teilaussagen zerle-
gen. In diesem Fall ist ,,Wirkpaar sein“ eine zweistellige Relation.

Wir betrachten den Satz ,,Julius raucht und trinkt nicht” und verwenden die Abkiirzun-
gen r: ,,Julius raucht* und #: “Julius trinkt*. Wir geben zwei Interpretationen dieser Aus-
sage:

a) ra—t = (Julius raucht) und (Julius trinkt nicht).

b) —r A=t = Julius raucht nicht und er trinkt nicht.

Gegeben seien die beiden Aussagen: p = Julius geht schwimmen. ¢ = Siegfried geht

schwimmen. Damit konnen wir die folgenden Sétze bilden:

¢) p A q =lJulius und Siegfried gehen schwimmen = Sowohl Julius als auch Siegfried ge-
hen schwimmen.

d) —p A —g =Julius geht nicht schwimmen und Siegfried geht nicht schwimmen = Julius
und Siegfried gehen beide nicht schwimmen = Weder Julius noch Siegfried gehen
schwimmen.

]

Beispiel 2-2: Implikation

— Implikation mit falschem Vordersatz

,»Wenn ein Kunde mit einem Fahrrad ins Biiro fahrt und immer zu FuB} geht, dann erhélt

er einen Gutschein.* Auch wenn der Vordersatz falsch ist, ist die ganze Aussage immer

wahr: (p A —p) > q.

— Implikation mit wahrem Hintersatz

,Wenn der Kunde ein Fahrrad bestellt, dann investieren wir in eine neue Lackiererei

oder wir arbeiten mit der alten weiter. Diese Regel hat die Struktur: p — (¢ v —¢q) .

Weil der Hintersatz (g v —g) immer wabhr ist, ist auch die ganze Aussage immer wabhr.
]

Die Aussagenausdriicke des Aussagenkalkiils sind Aussagenvariablen und sinnvolle Aus-
driicke, die sich aus Aussagenvariablen und Funktoren des Aussagenkalkiils zusammen-
setzen.® Es gilt:

1. Die Aussagenvariablen sind Aussagenausdriicke.

° wir sprechen deshalb anstelle von Funktoren in diesem Zusammenhang auch von Junktoren (siche
bspw. [ZOGLI7]).
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2. Die Negation eines Aussagenausdrucks ist wie die Konjunktion, die Disjunktion, die

Implikation und die Aquivalenz zweier Aussagenausdriicke ein Aussagenausdruck.

3. Jeder Aussagenausdruck ist eine Aussagenvariable oder er wird aus Aussagenvariab-

len iiber eine einmalige oder mehrmalige Verbindung einfacherer Ausdriicke mit Hilfe
von Funktoren des Aussagenkalkiils hergestellt.

Wenn wir fiir die Funktoren des Aussagenkalkiils Symbole einfithren und diese zwischen
ihren Argumenten anordnen, dann werden zur Sicherung der Eindeutigkeit der Zerlegung
des Ausdruckes in Funktoren und Argumente Klammern notwendig. Bspw. unterscheiden

wir durch die Einfiihrung von Klammern den Ausdruck ,,p — (¢ — ) “ vom Ausdruck

»(p = q) — r“. Wir legen fest:

1.

Die Negation von Variablen, die Negation solcher Negationen usw., also die Ausdriic-
ke: —p, ——p usw. schreiben wir ohne Klammern.

Das Negationszeichen bindet stirker als das Konjunktionszeichen. Der Ausdruck
»—P A q “ hat die gleiche syntaktische Zerlegung7 wie der Ausdruck ,,(—p) A g “.
Das Konjunktionszeichen bindet stiarker als das Disjunktionszeichen. Der Ausdruck
»P A g Vv rhat die gleiche syntaktische Zerlegung wie der Ausdruck ,,(p A g) v r*.
Das Disjunktionszeichen bindet stirker als das Implikationszeichen. Der Ausdruck
»P Vv g — r hat die gleiche syntaktische Zerlegung wie der Ausdruck ,,(p v ¢) > r*.
Das Implikationszeichen bindet stirker als das Aquivalenzzeichen. Der Ausdruck
»p—>q<>r“ hat die gleiche syntaktische Zerlegung wie der Ausdruck

9’(p % q) Hr“'

Beispiel 2-3: Konjunktion, Disjunktion, Negation, Implikation, Aquivalenz
Aussage p;: ., Tisch 4711 enthilt Tischplatte 4712,

,Fahrrad Nirwana enthélt Sattel Sputnik®.

Aussage p,: ,,Tischplatte 4712 hat eine rote Oberflache*,

»attel Sputnik hat einen Lederbezug®.

Aussage p3: ,,Tisch 4711 enthélt Tischbein 4713,

,.Fahrrad Nirwana hat Mittelzugbremsen Durace*.

Aussage ps: ,,Tischbein 4713 enthilt Rolle 4719,

,,Mittelzugbremse Durace hat Bremshebel Optigriff*.

Aussage p5: ,,Tisch 4711 enthilt 24 Schrauben 4714,

,Fahrrad Nirwana hat Edelstahlspeichen®.

Aussage pg: ,,Tisch 4711 enthilt 24 Schrauben 4715,

,.Fahrrad Nirwana hat verchromte Speichen®.

Aussage p7: ,,Tisch 4711 enthalt Tischplatte 4716,

,,Fahrrad Nirwana enthalt Sattel Futur®.

Aussage pg: ,,Tisch 4711 wird bei Verwendung der Schrauben 4714 nur auf Montageli-

nie A montiert®,
,Fahrrad Nirwana mit Edelstahlspeichen wird nur an Rennfahrer geliefert*.

7 Zerlegung in Funktoren und ihre Argumente
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Negation —p: —p-,
Konjunktion p A g : Auf einen Gegenstand treffen mehrere Aussagen zu, bspw. p; Ap5 .

Das gilt bspw. auch fiir die Sachmerkmalleiste nach DIN 4000-22: Ein Drehstahl hat eine
Vielzahl von Eigenschaften.

Disjunktion p v ¢ : Gewisse Aussagen schliefen sich gegenseitig aus, bspw. ps v pe ,
Implikation p — ¢ : ps—> pg .

Damit lassen sich bspw. die folgenden Aussagen treffen: Fiir den Tisch 4711 gilt

P APy AP3AP4APgA—PgA—p, und fir das Fahrrad Nirwana gilt py Apg A p .
|

Auch Aussagen, die inhaltlich nichts miteinander verbindet, kdnnen miteinander ver-
kniipft werden.

Beispiel 2-4: Willkiirliche Verkniipfung von Aussagen8

,.Kinder haben kurze Beine und Liigen gehen in die Kita.“ Diese Aussage ist falsch, weil
Liigen nicht in die Kita gehen.

.Fahrriader sind Verkehrsmittel oder 2 + 3 = 6.“ Diese Aussage ist wahr, obwohl 2 + 3 nicht
6 ist. ,,Pasewalk ist groBer als Berlin und ein Plattenkondensator ist ein Ladungsspeicher®.
Diese Aussage ist falsch, weil Pasewalk nicht groB3er als Berlin ist.

»,Wasser lduft bergab oder 2 + 3 = 7.“ Das ist wieder wahr.
]

¢ Primire Regeln der Annahmesysteme und Beweisformen

Die Regeln des Annahmesystems legen den Aufbau der Annahmebeweise fest. Wir ver-

wenden als Beispiel den Beweis des Satzes ,,Wenn jetzt die Friihschicht ist, dann ist die

iibernichste Schicht die Nachtschicht™ anhand der Pramissen (1) ,,Wenn jetzt Frithschicht

ist, dann ist die ndchste Schicht die Spétschicht®, (2) ,,Wenn die nichste Schicht die Spat-

schicht ist, dann ist die iibernidchste Schicht die Nachtschicht®. Diesen Beweis fithren wir

folgendermaBlen: Nehmen wir an, jetzt 1duft die Frithschicht. Daraus folgt aufgrund von

(1), dass die nichste Schicht die Spétschicht ist. Daraus wiederum erfolgt aufgrund von

(2), dass die tibernéchste Schicht die Nachtschicht ist. Demnach gilt: Wenn jetzt die Friih-

schicht lduft, dann ist die {iberndchste Schicht die Spétschicht. Diesen Beweis schreiben

wir formal wie folgt:

(1) Wenn jetzt die Friithschicht l4duft, dann ist die Spatschicht die nachste Schicht.

(2) Wenn die néichste Schicht die Spatschicht ist, dann ist die {iberndchste Schicht die
Nachtschicht.

(3) Jetzt 1auft die Friihschicht.

(4) Die Spétschicht ist die nachste Schicht (aufgrund von (1) und (3)).

(5) Die Nachtschicht ist die Tiberndchste Schicht (aufgrund von (2) und (4)).

8 Ein alltagssprachliches Denken konnte diese Aussageverkniipfungen als sinnlose Aussagen ansehen.
Die Inhalte spielen hier aber keine Rolle. Die Aussagen bzw. Aussageverkniipfungen miissen nur wahr
oder falsch sein, ohne empirisch sinnvolle Sachverhalte auszudriicken.
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Die Pramissen (1) und (2) und der Vordersatz der zu beweisenden Implikation (3) sind die

Annahmen (Annahmesystemg). Aus diesen Annahmen leiten wir die weiteren Zeilen des
Beweises ab. Wir legen dabei die Regel zugrunde, dass sich aus einer Implikation und ih-
rem Vordersatz ihr Nachsatz ergibt (4) und (5). Wenn wir auf diese Weise den Nachsatz

des zu beweisenden Theorems erhalten haben, sehen wir den Beweis als beendet an.!0

Dieses Beispiel zeigt: Die Regeln des Annahmesystems bestimmen den Aufbau der An-
nahmebeweise. Hier wird bspw. von 2 Implikationen ausgegangen. Unter den Regeln, die
die Annahmebeweise festlegen, konnen wir zwei Arten von Regeln unterscheiden: 1. Re-
geln des Hinzufiigens neuer Zeilen zu einem Beweis, 2. Regeln des Bildens von Beweisen.

Die Regeln des Hinzufiigens neuer Zeilen zu einem Beweis stellen fest, dass aus Aus-
driicken einer bestimmten Form andere Ausdriicke einer bestimmten Form logisch folgen,
die wir aufgrund der bisherigen Zeilen dem Beweis hinzufiigen konnen. Von dieser Art
sind bspw. die Zeilen (4) und (5) unseres Beispiels. Einige solcher Regeln nehmen wir
ohne Beweis als Primérregeln (4xiome) an. Diese primiren Regeln des Hinzufiigens neuer
Zeilen zu einem Beweis sind die Abtrennungsregel sowie die Regeln der Einfithrung und
der Beseitigung der Konjunktion, der Disjunktion und der Aquivalenz. Alle anderen Re-

geln dieser Art sind darauf aufbauend bewiesene, sekundére Regeln (77 heoreme)'!.

— Abtrennungsregel (AR)

Die Regel AR (modus ponens) stellt fest: Aus einer Bedingungsaussage (einer Implikati-
on) und ihrem Vordersatz folgt ihr Hintersatz. Nach dieser Regel ist das Abtrennungssche-
ma

pP—49
_P
q
ein logisches Schema. Wenn also zu einem Beweis als bisherige Zeilen des Beweises eine
Implikation und ihr Vordersatz gehdren, dann kénnen wir ihren Hintersatz als neue Zeile

des Beweises in den Beweis einfiihren, weil diese Zeile aus den bisherigen Zeilen des Be-
weises folgt. Natiirlicherweise sind die Zeilen des Beweises Aussagenausdriicke.

Beispiel 2-5: Abtrennungsregel
(1) Wenn Pasewalk der Standort der S.-Werke ist, dann wohnt Julius S. in Pasewalk.
(2) Pasewalk ist der Standort der S.-Werke

(3) Julius S. wohnt in Pasewalk
]

9 siehe Kap. 1, Sprachausdriicke, Logik, Schliisse, Abschnitt Logische Systeme

10 Um es ausdriicklich zu betonen: Die Frage ist, ob die Annahme ,,Wenn jetzt die Frithschicht ist, so ist
die iiberndchste Schicht die Nachtschicht® anhand der Pramissen (1), (2) und (3) bewiesen werden kann.
Dazu muss jemand diese drei Pradmissen vorgeben. Sie stehen nicht in Frage. Jetzt ist nur noch der pas-
sende Beweis der Annahme zu fithren: Es wird ja in den Prdmissen nicht explizit gesagt: ,,Wenn jetzt
die Friihschicht ist, so ist die liberndchste Schicht die Nachtschicht*.

iehe Kap. 1, Sprachausdriicke, Logik, Schliisse, Abschnitt Logische Systeme
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— Einfiihren der Konjunktion (EK)

Die Regel EK stellt fest: Aus zwei Aussagenausdriicken folgt ihre Konjunktion.
Nach dieser Regel ist das Schema des Einfiihrens der Konjunktion:

p
q

pAg
ein logisches Schema.

Beispiel 2-6: Einfiihren der Konjunktion
(1) Die S.-Werke sind der Hersteller von Fahrrad Nirwana
(2) Die S.-Werke sind der Hersteller von Fahrrad Kismet

(3) Die S.-Werke sind der Hersteller von Fahrrad Nirwana und die S.-Werke sind der Her-
steller von Fahrrad Kismet

— Beseitigen der Konjunktion (BK)

Die Regel BK stellt fest: Aus einer Konjunktion folgt jedes ihrer Glieder.
Nach dieser Regel sind die beiden Schemata des Beseitigens der Konjunktion:

pAg A
p q
logische Schemata. Nach der Regel BK folgt aus der Aussage (3) in Beispiel 2-6 wiederum
jede der Aussagen (1), (2).

Beispiel 2-7: Beseitigen der Konjunktion
(1) Die S.-Werke sind der Hersteller von Fahrrad Kismet und die S.-Werke sind der Her-
steller von Fahrrad Nirwana

(2) Die S.-Werke sind der Hersteller von Fahrrad Kismet

(3) Die S.-Werke sind der Hersteller von Fahrrad Nirwana
]

— Einfiihren der Disjunktion (ED)

Die Regel ED stellt fest: Aus einer beliebigen Aussage folgt die Disjunktion, deren erstes
oder zweites Glied diese Aussage ist. Nach dieser Regel sind die beiden Schemata des Ein-
fithrens der Disjunktion:

iz .
pvq pvq
logische Schemata.
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Beispiel 2-8: FEinfiihren der Disjunktion
(1) Die S.-Werke produzieren Fahrrad Nirwana

(2) Die S.-Werke produzieren Fahrrad Nirwana oder die S.-Werke produzieren Fahrrad

Kismet
(]

— Beseitigen der Disjunktion (BD)

Die Regel BD'? stellt fest: Aus einer Disjunktion und der Negation eines ihrer Glieder
folgt ihr zweites Glied. Nach dieser Regel sind die beiden Schemata des Beseitigens der
Disjunktion:
pVvq pVvq
/2 -9
q p
logische Schemata.

Beispiel 2-9: Beseitigen der Disjunktion
(1) Das Vorderrad ist platt oder das Hinterrad ist platt
(2) Das Vorderrad ist nicht platt

(3) Das Hinterrad ist platt
(1) Die Friihschicht fallt aus oder die Nachtschicht fallt aus
(2) Die Friihschicht fallt nicht aus

(3) Die Nachtschicht fallt aus
]

— Einfiihren der Aquivalenz (EA)

Die Implikation H — F heilen wir die umgekehrte Implikation in bezug auf die Implika-
tion F — H . Die Aquivalenz F <> H heiBen wir die der Implikation F — H entsprechen-
de Aquivalenz; analog nennen wir die Implikation 7 — H die der Aquivalenz F <> H
entsprechende Implikation. / — F ist die der Aquivalenz F <> H entsprechende umge-
kehrte Implikation.

Die Regel EA stellt fest: Aus einer gegebenen Implikation und der umgekehrten Implika-
tion folgt die dieser Implikation entsprechende Aquivalenz. Nach dieser Regel ist das
Schema des Einfiihrens der Aquivalenz:

p—q
q—op
p<q
ein logisches Schema.

12 Auch Disjunktiver Syllogismus (siehe bspw. [ZOGL97], S. 65)
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Beispiel 2-10: Einfiihren der Aquivalenz
(1) Wenn der Reifen platt ist, dann ist der Luftdruck unter 1 bar
(2) Wenn der Luftdruck unter 1 bar ist, dann ist der Reifen platt

(3) Der Reifen ist platt dann und nur dann, wenn der Luftdruck unter 1 bar ist
|

— Beseitigen der Aquivalenz (BA)

Die Regel BA stellt fest: Aus einer gegebenen Aquivalenz folgen die ihr entsprechende
Implikation sowie die umgekehrte Implikation. Nach dieser Regel sind die beiden Sche-
mata des Beseitigens der Aquivalenz:

P9 rP<q

pP—>9q q—>p
logische Schemata. Nach der Regel BA folgt aus der Aussage (3) wieder jede der Aussa-
gen (1), (2).

Beispiel 2-11: Beseitigen der Aquivalenz
(1) Der Reifen ist platt dann und nur dann, wenn der Luftdruck unter 1 bar ist

(2) Wenn der Luftdruck unter 1 bar ist, dann ist der Reifen platt

(3) Wenn der Reifen platt ist, dann ist der Luftdruck unter 1 bar
]

Zur Formulierung der Bildungsregeln fiir Annahmebeweise fithren wir im folgenden eine
zweckmifBige Terminologie ein. Die Ausdricke W, W,, ..., W, _, die in dem Aus-

"
druck

M) W >{W,—> [(Wy— ... —>(er71 - Wn)...]}

auftreten, nennen wir die Vordersdtze des Ausdruckes (/). Bspw. sind die Ausdriicke
p—q,q—r,p die Vordersitze des Ausdruckes (p > q) > [(¢ > r) > (p > r)].Es
seien Wi Wo, ooy W, aufeinanderfolgende Vordersitze des Ausdruckes (#). Dann hei-

BBen wir den verbleibenden Teil des Ausdruckes (W) W, | —> [... > (W, _{ > W )]

den diesen Vordersitzen entsprechenden Hintersatz des Ausdruckes (). Bspw. ist im
Ausdruck (p > ¢q) —>[(¢q >7r)—> (p—>r)] der Ausdruck ,,(¢ >7r)—> (p—>r)* der
Hintersatz, der dem Vordersatz ,,p — g ““ entspricht, der Ausdruck ,,p — r* der Hinter-
satz, der den Vordersdtzen ,,p — g “ und ,,g — r“ entspricht, der Ausdruck ,,»* der Hin-

tersatz, der den Vordersitzen p — g, ¢ — r, p entspricht.

Fiir den Annahmebeweis einer Regel, die die Giiltigkeit eines gegebenen logischen
Schemas feststellen soll, notieren wir zuerst als Beweisannahmen die Pramissen dieses
Schemas und die Vordersitze seiner Conclusio. Aus diesen Annahmen leiten wir geméf
der (priméren) Regel des Hinzufligens neuer Zeilen zu einem Beweis neue Zeilen ab. Neue
Zeilen konnen auch vorher bewiesene Theoreme sein.

Den Annahmebeweis eines Theorems beginnen wir mit dem Aufschreiben der Vorder-
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sidtze des Theorems als Annahmen des Beweises. Gemél der (priméaren) Regel des Hinzu-
fiigens neuer Zeilen zu einem Beweis fligen wir dem Beweis neue Zeilen bzw. vorher
bewiesene Theoreme hinzu.

— Direkter Annahmebeweis

Der direkte Annahmebeweis ist beendet, wenn wir einen Hintersatz erhalten, der den Vor-
dersitzen der Conclusio, die als Beweisannahmen notiert wurden, entspricht.!> Ein Bei-
spiel fiir einen solchen Beweis ist der Beweis der Regel des bedingten Syllogismus. Sie
stellt die Giiltigkeit des folgenden Schemas fest:
p—q
q-or
por
Beweis:
I r—q
2) g->r {Annahmen}
A p
@ q {AR: 1, 3}
r {AR: 2,4}
Die rechte Seite der einzelnen Zeilen gibt an, aus welchen Regeln und Zeilen sie folgen.
Die letzte Zeile wird nicht numeriert. Wir zeigen damit an, dass der Beweis beendet ist.

Beispiel 2-12: Direkter Annahmebeweis einer Regel
(1) Wenn der Luftdruck unter 1 bar ist, dann ist der Reifen platt.

(2) Wenn der Reifen platt ist, dann rollt das Fahrrad schlecht. {Annahmen}

(3) Der Luftdruck ist unter 1 bar.

(4) Der Reifen ist platt. {AR: 1, 3}
Das Fahrrad rollt schlecht. {AR: 2,4}

]

Sobald wir aus den Vordersétzen des Theorems, die als Beweisannahme geschrieben wur-
den, den entsprechenden Hintersatz des Theorems erhalten, ist der direkte Annahmebeweis
eines gegebenen Theorems beendet. '

Der direkte Annahmebeweis des Gesetzes: (p > g —> [(¢ > ) A(p —> r)]) entspricht
dem oben angegebenen Beweis der Regel des bedingten Syllogismus.

Der direkte Annahmebeweis des Gesetzes: (p — g) A (¢ > ) = (p — r) hat die Form

13 Es ist wichtig festzuhalten, dass die Wahrheit der Vordersitze nur angenommen ist [MONJ71].

14 Womit nichts anderes gezeigt wurde, als dass sich aus den Annahmen mit den erlaubten Operationen
die Conclusio herleiten lésst.
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D p=>g9)r(g—>r) ; {Annahmen}

@) p

B) p—og } (BK: 1}

4 g—or

(5) g {AR: 3,2}
r (AR: 4, 5}

Dieses Beispiel eines Beweises macht fiir den Fall, dass eine Annahme eine Konjunktion
ist, deutlich, dass wir daraus mit Hilfe der Regel BK beide Glieder dieser Konjunktion als
besondere Zeilen des Beweises ableiten konnen. Um abzukiirzen, konnen wir statt der An-
nahme, die eine Konjunktion darstellt, als Annahmen die einzelnen Glieder dieser Kon-
junktion aufschreiben. Dann deckt sich der so abgekiirzte Beweis des Gesetzes:

(p > q)~(q—>r)—>(p—r) mit dem vorher angegebenen Beweis der Regel des be-
dingten Syllogismus.

Beispiel 2-13: Annahmebeweis eines Theorems

(1) (Wenn der Luftdruck unter 1 bar fallt, dann ist der Reifen platt) und (Wenn der Reifen
platt ist, dann rollt das Fahrrad schlecht)

(2) Der Luftdruck ist unter 1 bar.

(3) Der Luftdruck ist unter 1 bar. Der Reifen ist platt.

(4) Der Reifen ist platt. Das Fahrrad rollt schlecht.

Das Fahrrad rollt schlecht.
]

— Ublicher direkter Beweis

Wir unterscheiden den direkten Annahmebeweis eines Theorems von einem {iiblichen di-
rekten Beweis. Einen iiblichen direkten Beweis eines Theorems beginnen wir mit vorher
bewiesenen Theoremen. Aus diesen leiten wir mittels der Regeln des Hinzufiligens neuer
Zeilen zu einem Beweis das zu beweisende Theorem ab. Bei einem iiblichen direkten Be-
weis ist jede Zeile des Beweises ein Theorem, also eine bewiesene Aussage, wihrend die
Zeilen eines Annahmebeweises, insbesondere die Annahmen des Beweises, keine Theo-
reme zu sein brauchen und es oft auch nicht sind. Der Beweis des folgenden Gesetzes stellt
ein Beispiel fiir einen {iblichen direkten Beweis dar:
PAGEOqGAD.
Beweis:
(1) pAg—qgnp
2 gnrp—>prrg
PAGESSGAD {EA: 1,2}
Die Zeilen (1) und (2) seien hier vorher bewiesene Theoreme.
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Beispiel 2-14: Dirckter Beweis (siche Definition der Aquivalenz)

(1) Wenn (Julius S. ist ein Techniker und Julius S. ist ein Unternehmer), dann (Julius S.
ist ein Unternehmer und Julius S. ist ein Techniker).

(2) Wenn (Julius S. ist ein Unternehmer und Julius S. ist ein Techniker), dann (Julius S.
ist ein Techniker und Julius S. ist ein Unternehmer).

Die Aussagen

Julius S. ist ein Techniker und Julius S. ist ein Unternehmer

und

Julius S. ist ein Unternehmer und Julius S. ist ein Techniker

sind dquivalent; aus (1) folgt (2) und aus (2) folgt (1).

]

— Indirekter Annahmebeweis

Der indirekte Annahmebeweis einer Regel, die die Giiltigkeit eines gegebenen logischen
Schemas feststellt, beginnt mit dem Notieren der Annahmen des Beweises. Diese Annah-
men sind die Pramissen des Schemas sowie die Vordersitze seiner Conclusio. Als Annah-
me des indirekten Beweises notieren wir denjenigen Ausdruck, der mit dem
entsprechenden Hintersatz dieser Conclusio einen Widerspruch bildet. Sich widerspre-
chende Ausdriicke sind dabei der Ausdruck # und seine Negation — /. Als Annahme des
indirekten Beweises schreiben wir entweder das Negationszeichen vor den gegebenen
Hintersatz oder wir streichen im Hintersatz das anféngliche Negationszeichen. Dem Be-
weis fiigen wir nach den (priméren oder vorher bewiesenen) Regeln des Hinzufiigens neu-
er Zeilen zu einem Beweis neue Zeilen oder vorher bewiesene Theoreme hinzu. Der
indirekte Annahmebeweis ist beendet, wenn wir in ihm zwei sich widersprechende Zeilen

erhalten.!?
Zum indirekten Annahmebeweis eines Theorems besteht der Unterschied darin, dass die
Vordersitze dieses Theorems die Annahmen des Beweises sind.
Wir geben im folgenden zwei Beispiele fiir indirekte Annahmebeweise. Das erste Beispiel
sei:
/=
-qg —>p
Beweis:
1) —p—gq
(2 —q
Wir schreiben als Annahme des indirekten Beweises vor dem Hintersatz der Conclusio das
Negationszeichen.

{Annahmen}

15 Wie alles in der Logik, ist der indirekte Beweis dann, wenn die Grundlagen bewiesen und klar sind,
sture Anwendung der eingefithrten Konzeption und die heifit hier: Wir schreiben die Pramissen und den
Vordersatz der Conclusio auf. Dann folgt mit — als Annahme des indirekten Beweises der Hintersatz
der Conclusio. Entweder haben wir dann bereits sich zwei widersprechende Zeilen oder wir miissen
neue Zeilen hinzufiigen, die natiirlich zulédssig sein miissen. Dann folgt der Widerspruch - wenn es denn
einer ist - eben spater. Also steht bei so einem Beweis dem Sinne nach ein ,,A* zwischen den Zeilen.
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3) —» {Annahme des indirekten Beweises}
@ q {AR: 1, 3}
Widerspruch {2, 4}

Beispiel 2-15: Indirekter Annahmebeweis
(1) Der Luftdruck ist nicht {iber 1 bar, daher ist der Reifen platt.
(2) Der Reifen ist nicht platt.
(3) Der Luftdruck ist nicht iiber 1 bar.
(4) Der Reifen ist platt
Widerspruch (2, 4)
]

Als zweites Beispiel wihlen wir:

pP—4q .
Beweis:
() p—>gq
@) g {Annahmen}

Wir schreiben als Annahme des indirekten Beweises ,,p*, indem wir im Hintersatz
,»—p “ der Conclusio das anfangliche Negationszeichen streichen.

3 p {Annahme des indirekten Beweises}
@ q {AR: 1, 3}
Widerspruch {2, 4}

Beispiel 2-16: Indirekter Annahmebeweis
(1) Der Luftdruck ist unter 1 bar, daher ist der Reifen platt.
(2) Der Reifen ist nicht platt.
(3) Der Luftdruck ist unter 1 bar.
(4) Der Reifen ist platt
Widerspruch (2, 4)
]

— Ublicher indirekter Beweis

Der tibliche indirekte Beweis eines Theorems unterscheidet sich von einem indirekten An-
nahmebeweis dadurch, dass in ihm aufler der Annahme des indirekten Beweises keine wei-
teren Annahmen auftreten. In einem solchen Beweis ist die Annahme des indirekten
Beweises der mit dem zu beweisenden Theorem im Widerspruch stehende Ausdruck.
Als Beispiel verwenden wir:

=[(p >~ (pAr—=q)]
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Beweis:
1 pPpo>9ArpPAr—q) {Annahme des indirekten Beweises}

Q) p—ogq } {BK: 1}

3) pr—q

@ p } {BK: 3}

(5) —q

6) ¢ {AR: 2,4}
Widerspruch {5, 6}

Wir zeigen den Abschluss eines indirekten Annahmebeweises bzw. eines indirekten iibli-
chen Beweises an, indem wir am Ende ,,Widerspruch® schreiben und rechts die Nummern
der beiden widerspriichlichen Zeilen angeben.

Beispiel 2-17: Indirekter Beweis

Wir wollen zeigen, dass die Aussage

[(Der Luftdruck ist unter 1 bar, daher ist der Reifen platt) und (Der Luftdruck ist unter 1

bar, und der Reifen ist nicht platt)]

nicht gilt. Dazu ist zu zeigen:

(1) (Der Luftdruck ist unter 1 bar, daher ist der Reifen platt) und (Der Luftdruck ist unter
1 bar, und der Reifen ist nicht platt)

(2) Der Luftdruck ist unter 1 bar, daher ist der Reifen platt.

(3) Der Luftdruck ist unter 1 bar, und der Reifen ist nicht platt.

(4) Der Luftdruck ist unter 1 bar.

(5) Der Reifen ist nicht platt.

(6) Der Reifen ist platt.
Widerspruch (5, 6)

]

Jeder direkte Annahmebeweis einer Regel bzw. eines Theorems lésst sich in einen indirek-
ten Annahmebeweis umwandeln; dazu notieren wir als Annahme des indirekten Beweises
nach den Annahmen denjenigen Ausdruck, der mit dem entsprechenden Hintersatz der
Conclusio bzw. dem entsprechenden Hintersatz des zu beweisenden Theorems im Wider-
spruch steht. Genauso kdnnen wir jeden iiblichen direkten Beweis in einen iiblichen indi-
rekten Beweis transformieren, indem wir den mit dem zu beweisenden Theorem im
Widerspruch stehenden Ausdruck als die Annahme des indirekten Beweises an den An-
fang des Beweises stellen. Daher gilt: Wenn es einen direkten Annahmebeweis bzw. einen
direkten tiblichen Beweis fiir eine Regel oder ein Theorem gibt, dann gibt es auch einen
indirekten Annahmebeweis bzw. einen indirekten iiblichen Beweis. Daher ist die Bil-
dungsregel des direkten Beweises in bezug auf die Bildungsregel des indirekten Annah-
mebeweises bzw. indirekten iiblichen Beweises nachgeordnet. Es reicht aus, als primére
Regel der Beweisbildung die Bildungsregel des indirekten Annahmebeweises und des in-
direkten iiblichen Beweises anzunehmen.
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* Annahmebeweise der sekundiren Gesetze und Regeln

— Bedingter Syllogismus (Syl)l 6
Die Regel Sy! stellt die Giiltigkeit des folgenden Schemas fest:
p—4q
qg—or
por
Den Beweis dieses Schemas haben wir als Beispiel fiir einen direkten Annahmebeweis
verwendet (siche Beispiel 2-13).

Beispiel 2-18: Bedingter Syllogismus
a) (1)Wenn jetzt die Frithschicht 1duft, dann ist die Spatschicht die néchste Schicht.
(2)Wenn die nichste Schicht die Spétschicht ist, dann ist die darauf folgende die
Nachtschicht.

(3)Wenn jetzt die Frithschicht lauft, dann ist die iibernichste die Nachtschicht.
b) (1)Wenn die S.-Werke viele Auftrdge haben, dann sind die Montagebédnder ausgela-
stet.
(2)Wenn die Montagebénder ausgelastet sind, verdienen die Werker gut.

(3)Wenn die S.-Werke viele Auftrage haben, verdienen die Werker gut.
¢) (1)Wenn der Reifendruck hoch ist, rollt ein Fahrrad gut.
(2)Wenn ein Fahrrad gut rollt, ist der Reifen hart.

(3)Wenn der Reifendruck hoch ist, ist der Reifen hart.
d) (1)Die S.-Werke liegen in Pasewalk.
(2)Pasewalk liegt in Mecklenburg-Vorpommern.

(3)Die S.-Werke liegen in Mecklenburg-Vorpommern.

e) Wenn wir den Film gesehen haben, dann kennen wir den Moérder. Wenn wir den Mor-
der kennen, dann wird uns das Buch langweilen. Folglich gilt: Wenn wir den Film ge-
sehen haben, dann wird uns das Buch langweilen.

f) Wenn der Determinismus zutrifft, dann gibt es keinen freien Willen. Wenn es keinen
freien Willen gibt, dann kann man fiir begangenes Unrecht nicht verantwortlich ge-
macht werden. Folglich gilt: Wenn der Determinismus zutrifft, dann kann man fiir be-
gangenes Unrecht nicht verantwortlich gemacht werden.

g) ,,Wenn wir im Sommer Rad fahren, fahren wir auch bei Hitze. Falls wir bei Hitze Rad
fahren, gibt es immer wieder Hitzschlédge. Wir fahren im Sommer Rad. Folglich gibt
es immer wieder Hitzschldge.“ In diesem Schluss verwenden wir sowohl den Ketten-
schluss (Syl) als auch den Modus ponens (AR). Der Syllogismus liefert als Zwischen-
ergebnis die Aussage: ,,Wenn wir im Sommer Rad fahren, dann gibt es immer wieder
Hitzschldge. Zusammen mit der Pramisse ,,Wir fahren im Sommer Rad* ergibt sich

die Conclusio: ,,Also gibt es immer wieder Hitzschlage®.
]

16 Auch hypothetischer Syllogismus oder Kettenschluss (siche bspw. [ZOGL97], [BORK76])
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— Modus tollens (Tol)

Die Regel Tol stellt fest: Aus einer Implikation und dem mit ihrem Hintersatz im Wider-
spruch stehenden Ausdruck folgt ein Ausdruck, der mit ihrem Vordersatz im Widerspruch
steht. Es gelten die folgenden Schemata:

P9 P >4 pP—=>—q —P > 9
—q —q q q
P p P p

Diese Schemata beweisen wir wie folgt:
D p—q P9 P—>—q - = —q

{Annahmen}
(2) —q —q q q
3)p —p p —p {A. d. indir. B.}
) q q —q —q {AR: 1, 3}

WiderspruchWiderspruchWiderspruchWiderspruch {2, 4}

Beispiel 2-19: Modus tollens
a) (1) Der Luftdruck ist unter 1 bar, daher ist der Reifen platt.
(2)Der Reifen ist nicht platt.
(3)Der Luftdruck ist unter 1 bar.
(4)Der Reifen ist platt
Widerspruch
b) (1) (Es gilt nicht: Der Luftdruck ist iiber 1 bar), daher ist der Reifen platt.
(2)Der Reifen ist nicht platt.
(3)Der Luftdruck ist nicht iiber 1 bar.
(4)Der Reifen ist platt
Widerspruch
¢) (1) Der Luftdruck ist unter 1 bar, (daher gilt nicht: Der Reifen ist nicht platt)
(2)Der Reifen ist nicht platt.
(3)Der Luftdruck ist unter 1 bar.
(4)Der Reifen ist platt.
Widerspruch
d) (1) (Es gilt nicht: Der Luftdruck ist iiber 1 bar) (daher gilt nicht: Der Reifen ist nicht
platt)
(2)Der Reifen ist nicht platt.
(3)Der Luftdruck ist liber 1 bar.
(4)Der Reifen ist platt.

Widerspruch
]

Beispiele fiir das Schliefen nach der Regel modus tollens sind entsprechend aufzubauen.

Beispiel 2-20: Modus tollens
(1) Wenn die S.-Werke nicht in Mecklenburg-Vorpommern liegen, dann liegen die S.-
Werke nicht in Pasewalk.
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(2) Die S.-Werke liegen in Pasewalk.

(3) Die S.-Werke liegen in Mecklenburg-Vorpommern.

(1) Wenn das Fahrrad Firlefanz von den S.-Werken produziert wurde, dann hat das Fahr-
rad Firlefanz eine hohe Qualitat.
(2) Das Fahrrad Firlefanz hat keine hohe Qualitét.

(3) Das Fahrrad Firlefanz wurde nicht von den S.-Werken produziert.
]

— Transposition

Transposition einer gegebenen Implikation nennen wir eine Implikation, deren Vordersatz
mit dem Hintersatz und deren Hintersatz mit dem Vordersatz der gegebenen Implikation
im Widerspruch steht. Wir erhalten die Transposition einer gegebenen Implikation, wenn
wir in dieser Implikation den Vordersatz mit dem Hintersatz vertauschen und beide Aus-
driicke negieren.

Die Regel der Transposition (7ransp) stellt fest: Aus einer Implikation folgt ihre Transpo-
sition. Es gelten folgende Schemata:

p—=49 P9 pP=>—9 /i

-4 —>—P —qg>p q—>p qg—p
Die Schemata beweisen wir wie folgt:l7
1 p—og ' 2adl p—>—q P =>4 {Annahmen}
2 —q —q q q
3 »r —p p —p {A. d. indir. B.}
4 q q —q —q {AR: 1,3}

WiderspruchWiderspruchWiderspruchWiderspruch {2, 4}

Auf den Unterschied zwischen den Transpositionsschemata und den Schemata des modus
tollens ist hinzuweisen. In Transpositionsschemata ist die Pramisse und die Conclusio eine
Implikation. In den Schemata des modus tollens ist von den beiden Pramissen die erste
eine Implikation, die zweite aber nicht. Die Conclusio ist keine Implikation.

Beispiel 2-21: Schlie3en nach der Transpositionsregel
(1) Wenn die S.-Werke viele Fahrrider herstellen miissen, dann sind die Montagebénder
ausgelastet.

(2) Die Montagebénder sind nicht ausgelastet, daher miissen die S.-Werke wenig (nicht
viele) Fahrrader herstellen.

Wir erinnern an: Wenn es regnet, ist die Strafle nass. Es gilt nicht: Wenn die Stra3e nass
ist, dann regnet es. Es gilt nur: Wenn die Stralle nicht nass ist, dann regnet es nicht. Ge-

17 Die Beweise zweier dieser Schemata wurden im vorangegangenen Abschnitt als Beispiele fiir indirekte
Annahmebeweise angefiihrt.
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nauso gilt hier: Wenn die Montagebénder nicht ausgelastet sind, dann miissen die S.-Wer-

ke wenig Fahrrader herstellen.
]

— Zusammengesetzte Transposition

Nach dieser Regel sind folgende Schemata giiltig:

rAp—(q FA=D—=>q TAD—>—q F¥A—p—>—q
I"/\—|q—)—|p I"/\—|q—)p I"/\q—)—|p I"/\q—)p ’
Die Schemata beweisen wir wie folgt:

(1) rAp—>q FA=p—>q FAP—>—q FA—p—>—q

) r r r r {Annahmen}
() —q —q q q

@ p —p p —p {A. d. indir. B.}
) rap rA—p rAD rA—p {EK: 4,2}

©6) ¢q q —q —q {AR: 1, 5}

Widerspruch ~ Widerspruch Widerspruch Widerspruch {3, 6}
Wir erhalten aus den Schemata der zusammengesetzten Transposition die ihnen entspre-
chenden Transpositionsschemata, wenn wir die Variable ,,» und das Konjunktionszeichen
im Vordersatz der Pramisse und der Conclusio streichen.

Beispiel 2-22: Schlieen nach der Regel der zusammengesetzten Transposition

(1) Wenn die Auftragsnummer einer Fahrradgabel 4711 und die Auftragsnummer eines
Fahrradrahmens 4711 ist, dann werden beide in der Endmontage zu einem Fahrrad
4711 zusammengefiigt.

(2) Wenn die Auftragsnummer einer Fahrradgabel 4711 ist und nicht mit dem Fahrradrah-
men in der Endmontage zusammengefiigt wird, dann ist die Auftragsnummer des Rah-
mens nicht 4711.

(1) Herrenfahrrader ab einem Verkaufspreis von € 200,00 werden gelotet.

(2) Wenn ein Fahrrad mit einem Verkaufspreis von € 700,00 geschweif3t (nicht gelotet)

wird, dann ist es kein Herrenrad.
]

— Negation der Disjunktion (ND)I 8

Diese Regel stellt fest: Aus der Negation einer Disjunktion folgt die Negation jeder ihrer
Glieder, also auch die Konjunktion der Negation ihrer Glieder. Es gelten die folgenden
Schemata:

pvg) olpvg opvg)

18 siche Regeln von de Morgan und Gesetz von der doppelten Negation
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Die beiden ersten Schemata beweisen wir wie folgt:

1 —=pvg) —(pvyg) {Annahmen}

2 p q {A. d. indir. B.}

G) prvy pvy {ED: 2}
Widerspruch Widerspruch {1, 3}

Im Beweis des dritten Schemas verwenden wir die beiden ersten Schemata und die Regel
der Einfiihrung der Konjunktion.

(1) =(pvyg) {Annahme}

2 —» {Schema 1}

3) —g {Schema 2
—p A —q {EK: 2, 3}

Beispiel 2-23: Negation der Disjunktion

Nach dieser Regel folgen aus der Aussage:

(1) Es ist nicht wahr, dass Laufrad A das Vorderrad von Fahrrad B oder Laufrad A das
Hinterrad von Fahrrad B ist.

die Aussagen:

(2) Laufrad A ist nicht das Vorderrad von B.

(3) Laufrad A ist nicht das Hinterrad von Fahrrad B

und ihre Konjunktion.

Analog folgt:
(1) Es ist nicht wahr, dass Shimano der bevorzugte Lieferant der S.-Werke ist oder Cam-
pagnolo der bevorzugte Lieferant der S.-Werke ist.

(2) Shimano ist nicht der bevorzugte Lieferant der S.-Werke
(3) Campagnolo ist nicht der bevorzugte Lieferant der S.-Werke

“4) ()~ (3)
o

Wenn an irgendeiner Stelle unseres Aussagensystems ,,Speiche 17 wird in Fahrrad 37 ver-
wendet zutrifft, dann trifft dies im gesamten Aussagensystem zu. Und es ist unerheblich,
an welcher Stelle wir diese Aussage zuerst treffen.

— de Morgan: Negation der Konjunktion (NK)

Wir nutzen die Negation der Disjunktion (ND), um die Negation der Konjunktion zu be-
weisen. Hier reicht eine Richtung, da alle Umformungen Aquivalenzformungen sind. Ex-
emplarisch sind jedoch beide Richtungen dargestellt.
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Zu zeigen ist: =(p A q) <> —p Vv —q

1 =(prg) {Annahme} (1) —=pv —¢q {Annahme}
() —(=(=pv—g)) {ND:1} @) =~(=(=pv—q) {1}
3 —»v—yq {2} 3) =(prq) {ND: 2}

Beispiel 2-24: Negation der Konjunktion

Nach dieser Regel folgt aus jeder der folgenden Aussagen:

(1) Es ist nicht wahr, dass Laufrad A das Vorderrad von Fahrrad B ist und Laufrad A das
Hinterrad von Fahrrad B ist

(2) Laufrad A ist nicht das Vorderrad von Fahrrad B oder Laufrad A ist nicht das Hinter-
rad von Fahrrad B

die jeweils andere.
|

— Reflexivitdt der Implikation

Das Gesetz p — p beweisen wir wie folgt:

IO p {Annahme}
2 —» {A. d. indir. B.}
Widerspruch {1,2}

Beispiel 2-25: Reflexivitét der Implikation

Aussage: Wenn Speiche 17 wird in Fahrrad 37 verwendet, dann wird Speiche 17 in Fahr-
rad 37 verwendet.

Die Aussage ,,Speiche 17 wird nicht in Fahrrad 37 verwendet® fiihrt zu einem Wider-

spruch.
]

— Reflexivitit der Aquivalenz

Das Gesetz p <> p beweisen wir anhand des Gesetzes der Reflexivitdt der Implikation und
der Regel der Einfiihrung der Aquivalenz wie folgt (Identitiitsgesetz):

(1) pep {Annahme}

2 pop {BA: 1}

3 p-op {EA: 2,3}
pop

Beispiel 2-26: Reflexivitiit der Aquivalenz

(1) Dann und nur dann, wenn wir ein leichtes Fahrrad besitzen, besitzen wir ein leichtes
Fahrrad.

(2) (Wenn wir ein leichtes Fahrrad besitzen) — (Wir besitzen ein leichtes Fahrrad)

(3) (Wir besitzen ein leichtes Fahrrad) — (Wenn wir ein leichtes Fahrrad besitzen)
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(4) (Wenn wir ein leichtes Fahrrad besitzen) <> (Wir besitzen ein leichtes Fahrrad)

(5) Es gilt nicht: (Wenn wir ein leichtes Fahrrad besitzen) — (Wir besitzen ein leichtes

Fahrrad)
Widerspruch
|

Das Gesetz von der Reflexivitét der Implikation und das Gesetz von der Reflexivitét der
Aquivalenz verwenden wir in einigen Beweisen als bereits bewiesene Behauptungen
(Theoreme).

— Multiplikation der Implikation

Nach dieser Regel ist das folgende Schema giiltig:
P9
r—s
PAF—>qgAS’
Das Schema beweisen wir wie folgt:

I pr—q

2) ros {Annahmen}

3 »p

@ r

5) ¢q {AR: 1, 3}

©) s {AR: 2,4}
qgns {EK 5, 6}

Beispiel 2-27: Multiplikation der Implikation
(1) Wenn wir ein leichtes Rad wollen, dann brauchen wir einen leichten Rahmen.
(2) Wenn wir im Geldnde fahren wollen, dann brauchen wir breite Reifen.

(3) Wenn wir ein leichtes Rad und im Gelidnde fahren wollen, so brauchen wir einen leich-

ten Rahmen und breite Reifen.
]

— Neuer Faktor

Nach dieser Regel sind folgende Schemata giiltig:
P29 pP=>4q
PAF> AT FAD—FAQ
Die Schemata beweisen wir wie folgt:
1) p-o>gq p—q {Annahmen}

2 ror r—>r {Reflexivitit der Implikation}
PAF—>qAYr FADp—FrA( {Multiplikation der Implikation}
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Beispiel 2-28: Einfiihren eines neuen Faktors
(1) Wenn der Fahrradschlauch ein Loch hat, dann miissen wir dieses flicken.

(2) Wenn der Fahrradschlauch ein Loch hat und wir einen neuen Mantel verwenden miis-
sen, so miissen wir das Loch im Schlauch flicken und wir miissen einen neuen Mantel

verwenden.
[}

— Addition der Implikationen

Nach dieser Regel ist das folgende Schema giiltig:
P9
r—s
pvr—qvs’
Das Schema beweisen wir wie folgt:

1) p—q
2) ros {Annahmen}
3) pvr
4 —(gqvs) {A.d. indir. B.}
(5 —q {Negation der Disjunktion: 4}
(6) —s
7 - {Tol.: 1,5}
®) —r {Tol.: 2, 6}
© r {BD: 3,7}
Widerspruch {8, 9}

Beispiel 2-29: SchlieBen nach der Additionsregel fiir Implikationen

(1) Wenn der Fahrradschlauch ein Loch hat, dann miissen wir dieses flicken.

(2) Wenn der Fahrradmantel ein Loch hat, dann miissen wir einen neuen Mantel verwen-
den.

(3) Wenn der Fahrradschlauch ein Loch hat oder der Fahrradmantel ein Loch hat, dann
missen wir das Loch im Schlauch flicken oder wir miissen einen neuen Mantel ver-

wenden.
]

— Zusammengesetztes konstruktives Dilemma
Aus zwei Implikationen und der Disjunktion ihrer Vordersétze folgt die Disjunktion ihrer
Hintersétze. Demnach ist das folgende Schema giiltig:

P9

r—s

pvr
gvs '
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Das Schema beweisen wir wie folgt:

() p—yq

2) ros {Annahmen}

3) pvr

@4 pvrogqvs {Addition der Implikation: 1, 2}
qVvs {AR: 4, 3}

Beispiel 2-30: Schlieen nach dem zusammengesetzten konstruktiven Dilemma
(1) Wenn wir mit dem Pkw fahren, sind wir um 07.00 Uhr in Pasewalk.
(2) Wenn wir mit dem Bus fahren, sind wir um 10.00 Uhr in Pasewalk.

(3) Wir sind um 07.00 Uhr in Pasewalk oder wir sind um 10.00 Uhr in Pasewalk.
]

— Neuer Summand

Nach dieser Regel sind die folgenden Schemata giiltig:

R . S A

pvVr—=>qvr rvp—orvqg’
Zum Beweis dieser Schemata wenden wir das Gesetz der Reflexivitit der Implikation und
die Additionsregel der Implikationen an. Diese Schemata beweisen wir dann wie folgt:

1 p—ogq {Annahme}
2) ror {Reflexivitit der Implikation: 2}
pVFr—>qgVvr {Addition der Implikation: 1, 3}

Beispiel 2-31: SchlieBen nach der Regel des neuen Summanden
(1) Wenn dies die Gabel ist, die in das Fahrrad Nirwana eingebaut wird, dann hat das
Fahrrad Nirwana eine Gabel mit Ddmpfung.

(2) Wenn dies die Gabel ist, die in das Fahrrad Nirwana eingebaut wird, oder diese Gabel
ist Ersatzteil von Fahrrad Nirwana, dann hat das Fahrrad Nirwana eine Gabel mit
Dampfung oder das Fahrrad Nirwana hat ein Ersatzteil.

]

— Abtrennung der Aquivalenz
Aus einer Aquivalenz und einem ihrer Glieder folgt das zweite Glied. Demnach sind fol-
gende Schemata giiltig:

p<q p<oq

_r_ 9
q p



2 Aussagen: Elemente einer Produktionstheorie 127

Die Schemata beweisen wir wie folgt:

1) peg p<q {Annahmen}
2 p q
3) p—gq qg—>p {BA: 1}

q P {AR: 3,2}

Beispiel 2-32: Abtrennungsregel fiir die Aquivalenz

(1) Das Fahrrad wurde dann und nur dann von den S.-Werken produziert, wenn es eine
S.-Identnummer hat.

(2) Das Fahrrad wurde von den S.-Werken produziert.

(3) Das Fahrrad hat eine S.-Identnummer.

(1) Das Fahrrad wurde dann und nur dann von den S.-Werken produziert, wenn es eine
S.-Identnummer hat.
(2) Das Fahrrad hat eine S.-Identnummer.

(3) Das Fahrrad wurde von den S.-Werken produziert.
]

— Kommutativitit der Aquivalenz

Aus einer gegebenen Aquivalenz folgt eine Aquivalenz, die durch die Umstellung ihrer
Glieder entsteht. Demnach ist das folgende Schema giiltig:

g
q<p
Das Schema beweisen wir wie folgt:
(1) peg {Annahme}
2 r—q {BA: 1}
B g—p
qep {EA: 3,2}

Beispiel 2-33: Kommutativitit der Aquivalenz
(1) Das Fahrrad wurde dann und nur dann von den S.-Werken produziert, wenn es eine
S.-Identnummer hat.

(2) Dann und nur dann, wenn das Fahrrad eine S.-Identnummer hat, wurde das Fahrrad

von den S.-Werken produziert.
]

— Transitivitit der Aquivalenz

Nach dieser Regel ist das folgende Schema giiltig:
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p<q
g<r
por
Das Schema beweisen wir wie folgt:
() peg }
2) geor {Annahmen}
B rog }
@ gqg-p {BA: 1}
) g-or
6) r—q } {BA: 2}
7 p-or {Syl.: 3,5}
® r-p {Syl.: 6, 4}
por {EA: 7,8}

Das Schema der Regel der Transitivitit der Aquivalenz und das Schema der Regel des be-
dingten Syllogismus fiir die Implikation sind analoge Schemata.

Beispiel 2-34: Transitivitit der Aquivalenz

(1) Das Fahrrad wurde dann und nur dann von den S.-Werken gebaut, wenn es eine S.-
Identnummer hat.

(2) Das Fahrrad hat dann und nur dann eine S.-Identnummer, wenn es die S.-Werke-End-
kontrolle durchlaufen hat.

(3) Das Fahrrad wurde dann und nur dann von den S.-Werken gebaut, wenn es die S.-

Werke-Endkontrolle durchlaufen hat.
(]

— Negation der Aquivalenzglieder

Aus einer aus zwei Ausdriicken gebildeten Aquivalenz folgt eine Aquivalenz, die aus den
Negationen dieser Ausdriicke gebildet ist. Demnach ist das folgende Schema giiltig:

pPeoq
Das Schema beweisen wir wie folgt:
1) peg {Annahme}
2) p—yq
() g—-p {BA: 1}
4 -»v—>—q {Transposition: 3}
5 —q—>-v {Transposition: 2}
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Beispiel 2-35: Negation der Aquivalenzglieder
(1) Das Fahrrad wurde dann und nur dann von den S.-Werken produziert, wenn es eine
S.-Identnummer hat.

(2) Das Fahrrad wurde dann und nur dann nicht von den S.-Werken produziert, wenn es

keine S.-Identnummer hat.
[}

— Multiplikation der Aquivalenzen

Nach dieser Regel ist das folgende Schema giiltig:
p<q
r> s
PAF<E>GAS
Das Schema beweisen wir wie folgt:
() pog ;

2) reos {Annahmen}

3) p—gq ;

4 q-p {BA: 1}

S ros

©6) s—or ; {BA: 2}

(7Y pAr—->gns {Multiplikation der Implikation: 3, 5}

®) gas—o>pnar {Multiplikation der Implikation: 4, 6}
PATEOGAS {EA: 7, 8}

Beispiel 2-36: Multiplikation der Aquivalenzen

(1) Wir fahren von Paderborn nach Pasewalk mit dem Fahrrad dann und nur dann, wenn
die Sonne scheint.

(2) Wir fliegen von Berlin nach New York mit dem Flugzeug dann und nur dann, wenn
es keinen Hurrikan gibt.

(3) Wir fahren von Paderborn nach Pasewalk mit dem Fahrrad und fliegen von Berlin
nach New York mit dem Flugzeug dann und nur dann, wenn die Sonne scheint und es

keinen Hurrikan gibt.
]

— Neuer Faktor fiir die Aquivalenz

Diese Regel stellt anhand des Gesetzes von der Reflexivitit der Aquivalenz und der Regel
der Multiplikation der Aquivalenzen die Giiltigkeit folgender Schemata fest:

pP<q P9
PAT<EGAY FAPDEOFAG
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Die Schemata beweisen wir wie folgt:

(1) peg {Annahme}
Q) rer {Reflexitit der Aquivalenz}
PAFr<EqAr {Multiplikation der Aquivalenz:
1,2}

Beispiel 2-37: Neuer Faktor fiir die Aquivalenz
(1) Wir fahren von Paderborn nach Pasewalk mit dem Fahrrad dann und nur dann, wenn
die Sonne scheint.

(2) Wir fahren von Paderborn nach Pasewalk und das Gepick ist leicht dann und nur dann,

wenn die Sonne scheint und das Gepéck leicht ist.
]

— Addition der Aquivalenzen

Diese Regel stellt anhand der Regel der Beseitigung der Aquivalenz, der Additionsregel
der Implikationen und der Regel der Einfiihrung der Aquivalenz die Giiltigkeit des folgen-
den Schemas fest:
peq
V<> 8
pVreqgvs’
Das Schema beweisen wir wie folgt:

() peg }

2) res {Annahmen}

3) p—og }

4 qg-p {BA: 1}

5) ros

©6) sor } {BA: 2}

(7) pvr—>qvs {Addition der Implikationen: 3, 5}

®) gvs—o>pvr {Addition der Implikationen: 4, 6}
pVre>qvVvs {EA: 7,8}

Beispiel 2-38: Addition der Aquivalenz

(1) Wir fahren von Paderborn nach Pasewalk mit dem Fahrrad dann und nur dann, wenn
die Sonne scheint.

(2) Wir fahren von Paderborn nach Pasewalk mit dem Pkw dann und nur dann, wenn es
regnet.

(3) Wir fahren von Paderborn nach Pasewalk mit dem Fahrrad oder wir fahren von Pader-
born nach Pasewalk mit dem Pkw dann und nur dann, wenn die Sonne scheint oder

wenn es regnet.
|
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— Neuer Summand fiir die Aquivalenz

Diese Regel stellt anhand des Gesetzes von der Reflexitiit der Aquivalenz und der Additi-
onsregel der Aquivalenzen die Giiltigkeit folgender Schemata fest:
Jhudl P9
pVIr&>qgVvr  rvporvg
Die Schemata beweisen wir wie folgt:

(1) peg {Annahme}
Q) rer {Reflexivitit der Aquivalenz}
pvreogvr {Addition der Aquivalenz: 1, 2}

Beispiel 2-39: Neuer Summand fiir die Aquivalenz
(1) Wir fahren von Paderborn nach Pasewalk mit dem Fahrrad dann und nur dann, wenn
die Sonne scheint.

(2) Wir fahren von Paderborn nach Pasewalk oder wir bleiben zu Hause dann und nur

dann, wenn die Sonne scheint oder wir bleiben zu Hause.
]

Nach der Negationsregel der Aquivalenzglieder und der Multiplikations- und Additions-
regel der Aquivalenzen folgen aus Aquivalenzen, die aus bestimmten Ausdriicken gebildet
sind, Aquivalenzen, die aus der Negation, der Konjunktion und der Disjunktion dieser
Ausdriicke gebildet sind. Wir zeigen:

(1) peg

2) res {Annahmen}

3) —pe—q {Negation der Aquivalenzglieder}
4 —pvreo—gvs {Addition der Aquivalenz: 1, 3}

(5) —pAr<—gns {Multiplikation der Aquivalenz: 1, 3}

Regeln, die sich fiir die Implikation und die Aquivalenz beweisen lassen, stellen analog die
Giltigkeit der Schemata mit den Prdmissen: p <> ¢, r <> s und der Conclusio, die einer

der Ausdriicke: p > r<>q—> s, (p ©r) < (g ©s) ist, fest. Den Beweis fiir die erste
Aussage fithren wir wie folgt:

() peyg

2) res {Annahmen}
G) por

4) —g—os {A. d. indir. B.}

Wir verwenden die Aquivalenzen p <> ¢, r <> s und setzen fiir p g, fiir r
s ein und erhalten

(5) g—s
Widerspruch {4,5}
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Beispiel 2-40: Addition der Aquivalenzen
(1) Wenn es regnet, dann und nur dann fliegen wir nach Berlin.
(2) Wenn die Sonne scheint, dann und nur dann radeln wir nach Pasewalk.

(3) (Wenn es regnet, dann scheint die Sonne), dann und nur dann (wenn wir nach Berlin

fliegen, dann radeln wir nach Pasewalk).19
|

— Extensionalitiit der Aquivalenz

Als Resiimee folgen aus der Aquivalenz der Glieder zusammengesetzter Ausdriicke, die
mit Hilfe der untersuchten Funktoren des Aussagenkalkiils gebildet sind, die Aquivalen-
zen der entsprechenden zusammengesetzten Ausdriicke. Anhand dieser Regeln sowie der
Abtrennungsregel fiir die Aquivalenz kénnen wir die Ersetzungsregel beziiglich der Glie-
der einer Aquivalenz beweisen. Dazu fiihren wir folgende Bezeichnung ein: Der Ausdruck

W(F//G) ist ein Ausdruck, der aus dem Ausdruck # dadurch entsteht, dass in W der Aus-
druck F durch den Ausdruck G ersetzt wird. Wir geben dazu zwei Beispiele: Wenn W =
»—p S F=.p" G=,q" dann W(F//G) =,,—q“. Wenn W= _p > r“ F=_p“ G=,4",
dann W(F//G) =,,q — r*. Kommt F in ¥ an mehreren Stellen vor, dann bezeichnet das
Symbol W(F//G) mehrere Ausdriicke: Wenn W= _pAr—p“, F=,p“ G=,g" dann
bezeichnet das Symbol W(F//G) jeden der Ausdricke: pAar—>gq, gar—p,
g Ar— q . Kommt der Ausdruck F nicht im Ausdruck W vor, dann gilt: W(F//G) = W.
Die Ersetzungsregel beziiglich der Glieder einer Aquivalenz, also die Regel der Exten-
sionalitit der Aquivalenz, stellt fest, dass aus der Aquivalenz F <> G und dem Ausdruck
W die Ausdriicke W(F//G) und W(G//F) folgen. Wenn der Ausdruck F <> G und der
Ausdruck W Theoreme sind, dann sind auch die Ausdriicke W(F//G) und W(G//F)

Theoreme. Die Regel der Extensionalitiit der Aquivalenz erlaubt es daher, in einer belie-
bigen Aussage ein Glied einer ein Theorem darstellenden Aquivalenz durch das andere

Glied dieser Aquivalenz zu ersetzen.”? Wir machen von der Negationsregel der Aquiva-
lenzglieder, der Muliplikations- und Additionsregel der Aquivalenzen usw., Gebrauch:
Gegeben sei F'=,p“, G=,4“ W=,—-pAr—s<>t“ Wenn wir auf dieses Beispiel die
Regel der Extensionalitiit der Aquivalenz anwenden, stellen wir fest, dass aus den Aus-
driicken:

1 poygq

2) —pArosot
der Ausdruck: —g A r —> s <> ¢t folgt. Aufgrund der Negationsregel der Aquivalenzglieder

19 Natiirlich ist dieses Beispiel Unsinn. Aber die Aussage wird deutlich: Der Vordersatz und der Hintersatz
sind dquivalent.

20 pie Aquivalenz erfiillt also im Aussagenkalkiil eine analoge Rolle wie die Identitit in der Mathematik,
wo man in einer beliebigen Aussage ein Glied einer Gleichung, die ein Theorem ist, durch das andere
Glied dieser Gleichung ersetzen kann.
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erhalten wir aus (1) :
(3) _|p « _|q ’ . .
Mit der Multiplikation der Aquivalenzen und dem Gesetz der Reflexivitdt der Aquivalenz
erhalten wir aus (3):
@) —wpAreo—gar.
Anhand einer Regel, die aussagt, dass aus der Aquivalenz der Glieder einer Implikation
die Aquivalenz der gesamten Implikation folgt (siche [BORK76]), erhalten wir mit (4):
B) —wpAr-oseo>—gar—s.
Anhand einer analogen Regel fiir die Aquivalenz erhalten wir:
©6) (pAr-o>sot)o(garr—o>sot)
Mit (2) und (6) ergibt sich anhand der Abtrennungsregel der Aquivalenz:
(7) —gAr—->sot.
Analog konnen wir aus (1) und (7) den Ausdruck (2) ableiten. Auf dhnliche Weise lésst
sich jeder einzelne Fall der Anwendung der Extensionalitétsregel der Aquivalenz bewei-
sen. Die Ausdriicke ' und G sind dann und nur dann logisch dquivalent, wenn aus F lo-
gisch G folgt und aus G logisch F folgt.?!

So, wie wir die logische Folgerung definiert haben, sind die Ausdriicke F und G dann
und nur dann iquivalent, wenn die Aquivalenz F <> G durch Einsetzung aus irgendeinem
logischen Gesetz hervorgeht. Fiir die Aquivalenz von F und G geniigt es demnach nicht,
wenn die Aquivalenz F <> G wahr ist, sondern diese Aquivalenz muss ein logisches Ge-
setz oder eine Einsetzung in ein logisches Gesetz sein.

Aus der Extensionalitétsregel der Aquivalenz folgt: Wenn die Ausdriicke ' und G dquiva-

lent sind, dann sind auch die Ausdriicke W, W(F//G) und W(G//F) dquivalent. Sind
niamlich die Ausdriicke F und G #quivalent, ist also die Aquivalenz F <> G ein logisches
Gesetz (bzw. eine Einsetzung in ein logisches Gesetz), dann erhalten wir aufgrund des Ge-
setzes: p <> p, dass W <> W . Mit der Extensionalititsregel der Aquivalenz erhalten wir
dann: W& W(F//G) und W<« W(G//F). Die Ausdriicke W, W(F//G) und W(G//F)
sind also dquivalent.

Beispiel 2-41:

Rahmen Nirwana dann und nur dann, wenn Rahmen Hades

Sattel Futur dann und nur dann, wenn Sattel Sputnik

—(Rahmen Nirwana) dann und nur dann, wenn —(Rahmen Hades)

[ =(Rahmen Nirwana) v Sattel Futur] dann und nur dann, wenn [ —(Rahmen Hades) v Sat-

tel Sputnik]
]

Die obige Folgerung zeigt die wichtige Rolle der logischen Gesetze in Aquivalenz-Form.
Einem jeden solchen Gesetz entsprechen zwei logische Regeln mit der Feststellung, dass

21 Anstatt zu sagen, dass die Ausdriicke F und G logisch éiquivalent sind, werden wir sagen, die Ausdriicke
F und G sind dquivalent.
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aus einem Glied einer solchen Aquivalenz ihr zweites Glied folgt. AuBerdem ist ein belie-
biger Ausdruck einem Ausdruck dquivalent, der aus ihm durch Ersetzen eines Gliedes ei-
ner solchen Aquivalenz durch ihr zweites Glied entsteht. Falls wir also ein logisches
Theorem in Aquivalenzform bewiesen haben, dann kénnen wir in einem beliebigen Aus-
druck eine Seite dieser Aquivalenz durch die zweite ersetzen, und erhalten aus dem betref-
fenden Ausdruck einen mit ihm &quivalenten Ausdruck.

Wir betrachten jetzt Gesetze des Aussagenkalkiils mit der Form einer Aquivalenz. Die Be-
weise solcher Gesetze bestehen aus zwei Teilen, von denen der erste Teil der Beweis der
Implikation ist, die der gegebenen Aquivalenz entspricht. Der zweite Teil ist der Beweis
der dieser Aquivalenz entsprechenden umgekehrten Implikation.

— Kommutativgesetz der Konjunktion und der Disjunktion

Es gilt fiir die Konjunktion:

PANGqGANAp )
Die beiden Implikationen, die dieser Aquivalenz entsprechen, beweisen wir mittels der
Beseitigungs- und der Einfiihrungsregel der Konjunktion.

(1) pnrg (1) gnap {Annahme}
@ »p 2 ¢
3) ¢ 3) »p {BA: 1}
qnAp PAg {EK: 3, 2}
Es folgt fiir die Disjunktion:
pvqgeqNvp
Den Beweis fiir die erste Implikation fithren wir wie folgt:
(1) pvg {Annahme}
2) —=(gvp) {A. d. indir. B.}
3) —q
4 —p {ND: 2}
3 ¢ {BD: 1, 4}
Widerspruch {3,5}

Der Beweis der umgekehrten Implikation ist analog.

Beispiel 2-42: Kommutativitit der Konjunktion/der Disjunktion

Wir fahren nach Pasewalk mit dem Fahrrad und das Gepick ist leicht. <> Das Gepick ist
leicht und wir fahren nach Pasewalk mit dem Fahrrad.

(Wir fahren mit dem Auto nach Pasewalk oder wir bleiben zu Hause) <> (Wir bleiben zu

Hause oder wir fahren mit dem Auto nach Pasewalk)
]

Basierend auf den Kommutativgesetzen der Konjunktion und der Disjunktion kénnen wir
in jedem Ausdruck die Glieder einer Konjunktion/einer Disjunktion, die ein Teil dieses
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Ausdruckes ist, vertauschen, und erhalten aus dem gegebenen einen dquivalenten Aus-
druck.

— Assoziativgesetz der Konjunktion und der Disjunktion

Wir betrachten die Konjunktion:

PA@)Aropr(gnr)
Den Beweis fiihren wir anhand der Beseitigungs- und der Einfiihrungsregel der Konjunk-
tion und der Einfiihrungsregel der Aquivalenz wie folgt:

1) Arg)nr {Annahme}
(2) pnrg {BK: 1}

3 r {BK: 1}
@ p {BK: 2}
(5) ¢ {BK: 2}
6) (gnr) {EK: 3, 5}
(7 pnr(gnar) {EK: 4, 6}

Es folgt fiir die Disjunktion:

(pva)vrepvigvr)
Den Beweis fiir die erste Implikation fiihren wir wie folgt:

1 (pvevr {Annahmen}

(2 —lpvigvr] {A.d. indir. B.}

3 -» }

4) —(gvr) {ND: 2}

(5) —q }

6 —r {ND: 4}

(7) pvg {BD: 1, 6}

® ¢ {BD: 7, 3}
Widerspruch {5, 8}

Der Beweis der umgekehrten Implikation ist analog.

In mehrgliedrigen Konjunktionen und Disjunktionen kénnen wir aufgrund der Assozia-
tivgesetze der Konjunktion und der Disjunktion die Klammern weglassen; die eine wie die
andere Verteilung dieser Klammern ergibt dquivalente Ausdriicke.

In einer mehrgliedrigen Konjunktion bzw. Disjunktion kdnnen wir aufgrund der Kom-
mutativ- und Assoziativgesetze ihre Glieder beliebig umstellen und erhalten einen dquiva-
lenten Ausdruck.

Beispiel 2-43: Assoziativgesetz der Konjunktion/der Disjunktion
(Wir fahren nach Pasewalk und wir fahren mit dem Auto nach Berlin) und wir trinken Kaf-

fee. <> Wir fahren nach Pasewalk und (wir fahren mit dem Auto nach Berlin und wir trin-
ken Kaffee).
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(Wir fahren nach Pasewalk oder wir fahren mit dem Auto nach Berlin) oder wir trinken
Kaffee. <> Wir fahren nach Pasewalk oder (Wir fahren mit dem Auto nach Berlin oder

wir trinken Kaffee).
]

— Idempotenzgesetz der Konjunktion und der Disjunktion

Es gilt fiir die Konjunktion:

PAPOPD
Der Beweis erfolgt anhand der Beseitigungs- und der Einfithrungsregel der Konjunktion
wie folgt:

1 p {Annahme} () pap {Annahme}
@ p {1} @ p {DK: 1}
(3) pap {EK: 1, 2} 3 p {DK: 1}
Es folgt fiir die Disjunktion:
pvpop

Der Beweis erfolgt anhand der Beseitigungs- und der Einfiihrungsregel der Disjunktion
wie folgt:

(1) pvp {Annahme} ) p {Annahme}

2) —p {A. d. indir. B.} 2) =(pvp) {A. d. indir. B.}

3 p {BD: 1, 2} 3) pvp {ED: 1, 1}
Widerspruch {2, 3} Widerspruch {2, 3}

Beispiel 2-44: Idempotenzgesetz der Konjunktion/Disjunktion
Wir fahren mit dem Fahrrad nach Pasewalk und
wir fahren mit dem Fahrrad nach Pasewalk.

Wir fahren mit dem Fahrrad nach Pasewalk.

Wir fahren mit dem Fahrrad nach Pasewalk

Wir fahren mit dem Fahrrad nach Pasewalk und
Wir fahren mit dem Fahrrad nach Pasewalk.

Wir fahren mit dem Fahrrad nach Pasewalk oder
wir fahren mit dem Fahrrad nach Pasewalk.

Wir fahren mit dem Fahrrad nach Pasewalk.

Wir fahren mit dem Fahrrad nach Pasewalk

Wir fahren mit dem Fahrrad nach Pasewalk oder

Wir fahren mit dem Fahrrad nach Pasewalk.
]
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Wenn wir die sich wiederholenden Glieder einer Konjunktion/einer Disjunktion streichen,
dann fiihrt dies nach den Idempotenzgesetzen zu dquivalenten Ausdriicken. Mit der Mog-
lichkeit, die Glieder einer Konjunktion und einer Disjunktion beliebig umzustellen, kon-
nen wir in einer mehrgliedrigen Konjunktion oder Disjunktion sich wiederholende Glieder
streichen, auch wenn sie nicht nebeneinander stehen. Natiirlich ist dieses Streichen im Sin-
ne der Idempotenzgesetze so zu verstehen, dass wir in einer gegebenen Konjunktion/Dis-
junktion lediglich die Redundanzen eliminieren.

— Kommutativgesetz Disjunktion und Konjunktion

Fiir die Konjunktion ist zu zeigen: pAg<> g Ap.

Fiir die Disjunktion ist zu zeigen: pv g<>gvVvp.

(1) pnrg {Annahme} (1) pvyg {Annahme}

2) =(gAp) {A. d. indir. B.} 2) —(gvp) {A. d. indir. B.}

() =qv—p {NK: 2} () ~gA—p {ND: 2}

@ p {BK: 1} 4 —p {BK: 3}

%) ¢q {BK: 1} 5) —q {BK: 3}

(6) —gq {BD: 3, 4} ©) g {BD: 1, 4}
Widerspruch {5, 6} Widerspruch {5, 6}

Beispiel 2-45: Kommutativgesetz Disjunktion und Konjunktion
Nach der Regel der Kommutativitit der Disjunktion folgt aus jeder der beiden Aussagen
die jeweils andere:

Wir fahren mit dem Fahrrad oder wir fahren mit dem Auto

Wir fahren mit dem Auto oder wir fahren mit dem Fahrrad

Nach der Regel der Kommutativitit der Konjunktion folgt aus jeder der beiden folgenden
Aussagen die jeweils andere:

Wir fahren mit dem Fahrrad und wir fahren nach Pasewalk

Wir fahren nach Pasewalk und wir fahren mit dem Fahrrad
]

— Zusdtzlicher Beweis: rule of inference (Rol)

Zu zeigen ist: (a > b) <> (—a v b)

(1) a>b {Annahme} (1) mavb {Annahme}

(2) —(—a v b) {A. d. indir. B.} 2) =(a—>b) {A. d. indir. B.}
(3) an—b {NK: 2} (3) —(—avb) {Rol: 2}

4) a {BK: 3} 4) an—b {ND: 3}

(5) —b (BK: 3} ) a {BK: 4}
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6) b {AR: 1, 4} (6) —b {BK: 4}
Widerspruch {5, 6} (7) b {BD: 1, 5}
Widerspruch {6, 7}

In diesem Beweis wird in Zeile 3 der Riickrichtung bereits die Korrektheit der Hinrichtung
genutzt.

Beispiel 2-46: Rol-Regel
Nach der Rol-Regel folgt aus jeder der beiden folgenden Aussagen die jeweils andere.
Wenn wir nach Pasewalk fahren, dann fahren wir mit dem Fahrrad

Wir fahren nicht nach Pasewalk oder wir fahren mit dem Fahrrad
(]

— Kommutativgesetz der Prdmissen

po(@=>reoq>@-r)
Das Kommutativgesetzes erlaubt, den Vordersatz einer Implikation mit dem Vordersatz
ihres Hintersatzes zu vertauschen. Beim direkten Annahmebeweis der beiden Implikatio-
nen, die diesem Gesetz entsprechen, verwenden wir nur die Abtrennungsregel. Den Be-
weis fiihren wir wie folgt:

(1) p>(¢—>r) {Annahme} (1) g—>(p—>r) {Annahme}
(2) -pv(g—r) {Rol:1} 2) =gv(p—r) {Rol:1}
(3) —pv(—gvr) {Rol:2} (3) —pv(—gvr) {Rol:2}
4) (—=pv—q)vr {AD:3} 4) (—gv—p)vr {AD:3}

5) (—gv—p)vr {KD:4}

Damit ist gezeigt, dass sich beide Aussagen auf denselben Ausdruck umformen lassen,
was gleichbedeutend mit der Aquivalenz ist.

Beispiel 2-47:
Wenn der Reifen platt ist, dann (wenn man radfahren will, dann muss man den Reifen auf-
pumpen) <> Wenn man radfahren will, dann (wenn der Reifen platt ist, dann muss man

den Reifen aufpumpen).
]

— Export-/Importgesetz der Pramissen

pAqgoOITEoOp—o>(gor)
Die diesem Gesetz entsprechende Implikation: (p A g = r) = (p = (¢ — r)) erlaubt es,

ein Glied der Konjunktion, die der Vordersatz der Implikation ist, in ihren Hintersatz als
Vordersatz dieses Hintersatzes einzufiihren (Exportgesetz). Die umgekehrte Implikation:
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(p = (g > r)) > (p A gqg—r) ermdglicht die Einbeziehung des Vordersatzes des Hinter-
satzes der Implikation in den Vordersatz der Implikation (Importgesetz). Beweise von Im-
plikationen, die diesem Gesetz entsprechen, verwenden die Abtrennungs- sowie die
Einfithrungs- und Beseitigungsregel der Konjunktion.

Den Beweis fiir die 2. Implikation fithren wir beispielhaft wie folgt

1 p->@->r) {Annahme}
2) —w»vg—-or) {Rol: 1}
B —wpv(—g->r) {Rol: 2}
@) (—pv—q)vr {AD: 3}
(5) —~((prg)vr) {ND: 4}
©) (prg)—>r {Rol: 5}

Beispiel 2-48: Exportgesetz/Importgesetz

(Der Reifen ist platt und wir wollen radfahren), dann miissen wir den Reifen aufpumpen
— Wenn der Reifen platt ist, dann (wenn wir radfahren wollen, dann miissen wir den Rei-
fen aufpumpen).

Wenn der Reifen platt ist, dann (wenn wir radfahren wollen, dann miissen wir den Reifen
aufpumpen) — (Der Reifen ist platt und wir wollen radfahren), dann miissen wir den Rei-

fen aufpumpen.
]

— Multiplikationsgesetz fiir die Hintersdtze

po>g9Onr(po>r)eopo>gnr
Den Beweis der Implikation, die dieser Aquivalenz entspricht, fiihren wir wie folgt:
N pPo99Arp@E-r {Annahme}
@ poq {BK: 1}
B) por {BK: 1}
B.Dp {zusétzliche Annahme}
32) g {AR: 1, 3.1}
B3)r {AR: 3, 3.1}
@) gnr {EK: 3.2,3.3}
POgAT {3.1 > 5}

Beispiel 2-49: Multiplikationsgesetz fiir die Hintersétze
Wenn der Reifen platt ist, dann miissen wir den Reifen flicken A Wenn der Reifen platt ist,
dann miissen wir den Reifen aufpumpen — Wenn der Reifen platt ist (dann miissen wir

den Reifen flicken und miissen wir den Reifen aufpumpen).
]

Den Beweis der umgekehrten Implikation fithren wir wie folgt:
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(1) po>gnr {Annahme}

1.Dp {zusétzliche Annahme}

(1.2) gnar {AR: 1, 1.1}

(1.3) g {BK: 1.2}

(1.4) r

2 p—ogq {1.1 > 1.3}

B3) por {1.1 > 1.4}
p=>99nr(p—->r) {EK: 2, 3}

In diesem Beweis ist die Zeile mit der Doppelnummer (1.1) eine zusitzliche Annahme.
Aus den Annahmen des Beweises und der zusétzlichen Annahme leiten wir anhand der ge-
gebenen Regeln weitere Zeilen ab. Auch diese Zeilen haben eine Doppelnummer. Damit
zeigen wir an, dass sie aufgrund einer zusétzlichen Annahme gewonnen wurden. Die
Nummer vor dem Punkt ist bei der zusitzlichen Annahme und bei allen aufgrund dieser
Annahme erhaltenen Zeilen stets dieselbe. Die Nummer nach dem Punkt gibt die Reihen-
folge der Zeilen eines Beweises an. Zeilen mit einer Doppelnummer kénnen nicht am
Ende des Beweises stehen, weil sie nicht ausschlieB3lich auf Annahmen des Beweises zu-
riickgehen (und als zusétzliche Annahme ist ja jeder beliebige Ausdruck denkbar). Sobald
wir aber anhand der Annahmen des Beweises und einer zusétzlichen Annahme einen Aus-
druck erhalten, kdnnen wir in den Beweis als eine Zeile mit einer einfachen Nummer eine
Implikation einfithren, deren Vordersatz diese zusitzliche Annahme und deren Hintersatz
ein im Beweis aufgrund dieser Annahme erhaltener Ausdruck ist. In den Zeilen (2) und (3)
des Beweises treten solche Implikationen auf. Auf der rechten Seite solcher Zeilen geben
wir an, auf welche Weise eine solche Implikation gewonnen wurde. Die rechte Seite der
Zeile (2) bspw. zeigt an, dass in dieser Zeile eine Implikation vorkommt, deren Vordersatz
die zusitzliche Annahme mit der Nummer (1.1) und deren Hintersatz der aufgrund dieser
Annahme erhaltene Ausdruck mit der Nummer (1.3) ist. Als Beispiel nehmen wir an, dass
wir aufgrund der Pramisse: (Wenn wir ein Fahrrad produzieren, dann werden wir lackieren
und werden wir 16ten) die Conclusio: (Wenn wir ein Fahrrad produzieren, dann werden wir
I6ten, und wenn wir ein Fahrrad produzieren, dann werden wir lackieren.) ableiten sollen.
Diesen Beweis fithren wir wie folgt:

(1) Voraussetzung ist die Praimisse: Wenn wir ein Fahrrad produzieren, so werden wir
lackieren und werden wir l6ten. Zusitzlich nehmen wir an (1.1): Wir produzieren ein Fahr-
rad. Dann folgt aufgrund von (1) dass (1.2): Wir werden lackieren und wir werden l6ten.
Daraus wiederum folgt, dass (1.3): Wir werden lackieren und (1.4): Wir werden l6ten. Aus
der Annahme (1.1) folgen demnach aufgrund von (1) die Ausdriicke (1.3) und (1.4). Wenn
wir also annehmen, dass die Pramisse (1) wahr ist, dann sind folgende Implikationen wahr:
(2) Wenn wir ein Fahrrad produzieren, so werden wir lackieren. (3) Wenn wir ein Fahrrad
produzieren, so werden wir 16ten.

Aus den Sétzen (2) und (3) folgt ihre Konjunktion, und damit die Conclusio, die wir auf-
grund der Préamisse (1) erhalten sollen.

Wegen des Multiplikationsgesetzes fiir die Hintersitze ist die Konjunktion zweier Im-
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plikationen mit dem gleichen Vordersatz einer Implikation mit eben diesem Vordersatz
und einem Hintersatz, der die Konjunktion der Hintersétze dieser beiden Implikationen ist,
dquivalent. Nach diesem Gesetz ist die Aussage: (Wenn wir ein Fahrrad produzieren, dann
werden wir lackieren und wenn wir ein Fahrrad produzieren, dann werden wir 16ten.) dqui-
valent der Aussage: (Wenn wir ein Fahrrad produzieren, so werden wir lackieren und wer-
den wir 16ten.)

Beispiel 2-50: Multiplikationsgesetz fiir die Hintersétze

Wenn der Fahrradschlauch ein Loch hat, miissen wir dieses flicken und

wenn der Fahrradschlauch ein Loch hat, miissen wir ihn wieder aufpumpen <>

Wenn der Fahrradschlauch ein Loch hat, miissen wir das Loch flicken und den Fahrrad-

schlauch wieder aufpumpen.
]

— Additionsgesetz fiir die Vordersdtze

p-o>rIA(@gor)opvg-or
Wir beweisen die Implikation, die diesem Theorem entspricht, iiber die Additionsregel der
Implikationen und das Idempotenzgesetz der Disjunktion. Wir geben den Beweis der um-
gekehrten Implikation wie folgt:

(1) pvg-or {Annahme}

1.Dp {zusétzliche Annahme}

(1.2) pvg {ED: 1.1}

1.3) r {AR: 1, 1.2}

2) por {1.1 > 1.3}

2.1) ¢q {zusétzliche Annahme}

22)pvg {ED: 2.1}

23) r {AR: 1,2.2}

B) g-or {21523}
por)A(g—>r) {EK: 2, 3}

Im Beweis verwenden wir die beiden zusétzlichen Annahmen (1.1) und (2.1). Aufgrund
des Additionsgesetzes der Vordersitze ist die Konjunktion zweier Implikationen mit dem
gleichen Hintersatz einer Implikation dquivalent, die genau diesen Hintersatz besitzt und
deren Vordersatz die Disjunktion der Vordersitze dieser beiden Implikationen ist. Nach
diesem Gesetz sind die beiden Aussagen: ,,Wenn ich mit dem Herrenrad fahre, so komme
ich piinktlich an.“, und ,,Wenn ich mit dem Damenrad fahre, komme ich piinktlich an.
und: ,,Wenn ich mit dem Herrenrad fahre oder mit dem Damenrad fahre, so komme ich
plinktlich an.“ dquivalent.

Beispiel 2-51: Additionsgesetz der Vorderglieder
Wenn es nebelig ist, dann miissen wir das Licht anmachen und

wenn es dunkel ist, dann miissen wir das Licht anmachen <>
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Wenn es nebelig oder dunkel ist, dann miissen wir das Licht anmachen.
]

Anhand der Implikation, die diesem Gesetz entspricht, beweisen wir die Regel des einfa-
chen konstruktiven Dilemmas.

— Regel des einfachen konstruktiven Dilemmas

Aus zwei Implikationen mit dem gleichen Hintersatz und der Disjunktion der Vordersétze
dieser Implikationen folgt ihr Hintersatz.
por
q-or
pPVvy
panp
Den Beweis haben wir bereits zum Additionsgesetz fiir die Vordersétze gegeben.

Beispiel 2-52: Schlieen nach dem einfachen konstruktiven Dilemma
Wenn der Reifen platt ist, dann miissen wir den Reifen aufpumpen.
Wenn der Reifen fabrikneu ist, dann miissen wir den Reifen aufpumpen.
Der Reifen ist platt oder fabrikneu.

Wir miissen den Reifen aufpumpen.

Wenn es regnet, dann ist die Strafle glatt.
Wenn es schneit, dann ist die Straf3e glatt.
Im Winter regnet oder schneit es.

Im Winter ist die Stra3e glatt.
]

— Distributivgesetz der Konjunktion beziiglich der Disjunktion

(pvgAroparvgnar
Den Beweis fiir die linke Seite fithren wir wie folgt:

(1) pvg {Annahmen}

2 r

(L. p {zusitzliche Annahme}

12) par {EK: 1.1, 2}

B) popnar {l.1 > 1.2}

2.1) q {zusétzliche Annahme}

22) gnr {EK: 2.1, 2}

4 g-o>qnr {2.1 522}
DAFNVGAT {Einfaches konstruktives

Dilemma: 3, 4, 1}
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Diesen Beweis konnen wir kiirzer schreiben:

(1) pvg {Annahmen}

2 r

(1. p {zusétzliche Annahme}

12y par {EK: 1.1, 2}

2.1) ¢q {zusétzliche Annahme}

22)gnr {EK: 2.1, 2}
DPAFNVGAT {11512,2.1>22,1}

Die zusétzlichen Annahmen dieses verzweigten Beweises sind die Glieder einer Disjunk-
tion, die entweder eine Zeile des Beweises ist oder als bewiesenes Theorem in den Beweis
eingefiihrt werden kann. Die letzte Zeile eines solchen Beweises erhalten wir anhand der
Regel des zusammengesetzten bzw. einfachen konstruktiven Dilemmas mittels der Dis-
junktion sowie der Implikationen, deren Bezeichnungen auf der rechten Seite dieser Zeile
stehen und die aufgrund der entsprechenden Teile des Beweises mit doppelter Nummerie-
rung abgeleitet werden. Den Beweis fiir die rechte Seite fithren wir wie folgt:

(1) parvgnar

{Annahme}

1. par {zusétzliche Annahme}
12)p }
1.3) r {BK: 1.1}
(1.4) pvg {ED: 1.2}
1.5 (pvg)ar {EK: 1.4, 1.3}
2.1 gnar {zusitzliche Annahme}
22) g ;
23) r {BK: 2.1}
24) pvyg {ED: 2.2}
25 (pvg)ar {EK: 2, 3}
(pvag)nr {I.1->15,2.1>25,1}

Ausgehend vom Kommutativgesetz der Konjunktion erhalten wir aus dem oben bewiese-
nen Gesetz ein zweites Distributivgesetz der Konjunktion beziiglich der Disjunktion:
rn(pvqg)>rapvrag.

Nach dem Distributivgesetz der Konjunktion beziiglich der Disjunktion ist jetzt die Aus-
sage: ((Der Reifen ist platt oder der Reifen ist fabrikneu) und der Reifen ist von Wolber)
dquivalent der Aussage: ((Der Reifen ist platt und der Reifen ist von Wolber) oder (Der
Reifen ist fabrikneu und der Reifen ist von Wolber)).

Beispiel 2-53: Distributionsgesetz der Konjunktion bzgl. der Disjunktion
(Wir fahren mit dem Fahrrad nach Pasewalk oder wir fahren mit dem Pkw nach Pasewalk)

und wir werden piinktlich ankommen <> (Wir fahren mit dem Fahrrad nach Pasewalk und



144 2 Aussagen: Elemente einer Produktionstheorie

wir werden piinktlich ankommen) oder (Wir fahren mit dem Pkw nach Pasewalk und wir

werden piinktlich ankommen).
]

— Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten

pN—p
Dieses Gesetz benutzen wir in verzweigten Beweisen, wenn wir zwei sich widersprechen-
de Ausdriicke W und —W als zusitzliche Annahmen einfithren, um mit der Disjunktion
dieser Annahmen ein Einsetzen in das Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten ([KLBUSS5],
S. 1088) im Beweis zu ermoglichen. Den Beweis fithren wir wie folgt:

1) —(pv-p) {A. d. indir. B.}
2 -» {ND: 1}
3) —»

Widerspruch {2,3}

Beispiel 2-54: Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten:
Der Reifen ist platt oder der Reifen ist nicht platt.

Fahrrad Nirwana hat einen Sattel Futur oder Fahrrad Nirwana hat keinen Sattel Futur.
]

— Distributivgesetze der Disjunktion beziiglich der Konjunktion

prgvreo(pvrIan(gvr)y,rvpagqeo(rvp)a(rvg)
Den Beweis fiir die linke Seite des ersten dieser beiden Gesetze fiihren wir wie folgt:

(1) pagvr {Annahme}

(1.1) prg {zusitzliche Annahme}

12)p {BK: 1.1}

(13) ¢

14 pvr {ED: 1.2}

(1.5 gvr {ED: 1.3}

(1.6) (pvr)A(gvr) {EK: 1.4, 1.5}

Q2D r {zusitzliche Annahme}

22)pvr {ED: 2.1}

23)gvr {ED: 2.1}

24) (pvryn(gvr) {EK:2.2,2.3}

(pvr)a(gvr) {1.151.6,2.1>24,1}

Den Beweis fiir die rechte Seite des ersten dieser beiden Gesetze, die umgekehrte Impli-

kation, fithren wir wie folgt:22
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1) pvr {Annahme}
@ qvr
(1.1 r {zusitzliche Annahme}
12y prgvr {ED: 1.1}
2.1) —r {zusitzliche Annahme}
22)p {BD: 1, 2.1}
2.3) ¢q {BD:2,2.1}
24) pnrg {EK:2.2,2.3}
25 prgvr {ED: 2.4}
pPAgGVT {I.1>12,2.1->25}

Die letzte Zeile des Beweises fiir die umgekehrte Implikation ergibt sich aus der Regel des
einfachen konstruktiven Dilemmas als Folge der Implikationen 1.1 - 1.2, 2.1 - 2.5 und
der Disjunktion der zusétzlichen Annahmen: » v —r, die wir in den Beweis aufgrund des
Gesetzes vom ausgeschlossenen Dritten einflihren. Das zweite dieser Gesetze erhalten wir

iiber das Kommutativgesetz der Disjunktion aus dem ersten.?

Beispiel 2-55: Distributivgesetz der Disjunktion beziiglich der Konjunktion

Nach dem Distributivgesetz der Disjunktion beziiglich der Konjunktion ist die Aussage:
(4 bekommt einen Drops oder 4 bekommt ein Fahrrad) und (4 bekommt ein Handy oder
A bekommt ein Fahrrad) dquivalent der Aussage: (4 bekommt einen Drops und 4 be-

kommt ein Handy) oder 4 bekommt ein Fahrrad.
]

— Gesetz von der doppelten Negation

Al
Den Beweis fiir den Vordersatz fithren wir wie folgt:
1 ——p {Annahme}
2 —» {A. d. indir. B.}
Widerspruch {1, 2}

Der Beweis der umgekehrten Implikation ist analog.

Beispiel 2-56: Doppelte Negati0n24
(Es gilt nicht: Der Reifen ist nicht platt) <> Der Reifen ist platt.

22 siche auch Kommutativgesetz der Disjunktion

23 Wie in diesem nehmen wir auch in anderen verzweigten Beweisen keinen Bezug auf das Gesetz vom
ausgeschossenen Dritten, wenn die Disjunktion der zusétzlichen Annahmen eines gegebenen Beweises
eine Einsetzung in dieses Gesetz ist.
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(Es gilt nicht: Fahrrad Nirwana hat keinen Sattel Futur) <> Fahrrad Nirwana hat einen Sat-

tel Futur.
(]

Das Gesetz von der doppelten Negation besagt: Wenn wir eine gerade Anzahl von aufein-
anderfolgenden Negationszeichen streichen, dann erhalten wir einen zu einem gegebenen
Ausdruck dquivalenten Ausdruck. Mit diesem Gesetz konnen wir die Regel des Beseiti-
gens der Disjunktion verallgemeinern. In dieser allgemeineren Form stellt die Regel des
Beseitigens der Disjunktion fest, dass aus einer Disjunktion und einem mit einem ihrer
Glieder im Widerspruch stehenden Ausdruck das zweite Glied dieser Disjunktion folgt.
Nach dieser Regel sind zusétzlich zu den bei der Formulierung der priméren Regel BD an-
gegebenen die folgenden Schemata giiltig:

A pv—q

P q
q p
Das erste Schema beweisen wir wie folgt:
I —pvyg
@ »p {Annahme}
3) —vp {Ges. doppelten Negation: 2}
q {BD: 1, 3}

Der Beweis des zweiten Schemas erfolgt analog.
Im folgenden bezeichnen wir mit der Abkiirzung BD die Beseitigungsregel der Disjunkti-
on in dieser allgemeinen Form.

— Gesetz der Negation der Disjunktion

—(pvqg)e>—pr—g
Die diesem Gesetz entsprechende Implikation ist ein Gesetz, das dem dritten Schema der
Negation der Disjunktion (,,ND*) entspricht. Den Beweis der umgekehrten Implikation
fithren wir wie folgt:

1 —» {Annahmen}

2 —q

(3) pvg {A.d. indir. B.}

4 gq {BD: 3, 1}
Widerspruch {2, 4}

24 Dieses Beispiel zeigt das Vorgehen des indirekten Beweises:
(1) (Es gilt nicht: Der Reifen ist nicht platt) dann und nur dann, wenn (Der Reifen ist platt)
(2) (Es gilt nicht: Der Reifen ist nicht platt)
(3) (Der Reifen ist nicht platt)
Deutlicher kann der Widerspruch zwischen (2) und (3) nicht auftreten.
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Nach diesem Gesetz (1. De Morgansches Gesetz) ist die Negation einer Disjunktion der
Konjunktion ihrer negierten Glieder dquivalent.

Beispiel 2-57: Negation der Disjunktion
Es gilt nicht, dass Fahrrad Nirwana Sattel Futur hat oder dass Fahrrad Nirwana Sattel
Komfort hat <> Es gilt nicht, dass Fahrrad Nirwana Sattel Futur hat und es gilt nicht, dass

Fahrrad Nirwana Sattel Komfort hat.
(]

Das Gesetz von der doppelten Negation und das eben bewiesene Gesetz der Negation der
Disjunktion fiihren zu weiteren Gesetzen der Negation der Disjunktion:
(V=) Spnrg, ~(=pV @ SPA—G, A(pV—qg)>—pAg.

In diesen drei Negationsgesetzen ist die Negation einer Disjunktion dquivalent der Kon-
junktion von Ausdriicken, die mit den Gliedern dieser Disjunktion im Widerspruch stehen.
Nach dem Negationsgesetz der Disjunktion ist die Aussage: ,,Es ist nicht wahr, dass dieses
Fahrrad ist ein Herrenrad oder dieses Fahrrad ist ein Damenrad* d4quivalent mit der Aus-
sage: ,,Dieses Fahrrad ist kein Herrenrad und dieses Fahrrad ist kein Damenrad®.

Beispiel 2-58: Gesetze der Negation der Disjunktion

a) Es gilt nicht, dass das Fahrrad Nirwana nicht Sattel Futur hat oder nicht Pedal Trampel
hat <> Das Fahrrad Nirwana hat Sattel Futur und hat Pedal Trampel.

b) Es gilt nicht, dass das Fahrrad Nirwana nicht Sattel Futur hat oder Pedal Trampel hat
<> Das Fahrrad Nirwana hat Sattel Futur und hat nicht Pedal Trampel.

c) Es gilt nicht, dass das Fahrrad Nirwana Sattel Futur hat oder nicht Pedal Trampel hat

<> Das Fahrrad Nirwana hat nicht Sattel Futur und hat Pedal Trampel.
]

— Ersetzen der Konjunktion durch die Disjunktion und die Negation

PAGgo—(=pV—q)
Die Konjunktion von zwei Aussagen ist einem Ausdruck dquivalent, der aus diesen Aus-
sagen mit Hilfe der Zeichen der Disjunktion und der Negation gebildet wurde: Dieses Ge-
setz erhalten wir anhand der Kommutativregel der Aquivalenz aus dem zweiten der
Negationsgesetze der Disjunktion.

Beispiel 2-59: Ersetzen der Konjunktion durch die Disjunktion und die Negation
Das Fahrrad Nirwana hat Sattel Futur und hat Pedal Trampel <> Es gilt nicht, dass das

Fahrrad Nirwana nicht Sattel Futur hat oder nicht Pedal Trampel hat.
]
Beispiel 2-60: Beseitigen der Konjunktion (BK)

Dieser Regel liegt die bereits bekannte Tautologie p A ¢ — p zugrunde:
224 oder 229
p q
Der Vorgesetzte trifft die folgende Aussage: Wenn der Dauertest fehlerfrei durchgefiihrt
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wurde und das Messgerit zuverléssig ist, dann hat das Fahrrad Nirwana ein Problem mit
der Dauerfestigkeit. Der Dauertest wurde fehlerfrei durchgefiihrt, vorausgesetzt, dass
Werker Meier sorgfiltig arbeitete. Fahrrad Nirwana ist aber vollig dauerfest und das
Messgerit ist absolut zuverldssig. Hat Werker Meier geschlampt?

Wir fithren folgende Abkiirzungen ein:

p: Der Dauertest wurde fehlerfrei durchgefiihrt.

q: Das Messgerit ist zuverldssig.

r: Fahrrad Nirwana hat ein Dauerfestigkeitsproblem.

s: Werker Meier hat sorgfiltig gearbeitet.

Die Pramissen stellen sich damit wie folgt dar:

(D prg—or
(2) s—op {Annahmen}
B) —rnag
Daraus folgt:
@) —r {BK: 3}
(5) —(prq) {Tol: 1, 4}
6) —»pv-—gq 2. Gesetz von de Morgan
7N q {BK: 3}
® —» {BD: 6, 7}
9 —s {Tol: 2, 8}

Folgerung: Werker Meier hat geschlampt.25
]

— Gesetze der Negation der Konjunktion
Diese Gesetze postulieren die Aquivalenzen
—(prg)>—pV—g, A(pAr=q)SpVq, ~(-Prg) PV,

—|(p/\—|q)<—>—|pvq.26
Den Beweis des ersten dieser Gesetze (2. De Morgansches Gesetz) fithren wir fiir die linke
Seite wie folgt:

(1 —(pnrg) {Annahme}

2 —(=pv—q) {A. d. indir. B.}

3B) pnrg {Neg. d. Disjunktion.: 2}
Widerspruch {1, 3}

25 Annahme (3) sagt ausdriicklich: Es gibt kein Dauerfertigkeitsproblem und es gibt auch kein Problem
mit dem Messgerét. Damit werden die anderen Annahmen (1) und (2) zu ,,Hypothesen®, weil hier diese
expliziten Aussagen fehlen - es ist immer nur ,,wenn - dann“. Also werden diese Annahmen verworfen.

26 7u beachten ist, dass die Aussage —(p A q) eine andere Bedeutung hat als die Aussage —p A —q .
—(p A q) heiit: Es stimmt nicht, dass Julius und Siegfried (gemeinsam) schwimmen gehen. Es kann z.
B. sein, dass nur einer von beiden schwimmen geht oder dass keiner von beiden schwimmen geht.
—(p A q) ist also etwas anderes als —p A —q .
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Fiir die rechte Seite folgt:

1) —»pv—g {Annahme}

(2) pnrg {A. d. indir. B.}

3 p

@ g {BK: 2}

(5) —q {BD: 1, 3}
Widerspruch {4,5}

Nach dem Negationsgesetz der Konjunktion ist die Aussage: ,,Es ist nicht wahr, dass (A
ist ein Herrenrad und A ist ein Damenrad), d4quivalent der Aussage: ,,Es ist nicht wahr,
dass (A ist ein Herrenrad) oder Es ist nicht wahr, dass (A ist ein Damenrad)®.

Die restlichen drei Negationsgesetze der Konjunktion erhalten wir aus dem oben bewie-
senen Gesetz anhand des Gesetzes der doppelten Negation. Die Negation einer Konjunk-
tion ist nach dem ersten Negationsgesetz der Disjunktion ihrer negierten Glieder
dquivalent. In einer allgemeineren Formulierung, die allen Negationsgesetzen entspricht,
ist die Negation einer Konjunktion &quivalent der Disjunktion von Ausdriicken, die mit
den Gliedern dieser Konjunktion im Widerspruch stehen.

Beispiel 2-61: Gesetze der Negation der Konjunktion

Es ist nicht wahr, dass (Nirwana ist ein Herrenrad und Kismet ist ein Damenrad) <> Es ist
nicht wahr, dass Nirwana ist ein Herrenrad oder Es ist nicht wahr, dass Kismet ist ein Da-
menrad.

Es ist nicht wahr, dass (Es ist nicht wahr, dass Nirwana ist ein Herrenrad und Es ist nicht
wabhr, dass Kismet ist ein Damenrad) <> Nirwana ist ein Herrenrad oder Kismet ist ein Da-
menrad.

Es ist nicht wahr, dass (Es ist nicht wahr, dass Nirwana ist ein Herrenrad und Kismet ist
ein Damenrad) <> Nirwana ist ein Herrenrad oder es ist nicht wahr, dass Kismet ist ein Da-
menrad.

Es ist nicht wahr, dass (Nirwana ist ein Herrenrad und es ist nicht wahr, dass Kismet ist ein
Damenrad) <> Es ist nicht wahr, dass Nirwana ist ein Herrenrad oder Kismet ist ein Da-
menrad.

Wir kénnen das sprachlich ein wenig gefilliger machen: Julius war gestern nicht (sowohl

in Berlin als auch in Pasewalk). Er war gestern in Berlin. Also war er nicht in Pasewalk.
]

— Ersetzen der Disjunktion durch die Konjunktion und die Negation

Die Disjunktion von zwei Aussagen ist einem Ausdruck dquivalent, den diese Aussagen
mittels der Zeichen der Konjunktion und der Negation bilden:

PV g —=(=pAr—q)
Dieses Gesetz erhalten wir aus dem zweiten Negationsgesetz der Konjunktion unter An-
wendung der Kommutativregel der Aquivalenz.
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Beispiel 2-62: Ersetzen der Disjunktion durch die Konjunktion und die Negation

Fahrrad Nirwana hat Sattel Futur oder Fahrrad Kismet hat Sattel Futur <> Es gilt nicht,

dass (Fahrrad Nirwana hat keinen Sattel Futur und Fahrrad Kismet hat keinen Sattel Fu-

tur).

]

Beispiel 2-63: Konjunktion/Disjunktion

Werker Meier muss Schrott verantworten. Er wird mit zwei Vorwiirfen konfrontiert:

p: Werker Meier war unaufmerksam.

q: Werker Meier ist inkompetent.

Es sind vier Félle moglich:

1. Fall: Unaufmerksamkeit und Inkompetenz (p A q)

2. Fall: Aufmerksam, aber inkompetent (—p A g )

3. Fall: Unaufmerksam, aber nicht inkompetent (p A —gq )

4. Fall: Aufmerksam und nicht inkompetent (—p A —q )

Der Vorwurf eines Vorgesetzten lautet: p v ¢ ; in diesem Fall bleibt an Werker Meier min-

destens ein Vorwurf haften. Werker Meier kann zwei Argumentationslinien verfolgen:

1. Er verneint die Vorwiirfe: —(p v ¢) = ,,Es stimmt nicht, dass ich unaufmerksam war
oder inkompetent bin.*

2. Er bestreitet die einzelnen Vorwiirfe: —p A —¢ =,,Ich war weder unaufmerksam, noch
bin ich inkompetent.*

Da beide Formulierungen logisch dquivalent sind, folgt: —(p v ¢q) = —p A—gq (1. De

Morgansches Gesetz).

Der Vorgesetzte konnte auch andere Formulierungen wéhlen:

1. p A gq =, Werker Meier war unaufmerksam und Werker Meier ist inkompetent.*

2. —(—p v —q) =,Es ist nachweislich falsch, dass Werker Meier nicht unaufmerksam
war oder nicht inkompetent ist.*

—p v =g wiirde bedeuten: Werker Meier war nicht unaufmerksam (—p) oder Werker

Meier ist nicht inkompetent (—g). —p v —¢g lasst also 3 Fille zu: a) —p v ¢, b) p A —q

und ¢) —p A —q . Der Vorgesetzte wird diese drei Moglichkeiten verneinen, so dass nur

noch eine Moglichkeit iibrigbleibt, ndmlich p A ¢ . Daraus folgt: pA g = —(—p Vv —q) .

Dieses Gesetz konnen wir auch als 2. De Morgansches Gesetz schreiben:

—(prg) = —pv—q.

Wir erhalten das logische Quadrat der Gegensdtze:27

pnrg P A—q

pvq PV g

— Werker Meier (—p A —¢) und sein Vorgesetzter (p A ¢) stehen in einem kontriren
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Gegensatz. Beide Aussagen sind unvertréglich, aber die eine ist nicht das Gegenteil der
anderen. Kontrire Aussagen konnen nicht beide zugleich wahr, aber beide zugleich
falsch sein.

Den Vorwurf (p v g) muss Werker Meier widerlegen: (—p A —q) . Die eine Aussage

ist die Negation der anderen. Beide Aussagen schlieBen einander aus und stehen in ei-
nem kontradiktorischen Gegensatz.

Ebenso stehen die beiden Aussagen p A ¢ und —p v —¢g in kontradiktorischem Wider-
spruch: —p v —g¢ ist die Negation von p A g .

p Vv q und —p v —q stehen in subkontrdrem Gegensatz. Subkontrire Aussagen konnen
nicht zugleich falsch, aber zugleich wahr sein.

Die Disjunktion (p v g) ist eine Abschwichung der Konjunktion (p A ¢). Wir spre-
chen von einem subalternen Gegensatz.

Die beiden oberen Ecken des Quadrats stehen zueinander in einem kontréren, die unteren
Ecken in einem subkontrdren Gegensatz. Die Diagonalen driicken einen kontradiktori-
schen Gegensatz aus.

Gesetze des Ersetzens der Implikation

Nach den Gesetzen des Ersetzens der Implikation ist eine aus zwei Aussagen gebildete Im-
plikation einem Ausdruck dquivalent, der aus diesen Aussagen mit Hilfe der Zeichen der
Konjunktion und der Negation oder mit Hilfe der Zeichen der Disjunktion und der Nega-
tion gebildet wurde:

P9 —~(pA=q)
Den Beweis fithren wir wie folgt:
1) p—ogq {Annahme} —(p A—q) {Annahmen}
2) pr—q {A. d. indir. B.} P
3 pr —q {A. d. indir. B.}
4 —q {BK: 2} PA—q {EK: 2,3}
6 ¢ {AR: 1, 3} Widerspruch {1, 4}

Widerspruch {4, 5}

Beispiel 2-64: Ersetzen der Implikation durch die Konjunktion und die Negation

Wenn der Fahrradschlauch ein Loch hat, dann suchen wir das Loch <> Es gilt nicht, dass
der Fahrradschlauch ein Loch hat und wir das Loch nicht suchen.

P29 —pVvyg

Dieses Gesetz folgt aus dem Gesetz des Ersetzens der Implikation durch die Konjunktion
und die Negation anhand des vierten Negationsgesetzes der Konjunktion.

27 siehe bspw. [ZOGL97], S. 91 oder [BORK76], S. 381
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Beispiel 2-65: Ersetzen der Implikation durch die Disjunktion und die Negation
Wenn der Fahrradschlauch ein Loch hat, dann suchen wir das Loch <> Der Fahrrad-

schlauch hat kein Loch oder wir suchen das Loch.
(]

— Gesetz des Ersetzens der Aquivalenz

Dieses Gesetz macht es moglich, eine Aquivalenz durch die Konjunktion von zwei Impli-
kationen, nimlich der Implikation, die dieser Aquivalenz entspricht, und der umgekehrten
Implikation zu ersetzen. Den Beweis dieses Gesetzes fiihren wir {iber die Beseitigungs-
und die Einfiihrungsregel der Aquivalenz.

PpPogeo@—>9)Ar(G—>p)

Beispiel 2-66: Ersetzen der Aquivalenz
Wenn der Fahrradschlauch ein Loch hat, dann und nur dann flicken wir den Fahrrad-

schlauch <> Wenn der Fahrradschlauch ein Loch hat, dann flicken wir ihn und wenn wir

den Fahrradschlauch flicken, dann hat er ein Loch.
]

— Gesetz der Negation der Implikation

Dieses Gesetz erhalten wir aus dem Gesetz des Ersetzens der Implikation durch die Kon-
junktion und die Negation anhand der Negationsregel der Aquivalenzglieder und des Ge-
setzes der doppelten Negation.

=(p—>q9)o>pAr—q

Beispiel 2-67: Negation der Implikation
Es gilt nicht, dass wenn wir ein Rennrad kaufen, dieses im Gelédnde benutzen <> Wir kau-

fen ein Rennrad und benutzen dieses nicht im Gelande.
(]

— Gesetz der Negation der Aquivalenz

Dieses Gesetz erhalten wir iiber das Gesetz des Ersetzens der Aquivalenz, das Negations-
gesetz der Konjunktion und das Negationsgesetz der Implikation.

—(pe>g)pAr—qgVvgr—p

Beispiel 2-68: Negation der Aquivalenz
Es gilt nicht, dass wir dann und nur dann, wenn wir einen Sattel montieren, auch einen
Lenker montieren <> Wir montieren einen Sattel und keinen Lenker oder wir montieren

einen Lenker und keinen Sattel.
(]



2 Aussagen: Elemente einer Produktionstheorie 153

— Regel des zusammengesetzen destruktiven Dilemmas

Aus zwei Implikationen und der Disjunktion der Negation ihrer Nachsétze folgt die Dis-
junktion der Negation ihrer Vordersétze. Nach dieser Regel gilt das folgende Schema:

P9
r—s
—q Vv s
—pV —r
Den Beweis fithren wir wie folgt:
M p—gq
2) ros {Annahmen}
B) —qv-—s
4 —qg—>-—p {Transp.: 1}
B) —s—o-—r {Transp.: 2}
—p Vv ar {Zusammeng. konstruktives

Dilemma: 4, 5, 3}

Beispiel 2-69: Zusammengesetztes destruktives Dilemma

Wenn wir das Gleichgewicht halten kénnen, dann kénnen wir Fahrrad fahren.
Wenn wir den Fiihrerschein haben, dann kénnen wir Auto fahren.

Wir konnen nicht Rad fahren oder wir kénnen nicht Auto fahren.

Wir kdnnen kein Gleichgewicht halten oder wir haben keinen Fiihrerschein.
]

— Regel des einfachen destruktiven Dilemmas

Aus zwei Implikationen mit dem gleichen Vordersatz und der Disjunktion der Negation
ihrer Nachsitze folgt die Negation ihres Vordersatzes. Nach dieser Regel gilt das folgende
Schema:

P9
por
—q Vv —r
-
Der Beweis verwendet die Regel des einfachen destruktiven Dilemmas und das Idempo-
tenzgesetz der Disjunktion.

Beispiel 2-70: Einfaches destruktives Dilemma

Wenn dieses Fahrrad gut rollt, dann ist der Vorderreifen aufgepumpt.

Wenn dieses Fahrrad gut rollt, dann ist der Hinterreifen aufgepumpt.

Der Vorderreifen ist nicht aufgepumpt oder der Hinterreifen ist nicht aufgepumpt.

Dieses Fahrrad rollt nicht gut.
]
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— Gesetz vom ausgeschlossenen Widerspruch

Nach diesem Gesetz kann einer von zwei sich widersprechenden Sachverhalten nicht exi-
stieren:

Dieses Gesetz beweisen wir wie folgt:
1 pA-wp {A. d. indir. B.}
2 »p {BK: 1}
G —»
Widerspruch {2,3}

Beispiel 2-71: Ausgeschlossener Widerspruch

Es gilt nicht, dass (der Fahrradschlauch hat ein Loch und der Fahrradschlauch hat kein
Loch).

]

— Duns-Scotus-Regel

Aus zwei sich widersprechenden Aussagen folgt eine beliebige Aussage. Nach dieser Re-
gel gilt das folgende Schema:

4
__|}) .
q
Der Beweis ergibt sich wie folgt:

1 p {Annahmen}
@ -
) prva {ED: 1}

q {BD: 3,2}

Diese Regel zeigt: Wiirde jemand zwei sich widersprechende Aussagen, also irgendeine

Aussage und ihre Negation, beweisen (kdnnen), konnte er jede Aussage, also auch jede fal-

sche Aussage beweisen.?

Beispiel 2-72: Duns Scotus-Regel/Einfiihrung der Disjunktion

1. Das Paradies existiert und das Paradies existiert nicht: p A —p {Annahme}
2. Das Paradies existiert. {BK: 1}

3. Das Paradies existiert oder das Fahrrad steht in der Ecke. {ED}

4. Das Paradies existiert nicht. {BK: 1}

5. Das Fahrrad steht in der Ecke. {BD: 3, 4}

28 Also muss man nur irgendwo versteckt die Duns Scotus-Regel einbauen, um anschlieBend jeden Unsinn
beweisen zu kdnnen.
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Anstatt dieses Satzes kann jede andere Behauptung aus der Pramisse hergeleitet werden.
]
Beispiel 2-73: Duns Scotus-Regel

Der Fahrradschlauch hat ein Loch und der Fahrradschlauch hat kein Loch. Der Fahrrad-
schlauch hat ein Loch oder Fahrrad Nirwana hat fremdsprachige Klingeln. Ein Fahrrad

Nirwana hat fremdsprachige Klingeln.
]

— Regel Reductio ad absurdum (Widerspruchsregel)
Diese Regel stellt die Giiltigkeit folgender Schemata fest:

P9 P >4
p2p  p2p P2 p2g
—-p p P p
Das erste Schema beweisen wir wie folgt:

H p->-—p {Annahme}

2 »p {A. d. indir. B.}

3 —» {AR: 1,2}
Widerspruch {2, 3}

Die iibrigen Schemata sind analog zu beweisen.

Beispiel 2-74: Reductio ad absurdum
Wenn aus einer Annahme ein Widerspruch (p A —p) abgeleitet werden kann, dann muss
die Annahme falsch sein.

Wenn der Fahrradschlauch ein Loch hat, dann hat der Fahrradschlauch kein Loch.
Der Fahrradschlauch hat kein Loch.

Wenn der Fahrradschlauch ein Loch hat, dann miissen wir ihn flicken.
Wenn der Fahrradschlauch ein Loch hat, dann gilt nicht, das wir ihn flicken miissen.

(Es gilt nicht, dass wir den Fahrradschlauch flicken miissen.)
Der Fahrradschlauch hat kein Loch.
]

Als Anwendung der Widerspruchsregel beweisen wir den Schluss:
pvq
q2p
p
Den Beweis geben wir wie folgt:

(1) pvg {Annahmen}
@ q-p
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3) —wp {A. d. indir. B.}

@ —q {Tol.: 2, 3}

3) p {BD: 1, 4}
Widerspruch {3, 5}

— Regel der Umkehrung der Implikationen

Aus zwei Implikationen, der Disjunktion ihrer Vordersétze und der Negation der Konjunk-
tion ihrer Hintersitze folgen die beiden umgekehrten Implikationen. Dementsprechend
gilt das folgende Schema:

P9
r—s
pvr
—(g ns) '
q—>p
s>
Den Beweis fithren wir wie folgt:
1 p—gq
2) ros {Annahmen}
3) pvr
@ —(gArs)
5) —gv-—s {Negation der Konjunkt.: 4}
(1.1) ¢ {zusidtzliche Annahme}
(1.2) —s {BD: 5, 1.1}
(1.3) —r {Tol.: 2, 1.2}
14 p {BD: 3, 1.3}
q—p {1.1 > 1.4}
2.1 s {zusétzliche Annahme}
2.2) =g {BD:5,2.1}
23) —p {Tol.: 1,2.2}
24 r {BD: 3,2.3}
s—>r {2.1>2.4}

Beispiel 2-75: Umkehrung der Implikation

Wenn dies ein Fahrrad Nirwana ist, dann hat es einen Sattel Futur.
Wenn dies ein Fahrrad Kismet ist, dann hat es einen Sattel Sputnik.
Dieses Fahrrad ist ein Fahrrad Nirwana oder ein Fahrrad Kismet.
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Es ist nicht wahr, dass (das Fahrrad einen Sattel Futur hat und das Fahrrad einen Sattel
Sputnik hat).

Wenn dieses Fahrrad einen Sattel Futur hat, dann ist dies ein Fahrrad Nirwana.

Wenn dieses Fahrrad einen Sattel Sputnik hat, dann ist dies ein Fahrrad Kismet.
|

Die Regel der Umkehrung der Implikationen kdnnen wir auf eine groere Anzahl von Im-
plikationen erweitern. So erhalten wir bspw. das Schema dieser Regel fiir drei Implikatio-
nen:

P14
Pr—4,y
P393
P1VPyVPy
(917 4q5)
_'(‘11 A ‘13)
_'(‘12/\‘13)

9, =P
4y 2Py

a3 P3

Nach diesem Schema folgen aus den Implikationen: Wenn A und B dieselbe Ausstattung
haben, dann werden A und B zum selben Preis verkauft. Wenn A eine bessere Ausstattung
als B hat, so wird A zu einem hoheren Preis als B verkauft. Wenn A eine schlechtere Aus-
stattung als B hat, so wird A zu einem niedrigeren Preis als B verkauft. Aus der Disjunk-
tion der Vordersitze dieser Implikationen und daraus, dass die Hintersétze der 1. und 2.
Implikation, der 1. und 3. Implikation und der 2. und 3. Implikation nicht zugleich wahr
sind, folgen die umgekehrten Implikationen zu diesen drei Implikationen.

Beispiel 2-76: Umkehrung der Implikation

Wenn dies ein Fahrrad fiir Kinder ist, dann sind die Réider klein.

Wenn dies ein Fahrrad fiir Jugendliche ist, dann sind die Rader mittelgrof3.
Wenn dies ein Fahrrad fiir Erwachsene ist, dann sind die Réder groB.

Dies ist ein Fahrrad fiir Kinder oder Jugendliche oder Erwachsene.

Es gilt nicht, dass die Réder klein und mittelgrof sind.

Es gilt nicht, dass die Réder klein und grof3 sind.

Es gilt nicht, dass die Ridder mittelgrof3 und grof sind.

Wenn die Réider klein sind, dann ist dies ein Fahrrad fiir Kinder.
Wenn die Rader mittelgro} sind, dann ist dies ein Fahrrad fiir Jugendliche.

Wenn die Rider grof3 sind, dann ist dies ein Fahrrad fiir Erwachsene.
]
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* Wahrheitsfunktoren. Null-Eins-Priifung

— Wabhrheitsfunktoren

Wahrheitsfunktoren sind aussagenbildende Funktoren von Aussagenargumenten??; der lo-
gische Wert jeder zusammengesetzten Aussage, die mittels eines solchen Funktors gebil-

det wird, wird durch die logischen Werte seiner Argumente bestimmt.>* Wir bezeichnen
die Wahrheit einer Aussage mit dem Symbol ,,1* und die Falschheit einer Aussage mit
dem Symbol ,,0.

Ein derartiger Wahrheitsfunktor ist das Negationszeichen: Der logische Wert einer
Aussage bestimmt den logischen Wert der Negation dieser Aussage. Ist eine Aussage
wahr, dann ist ihre Negation falsch, und wenn eine Aussage falsch ist, dann ist ihre Nega-
tion wahr:

p | —p
1 0
0 1

Wir erhalten nach den Regeln des Einfiihrens und des Beseitigens der Konjunktion aus
zweil Aussagen ihre Konjunktion und aus der Konjunktion jedes ihrer Glieder. Wir folgern

anhand der Definition der logischen Folgerung3l: Sind beide Glieder einer Konjunktion
wabhr, ist die Konjunktion wahr. Und: Ist eine Konjunktion wahr, dann ist jedes ihrer Glie-
der wabhr. Ist irgendein Glied einer Konjunktion falsch, dann ist die Konjunktion falsch.
Demnach ist die Konjunktion dann und nur dann wahr, wenn ihre beiden Glieder wahr
sind. Die Konjunktion ist dann und nur dann falsch, wenn mindestens eines ihrer Glieder
falsch ist. Damit ist das Konjunktionszeichen ein Wahrheitsfunktor:

p q pPAg

1 1 1

0 1 0

1 0 0

0 0 0

Beispiel 2-77: Konjunktion
1 1 ) 1
Das Fahrrad hat einen 0 Das Fahrrad hat 1 Das Fahrrad hat einen 0
) Scheinwerfer und

Scheinwerfer. 1 Reflektoren. 0 0
0 0 Reflektoren. 0

29 siche Abschnitt Funktoren in Kap. 1, Sprachausdriicke, Logik, Schliisse, Abschnitt Sprachausdriicke
und [LOHN11]

3010 den vorherigen Abschnitten ging es vor allem darum, ob Aussagen, die aus anderen Aussagen ge-
wonnen werden, wahr sind. Dann war unsere Aussage: Wenn die Pramissen wahr sind, dann ist die Con-
clusio wahr. Jetzt wird nach der Wahrheit einer einzelnen Pramisse und nach den dafiir notwendigen
formalen Voraussetzungen gefragt.

3l siehe Kap 1, Sprachausdriicke, Logik, Schliisse, Abschnitt Logik: Schlussschemata, logische Gesetze,
logische Folgerungen
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Ein beliebiges Glied einer Disjunktion kann nach der Einfithrungsregel der Disjunktion fiir
die Wahrheit der Disjunktion entscheidend sein: Die Disjunktion ist wahr, sobald irgend-
ein Glied einer Disjunktion wahr ist. Aus einer Disjunktion und der Negation eines ihrer
Glieder folgt nach der Beseitigungsregel der Disjunktion ihr zweites Glied. Ist also eine
Disjunktion und die Negation eines ihrer Glieder wahr, wenn demnach eines ihrer Glieder
falsch ist, dann ist das zweite Glied dieser Disjunktion wahr. Daraus folgt nach der Regel
der zusammengesetzten Transposition: Wenn ein Glied einer Disjunktion falsch und auch
das andere Glied falsch ist, dann ist die Disjunktion falsch. Daher gilt: Die Disjunktion ist
dann und nur dann wahr, wenn mindestens eines ihrer Glieder wahr ist. Die Disjunktion
ist dann und nur dann falsch, wenn ihre beiden Glieder falsch sind. Das Zeichen der Dis-

junktion ist demnach ein Wahrheitsfunktor:

p q pVvq

1 1 1

0 1 1

1 0 1

0 0 0

Beispiel 2-78: Disjunktion

1 1 Das Fahrrad hat 1
Das Fahrrad hat 0 | Der Fahrradfahrer halt | 1 Stltzrader oder der 1
Stutzrader. 1 das Gleichgewicht. 0 Fahrradfahrer halt 1
0 0 das Gleichgewicht. 0

Zur Betrachtung des Implikationszeichens als Wahrheitsfunktor verwenden wir die umge-
kehrte Implikation, die dem Gesetz des Ersetzens der Implikation durch die Disjunktion
und die Negation entspricht. Aus ihrem Beweis folgt die Giiltigkeit des Schemas:

rvq

pP—>4q
Aus der dem Schema zugrunde liegenden Regel leiten wir die Aussagen zur Implikation
ab: Wenn eine bestimmte Disjunktion als Pramisse des Schemas wabhr ist, dann ist auch die
Implikation, die seine Conclusio ist, wahr. Die angesprochene Disjunktion ist wahr, wenn
der Vordersatz der Implikation falsch oder der Hintersatz wahr ist. Damit ist die Implika-
tion wahr, wenn der Vordersatz einer Implikation falsch oder ihr Hintersatz wahr ist. Nach
der Abtrennungsregel folgt aus einer Implikation und ihrem Vordersatz ihr Hintersatz.
Wenn also die Implikation wahr und ihr Vordersatz wahr ist, dann ist auch ihr Hintersatz
wabhr. Jetzt folgt aufgrund der zusammengesetzten Transposition: Die Implikation ist
falsch, wenn der Vordersatz wahr ist und der Hintersatz falsch. Es folgt: Die Implikation
ist dann und nur dann wahr, wenn ihr Vordersatz falsch ist oder ihr Hintersatz wahr ist. Die
Implikation ist dann und nur dann falsch, wenn ihr Vordersatz wahr und ihr Hintersatz

falsch ist.’? Das Zeichen der Implikation gehort daher zu den Wahrheitsfunktoren:
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p q pP—=>4q
1 1 1
0 1 1
1 0 0
0 0 1

Beispiel 2-79: Implikation
—p Vv q : Der Luftdruck ist nicht iiber 1 bar oder der Reifen rollt.
p — q: Wenn der Luftdruck ist liber 1 bar, dann rollt der Reifen.

1 1 1
) Wenn der Luftdruck
Der Luftdruck ist 0 . 1 . . 1
. Der Reifen rollt. Uber 1 bar ist,
uber 1 bar. 1 0 ; 0
0 0 dann rollt der Reifen. 1

Die Implikation trifft offensichtlich zu im ersten und vierten Fall. Im dritten Fall ist die
Aussage falsch: Obwohl der Luftdruck iiber 1 bar liegt, rollt der Reifen nicht. Im zweiten
Fall rollt der Reifen, unabhingig vom Luftdruck, der in diesem Fall nicht iiber 1 bar be-
tragt. Trotzdem kann ich mich hinstellen: Wenn der Luftdruck ist iiber 1 bar, dann rollt der
Reifen. Diese Beobachtung ist mit Zeile 2 - im Gegensatz zu Zeile 3! - nicht widerlegt.

Wenn das Fahrrad
1500 km gefahren ist,
dann ist es 1200 km

gefahren

1
Das Fahrrad ist 1500 km | 0 |Das Fahrrad ist 1200 km
gefahren. 1 gefahren.

0

I o PG

[ I o JEEGNEN

32 Nach der angegebenen Tabelle ist die Implikation wahr, wenn ihr Vordersatz falsch oder ihr Hintersatz
wahr ist. Eine so verstandene materiale Implikation kann somit wahr sein, obwohl es zwischen ihrem
Vordersatz und ihrem Hintersatz keinen engeren Zusammenhang gibt, als den, dass es ausgeschlossen
ist, dass der Vordersatz wahr und der Hintersatz falsch ist. Verwenden wir eine solche Implikation, dann
ist der Ausdruck ,,p — ¢ “ dem Ausdruck ,,—p v g (,,nicht p oder ¢*) oder auch dem Ausdruck
»—(p A —g) “ (,,es ist nicht wahr, dass p und nicht ¢*) 4quivalent. Umgangssprachlich lesen wir aber
die Implikation ,,p — ¢ “ als Bedingungssatz ,,wenn p, so ¢*“. Dieser Bedingungssatz wird umgangs-
sprachlich mit verschiedenen Sinnentsprechungen verwendet:

1. daraus, dass p, folgt, dass ¢

2. der Sachverhalt, dass p, ist der Grund dafiir, dass ¢
3. es ist nicht moglich, dass p und nicht ¢

4. es ist nicht wahr, dass p und nicht g.

Die Logik verwendet die materiale Implikation in dem unter 4. genannten Sinn. Wenn wir die Implika-
tion,,p — g “ falschlicherweise im ersten Sinn verwenden, dann ist dies eine Verwechslung mit der (lo-
gischen) Folgerung. Die Interpretation der Implikation ,,p — ¢ “ als eine Aussage, die feststellt, dass ¢
aus p folgt, ermdglicht paradoxe Konsequenzen, indem man behauptet, dass aus einer falschen Aussage
eine beliebige Aussage folgt (weil die materiale Implikation mit falschem Vordersatz und beliebigem
Hintersatz wahr ist) und dass eine wahre Aussage aus einer beliebigen Aussage folgt (weil die materiale
Implikation mit beliebigem Vordersatz und wahrem Hintersatz wahr ist). Vergleichbar falsche Konse-
quenzen entstehen bei der Verwendung der Implikation in einem der beiden anderen genannten Sinne.
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Die Aquivalenz ist dann und nur dann wahr, wenn (der Einfiihrungsregel und der Beseiti-
gungsregel der Aquivalenz folgend) die ihr entsprechende Implikation und die umgekehrte
Implikation wahr sind: Die Aquivalenz ist dann und nur dann wahr, wenn ihre beiden Glie-
der den gleichen logischen Wert haben. Dagegen ist die Aquivalenz dann und nur dann
falsch, wenn ihre Glieder entgegengesetzte logische Werte haben, weil dann die dieser
Aquivalenz entsprechende Implikation bzw. die umgekehrte Implikation falsch ist. Das
Zeichen der Aquivalenz gehort daher zu den Wahrheitsfunktoren:

p q pPq

1 1 1

0 1 0

1 0 0

0 0 1

Beispiel 2-80: Aquivalenz

1 1 Dann und nur dann, 1
Das Fahrrad hat regular | 0 Das Fahrrad ist ein 1 |wennein Fahrrad regular | 0
genau 1 Rad. 1 Einrad. 0 |genauein Rad hat,istes | 0
0 0 ein Einrad. 1
1 1 Dann und nur dann, 1
Der Luftdruck ist Gber 0 Der Reifen ist orall 1 wenn der Luftdruck ist | O
1 bar. 1 prafl 0 | Uber 1 bar,dannistder | 0
0 0 Reifen prall. 1

Die bisher besprochene Disjunktion nennen wir auch einschlieBende (nichtausschlielen-
de) Disjunktion. Die Wahrheit dieser Disjunktion schlieBt die Wahrheit ihrer beiden Glie-

der nicht aus. Die ausschliefsende Disjunktion33 ist dagegen dann und nur dann wahr, wenn
genau eines ihrer Glieder wahr ist. Diese Disjunktion ist dann und nur dann falsch, wenn
ihre beiden Glieder wahr sind oder beide falsch sind. Wir verwenden ,,oder* als Funktor
fir die einschlieBende und als Funktor fiir die ausschlieBende Disjunktion das ,,entweder
... oder*:

P q entweder p oder ¢
1 1 0
0 1 |
1 0 1
0 0 0

Damit sind die ausschlieBende Disjunktion und die Negation der Aquivalenz Aquivalent.
Die ausschlieBende Disjunktion ist dann und nur dann wahr, wenn die Aquivalenz falsch
ist.

33 oder auch Kontravalenz (siche bspw. [ZOGLIT])
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,Entweder ... oder” verwenden wir als Funktor der ausschlieenden Disjunktion bspw.
in den Ausdriicken:
— Entweder wir fahren bergab oder wir miissen treten.
— Entweder hat ein Fahrrad eine Kettenschaltung oder es hat eine Nabenschaltung
— Entweder verkaufen die S.-Werke Fahrriader zu einem attraktiven Preis oder sie ver-
schwinden vom Markt.

Beispiel 2-81: Ausschlieende Disjunktion

1 |Das Fahrrad Nirwana hat
1 entweder den Sattel

den Sattel Komfort. 0 Futur oder den Sattel
0 Komfort.

1

Das Fahrrad Nirwana hat | 0 |Das Fahrrad Nirwana hat
den Sattel Futur. 1
0

O = =0

Das Exklusionszeichen ,, | “ bezeichnet die Exklusion ,,p|q“, die wir wie folgt lesen:

hochstens p oder ¢ . Die Exklusion ist dann und nur dann wahr, wenn mindestens eines

ihrer Glieder falsch ist. Die Exklusion ist dann und nur dann falsch, wenn die beiden Glie-
der wahr sind. Exklusion und Negation der Konjunktion sind dquivalent:

p q rlq

1 0

0 1 1

1 0 1

0 0 1

Beispiel 2-82: Exklusion

1 1 |Hbéchstens wir reparieren | 0
Wir reparieren das 0 Wir kaufen ein neues 1 das Fahrrad oder wir 1
Fahrrad. 1 Fahrrad. 0 | kaufen ein neues Fahr- | 1
0 0 rad. 1

Die einschlieflende Negation bezeichnen wir mit dem Zeichen ,,y*. Den Ausdruck ,,p w

q ,, lesen wir: weder p noch ¢. Die einschlieBende Negation ist dann und nur dann wabhr,
wenn ihre beiden Glieder falsch sind. Die einschliefende Negation ist dann und nur dann
falsch, wenn mindestens eines ihrer Glieder wahr ist. Die einschlieBende Negation zweier
Ausdriicke ist der Negation der Disjunktion dieser Ausdriicke dquivalent:

p q Pvq
1 1 0
0 1 0
1 0 0
0 0 1




2 Aussagen: Elemente einer Produktionstheorie 163

Beispiel 2-83: EinschlieBende Negation
1

Der Fahrradrahmen ist
weder blau noch rot.

Der Fahrradrahmenist | 0 | Der Fahrradrahmen ist
blau. 1 rot.
0

OO =
- O OO

Wir beenden an dieser Stelle die exemplarische Diskussion der Wahrheitsfunktoren und
stellen uns die Frage, wie viele Wahrheitsfunktoren von einem, von zwei usw. Argumen-
ten existieren. Dann ist bspw. die Negation nicht der einzige Wahrheitsfunktor von einem
Argument: Die Tabelle des Wahrheitsfunktors von einem Argument enthélt trivialerweise
so viele verschiedene Wahrheitsfunktoren von einem Argument, wie verschiedene Anord-
nungen der Symbole 1, 0 in zwei Zeilen einer Spalte eines solchen Funktors moglich sind.

Assertion Negation Funktor verum | Funktor falsum
P as(p) P vr(p) fl(p)
1 1 0 1 0
0 0 1 1 0

Der Funktor verum bildet eine Aussage, die unabhingig vom Argument immer wahr ist.
Der Funktor falsum bildet eine Aussage, die unabhidngig vom Argument immer falsch ist.

Beispiel 2-84: Wahrheitsfunktoren

P as(p) —p vr(p) fl(p)
Das Rad ist ein 1 1 0 1 0
Herrenrad. 0 0 1 1 0

Wir stellen uns eine Montagelinie vor, auf der unter anderem auch Herrenrdder montiert
werden. Das Qualitdtssicherungssystem erfasst die Eigenschaften und verkiindet am 3.
Takt: ,,Dies ist ein Herrenrad”. Zum 4. Takt kommt die Aussage: ,,Dies ist kein Herren-
rad®. Dann stimmt die Assertion diesen Aussagen zu, die Negation ,,widerspricht immer*.
Der Funktor verum sagt: ,,Auf dieser Linie werden nur Herrenrdder montiert.“ Der Funktor
falsum sagt: ,,Auf dieser Linie werden keine Herrenrdder montiert.*

Die Tabelle eines Wahrheitsfunktors von n Argumenten besteht aus n Argument-Spalten

und 2" Zeilen. Die Tabelle eines Wahrheitsfunktors mit zwei Argumenten hat demnach
2

22 = 4 Zeilen. Die Anzahl der Wahrheitsfunktoren mit zwei Argumenten ist 2° . Die

nachstehende Tabelle zeigt alle 16 Wahrheitsfunktoren mit zwei Argumenten. Die bespro-

chenen Funktoren der Exklusion, der Implikation, der Aquivalenz, der einschlieBenden

Negation, der Disjunktion, der ausschlieBenden Disjunktion und der Konjunktion sind die

Funktoren F2, FS’ F7, F8, F9, FlO’ F15 .
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Fy | By |Fy |Fy Fs | Fg | Fq  Fg | Fo | Fo\Fy Fio Fia|Frg Fis/Fg
1l1 |1 /0|1 /0 1 /01|01 0 1/0 1/0]1 0
o111 o0lol1l1]olol1/1l0olol1/1]0 0
1tlol1 /111 0/0lolol1/1]/1/ 1 0l0]o0lo0
olol1l1 11|11/ 1]1l0o/lolololololo o

Fiir die Funktoren Fl’ F3, F4, F6, F1 1> F12’ F13, F14 und F16 gelten die Aquivalenzen:

Fip.g9) o (pv—-p)r(gv—q)<>pV—p

Fi(p,q) > q—p

Fylp.q) =g n(pVv—p)eo—q

Fe(p,q) > —pnr(qgv—q)o—p

Flup,q)opn(qgv—g)op

Fi,(p,q) o pr—q

Fi3(pq) o qn(pv—p)eog

Fia, ) —png

Fiep:q) > (pr—p)r(gr—q)>pn—p.
Der Funktor F, ist der Funktor verum von zwei Argumenten. F'5 ist ein Funktor, der die
umgekehrte Implikation bildet. Den Ausdruck ,,F';(p, ¢) ““ lesen wir: ,.,p unabhdngig da-
von, ob g oder nicht ¢*. Analog lesen wir die mit Hilfe der Funktoren F';5, F¢ und F,

gebildeten Ausdriicke. Der Funktor F ¢ ist der Funktor falsum von zwei Argumenten.34

34 Siche die Zusammenstellung der Junktoren bspw. in [ZOGL97] (Die Werte der Argumente wie in der
Tabelle oben):

Name Wabhrheitstafel |Zeichen |Name Wahrheitstafel | Zeichen
Tautologie Jifw|w|w|w T Kontravalenz Jg | Flw|w]|f | > <«
Exklusion o | flwlw|w | Postpendenz Jig|w | f|lw]f L
Implikation Jg [w | f|w|w > Prapendenz Jyglww| f|f _
Replikation Jg [w|w /| f|lw < Rejektion Jpp| F | flw v
Disjunktion Js |wiw | w]|f v Préasektion Jig| £ fFlw]|f —
Pranonpendenz  Jg | f | f | w | w —| Postsektion Jig| flw]| f|f >—
Postnonpendenz J; | f |w | f | w — Konjunktion Jig|w | f | f | f A
Aquivalenz Jg |[w | f | f|lw <4» |Antilogie Jig| F | F | f ] f 1
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Die Tabelle eines Wahrheitsfunktors von drei Argumenten hat 8 Zeilen und 256 Wahr-
heitsfunktoren. Beispiele fiir Wahrheitsfunktoren von drei Argumenten sind Bindeworter,

die dreigliedrige Konjunktionen oder Disjunktionen bilden. >

Beispiel 2-85: Dreigliedrige Konjunktion, dreigliedrige Disjunktion
Das Fahrrad Nirwana hat ein Vorderrad Mavic und ein Hinterrad Mavic und einen Lenker
Cinelli. Das Fahrrad Nirwana hat einen Sattel Brooks oder einen Sattel Itala oder einen

Sattel Selle Royal.
]

Einen Wahrheitsfunktor ' von n Argumenten kénnen wir mit Hilfe der Wahrheitsfunkto-
ren F P +oes F & ur dann definieren (bestimmen), wenn es fiir den Ausdruck F(p > pn)

einen dquivalenten Ausdruck gibt, der ausschlieflich mit Hilfe der Aussagenvariablen:
Py> ---» P, und der Wahrheitsfunktoren F, ..., F; notiert ist. Ein solcher &quivalenter

Ausdruck, der ausschlieBlich mit Hilfe der Aussagenvariablen: p, ..., p, und der Funk-
toren F'y, ..., F; notiertist, definiert den gegebenen Funktor /" oder auch den mit Hilfe des

Funktors F gebildeten Ausdruck.>® Bspw. lisst sich die dreigliedrige Konjunktion mit Hil-
fe der Konjunktion von zwei Argumenten definieren. Der Ausdruck ,,(p A ¢) A 7 “und der

ihm aufgrund des Assoziativgesetzes dquivalente Ausdruck ,,p A (¢ A r) “ definieren eine
solche drei-gliedrige Konjunktion. Genauso kdnnen wir mit Hilfe der Konjunktion von
zwei Argumenten die Konjunktion von n Argumenten definieren. Sie ist dann und nur
dann wahr, wenn alle ihre Glieder wahr sind.

Beispiel 2-86: Dreigliedrige Konjunktion
Ein Fahrrad hat ein Vorderrad und ein Hinterrad und ein Fahrrad hat einen Lenker <> Ein

Fahrrad hat ein Vorderrad und ein Fahrrad hat ein Hinterrad und einen Lenker.
(]

In gleicher Weise definiert der Ausdruck ,,(p v ¢) v r* oder auch der ihm &dquivalente

Ausdruck ,,p v (g v r) “ die dreigliedrige iibliche Disjunktion. Entsprechend kdnnen wir
mit Hilfe der tiblichen (nichtausschlieBenden) Disjunktion von zwei Argumenten die {ib-
liche (nicht ausschlieBende) Disjunktion von n Argumenten definieren, die dann und nur
dann wabhr ist, wenn mindestens eines ihrer Glieder wahr ist.

35 Ein Bindewort mit drei Argumenten existiert in der deutschen Sprache nicht (siche bspw. [DMSW96],
S. 40). ,,Entweder ... oder ...“ hat nur zwei Argumente. Fiir so etwas wie ,,Entweder Prs auf jeden Fall
P, oder py ,, haben wir in der Umgangssprache keine Bindewdrter (Konjunktionen). Also ist in Beispiel
2-85 darauf hinzuweisen, dass der Funktor ,,und* kein Funktor von drei Argumenten ist, sondern jeweils
zwei Argumente bindet.

36 ur ,Definition sieche Kap. 1, Sprachausdriicke, Logik, Schliisse, Abschnitt Definitionen, insbesondere

Nominaldefinition
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Beispiel 2-87: Dreigliedrige Disjunktion
Das Fahrrad Nirwana hat Sattel Futur oder Pedal Trampel oder das Fahrrad Nirwana hat
Rahmen Atlas <> Das Fahrrad Nirwana hat Sattel Futur oder das Fahrrad hat Pedal Tram-

pel oder Rahmen Atlas.
]

Die dreigliedrige ausschlieende Disjunktion ist dann und nur dann wahr, wenn eines und
nur eines ihrer Glieder wahr ist. Diese dreigliedrige ausschlieende Disjunktion, der in ei-
ner ihrer Bedeutungen die Redewendung ,,entweder p oder ¢ oder r* entspricht, wird durch
den folgenden Ausdruck definiert:

(pvagvir)An=(prg)r—(pArr)A—=(gAar).

p q r p oder g oder r
1 1 1 0

0 1 1

1 0 1 0

0 0 1 1

1 1 0 0

0 1 0 1

1 0 0 1

0 0 0 0

Beispiel 2-88: Exklusive dreigliedrige Disjunktion

Das Fahrrad Nirwana hat Sattel Futur oder Sattel Komfort oder Sattel Retro und es gilt
nicht, dass das Fahrrad Nirwana Sattel Futur und Sattel Komfort hat und es gilt nicht, dass
das Fahrrad Nirwana Sattel Komfort und Sattel Retro hat und es gilt nicht, dass das Fahrrad

Nirwana Sattel Futur und Sattel Retro hat.
[}

Mit den Zeichen der Negation, der Konjunktion und der Disjunktion kdnnen wir jeden an-
deren Wahrheitsfunktor von n Argumenten definieren. Zum Beweis geben wir fiir Aus-
driicke, die mit Hilfe definierter Funktoren gebildet wurden, mit Hilfe der Zeichen der
Negation, der Konjunktion und der Disjunktion dquivalente Ausdriicke an.’” Die ein-
schlieBende Negation bspw. ist nur in einem Fall wahr, ndmlich dann, wenn ihre beiden
Glieder falsch und ihre Negationen wahr sind. Die einschlieBende Negation ,,weder p noch
q‘ ist also dann und nur dann wahr, wenn die Konjunktion ,,—p A —g “ wahr ist; somit ist
anhand des Zeichens der Negation und der Konjunktion der Funktor der einschlieBenden
Negation definiert. Zu den Beispielen fiir Wahrheitsfunktoren, die in mehr als nur einem
Fall wahre Aussagen bilden, gehort die Aquivalenz. Sie ist in zwei Fillen wahr: Wenn ihre
beiden Glieder wahr sind und wenn ihre beiden Glieder falsch sind. Die Aquivalenz
»p <> g “ ist dann wahr, wenn die Konjunktion ,,p A g “ oder die Konjunktion ,,—p A —g

wahr ist. Das ist der Fall dann und nur dann, wenn die Disjunktion ,p A g Vv —p A =g
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wahr ist. Dieser mittels der Zeichen der Negation, der Konjunktion und der Disjunktion
notierte Ausdruck ist dem Ausdruck ,,p <> ¢ “ dquivalent; er definiert daher das Aquiva-

lenzzeichen. Vergleichbar ist die Implikation ,,p — ¢ * einer mit Hilfe der Zeichen der Ne-
gation, der Konjunktion und der Disjunktion notierten Disjunktion &quivalent. Daher
koénnen wir das Implikationszeichen mit Hilfe der genannten Funktoren definieren. In der
Spalte des Funktor falsum von zwei Argumenten tritt schlielich nie der Wert 1 auf. Der

Ausdruck ..fI(p, q)“ ist daher dem Ausdruck —(p A g) A —=(—p A g) A—=(p A—qg) A

—(—p A —q) &dquivalent. Auch der Funktor falsum von zwei Argumenten wird demnach
iiber die Zeichen der Negation und der Konjunktion definiert.

Beispiel 2-89: Funktor falsum

Es gilt nicht, dass das Fahrrad Nirwana Sattel Futur und Pedal Trampel hat und es gilt
nicht, dass das Fahrrad Nirwana nicht Sattel Futur und Pedal Trampel hat und es gilt nicht,
dass das Fahrrad Nirwana Sattel Futur und nicht Pedal Trampel hat und es gilt nicht, dass

das Fahrrad Nirwana nicht Sattel Futur und nicht Pedal Trampel hat.
]

Einen Ausdruck, der mittels der Zeichen der Negation, der Konjunktion und der Disjunk-
tion notiert ist und einen gegebenen Wahrheitsfunktor von n Argumenten definiert, bilden
wir allgemein wie folgt: Den Zeilen der Tabelle, bei denen in der Spalte des Funktors der
Wert 1 auftritt, ordnen wir die Konjunktion der Variablen (wenn in einer solchen Zeile un-
ter den gegebenen Variablen der Wert 1 auftritt) oder die Negation der Variablen (wenn in
einer solchen Zeile unter der gegebenen Variablen der Wert 0 auftritt) zu. Tritt in der Spal-
te des Funktors nur einmal der Wert 1 auf, dann ist ein diesen Funktor definierender Aus-
druck die Konjunktion. Sie wird auf die angegebene Weise gebildet und der Zeile
zugeordnet, in der in der Spalte des Funktors der Wert 1 auftritt. Tritt in der Spalte des
Funktors der Wert 1 mehr als einmal auf, dann ist ein diesen Funktor definierender Aus-
druck die Disjunktion der Konjunktionen. Diese werden auf die angegebene Weise gebil-
det und den Zeilen zugeordnet, in denen in der Spalte des Funktors der Wert 1 auftritt. Tritt
in der Spalte des Funktors der Wert 1 nicht auf, dann ist ein diesen Funktor definierender
Ausdruck die Konjunktion der Negationen aller einzelnen Konjunktionen. Diese werden
wie oben angegeben gebildet.

37 Alle Junktoren lassen sich durch eine Kombination aus Negation, Konjunktion und Disjunktion darstel-
len [ZOGLI97]:
A|B = —A4 v =B = nicht zugleich 4 und B
A—> B = —-4Av B =Wenn 4, dann B
A<« B = Av—B = A nur dann, wenn B
A<>B = (=Av B)A (4 A=B) =4 genau dann, wenn B
A>—<B = (=4 AB)v (4 A—=B) =entweder 4 oder B
AV B = —4A—B =weder Anoch B
A— B = —-4AAB =Bohne 4
A>— B = AA—-B =A4ohne B
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Konjunktion der Negationen der Konjunktionen —(p A g) A =(p A7) A —=(g A T)

Disjunktion der Konjunktion (p Ag) v (p AFr) Vv (g AT)

Konjunktion p A g A ¥

AN

S = O = O = O =
S O = = O O =

S O O O = = = =X
S O O O O O O =
O OO = O = =
S O O O O O O O

Mit dem im vorhergehenden Abschnitt angegebenen Gesetz des Ersetzens der Konjunkti-
on durch die Disjunktion und die Negation konnen wir das Konjunktionszeichen mit Hilfe
der Zeichen der Negation und der Disjunktion zu definieren. Fiir die angefiihrte Behaup-
tung von der Definierbarkeit der {ibrigen Wahrheitsfunktoren mit Hilfe der Zeichen der
Negation, der Konjunktion und der Disjunktion folgt daraus: Mit den Zeichen der Negati-
on und der Disjunktion ldsst sich jeder tibrige Wahrheitsfunktor von » Argumenten defi-
nieren.>® Analog schliefien wir aufgrund des Gesetzes des Ersetzens der Disjunktion durch
die Konjunktion und die Negation auf die Definierbarkeit des Zeichens der Disjunktion
mit Hilfe der Zeichen der Negation und der Konjunktion: Mittels der Zeichen der Negation
und der Konjunktion kénnen wir jeden iibrigen Wahrheitsfunktor von » Argumenten defi-
nieren.

Eine Aussage, die feststellt, dass der Funktor F auf bestimmte Weise mit Hilfe der

Funktoren F oo k darstellbar ist, also eine Aussage, die feststellt, dass der Ausdruck
F (pl, ey pn) einen bestimmten, mit Hilfe der Variablen Py Dy, und der Funktoren
F e F k notierten Ausdruck dquivalent ist, heiflt eine Definition eines Wahrheitsfunk-

tors F von n Argumenten mit Hilfe der Funktoren F P oees F - Eine solche Definition no-

tieren wir mittels des Zeichens der Definitionsgleichheit und schreiben links von := den zu
definierenden Ausdruck F(p, ..., p, ) , das Definiendum, rechts von := den definierenden

Ausdruck, das Definiens, mit Hilfe der Variablen: Pp> Py und der Funktoren

Fl,...F 39 Bspw. definieren wir das Zeichen der Disjunktion mittels der Zeichen der

38 Siche Junktorenbasen in [ZoGLI97], S. 54
39 Siehe Nominaldefinition in Kap. 1, Sprachausdriicke, Logik, Schliisse, Abschnitt Definitionen
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Negation und der Implikation: p v g: = —p — ¢ . Mit dieser Definition stellen wir fest:

Der Ausdruck ,,p v g “ und der Ausdruck ,,—p — ¢ “ sind dquivalent. Eine derartige De-
finition ist dann und nur dann richtig, wenn sie wahr und ihr Definiendum mit ihrem De-
finiens &dquivalent ist. Der Nachweis der Richtigkeit ist somit ein Nachweis dieser
Aquivalenz. Eine erste Vorgehensweise fiir diesen Nachweis besteht darin, die Aquivalenz
beider Seiten der Definition mit Hilfe der Regeln des Annahmesystems zu beweisen. Diese
Vorgehensweise wenden wir bei den Funktoren an, fiir die wir die Regeln des Annahmesy-
stems formuliert haben. Fiir den Nachweis der Richtigkeit der angegebenen Definition des
Zeichens der Disjunktion mittels der Zeichen der Negation und der Implikation miissen
wir dann das Gesetz p v g <> —p — g beweisen. Die zweite Vorgehensweise weist mit
den Tabellen der gegebenen Wahrheitsfunktoren nach, dass die logischen Werte beider
Seiten fiir gleiche Variablenwerte gleich sind. Mit dieser Vorgehensweise priifen wir die
Richtigkeit einer Definition, indem wir mit Hilfe der Tabellen fiir Disjunktion, Negation
und Implikation die logischen Werte immer umfangreicherer Ausdriicke berechnen. Wir
erhalten als Ergebnis:

pvqg =" p 249
I 11 01 11
0 1 1 1 011
1 10 0110
0 00 1 0 00

Die linke und die rechte Seite der Definition haben fiir die gleichen logischen Werte der
Variablen den gleichen logischen Wert; damit ist die Definition richtig.40

Beispiel 2-90: Beispiel einer Definition

Der Reifen hat unter 1 bar oder der Reifen rollt gut := Es gilt nicht, dass der Reifen nicht
unter 1 bar hat und nicht gut rollt. !

Der Reifen hat unter 1 bar oder der Reifen rollt gut := Wenn nicht gilt (Der Reifen hat unter

1 bar), dann rollt der Reifen gut.
]

Das Zeichen der Disjunktion ldsst sich mit dieser Definition tiber das Zeichen der Negation
und der Implikation definieren. Daraus folgt zusammen mit der Definierbarkeit aller iibri-
gen Wahrheitsfunktoren anhand der Zeichen der Negation und der Disjunktion, dass wir
diese Wahrheitsfunktoren alle mit Hilfe der Zeichen der Negation und der Implikation de-
finieren konnen.

40 pie Aussage ist: Gleiche Variable, gleiche Werte. Das sind in diesem Beispiel die Variablen p und ¢,
nicht A ,— und —!

4l siehe Ersetzen der Disjunktion durch die Konjunktion und die Negation
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Beispiel 2-91: Beispiel einer Definition

Das Fahrrad ist unvollstdndig oder das Fahrrad ist verkehrstauglich := Es gilt nicht, dass
das Fahrrad nicht unvollstindig ist und nicht verkehrstauglich ist. Das Fahrrad ist unvoll-
standig oder das Fahrrad ist verkehrstauglich:= Wenn nicht gilt (Das Fahrrad ist unvoll-

standig), dann ist das Fahrrad verkehrstauglich.
]

Wir weisen die Richtigkeit der Definitionen der oben angefiihrten einstelligen Wahrheits-
funktoren iiber die zweite Vorgehensweise nach:

v )= p 2> p|fl = - @ 2> pla @ = p
11 1 1 1]0 1 0 1 1 1|1 1 1
10 0 1 0/0 0 0 0 1 00 0 0

Die letzte Definition zeigt, dass wir den Funktor der Assertion ausschlieBlich mit Hilfe von
Variablen definieren konnen: Fiir den Ausdruck ,,as(p)“ existiert ein dquivalenter Aus-
druck, der nur aus der Aussagenvariablen ,,p* besteht.

Im folgenden tiberpriifen wir die Richtigkeit der Definition der Zeichen der Negation
und der Konjunktion iiber das Zeichen der Exklusion:

- p =p L plp A g =01 9 I @ | 9
0 1 1o 11 1 0 1 1 1 0 1
10 01 0/0 0 1 01 1 0 0 1 1
1 0 0 1 1 0 0 1 1 0
0 0 0 01 0 0 0 1 0

Mit dem Zeichen der Negation und der Konjunktion lassen sich alle iibrigen Wahrheits-
funktoren definieren. Dann folgt aufgrund dieser Definitionen: Das Zeichen der Exklusion
reicht allein zur Definition aller iibrigen Wahrheitsfunktoren aus.

Beispiel 2-92: Definition der Konjunktion {iber Exklusion

Das Fahrrad Nirwana hat Sattel Futur und das Fahrrad Nirwana hat Pedal Trampel := Es
gilt hochstens, dass hochstens das Fahrrad Nirwana den Sattel Futur hat oder das Fahrrad
Nirwana das Pedal Trampel hat, oder dass hochstens das Fahrrad Nirwana den Sattel Futur

hat oder das Fahrrad Nirwana das Pedal Trampel hat.
]

Das Zeichen der einschlieBenden Negation (Rejektion) ist der zweite Wahrheitsfunktor
von zwei Argumenten, der allein ausreicht, um alle tibrigen Wahrheitsfunktoren zu defi-
nieren, weil wir mit ihm die Zeichen die Zeichen der Negation und der Disjunktion defi-
nieren konnen, die ihrerseits zur Definition aller {ibrigen Wahrheitsfunktoren von n
Argumenten ausreichen. Die Priifung der Richtigkeit der Definition der Zeichen der Ne-
gation und der Disjunktion mittels des Zeichens der einschlieBenden Negation geben wir
wie folgt:
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- p = p pler v ¢ = @ v o Vv @ V 9
0 1 1 111 1 0o 1 1 1 0 1
10 0 1 0/l0 1 1 0 0 1 1 0 0 1
1 1 0 1 0 0 1 1 0 0
0 0 0 01 0 0 0 1 0

Beispiel 2-93: Definition der Disjunktion iiber einschliefende Negation

Das Fahrrad Nirwana hat den Sattel Futur oder das Fahrrad Nirwana hat das Pedal Trampel
:= Es gilt weder, dass weder das Fahrrad Nirwana den Sattel Futur noch das Fahrrad Nir-
wana das Pedal Trampel hat noch dass weder das Fahrrad Nirwana den Sattel Futur hat

noch das Fahrrad Nirwana das Pedal Trampel hat.
]

Damit haben wir gezeigt, dass das Zeichen der Exklusion und das Zeichen der einschlie-
Benden Negation die beiden Wahrheitsfunktoren von zwei Argumenten sind, von denen
jeder zur Definition aller iibrigen Wahrheitsfunktoren von » Argumenten ausreicht.

— Null-Eins-Priifung

Mit den Tabellen der Wahrheitsfunktoren konnen wir die Ausdriicke und Schemata des

klassischen Aussagenkalkiils auf ihre Wahrheit tiberpriifen (Null-Eins-Priifung):

1. Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch (Prinzip der Zweiwertigkeit).

2. Alle Funktoren des Aussagenkalkiils sind Wahrheitsfunktoren; die logischen Werte
der zusammengesetzten Aussagen sind deshalb durch die logischen Werte der Teilaus-
sagen bestimmt (Extensionalitét aller Funktoren des Aussagenkalkiils).

Wenn wir feststellen wollen, dass ein gegebener Ausdruck ein logisches Gesetz*? ist, dann
miissen wir seine Wahrheit fiir alle Werte der Variablen iiberpriifen. Diese Variablen sind
im Aussagenkalkiil Aussagenvariablen, die nach dem Prinzip der Zweiwertigkeit wahre
oder falsche Aussagen sind. Fiir den Nachweis, dass ein Ausdruck des Aussagenkalkiils
ein logisches Gesetz ist, haben wir zu zeigen, dass er immer wahr ist, unabhangig davon,
ob die den Variablen zugeordneten Aussagen wahr oder falsch sind. Deshalb beginnt die
Priifung mit der Zuordnung aller méglichen Anordnungen der logischen Werte 1 und 0 zu
den Variablen des zu priifenden Ausdruckes. Danach berechnen wir ausgehend von den
einfachsten Teilausdriicken des gegebenen Ausdruckes nacheinander die logischen Werte
aller Teilausdrucke bis zur Berechnung des logischen Wertes des zu priifenden Ausdruc-
kes; dabei verwenden wir die Tabellen der in dem betreffenden Ausdruck auftretenden
Wahrheitsfunktoren.
Ein erstes Beispiel fiir die Null-Eins-Priifung von Ausdriicken des Aussagenkalkiils sei:
p v —~p
1 1 0 1
0o 1 1 0

42 siehe Kap. 1, Sprachausdriicke, Logik, Schliisse, Abschnitt Logische Gesetze
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Unter die Aussagenvariable p schreiben wir in der ersten Zeile der Priifung den Wert 1, in
der zweiten Zeile den Wert 0. Dann berechnen wir den logischen Wert des Ausdruckes

»—p , anschlieBend den logischen Wert des Ausdruckes ,,p v —p “. Hat ,,p“ den Wert 1

(erste Zeile), folgt fiir den Ausdruck ,,—p “ der Wert 0. Dieser Wert findet in der ersten
Zeile seinen Platz unter dem Negationszeichen. Hat ,p* den Wert 0 (zweite Zeile), dann
schreiben wir fiir ,,—p “ den Wert 1 unter das Negationszeichen. Das erste Glied ,,p* der

Disjunktion ,,p v —p “hat in der ersten Zeile den Wert 1, das zweite Glied den Wert 0. Aus
der Tabelle fiir die Disjunktion entnehmen wir fiir eine solche Disjunktion den Wert 1 und
schreiben diesen in der ersten Zeile unter das Disjunktionszeichen. In der zweiten Zeile der
Priifung hat das erste Glied ,,p* den Wert 0, wahrend das zweite Glied den Wert 1 hat.
Nach der Tabelle fiir die Disjunktion schreiben wir dann den Wert 1 in die zweite Zeile
unter das Disjunktionszeichen. Damit hat der gepriifte Ausdruck den Wert 1 unabhéngig
davon, ob ,,p*“ den Wert 1 oder den Wert 0 hat. Er ist ein immer wahrer Ausdruck und daher
ein logisches Gesetz. Analog schreiben wir fiir die Priifung der Wahrheit des Ausdruckes
»—(p A —p) “ die Werte 1 und 0 unter die Variable; anschlieBend berechnen wir die logi-
schen Werte der zusammengesetzten Ausdriicke. Die Werte schreiben wir dabei unter die
diese zusammengesetzten Ausdriicke bildenden Funktoren. Das Ergebnis ist:

- @ A = D

1 1 0 0 1

1 0 0 1 0

Es ist der Nachweis, dass der gepriifte Ausdruck wahr und somit ein logisches Gesetz ist.
Tritt in einem gegebenen Ausdruck eine groBere Anzahl von Variablen auf, miissen wir

zu Beginn alle moglichen Anordnungen der logischen Werte unter die Variablen schrei-

ben. Wir betrachten ein Beispiel fiir die Priifung eines Ausdruckes mit zwei Variablen:

@ - 9 v @ - p

1 1 1 1 1 1 1
o 1 1 1 1 0 O
1 0 0 1 0 1 1
o 1 o 1 0 1 O

Fiir diese Priifung berechnen wir zuerst die logischen Werte der Ausdriicke ,,p — g *,
»q = p “und dann des Ausdruckes ,,(p = q) v (¢ — p) ; wie wir sehen, ein immer wah-
rer Ausdruck. Der gepriifte Ausdruck ist aufgrund der Aquivalenz: p — g <> —p v ¢ dem
Ausdruck ,,(—p v q) v (=g Vv p) “ dquivalent. Dieser Ausdruck folgt aus dem Gesetz vom
ausgeschlossenen Dritten, wenn wir die Einfilhrung der Disjunktion und das Assoziativ-
gesetz fiir die Disjunktion nutzen.** Wir priifen den Ausdruck (p —> q) > (¢ > p):

- 9 > @ = p

1 1 1 1 1 1 1
o 1 1 0 1 0 O
1 0 0 1 0 1 1
o 1 o0 1 o0 1 O
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Im Gegensatz zu den ersten Beispielen hat der gesamte Ausdruck in der zweiten Zeile den
Wert 0. Deshalb ist dieser Ausdruck kein logisches Gesetz.

Vielfach ist eine verkiirzte Priifung moglich: Wenn wir einen Ausdruck von der Form
einer Implikation priifen, dann untersuchen wir, ob unter der Annahme der Wahrheit ihrer
Vordersétze der ihnen entsprechende Hintersatz wahr sein muss. Der gepriifte Ausdruck
ist in diesem Fall wahr; wenn seine Vordersétze wahr sind, ist es ausgeschlossen, dass der
ihnen entsprechende Hintersatz falsch ist.

Wir geben Beispiele fiir eine solche verkiirzte Priifung.

— p A\ — q —> (p \ q )
1 0 1 1 0 1 0 0 O
| A

Wir beginnen mit der Annahme, dass der Ausdruck ,,—p A —¢g “ als Vordersatz der Impli-

kation wahr ist. Dazu miissen nach der Tabelle fiir die Konjunktion die Ausdriicke ,,—p “

und ,,—q “ wahr sein. Die Ausdriicke ,,p* und ,,¢ sind dann falsch. Daher schreiben wir
im Hintersatz unter die Variablen ,,p* und ,,¢* den Wert 0. In diesem Fall hat der Ausdruck
P Vv q “nach der Tabelle fiir die Disjunktion den Wert 0; diesen Wert schreiben wir unter
das Zeichen der Disjunktion. Die Negation dieses Ausdruckes besitzt dann den Wert 1.
Wir notieren diesen Wert unter dem Zeichen der Negation, mit der der Hintersatz der Im-
plikation beginnt. Wenn wir jetzt die Wahrheit des Vordersatzes der zu priifenden Impli-
kation voraussetzen, muss demnach ihr Hintersatz wahr sein. Daraus folgt, dass der
Ausdruck immer wahr ist.

Auch im Beispiel
@ = 9o =g ->n - @ > 1
1 1 1 1 1 1 1 1

| \ L4

nehmen wir die Wahrheit der Vordersétze ,,p — ¢ “, ,,g > r“, ,,p* an. Wenn die Implika-
tion ,,p — ¢ “ und ihr Vordersatz ,p* jeweils den Wert 1 haben, dann folgt auch fiir ihren

Hintersatz ,,¢* der Wert 1. Hat die Implikation ,,¢g — r * gemall Voraussetzung den Wert
1 und ihr Vordersatz ,,qg* wie festgestellt ebenfalls den Wert 1, dann kann auch der Hinter-
satz . nur den Wert 1 haben. Die Annahme der Wahrheit der Vordersétze bedingt also
die Wahrheit des entsprechenden Hintersatzes, woraus unmittelbar die Wahrheit des ge-
priiften Ausdrucks folgt. Die oben angegebene Priifung des Gesetzes des bedingten Syllo-
gismus entspricht dem direkten Annahmebeweis dieses Gesetzes. Die unverkiirzte

Priifung dieses Gesetzes erfordert acht Zeilen.*

Ggf. ist die Annahme der Falschheit des Hintersatzes einer Implikation zweckmaBiger.
Stellt sich heraus, dass in diesem Fall der Vordersatz bzw. einer ihrer Vordersitze falsch
sein muss, ist die Implikation wahr. Es ist dann ausgeschlossen, dass der Vordersatz wahr

43 Dieses Gesetz ist ein weiteres Beispiel dafiir, dass wir die materiale Implikation nicht mit der logischen
Folgerung gleichsetzen diirfen. Verstehen wir ndmlich den Ausdruck ,,p — ¢ * als einen Ausdruck, der
feststellt, dass g aus p folgt, so fiihrt dies zu der falschen Schlussfolgerung, dass es fiir zwei beliebige
Aussagen wahr ist, dass entweder aus der ersten die zweite oder aus der zweiten die erste folgt.
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ist bzw. alle Vordersétze wahr sind und der Hintersatz der Implikation falsch ist. Im Bei-
spiel
- P \ - qg —> = (p N q)
o 1 0 0 1 I 1 1
4 |

nehmen wir daher an, dass der Ausdruck ,,—(p A ¢) “ falsch ist. Dann haben der Ausdruck

»P A g “sowie die Ausdriicke ,,p“ und ,,¢* den Wert 1. Dann folgt fiir die Ausdriicke ,,—p “

und ,,—¢q “ der Wert 0; ihre Disjunktion ,,—p v —g “ hat ebenfalls den Wert 0. Wenn wir
die Falschheit des Hintersatzes der zu priifenden Implikation annehmen, dann muss auch
ihr Vordersatz falsch sein, die gepriifte Implikation ist also immer wahr. Zeigt die verkiirz-
te Priifung einer Implikation, dass bei wahrem Vordersatz der Hintersatz fiir mindestens
eine Anordnung der Variablenwerte falsch ist, ist der gesamte Ausdruck falsch. Genauso
ist der gepriifte Ausdruck falsch, sobald bei falschem Hintersatz der Vordersatz in einem
einzigen Fall wahr ist.

Beispiel 2-94: Verkiirzte Priifung/Falschheit der Ausdriicke
- P A q@ > = p A = (g
1 0 0 1 1 0 0 0 1

4 UUberpriifen der Wahrheit

- p A g > = p Vv 9
1 o 1 1 o0 1 1 0 0 0
0 1 o 1 o0 1 0 1 1 o0
1 0 0o O 1 1 o0 0 1 1
0 1 0o o0 1 1 o0 1 1 1
¢ - 9 > g »> n - @ - 0l
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 1 1 1 1 1 1 1 o0 1 1
1 o o 1 o 1 1 1 1 1 1
o0 1 o 1 o0 1 1 1 o0 1 1
!1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0
o0 1 1 1 1 0o o0 1 0 1 0
1 o0 o 1 o0 1 0 O 1 0 0
0 1 0o 1 o0 1 0 1 0 1 0
- p v =g > = P A 9
0 1 1 o0 1 1 0 1 1 1
1 0 0o O 1 1 1 0 o0 1
0 1 1 1 o 1 1 1 0 0
0 0 1 1 o0 1 1 0 0 0
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Angenommen der Vordersatz der Implikation ist wahr. Die Konjunktion ,,p A ¢ ““ hat dann
den Wert 0. Dazu muss mindestens eines ihrer Glieder den Wert 0 haben. Wenn wir an-
nehmen, dass ,,g* den Wert 1 hat, dann hat der Hintersatz den Wert 0. Der Ausdruck ist
falsch.

- p v = qg > = (Vv 9

o 1 1 1 0 o 1 1 o0

Angenommen, der Hintersatz der Implikation ist falsch. Die Disjunktion ,,p v ¢ “ hat den
Wert 1. Dafiir nehmen wir an, dass das Glied ,,p* den Wert 1 hat. Aulerdem nehmen wir
noch zuldssig an, dass ihr zweites Glied ,,¢g* den Wert 0 hat. Dann hat ,,—¢q * und der Vor-

dersatz der Implikation den Wert 1. Der Ausdruck ist falsch.
]

Wir priifen die Wahrheit eines Ausdruckes von der Form einer Aquivalenz. Fiir die ver-
kiirzte Priifung miissen wir entweder zeigen, dass ausgehend von der Wahrheit einer Seite
der Aquivalenz auch ihre zweite Seite wahr ist, oder, dass ausgehend von der Falschheit
einer Seite der Aquivalenz auch die zweite falsch ist. Im Beispiel

- P Vv q@ © = p A -~ g

1 0 0 O 1 o 1 1 0

A 4
geben die Pfeile an, dass wir unter Voraussetzung der Wahrheit des Vordersatzes zur
Wahrheit des Hintersatzes gelangen, und umgekehrt. Der Ausdruck ist wahr. Im Beispiel

- AN @Y O = oA 29
0 1 1 1 0o 1 0 0 1
A 4

fithrt die Annahme der Falschheit des Vordersatzes zur Falschheit des Hintersatzes und

umgekehrt. Der Ausdruck ist wahr.

Um mittels der verkiirzten Null-Eins-Priifung die Giiltigkeit eines Schemas des Aussa-
genkalkiils nachzuweisen, reicht es aus, zu zeigen, dass es ausgeschlossen ist, dass alle sei-
ne Prdmissen wahr sind und die Conclusio falsch ist. Auch fiir diese Priifung sind zwei
Vorgehensweisen moglich:

1. Angenommen, alle Praimissen und Vordersitze der Conclusio sind wahr. Muss dann
der Hintersatz der Conclusio wahr sein, dann ist das Schema giiltig. Das Schema ist un-
giiltig, wenn bei wahren Pramissen und wahren Vordersétzen der Conclusio der Hin-
tersatz der Conclusio fiir mindestens eine Anordnung der Variablenwerte falsch sein
kann.

2. Angenommen, die Conclusio ist falsch. Muss dafiir mindestens eine der Prdmissen
falsch sein, dann ist das Schema giiltig. Das Schema ist ungiiltig, wenn bei falscher
Conclusio alle Pramissen wenigstens fiir eine Anordnung der Variablenwerte wahr
sein kdnnen.




176 2 Aussagen: Elemente einer Produktionstheorie

Beispiel 2-95: Verkiirzte Priifung/Giiltigkeit von Schemata des Aussagenkalkiils.

P — 9
0 1 0
- q
1 0
- P
I 0

Angenommen, beide Pramissen sind wahr. Hat ,,—¢ “ den Wert 1, dann hat ,,q “ den Wert
0. Weil die Implikation ,,p — ¢ “ den Wert | hat und ihr Nachsatz ,,q “ den Wert 0, folgt
auch fiir ihren Vordersatz ,,p* der Wert 0. Daraus folgt fiir ,,—p “ der Wert 1. Da beide Pri-
missen wahr sind, muss die Conclusio wahr sein. Das Schema ist giiltig.

p — 9

0o 1 1

1 0 0 0 1

Angenommen, die Conclusio ist falsch. Dann hat ,,—p “ den Wert 1 und ,,—¢ “ den Wert
0. Demnach hat ,,p* den Wert 0 und ,,¢* den Wert 1. Fiir die Pridmisse folgt dann der Wert
1. Das Schema ist ungiiltig.

P — 9
1 1
ro— s
0 1 1
p AN ¥ = qg AN S

1 1 1 I 1 1

Angenommen, beide Pramissen und der Vordersatz der Conclusio sind wahr. Damit haben
sowohl ,,p“ und ,,7* als auch ,,¢* und ,,s* den Wert 1, weil beide Implikationen wahr sind,
in denen sie als Vordersitze auftreten. Demnach hat auch ihre Konjunktion, die der Hin-
tersatz der Conclusio ist, den Wert 1. Unter der Voraussetzung der Wahrheit der Pramissen
und des Vordersatzes der Conclusio muss der Hintersatz der Conclusio wahr sein. Das
Schema ist giiltig.

oot oy o
o <lo<< = | —~ ]
S nlo N ©O wn owX

Angenommen die Conclusio ist falsch. Dann haben ,,¢* und ,,s* den Wert 0. Zu priifen ist
dann, ob in diesem Fall alle Primissen wahr sein konnen. Wenn die erste Priamisse
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P — q “den Wert 1 hat, dann ist die Konsequenz dessen, dass ihr Hintersatz ,,¢* den Wert
0 hat, dass auch ihr Vordersatz ,,p* den Wert 0 hat. Wenn die zweite Pramisse ,,» — s
den Wert 1, ,,5° dagegen den Wert O besitzt, hat auch ,,» den Wert 0. Dann besitzt aber
auch die Disjunktion ,,p v 7 den Wert 0. Wenn wir also annehmen, dass die Conclusio
falsch ist und die beiden ersten Pramissen wahr sind, dann muss die dritte Pramisse falsch
sein. Deshalb ist ausgeschlossen, dass die Conclusio dieses Schemas falsch ist und alle ihre

Pramissen wahr sind. Das Schema ist giiltig.
]
Beispiel 2-96: Verkiirzte 0 - 1 -Priifung

Der Reifendruck betrdgt > 1 bar - Der Reifen rollt gut
Der Dynarlno ist intakt 1—) Die Lampé hat Strom
Der Reiferlldruck betrdgt > 1 bar /1\ Der DynarLo ist intakt —
Der Reiferll rollt gut /1\ Die Lampé hat Strom

1 1 1

Pramissen und Vordersatz der Conclusio sind wahr, also muss der Hintersatz auch wahr

sein.
(]

¢ Normalformen

Jeder Ausdruck des Aussagenkalkiils ist Ausdriicken mit bestimmter Normalform dquiva-
lent. Dabei sind Normalformen der Ausdriicke des Aussagenkalkiils gewisse Ausdriicke
mit einem bestimmten Aufbau. Wir verwenden sie, um die Wahrheit, insbesondere aber
die Aquivalenz von Ausdriicken des Aussagenkalkiils effizient zu priifen.

— Konjunktive Normalform

Ein Ausdruck des Aussagenkalkiils ist eine konjunktive Normalform genau dann, wenn er

1. eine Aussagenvariable oder die Negation einer Aussagenvariablen oder

2. eine zwei- oder mehrgliedrige Disjunktion, die aus Aussagenvariablen oder ihren Ne-
gationen besteht, oder

3. eine zwei- oder mehrgliedrige Konjunktion der Ausdriicke der Form nach Ziffer 1.
oder 2.

ist.

Neben Aussagenvariablen kommen in einer konjunktiven Normalform demnach nur
die Zeichen der Negation, der Disjunktion und der Konjunktion vor. Jeder Ausdruck des
Aussagenkalkiils ist einer konjunktiven Normalform Aquivalent. Die Aquivalenz lésst sich
mit Hilfe der Theoreme und Regeln des Annahmesystems beweisen; jeden Ausdruck des
Aussagenkalkiils konnen wir mittels der Theoreme und Regeln des Annahmesystems auf

eine konjunktive Normalform zuriickfithren.® Aufgrund der Reflexivitit der Aquivalenz
ist jeder Ausdruck sich selbst dquivalent. Also ist jede konjunktive Normalform, da sie
sich selbst dquivalent ist, einer bestimmten konjunktiven Normalform dquivalent. Wenn
ein Ausdruck des Aussagenkalkiils keine konjunktive Normalform ist, bringen wir ihn in
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eine solche Form. ZweckmaBig ist die folgende Vorgehensweise:

1.

Das Zeichen der Aquivalenz beseitigen wir aufgrund des Gesetzes des Ersetzens der
Aquivalenz durch die Konjunktion und die Implikation und die Implikation aufgrund
des Gesetzes des Ersetzens der Implikation durch die Disjunktion und die Negation
bzw. durch die Konjunktion und die Negation. Wir erhalten einen zum gegebenen Aus-
druck dquivalenten Ausdruck, in dem als Funktoren nur die Zeichen der Negation, der
Konjunktion und der Disjunktion auftreten.

Mittels der Gesetze der Negation der Konjunktion und der Negation der Disjunktion
transformieren wir den erhaltenen Ausdruck in einen dquivalenten, in dem die Negati-
onszeichen nur vor Variablen, Negationen von Variablen, Negationen solcher Nega-
tionen usw., aber nicht vor einer Konjunktion und nicht vor einer Disjunktion
auftreten.

In diesem Ausdruck streichen wir aufgrund des Gesetzes der doppelten Negation jede
gerade Anzahl von aufeinanderfolgenden Negationszeichen. Es ergibt sich ein Aus-
druck, der neben Variablen oder ihren Negationen hochstens die Zeichen der Disjunk-
tion und der Konjunktion enthilt.

Wir formen den bisher erhaltenen Ausdruck anhand des Distributivgesetzes der Kon-
junktion beziiglich der Disjunktion und des Distributivgesetzes der Disjunktion beziig-
lich der Konjunktion in einen dquivalenten Ausdruck um. Dieser Ausdruck ist eine
konjunktive Normalform.

Wir vereinfachen den erhaltenen Ausdruck bei jedem Umformungsschritt des gegebenen
Ausdruckes mittels der Idempotenzgesetze fiir die Konjunktion und die Disjunktion und
streichen alle sich wiederholenden Glieder einer Konjunktion oder einer Disjunktion bis

auf ein Glied.*¢

Fiir diese Vorgehensweise geben wir drei Beispiele an. Als Beispiel 1 sei gegeben:
) [(p=>9)—>rl->pe

@ elpve—>plopo

Q) A= vevp)]-ope

@ e -l~(=pvgvplvpe

) oPvonr-pvpe

©6) <> (pvgvp)r(-pvp)

Wir verwenden mehrfach das Gesetz des Ersetzens der Implikation durch die Disjunktion
und die Negation und erhalten den in der vierten Zeile angegebenen dquivalenten Aus-
druck, der kein Zeichen der Implikation enthélt. Anhand eines der Gesetze der Negation

43 In den vorherigen Abschnitten haben wir mehrfach darauf abgehoben, dass wir mittels der Zeichen der

Negation, der Konjunktion und der Disjunktion jeden anderen Wahrheitsfunktor von n Argumenten de-
finieren kdnnen. Mit einer Normalform suchen wir jetzt eine Darstellung, die mit einer gegebenen Men-
ge von Funktoren auskommt und die gut geeignet ist, Redundanzen zu eliminieren. Damit wird auch der
Vergleich von Ausdriicken moglich.

46 Das ist genau der Punkt: Neben Aussagenvariablen verwenden wir nur Negations-, Konjunktions- und

Disjunktionszeichen. Und dafiir haben wir jetzt iiber de Beseitigung aller Redundanzen die einfachste
Form gefunden.



2 Aussagen: Elemente einer Produktionstheorie 179

der Disjunktion erhalten wir den in der fiinften Zeile angegebenen Ausdruck. Uber die An-
wendung des Distributivgesetzes der Disjunktion beziiglich der Konjunktion kommen wir
zur konjunktiven Normalform des umgeformten Ausdruckes.

Beispiel 2-97:

(1) Wenn es gilt, dass wenn es gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, das
Fahrrad aus Pasewalk kommt, dann stammt das Fahrrad aus den S.-Werken, dann
stammt das Fahrrad aus den S.-Werken <>

(2) <> Wenn es gilt, dass wenn es gilt, dass das Fahrrad nicht aus den S.-Werken stammt
oder das Fahrrad aus Pasewalk kommt, dann stammt das Fahrrad aus den S.-Werken
dann stammt das Fahrrad aus den S.-Werken <>

(3) <> Wenn es gilt, dass es nicht gilt, dass gilt, das Fahrrad stammt nicht aus den S.-Wer-
ken oder es kommt aus Pasewalk, oder das Fahrrad stammt aus den S.-Werken, dann
stammt das Fahrrad aus den S.-Werken <>

(4) <> Es giltnicht, dass es nicht gilt, dass gilt, das Fahrrad stammt nicht aus den S.-Wer-
ken oder das Fahrrad kommt aus Pasewalk, oder das Fahrrad stammt aus den S.-Wer-
ken, oder das Fahrrad stammt aus den S.-Werken <>

(5) <> Esgilt, das Fahrrad stammt nicht aus den S.-Werken oder es kommt aus Pasewalk,
und das Fahrrad stammt nicht aus den S.-Werken oder das Fahrrad stammt aus den S.-
Werken <>

(6) Es gilt, das Fahrrad stammt nicht aus den S.-Werken oder das Fahrrad kommt aus Pa-
sewalk oder das Fahrrad stammt aus den S.-Werken und es gilt, das Fahrrad stammt

nicht aus den S.-Werken oder das Fahrrad stammt aus den S.-Werken.
]

Als Beispiel 2 wihlen wir:
(1 prg—>(poq)e
2 ©prqgop@o>9r(@op) e
3) ©prgo>(—pVvg)r(—gvp) o
4 ©o-@rgVv(pVvg r(-gnrp)e
5 ©(Epvag V(v r(-gvp)o
© ©(pvagv-pvgA(-pV—gVv—gVvp)e
(7N o (=pv—gvgr(-pv—-qVvp)

Das Aquivalenzzeichen beseitigen wir iiber das Gesetz des Ersetzens der Aquivalenz. An-
schlieend formen wir den erhaltenen Ausdruck mit Hilfe des Gesetzes des Ersetzens der
Implikation durch die Disjunktion und die Negation in den in der vierten Zeile angegebe-
nen Ausdruck um, der kein Zeichen der Implikation enthilt. Das Gesetz der Negation der
Konjunktion fithrt zum Ausdruck der fiinften Zeile. Daraus erhalten wir anhand des Dis-
tributivgesetzes der Disjunktion beziiglich der Konjunktion eine konjunktive Normalform.
Diese vereinfachen wir, indem wir in beiden Disjunktionen eines der sich wiederholenden
Glieder streichen.
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Beispiel 2-98:

(1) Wenn der Reifendruck 1 bar betrdgt und der Reifen gut rollt, dann gilt dann und nur
dann wenn der Reifendruck 1 bar betréigt der Reifen gut rollt <>

(2) <> Wenn der Reifendruck 1 bar betrigt und der Reifen gut rollt, dann gilt, dass wenn
der Reifendruck 1 bar betragt der Reifen gut rollt und wenn der Reifen gut rollt der
Reifendruck 1 bar betrdgt <>

(3) <> Wenn der Reifendruck 1 bar betrdgt und der Reifen gut rollt, dann gilt, dass der
Reifendruck nicht 1 bar betrdgt oder der Reifen gut rollt, und dass der Reifen nicht gut
rollt oder der Reifendruck 1 bar betragt <>

(4) <> Es gilt nicht, dass der Reifendruck 1 bar betragt und der Reifen gut rollt oder es
gilt, dass der Reifendruck nicht 1 bar betragt oder der Reifen gut rollt und es gilt, dass
der Reifen nicht gut rollt oder der Reifendruck 1 bar betragt <>

(5) <> Esgilt, dass der Reifendruck nicht 1 bar betrdgt oder der Reifen nicht gut rollt oder
es gilt, dass der Reifendruck nicht 1 bar betrdgt oder der Reifen gut rollt, und es gilt,
dass der Reifen nicht gut rollt oder der Reifendruck 1 bar betrigt <>

(6) <> Es gilt, das der Reifendruck nicht 1 bar betrégt oder der Reifen nicht gut rolllt oder
der Reifendruck nicht 1 bar betrdgt oder der Reifen gut rollt, und es gilt, dass der Rei-
fendruck nicht 1 bar betrdgt oder der Reifen nicht gut rollt oder der Reifen nicht gut
rollt oder der Reifendruck 1 bar betragt <>

(7) <> Es gilt, wenn der Reifendruck nicht 1 bar betrigt oder der Reifen nicht gut rollt oder
der Reifen gut rollt und es gilt, dass der Reifendruck nicht 1 bar betrégt oder der Reifen

nicht gut rollt oder der Reifendruck 1 bar betrigt.
]

Ggf. ist es zweckmaiBig, die Gesetze der Multiplikation der Disjunktionen und der Additi-
on der Konjunktionen anzuwenden. Diese Gesetze beweisen wir aufgrund der Distributi-
vgesetze der Konjunktion beziiglich der Disjunktion und der Disjunktion beziiglich der
Konjunktion.

Multiplikationsgesetz der Disjunktionen:
PVOA(FVS)OPAFVPASVGAFVGAS.
Beweis:
pvgn(rvs)e

OpA(rvs)vga(rvs)e

OPAFVDPASVIAFVGAS
Der Ausdruck, der in der zweiten Zeile des Beweises angegeben wird, ergibt sich aufgrund
des Distributivgesetzes der Konjunktion beziiglich der Disjunktion. Daraus erhalten wir

anhand desselben Gesetzes den in der dritten Zeile angegebenen Ausdruck. Alle drei Aus-
driicke sind einander dquivalent.

Beispiel 2-99:

Es gilt, dass das Fahrrad Sattel Futur hat oder das Fahrrad Sattel Komfort hat, und es gilt,
dass das Fahrrad Pedal Trampel hat oder das Fahrrad Pedal Rollo hat <>

<> Das Fahrrad hat Sattel Futur und es gilt, dass das Fahrrad Pedal Trampel hat oder das
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Fahrrad Pedal Rollo hat, oder das Fahrrad hat Sattel Komfort und es gilt, dass das Fahrrad
Pedal Trampel hat oder das Fahrrad Pedal Rollo hat. <>

<> Das Fahrrad hat Sattel Futur und das Fahrrad hat Pedal Trampel oder das Fahrrad hat
Sattel Futur und das Fahrrad hat Pedal Rollo oder das Fahrrad hat Sattel Komfort und das
Fahrrad hat Pedal Trampel oder das Fahrrad hat Sattel Komfort und das Fahrrad hat Pedal

Rollo.
]

Additionsgesetz der Konjunktionen:
pAgvraseo(vrIa(pvs)an(gvr)a(gyvs)
Beweis:
DPAGVFASE
Spvras)Ianlgv(ras)]<

op@Evr)anpvs)n(gvr)a(gvs)
Wir formen wir die linke Seite des zu beweisenden Gesetzes mittels des Distributivgeset-
zes der Disjunktion beziiglich der Konjunktion um und erhalten in der letzten Zeile des Be-
weises die rechte Seite des zu beweisenden Gesetzes.

Beispiel 2-100:

Das Fahrrad stammt aus den S.-Werken und das Fahrrad kommt aus Pasewalk oder das
Fahrrad stammt aus den W.-Werken und das Fahrrad kommt aus Dortmund <>

<> Es gilt, dass das Fahrrad aus den S.-Werken stammt oder es gilt, dass das Fahrrad aus
den W.-Werken stammt und aus Dortmund kommt, oder es gilt, dass das Fahrrad aus Pa-
sewalk kommt oder es gilt, dass das Fahrrad aus den W.-Werken stammt und aus Dort-
mund kommt <>

<> Es gilt, dass das Fahrrad aus den S.-Werken stammt oder das Fahrrad aus den W.-Wer-
ken stammt, und es gilt, dass das Fahrrad aus den S.-Werken stammt oder das Fahrrad aus
Dortmund kommt, und es gilt, dass das Fahrrad aus Pasewalk kommt oder das Fahrrad aus
den W.-Werken stammt, und es gilt, dass das Fahrrad aus Pasewalk kommt oder das Fahr-

rad aus Dortmund kommt.
(]

Bei der als Beispiel 3 untersuchten Umformung in eine konjunktive Normalform verwen-
den wir das Additionsgesetz der Konjunktionen.

pPeoqg)opo
©o-(peg)vpe
S PA=gVgA—p) VP
o@Evonrpyv-p)A(=gVg)A(=gV—p)Vvpc
S @Pvgvp) APV —pVp)A(=gVqgVp)A(=gV —pVp)c

> @evPrpy=p)A(=qVqvp)A(=gV—pVp)
Wir verwenden das Gesetz des Ersetzens der Implikation durch die Disjunktion und die
Negation sowie das Gesetz der Negation der Aquivalenz und erhalten den Ausdruck in der
dritten Zeile. Das fiihrt aufgrund der Addition der Konjunktionen zum Ausdruck in der
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vierten Zeile. Hier wenden wir das Distributivgesetz der Disjunktion beziiglich der Kon-
junktion an. Wir erhalten eine konjunktive Normalform des gegebenen Ausdruckes (fiinfte
Zeile) und streichen in der ersten und zweiten Disjunktion eines der sich wiederholenden
Glieder.

Beispiel 2-101:

Wenn es gilt, dass dann und nur dann wenn der Reifendruck 1 bar betrédgt, der Reifen gut
rollt, dann betrégt der Reifendruck 1 bar. <>

<> Es gilt nicht, dass dann und nur dann, wenn der Reifendruck 1 bar betrigt, der Reifen
gut rollt, oder der Reifendruck betrdgt 1 bar. <>

<> Es gilt, dass der Reifendruck 1 bar betrdgt und der Reifen gut rollt und der Reifendruck
nicht 1 bar betrégt, oder der Reifendruck betragt 1 bar. <>

<> Es gilt, dass der Reifendruck 1 bar betrégt oder der Reifen gut rollt und es gilt, dass der
Reifendruck 1 bar betrdgt oder der Reifendruck nicht 1 bar betrdgt, und es gilt, dass der
Reifen nicht gut rollt oder der Reifen gut rollt und es gilt, dass der Reifendruck nicht 1 bar
betrégt oder der Reifen nicht gut rollt oder der Reifendruck betrégt 1 bar. <>

<> Es gilt, dass der Reifendruck 1 bar betrégt oder der Reifen gut rollt oder der Reifen-
druck 1 bar betrédgt, und es gilt, dass der Reifendruck 1 bar betrdgt oder der Reifendruck
nicht 1 bar betrégt oder der Reifendruck 1 bar betrdgt und es gilt, dass der Reifen nicht gut
rollt oder der Reifen gut rollt oder der Reifendruck 1 bar betrigt, und es gilt, dass der Rei-
fen nicht gut rollt oder der Reifendruck nicht 1 bar betrdgt oder der Reifendruck 1 bar be-
tragt. <>

<> Es gilt, dass der Reifendruck 1 bar betrégt oder der Reifen gut rollt und es gilt, dass der
Reifendruck 1 bar betrigt oder der Reifendruck nicht 1 bar betrdgt und es gilt, dass der Rei-
fen nicht gut rollt oder der Reifen gut rollt oder der Reifendruck 1 bar betrdgt und es gilt,
dass der Reifen nicht gut rollt oder der Reifendruck nicht 1 bar betrdgt oder der Reifen-

druck 1 bar betrigt.
]

Die Wahrheit einer konjunktiven Normalform kdnnen wir mit einem einfachen Kriterium
feststellen: Eine konjunktive Normalform ist dann und nur dann ein wahrer Ausdruck,
wenn in jeder Disjunktion, die ein Glied dieser Konjunktion ist, mindestens eine Variable
als Glied dieser Disjunktion einmal mit dem Negationszeichen und einmal ohne Negati-
onszeichen vorkommt [BORK76]. Ist diese Bedingung erfiillt, dann ist jede solche Disjunk-
tion und auch die Konjunktion aller dieser Disjunktionen ein wahrer Ausdruck; was wir
mit Hilfe der Null-Eins-Priifung nachweisen. Wenn diese Bedingung nicht erfiillt ist, dann
kann die Disjunktion, in der keine Variable als Glied einmal mit dem Negationszeichen
und einmal ohne Negationszeichen vorkommt, ein falscher Ausdruck sein (wenn wir den
nichtnegierten Variablen den Wert 0 und den negierten Variablen den Wert 1 zuordnen).
Dann ist auch die gesamte Konjunktion ein falscher Ausdruck. Diese Art der Priifung ist
vor allem dann zweckméfig, wenn es sich um Ausdriicke mit einer groflere Anzahl von
Aussagenvariablen handelt. In bestimmten Féllen ist diese Priifmethode kiirzer als die un-
verkiirzte Null-Eins-Priifung.

Die konjunktiven Normalformen der Ausdricke ,.[(p >¢)—>pl—>p“ und

»D A q— (p <> q)“ erfiillen die oben angefiihrte Bedingung. Daher schlieBen wir, dass
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sie wahre Ausdriicke sind. Dagegen erfiillt die konjunktive Normalform des Ausdruckes
»(p <> q) = p “ (siche oben) die angefiihrte Bedingung nicht. Weil in ihrem ersten Glied,

dem Ausdruck ,,p v g “, keine Variable einmal mit Negationszeichen und einmal ohne Ne-
gationszeichen vorkommt, handelt es sich um einen falschen Ausdruck.

Fiir einen gegebenen Ausdruck des Aussagenkalkiils konnen mehrere verschiedene,
aber dquivalente konjunktive Normalformen existieren(siehe oben).
Die ausgezeichnete konjunktive Normalform (kanonische konjunktive Normalform) eines
gegebenen Ausdrucks ist eine konjunktive Normalform, bei der jede Variable des gegebe-
nen Ausdruckes in jeder Disjunktion dieser konjunktiven Normalform mit oder ohne Ne-
gationszeichen auftritt. Jeden Ausdruck des Aussagenkalkiils konnen wir mit Hilfe der
Theoreme und Regeln des Annahmesystems in die ausgezeichnete konjunktive Normal-
form umformen. Zum Beweis wenden wir das folgende Theorem des Annahmesystems
an:

pop@vanlpyv—q).

Beweis:
(a)
1 p {Annahme}
(2 pvg {ED: 1}
3 pv—yg {ED: 1}
pvag)A(pv—q) {EK: 2, 3}
(b)
(1) pvg {Annahmen}
2 pv—q
3 -» {A.d.i.B.}
4 q {BD: 1, 3}
5) —gq {BD: 2, 3}
Widerspruch {4,5}

Von den Beispielen ([(p > g) > pl > p,pArqg—> (p <> q), (p <> q) > p) ist die kon-
junktive Normalform des Ausdruckes ,,p A g = (p <> q) “ eine ausgezeichnete Form,
wihrend die konjunktive Normalform des Ausdruckes ,,[(p = q¢) > p] > p ©, der Aus-
druck ,,(—p v g v p) A (—p Vv p)*, keine ausgezeichnete Normalform ist. Aufgrund des
oben angefiihrten Theorems formen wir diese konjunktive Normalform in eine ausge-
zeichnete konjunktive Normalform um. Wir ersetzen den Ausdruck ,,—p v p “ in ihr durch
den Ausdruck ,,(—pvpvg)A (—pvpv-—g)“ und erhalten den Ausdruck
(—pvgvp)A(=pvpvg)A (—pVvpVv —q).Jetztstellen wir in der ersten Disjunktion
ihr zweites und drittes Glied um. Dadurch erhalten wir einen mit der zweiten Disjunktion

identischen Ausdruck. Das Streichen eines der sich wiederholenden Glieder der Konjunk-
tion ergibt schlieflich als ausgezeichnete konjunktive Normalform des Ausdruckes
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»l(p = ¢q) > p]l = p“den Ausdruck ,,(—p v p Vv g) A(—p Vv p Vv —q) “. Wir bringen eine
ausgezeichnete konjunktive Normalform durch Streichen der sich wiederholenden Glieder
der Disjunktion und der Konjunktion, ggf. nach vorheriger Umstellung der Glieder der
Disjunktionen, in die einfachste Form und legen eine bestimmte Ordnung der Glieder der
Disjunktion und der Glieder der gesamten Konjunktion fest. Dann erhalten wir fiir jeden
Ausdruck des Aussagenkalkiils genau eine solche ausgezeichnete konjunktive Normal-
form; eine solche Form ist fiir jeden Ausdruck eindeutig bestimmt.

Beispiel 2-102: Ausgezeichnete konjunktive Normalfom [(p = g¢) - p] > p

Ausdruck:

Wenn gilt, dass wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, das Fahrrad
aus Pasewalk kommt, dann stammt das Fahrrad aus den S.-Werken, dann stammt das Fahr-
rad aus den S.-Werken.

Konjunktive Normalform:

Es gilt, dass das Fahrrad nicht aus den S.-Werken stammt oder es aus Pasewalk kommt
oder es aus den S.-Werken stammt, und es gilt, dass das Fahrrad nicht aus den S.-Werken
stammt oder das Fahrrad aus den S.-Werken stammt.

Ausgezeichnete Normalform:

Es gilt, dass das Fahrrad nicht aus den S.-Werken stammt oder das Fahrrad aus den S.-
Werken stammt oder das Fahrrad aus Pasewalk kommt, und es gilt, dass das Fahrrad nicht
aus den S.-Werken stammt oder das Fahrrad aus den S.-Werken stammt oder das Fahrrad

nicht aus Pasewalk kommt.
(]

Wir haben bereits nachgewiesen, dass sich jeder Ausdruck des Aussagenkalkiils mit Hilfe
der Theoreme und Regeln des Annahmesystems in eine konjunktive Normalform umfor-
men ldsst. Demnach ist eine Aquivalenz des Annahmesystems ein Theorem, dessen eine
Seite ein gegebener beliebiger Ausdruck des Aussagenkalkiils, die andere dagegen irgen-
deine konjunktive Normalform dieses Ausdruckes ist. Der gegebene Ausdruck ist dann
und nur dann wahr, wenn eine dquivalente konjunktive Normalform wahr ist. Um nachzu-
weisen, dass sich jeder wahre Ausdruck des Aussagenkalkiils im Annahmesystem bewei-
sen lésst, reicht daher der Nachweis, dass dies fiir jede wahre konjunktive Normalform gilt.
Das konnen wir folgendermalen zeigen: Jede Disjunktion, die ein Glied einer immer wah-
ren konjunktiven Normalform ist, 14sst sich aufgrund des Gesetzes vom ausgeschlossenen
Dritten, der Regel der Einfiihrung der Disjunktion sowie des Kommutativgesetzes und des
Assoziativgesetzes der Disjunktion beweisen. Auf der Grundlage aller dieser Disjunktio-
nen erhalten wir dann mit der (ggf. mehrmals angewandten) Einfiihrungsregel der Kon-
junktion die gegebene wahre konjunktive Normalform. Damit ist bewiesen: Jeder wahre
Ausdruck des Aussagenkalkiils ist ein Theorem des Annahmesystems.

— Disjunktive Normalform

Ein Ausdruck des Aussagenkalkiils ist eine disjunktive Normalform genau dann, wenn er
1. eine Aussagenvariable oder die Negation einer Aussagenvariablen oder

2. eine Konjunktion von Aussagenvariablen oder ihrer Negationen oder

3. eine Disjunktion der Ausdriicke in Form 1. oder 2. ist.
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Wir kénnen jeden Ausdruck des Aussagenkalkiils in eine dquivalente disjunktive Normal-
form iiberfiihren, weil es fiir die Umformung eines Ausdruckes W in eine disjunktive Nor-
malform ausreicht, wenn wir den Ausdruck —W# in eine konjunktive Normalform
iiberfiihren und diese konjunktive Form dann negieren. Diese Negation ist nach den Ge-
setzen der Negation der Konjunktion und der Disjunktion eine disjunktive Normalform
des Ausdrucks —— W, und damit auch des Ausdruckes W. Aus der generellen Umformbar-
keit in eine konjunktive Normalform folgt daher die Umformbarkeit jedes Ausdrucks des
Aussagenkalkiils in eine disjunktive Normalform. Ausgezeichnete disjunktive Normalform
eines gegebenen Ausdrucks des Aussagenkalkiils heift eine disjunktive Normalform, bei
der jede Variable des gegebenen Ausdrucks bzw. ihre Negation als Glied in jeder Kon-
junktion auftritt, die ein Glied dieser disjunktiven Normalform ist. Zur Uberfiihrung einer
disjunktiven Normalform in die ausgezeichnete disjunktive Normalform verwenden wir
das folgende Theorem des Annahmesystems: p<>pAgVvpA—q.
Den Beweis fithren wir wie folgt: p<>pA(gv—q) OpAgVpA—q.
Die erste Aquivalenz folgt aufgrund des Gesetzes vom ausgeschlossenen Dritten, die
zweite aufgrund des Distributivgesetzes der Konjunktion beziiglich der Disjunktion.
Derartige ausgezeichnete disjunktive Normalformen, die aus n Variablen gebildet sind
und Wabhrheitsfunktoren von n Argumenten definieren, haben wir im Beweis der Aussage
verwendet, dass sich jeder Wahrheitsfunktor von n Argumenten mit Hilfe der Zeichen der
Negation, der Konjunktion und der Disjunktion definieren lisst, den wir im vorausgegan-
genen Abschnitt angefiihrt haben.

Beispiel 2-103: Ausgezeichnete disjunktive Normalform
Ausdruck

—([(p > q9)>pl—>p)o
© =([(=pvg)—>plop)e
o =([(pAr—g)vp]l—>p)o
© =([~(p A—g) A=p]Vvp) <
©=([(pv@)r—plvp) o
©[(=pVvg Ar—plr—pe
o [—(pve)vplr—pe
o [(pAr—g)vpln—p
o pAr—-gvplan—po
o [pvp)a(—gvp)Ir—pe
Konjunktive Normalform
OpA(—gVvp)A—p
Disjunktive Normalform
©OpVv-pV(gA—p)e
S@PrgvPAr=q)V(—pAqg)V(=pA=g)V(gA—p)
Ausgezeichnete disjunktive Normalform
@AV PA=q)V(mpAg)V(—pA—q)
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Ausdruck:

Es gilt nicht, dass wenn gilt, dass wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken
stammt, das Fahrrad aus Pasewalk kommt, dann stammt das Fahrrad aus den S.-Werken,
dann stammt das Fahrrad aus den S.-Werken.

Konjunktive Normalform:

Das Fahrrad stammt aus den S.-Werken und es gilt, dass das Fahrrad nicht aus Pasewalk
kommt oder das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, und das Fahrrad stammt nicht aus den
S.-Werken.

Disjunktive Normalform:

Das Fahrrad stammt aus den S.-Werken oder das Fahrrad stammt nicht aus den S.-Werken
oder es gilt, dass das Fahrrad aus Pasewalk kommt und nicht aus den S.-Werken stammt.
Ausgezeichnete disjunktive Normalform:

Es gilt, dass das Fahrrad aus den S.-Werken stammt und das Fahrrad aus Pasewalk kommt,
oder es gilt, dass das Fahrrad aus den S.-Werken stammt und das Fahrrad nicht aus Pase-
walk kommt, oder es gilt, dass das Fahrrad nicht aus den S.-Werken stammt und das Fahr-
rad aus Pasewalk kommt, oder es gilt, dass das Fahrrad nicht aus den S.-Werken stammt

und das Fahrrad nicht aus Pasewalk kommt.
]

— Implikative Normalform

Ein Ausdruck des Aussagenkalkiils ist eine implikative Normalform genau dann, wenn er

1. eine Aussagenvariable oder ihre Negation oder

2. eine Implikation ist, deren simtlichen Vorderglieder und das Hinterglied Aussagenva-
riablen oder ihre Negationen sind.

Eine implikative Normalform ist dann und nur dann ein wahrer Ausdruck, wenn ihr Hin-

terglied mit irgendeinem ihrer Vorderglieder identisch ist oder wenn eines ihrer Vorder-

glieder die Negation eines anderen Vordergliedes ist.

Beispiel 2-104: Implikative Normalform

Ausdruck:

Wenn gilt, dass wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt das Fahrrad
aus Pasewalk kommt, dann kommt das Fahrrad aus Pasewalk, dann kommt das Fahrrad
aus Pasewalk.

Implikative Normalform:

Wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, dann stammt das Fahrrad aus den S.-Wer-

ken.
]

* Axiomatische Systeme des Aussagenkalkiils

Ein axiomatisches System des Aussagenkalkiils bauen wir auf, indem wir bestimmte (im-
mer) wahre Ausdriicke dieses Kalkiils als Axiome annehmen. Die im jeweiligen axioma-
tischen System verwendeten priméren Beweisregeln (Schlussregeln) bestimmen wir so,
dass wir stets von wahren Ausdriicken wieder zu wahren Ausdriicken gelangen. Anhand
der Axiome und mittels der primiren Regeln beweisen wir andere Ausdriicke des Aussa-

genkalkﬁls.47 Die Axiome und die aus ihnen anhand der primédren Regeln herleitbaren
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Ausdriicke heilen die Theoreme des Systems. Die Axiome und die priméiren Regeln be-
stimmen wir so, dass wir auf dieser Basis alle wahren Ausdriicke des Aussagenkalkiils be-
weisen konnen, die mit Hilfe der im gegebenen axiomatischen System vorkommenden
Termini notiert werden.*® Wir unterscheiden unter diesen Termini Grundtermini und de-
finierte Termini. Wahrend die Grundtermini in den Axiomen auftreten, werden die defi-
nierten Termini des Systems mit Hilfe der Grundtermini vereinbart.*

Von den verschiedenen axiomatischen Systemen des klassischen Aussagenkalkiils, die
sich in der Wahl der Grundtermini und der Wahl der Axiome unterscheiden, wollen wir
die wichtigsten diskutieren. Wir beginnen mit axiomatischen Systemen, in denen alle Ter-
mini des Annahmesystems Grundtermini sind.

— Alle Termini des Annahmesystems Grundtermini

+ Beispiel: Hilbert-Kalkiil [HIBE34], S. 66

++ Axiome
L. @=>q9)->[(g>r)>@—>r)]
2. p—>(@—-p)
22>l >0—9)
4, p—>——p
5. ——p—>p
6. (p—>q)—>(=g—>-p)
7. pAg—p
8. pAg—oq
9. oqg)=>po>r)>@p@—>qnr)]
10. p—>pvyg
1. g—>pvg

12. (p>r)>[(g>r)>(@Evg—or)]
B.(peog—>@—>q)

4. (pq9)—>(q—>p)

15. p—>q)>[(g—>p)> @ P].

Beispiel 2-105: Hilbert-Kalkiil/Fahrradinhalt
1. Wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, das Fahrrad aus Pase-

4T Das ist der Sinn des ganzen: Wiahrend wir bisher immer auf den einzelnen Ausdriicken und den Junk-
toren aufgebaut haben, bilden die Axiome gewissermafien Schablonen fiir Sdtze mit Haupt-, Neben-,
Konditional- und Kausalsatz, also Satzkombinationen, die wir unseren Konstrukten als Muster gegen-
iiberstellen. Konnen wir unsere Sétze durch Einsetzen erzeugen, ist die Wahrheit der Aussage bspw.
iiber einen Produkt- oder Produktionsbereich gewéhrleistet.

48 Wir verlangen Vollstandigkeit und Widerspruchsfreiheit (siche [ZOGL97], S. 105).
49 Unabhingigkeit des Axiomensystems (sieche [ZOGL97], S. 106).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

walk kommt, dann gilt, dass wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus Pasewalk kommt,
das Fahrrad aus Deutschland kommt, dann gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Wer-
ken stammt, das Fahrrad aus Deutschland kommt (bed. Syll).

Wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, dann gilt, dass wenn das Fahrrad aus
Deutschland kommt, dann stammt das Fahrrad aus den S.-Werken.

Wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt gilt, dass wenn das Fahr-
rad aus den S.-Werken stammt, das Fahrrad aus Pasewalk kommt, dann gilt, dass wenn
das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, das Fahrrad aus Pasewalk kommt (bed. Syll).
Wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, dann stammt das Fahrrad nicht nicht aus
den S.-Werken.

Wenn das Fahrrad nicht nicht aus den S.-Werken stammt, dann stammt das Fahrrad aus
den S.-Werken (Transp.).

Wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, das Fahrrad aus Pase-
walk kommt, dann gilt, dass wenn das Fahrrad nicht aus Pasewalk kommt, das Fahrrad
nicht aus den S.-Werken stammt.

Wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt und das Fahrrad aus Pasewalk kommit,
dann stammt das Fahrrad aus den S.-Werken (Elem.).

Wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt und das Fahrrad aus Pasewalk kommit,
dann kommt das Fahrrad aus Pasewalk (Elem.).

Wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt das Fahrrad aus Pase-
walk kommt, dann gilt, dass wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken
stammt, das Fahrrad aus Deutschland kommt, dann gilt, dass wenn das Fahrrad aus den
S.-Werken stammt, das Fahrrad aus Pasewalk kommt und das Fahrrad aus Deutschland
kommt.

Wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, dann stammt das Fahrrad aus den S.-
Werken oder das Fahrrad kommt aus Pasewalk.

Wenn das Fahrrad aus Pasewalk kommt, dann stammt das Fahrrad aus den S.-Werken
oder das Fahrrad kommt aus Pasewalk (Einf. Disj.).

Wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, das Fahrrad aus
Deutschland kommt, dann gilt, dass wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus Pasewalk
kommt, das Fahrrad aus Deutschland kommt, dann gilt, dass wenn das Fahrrad aus den
S.-Werken stammt oder das Fahrrad aus Pasewalk kommt, das Fahrrad aus Deutsch-
land kommt.

Wenn gilt, dass dann und nur dann, wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, das
Fahrrad aus Pasewalk kommt, dann gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken
stammt, das Fahrrad aus Pasewalk kommt (Bes. Aqui.).

Wenn gilt, dass dann und nur dann wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, das
Fahrrad aus Pasewalk kommt, dann gilt, dass wenn das Fahrrad aus Pasewalk kommt,
das Fahrrad aus den S.-Werken stammt.

Wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, das Fahrrad aus Pase-
walk kommt, dann gilt, dass wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus Pasewalk kommt,
das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, dann gilt, dass dann und nur dann, wenn das
Fahrrad aus den S.-Werken stammt, das Fahrrad aus Pasewalk kommt.
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++ Primire Regeln

Als primére Regeln verwendet dieses System die Einsetzungs- und die Abtrennungsregel
(modus ponens). Mit der Einsetzungsregel stellen wir fest, dass ein Ausdruck, der aus ei-
nem Theorem des gegebenen Systems durch Einsetzen hervorgegangen ist, ebenfalls ein
Theorem dieses Systems ist. Ein Ausdruck des Aussagenkalkiils entsteht durch Einsetzen
aus einem Ausdruck des Aussagenkalkiils, wenn man in letzterem fiir eine seiner Aussa-
genvariablen an allen Stellen ihres Vorkommens in ihm denselben Ausdruck des Aussa-
genkalkiils einsetzt. Ersetzen wir im Axiom 1 die Variable ,,g* bspw. durch den Ausdruck

»q —> p *, dann erhalten wir als Ergebnis den Ausdruck:

p=>@=>p)]->illgop)=>r]=>@>0)).

In den Beweisen der Theoreme ist jede Zeile eines Beweises ein Theorem des gegebe-
nen Systems. Solche Beweise sind endliche Folgen von Ausdriicken, deren jedes Folge-
glied ein Axiom ist oder aus fritheren Gliedern der Folge mit Hilfe primérer Regeln des
Systems erhalten wurde, wahrend das letzte Glied der Folge das zu beweisende Theorem
ist (sieche oben).

Beispiel 2-106: Widerspruchsbeweis fiir Axiom 2

Es gelte

p—=>(@—=>p) =0

Dannmuss gelten p = 1 und (¢ > p) = 0,dh.g =1undp =0
Widerspruch

]

Beispiel 2-107: Wahrheitstafel fiir Axiom 6

(r—=q) > (=g —>—p)

‘ ‘ P9 ‘ a4

q N Axiom 6
0 1 1
1 1
0 0
1 1

- 2 0o ol

= A A A

1
0
1

— Nicht alle Termini des Annahmesystems Grundtermini

Die Axiomensysteme des klassischen Aussagenkalkiils, die nicht alle Grundtermini des
Annahmesystems als Grundtermini verwenden, unterscheiden wir in Systeme, deren
Grundtermini ausreichen, um alle Wahrheitsfunktoren zu definieren, sowie in fragmenta-
rische Systeme, die diese Bedingung nicht erfiillen.

+ Implikation - Negation - System von Frege [FREG79]

Dieses System verwendet als Grundtermini nur die Zeichen der Implikation und der Ne-
gation. Die Axiome sind:

L. [p>@->n]l->[p—>9)—>@->r)]
2. p>(@—>p)
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5. —=>q) > (=g —>—p)

Primire Regeln dieses Systems sind - wie auch in anderen axiomatischen Implikation-Ne-
gations-Systemen -, die Einsetzungs- und Abtrennungsregel.

Beispiel 2-108: Frege-Kalkiil/Fahrradinhalt

1. Wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, es gilt, dass wenn das
Fahrrad aus Pasewalk kommt, das Fahrrad aus Deutschland kommt, dann gilt, dass
wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, das Fahrrad aus Pase-
walk kommt, es gilt, dass wenn das Fahrrad aus Pasewalk kommt, das Fahrrad aus
Deutschland kommt.

2. Wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, dann gilt, dass wenn das Fahrrad aus
Pasewalk kommt, das Fahrrad aus den S.-Werken stammt.

3. Wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, dann stammt das Fahrrad nicht nicht aus
den S.-Werken.

4. Wenn das Fahrrad nicht nicht aus den S.-Werken stammt, dann stammt das Fahrrad aus
den S.-Werken.

5. Wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt das Fahrrad aus Pase-
walk kommt, dann gilt, dass wenn das Fahrrad nicht aus Pasewalk kommt, das Fahrrad

nicht aus den S.-Werken stammt.
(]

+ Implikation-Negation-System von Lukasiewicz [LUTA30]

L. p=>(q—>p)

2. (p=>@->r)>(p=>q9)>@—>r)

3. (p=>—-9)>(q—>p)
Im Kalkiil von Lukasiewicz sind die Beweise und Beweisfolgen wie im Hilbert-Kalkiil de-
finiert. Gemessen an seinen Axiomenformen ist der Kalkiil nach Lukasiewicz zwar ein-
fach aufgebaut, aber er erlaubt trotzdem die Ableitung dquivalenter Ausdriicke zu allen
Ausdriicken, die im Hilbert-Kalkiil ableitbar sind. Wegen der Beschriankung auf die Junk-
tormenge {—, — } kdnnen aber einige wichtige Sétze, wie die kommutativen, assoziati-

ven und distributiven Gesetze, nicht so dargestellt werden, dass die Bedeutung des Satzes
sichtbar wird.

Mit diesen Grundlagen leiten wir aus den gegebenen drei Axiomen Gesetze ab; das Gesetz
vom ausgeschlossenen Dritten als erstes. Mit der Junktorenbasis {—, —} erhélt dieses Ge-

setz die Form: p > p.

Den Beweis fithren wir wie folgt:
(1 p—>@—-p) Axiom 1
2 p—>Wg—>p)—>p) Einsetzen von g durch ¢ — p
B) po>@->r)>Up—>q9)— (p—>r)) Axiom?2
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“

6))
Q)

pP—>Wg—>p)>p)>(p—>@—>p)—>@—>p)

Ersetzen von ¢ durch ¢ — p und r durch p

(p—=>(@—=>p)—>@—>p) {AR2,4;

p—>p

{AR: 5}, Abtrennen des Vordersatzes

Als zweites beweisen wir die Paradoxie der Implikation: —p — (p — ¢q)
Den Beweis fithren wir wie folgt:

M
2
3
“
&)
(6)
O]

—p Annahme/Vordersatz
p—>(q—p) Axiom 1

—p > (g > —p) Ersetzen von p durch —g

—q —> —p {AR: 1, 3}

—(p > —q) > (q—>p) Axiom 3

(=g —>—-p)>P@-—>9q) Ersetzen von p durch ¢, g durch p
pP—q {AR: 4, 6}

Pramissenvertauschung: p > (¢ >r) > qg—>(p—>r)
Den Beweis fithren wir wie folgt:

M
2
3
“
(&)
(6)
O]

p—>(g—>r)

Annahme/Vordersatz

p—>@—>7r)—>(p—>q)—(p—>7r)) Axiom2

P>9)>@->r)
p—>(q—>p)
9—>@—>9q)

{AR: 1,2}
Axiom 1

Ersetzen von p durch ¢, g durch p

(¢g—> (p—>q))—> (g — (p—r)) Einfligen von q

g—>p—-r)

Pramissenverschmelzung: p > (p > ¢q¢) > p—>¢
Den Beweis fithren wir wie folgt:

1 p->@-9) Annahme/Vordersatz
2 (p>@->rN)>(p—>q9)— (p—r)) Axiom?2
B @>P=>9)>(—>p)>@—>9)
Ersetzen von ¢ — r durch p — ¢
@ @->p)—>@p@-9) {AR: 1, 3}
5 p-op Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten
6) p—q {AR: 4,5}
Doppelte Negation: ——p — p
Den Beweis fithren wir wie folgt:
1 ——p Annahme/Vordersatz
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2 w»->0@-9 Paradoxie der Implikation

3) ——wp-o(=p->—-—p) Ersetzen von p durch —p in 2
@) —p>——p {AR: 1, 3}

S (—p->—q)>(@—>p) Axiom 3

6) (=p > ———p)—> (—p — p) Ersetzen von g durch ——p in 5
() ——p-op {AR: 4, 6}

®) p {AR: 1,7}

Doppelte Negation: p — ——p
Den Beweis fithren wir wie folgt:

1) ——p-op Doppelte Negation oben
2) ——p-o>—p Ersetzen von p durch —p
B) (—p>—q)>(@—>p) Axiom 3

4) (=——p — —p)—> (p > ——p) Ersetzen von p durch ——p in 3
5 p->—p {AR: 2,4}

+ Implikation-Negation-System von Lukasiewicz [LUTA30]

L. p>q9)—>g—>r)>@->r)]
2. (=po>p)—op
3. po>(p—>9q

Beispiel 2-109: Implikation-Negation-System von Lukasiewicz/Fahrradinhalt

(1) Wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, das Fahrrad aus Pase-
walk kommt, dann gilt, dass wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus Pasewalk kommt,
das Fahrrad aus Deutschland kommt, es gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Wer-
ken stammt, das Fahrrad aus Deutschland kommt.

(2) Wenn gilt, dass wenn das Fahrrad nicht aus den S.-Werken stammt, das Fahrrad aus
den S.-Werken stammt, dann stammt das Fahrrad aus den S.-Werken.

(3) Wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, dann gilt, dass wenn das Fahrrad nicht

aus den S.-Werken stammt, das Fahrrad aus Pasewalk kommt.
[}

+ Implikation-Negation-System von Lukasiewicz [LUTA30]

1. [((p—>q)>r]>(p—or)
2. [p=>q)>rl>(@—>r)
3. (por)>{@gon>p—oq9) >l
Gemal dieser drei Axiome ist der Ausdruck ,,(p — ¢) — r* der Klasse von Ausdriicken

»—p =, q = r“ dquivalent.
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Beispiel 2-110: Implikation-Negation-System von Lukasiewicz/Fahrradinhalt

(1) Wenn gilt, dass wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, das
Fahrrad aus Pasewalk kommt, das Fahrrad aus Deutschland kommt, dann gilt, dass
wenn das Fahrrad nicht aus den S.-Werken stammt, das Fahrrad aus Pasewalk kommt.

(2) Wenn gilt, dass wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt, das
Fahrrad aus Pasewalk kommt, das Fahrrad aus Deutschland kommt, dann gilt, dass
wenn das Fahrrad aus Pasewalk kommt, das Fahrrad aus Deutschland kommt.

(3) Wenn gilt, dass wenn das Fahrrad nicht aus den S.-Werken stammt, das Fahrrad aus
Deutschland kommt, dann gilt, dass wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus Pasewalk
kommt, das Fahrrad aus Deutschland kommt, es gilt, dass wenn gilt, dass wenn das
Fahrrad aus den S.-Werken stammt, das Fahrrad aus Pasewalk kommt, das Fahrrad

aus Deutschland kommt.
]

+ Implikation-Negation-System von Meredith ([BORK76], S. 121)

Dieses System besteht aus dem folgenden Ausdruck:
{lp=>9) > (mr>=s)>r]>t3 > [(t>p) > (s—>p)].

Beispiel 2-111: Implikation-Negation-System von Meredith/Fahrradinhalt

Wenn gilt, dass wenn gilt, dass wenn gilt, das wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus den
S.-Werken stammt, das Fahrrad aus Pasewalk kommt, es gilt, wenn das Fahrrad nicht aus
Mecklenburg-Vorpommern kommt, das Fahrrad nicht aus Deutschland kommt, das Fahr-
rad aus Mecklenburg-Vorpommern kommt, das Fahrrad aus Europa kommt, dann gilt,
dass wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus Europa kommt, das Fahrrad aus den S.-Werken
stammt, es gilt, dass wenn das Fahrrad aus Deutschland kommt, das Fahrrad aus den S.-

Werken stammt.
]

+ Disjunktion-Negation-System von Russell-Whitehead ([BORK76], S. 122)
Russell-Whitehead formulieren vier Axiome mittels der Zeichen der Disjunktion und der
Negation. Nach Einfiihren der Definition

pPo>q:=—pVvyg
sind diese Axiome den folgenden Theoremen dquivalent:

1. pvp—op (Idempotenz der Disjunktion)
2. g—opvyg (Einfithrung der Disjunktion)
3. pvg—o>qvp (Kommutativitat der Disjunktion)

4. (q>r->@Evg—opvr) (Neuer Summand).
Primére Regeln sind die Einsetzungsregel und die Regel mit dem Schema:

Vg

L
q
Mit Blick auf die Definition des Implikationszeichens ist dies eine Entsprechung der Ab-
trennungsregel.
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Beispiel 2-112: Disjunktion-Negation-System von Russell-Whitehead/Fahrradinhalt

(1) Wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt oder das Fahrrad aus den S.-Werken
stammt, dann stammt das Fahrrad aus den S.-Werken.

(2) Wenn das Fahrrad aus Pasewalk kommt, dann stammt das Fahrrad aus den S.-Werken
oder das Fahrrad kommt aus Pasewalk.

(3) Wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt oder das Fahrrad aus Pasewalk kommt,
dann kommt das Fahrrad aus Pasewalk oder das Fahrrad stammt aus den S.-Werken.

(4) Wenn gilt, dass wenn das Fahrrad aus Pasewalk kommt, das Fahrrad aus Deutschland
kommt, dann gilt, dass wenn das Fahrrad aus den S.-Werken stammt oder das Fahrrad
aus Pasewalk kommt, das Fahrrad aus den S.-Werken stammt oder das Fahrrad aus

Deutschland kommt.
]

+ Disjunktion-Negation-System von Lukasiewicz ([BORK76], S. 123)
Die drei Axiome dieses Systems haben mit Hilfe der Definition des Implikationszeichens
folgende Form:
I. (pvg-or)>pE-r)
2. (pvg—or)—>(@—>r)
3. (por)-ol(go>r)>@Evg-or)].
Nach diesen drei Axiomen ist der Ausdruck ,,p v g — r* der Klasse von Ausdriicken

»P = 1, q — r dquivalent.

+ Konjunktion-Negation-System von Rosser/Borkowski ([BORK76], S. 124)

Wir schreiben die Axiome mit Hilfe des definierten Implikationszeichens.
1. popnap
2. pAg—>p
3. p—>q)>[—(gnr)—>=(rap)]

+ Exklusions-System von Nicod/Lukasiewicz ([BORK76], S. 124)

Das einzige Axiom fiir dieses System hat die Form:

(1@l @Irp)| sl (p]s)|(pIs)]} -

In diesem System werden folgende Definitionen eingefiihrt:

—p:=plp

prg:==(plq)

p—=>q:=plqlq).
Da der Ausdruck ,,p|(g|7) “ dem Ausdruck ,,p = g A r “ dquivalent ist, ist das Axiom von
Nicod/Lukasiewicz dem Ausdruck w2 gnAr)>{(p>raAp)a

[—(sAq)—> —(pAs)]} aquivalent.
Als primédre Regeln des Aussagenkalkiils nur mit Exklusion werden angenommen die
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Einsetzungsregel und die Abtrennungsregel mit dem Schema:
pl(qlr)
4

r

B

die der Regel mit dem Schema:
P>GAY
P
r
entspricht.

+ Implikation-Konstante falsum-System von Peirce ([BORK76], S. 125)

Im Aussagenkalkiil bezeichnet die Konstante falsum eine falsche Aussage. Fiir sie ver-
wenden wir das Symbol ,,0“. Der Ausdruck ,,0* ist allen falschen Ausdriicken des Aussa-
genkalkiils, wie bspw. ,,p A —p “ oder ,,—(p — p) “ 4quivalent. Bei der Null-Eins-Priifung
besitzt die Konstante falsum immer den Wert 0. Mit Hilfe des Zeichens der Implikation
und der Konstanten falsum definieren wir das Negationszeichen wie folgt:

—p. = p—> 0.
Ein Axiomensystem des klassischen Aussagenkalkiils, das als Grundtermini das Implika-
tionszeichen und die Konstante falsum verwendet, stammt von Peirce (siehe [ZOGL97]).
Ein Axiomensystem fiir einen solchen Kalkiil entsteht, wenn wir den Axiomen eines Aus-
sagenkalkiils nur mit Implikation das Axiom

0—>p
hinzufiigen.

Die Menge der Theoreme des Aussagenkalkiils nur mit Implikation setzt sich aus allen
und nur den wahren Ausdriicken des Aussagenkalkiils zusammen, die ausschlieBlich mit
Hilfe der Variablen und des Implikationszeichens geschrieben sind. Das Axiomensystem
von Tarski/Bernays ([BORK76], S. 118) besteht aus den folgenden Axiomen:

D @=>9)->g>r)—>@—>r)]

2 9->P—>9)

3 [p=>q9)—>pl—>p.
Wenn wir diesen drei Axiomen das Axiom ,,0 — p “ sowie die Definition des Negations-
zeichens mit Hilfe des Implikationszeichens und der Konstante falsum hinzufiigen, kon-

nen wir alle Axiome des Implikation-Negation-Aussagenkalkiils beweisen. Als primére
Regeln sowohl des Systems nur mit Implikation als auch des Systems mit den Konstanten

» —>, 0 werden die Einsetzungsregel und die Abtrennungsregel angenommen.
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* Aufgaben

— Fragen

Aufgabe 2-1: Definieren Sie Konjunktion, Disjunktion, Implikation und Aquivalenz.
Aufgabe 2-2: Geben Sie die Definition der Negation einer Aussage an.

Aufgabe 2-3: Die folgende Aussagen sind mit einer moglichst einfachen Formulierung zu
verneinen:

a) Der Farbeimer ist voll.

b) Alle Materialien sind verfiigbar.

¢) Die Bestellung ist vor dem 27. August eingegangen.

Aufgabe 2-4: Sind die Aussagen p Aq, pVv q und p A —g wahr?

a) p: Pasewalk liegt in Deutschland; ¢: Pasewalk liegt in Italien
b)p:3<7;q:2+2=4

Aufgabe 2-5: Aussagenausdruck

Die Aussagenausdrucke a(x):x3 <17 und b(x):x2 —1 = 3 seien gegeben.

a) Verneinen Sie a(x).

b) Verneinen Sie b(x).

¢) Geben Sie Beispiele fiir Werte von x, fiir die a(x) A b(x) eine wahre bzw. eine falsche
Aussage wird.

Aufgabe 2-6: Formulieren Sie umgangssprachlich die Negation folgender Aussagen:

a) Die Erde dreht sich um die Sonne; b) Alle Raben sind schwarz; ¢) Es gibt Menschen,
die unehrlich sind; d) Alles ist kduflich; e) Nichts ist vollkommen; f) Sonntags scheint im-
mer die Sonne.

Aufgabe 2-7: Bestimmen Sie die Negation der folgenden Sitze:

a) Alle Menschen sind toricht; b) Alle Menschen sind sterblich; ¢) Kein Mensch hat Flii-

gel; d) Alle neuen Biicher sind nicht schlecht.

Aufgabe 2-8: Implikation

a) Es gilt: ,,Niederer Reifendruck — schlechtes Rollen*. Gilt auch ,,kein schlechtes Rol-
len — kein niederer Reifendruck*?

b) Es gilt: ,Niederer Reifendruck — schlechtes Rollen. Gilt auch ,,schlechtes Rollen
— niederer Reifendruck®?

¢) Es gilt (fiir jedes x): ,,x >2 — x> 0“. Giltauch,x < 2 > x < 0°?

d) Es gilt (fiir jedes x): ,,x >2 — x> 0“ Giltauch , x>0 — x>2“?

Aufgabe 2-9: Formalisieren Sie die folgenden Aussagen:

a) Raider von den S.-Werken werden in Mecklenburg und in Pommern gefahren.

b) Julius fahrt Rennrdder oder Mountainbikes.

¢) Esistnicht der Fall, dass Julius an der Tour de France und am Giro de Italia teilgenom-
men hat.

d) Es regnet, aber es ist nicht kalt.
e) Julius fahrt nicht Fahrrad Nirwana oder Fahrrad Sausebraus, sondern Fahrrad Hades.
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f) Wenn wir fleiBig sind, werden wir einen Gewinn erzielen, wenn wir aber nicht fleiig
sind, werden wir keinen Gewinn erzielen. (Wie konnte man diese Aussage kiirzer for-
mulieren?)

g) Wenn das Buch langweilig ist, dann lese ich es nicht, und wenn ich es nicht lese, liegt
es bloB herum; deshalb liegt das Buch, wenn es langweilig ist, blofl herum.

h) Dieser Verein wird absteigen, es sei denn, er gewinnt noch alle ausstehenden Spiele.

Aufgabe 2-10: Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche sind falsch?

a) Auf dem Jupiter gibt es Leben oder Sokrates war ein griechischer Philosoph.
b) Die Frau von Sokrates hie8 Xanthippe und Sokrates war der Lehrer von Platon.
¢) Wenn StrauBle Vogel sind, dann kdnnen Straufle fliegen.

d) Wenn 152 durch 16 teilbar ist, dann ist 152 auch durch 4 teilbar.

Aufgabe 2-11: Schreiben Sie die folgenden zusammengesetzten Séitze in symbolischer
Form unter Benutzung der Variablen ,,p“, ,,¢*, und geeigneter Verkniipfungssymbole. Be-
stimmen Sie die wahren und die falschen zusammengesetzten Sétze unter ihnen.

a) Der Mond ist ein Planet und er besteht aus Zitroneneis.

b) Der Mond ist ein Planet und er ist kleiner als die Erde.

¢) Der Mond ist ein Planet oder er ist kleiner als die Erde.

d) Der Mond ist ein Satellit oder er besteht aus Zitroneneis.

e) Der Mond ist ein Satellit und er ist kleiner als die Erde.

f) Wenn der Mond aus Zitroneneis besteht, so ist er kleiner als die Erde.

g) Wenn der Mond aus Zitroneneis besteht, so ist er dicker als die Erde.

h) Der Mond besteht aus Zitroneneis dann und nur dann, wenn er ein Satellit ist.

Aufgabe 2-12: Beseitigen der Disjunktion
Die Maschine ist defekt oder die Stromversorgung ist ausgefallen. Der Werker sagt:
Die Maschine ist nicht defekt. Welchen Schluss zieht der Wartungstechniker?

Aufgabe 2-13: Syllogismus

Was fiir einen Syllogismus stellt der folgende Schluss dar?
Alle Werkzeugmacher sind gute Monteure.

Manche Pasewalker sind Werkzeugmacher.

Also sind einige Pasewalker gute Monteure.

Aufgabe 2-14: Schliisse
a) Beweisen Sie die Schlussregel:

p—=>(qg—r)
(prqg)—>r
b) Beweisen Sie die Umkehrung des obigen Schlusses:
(pnrg)—>r
p=>(g—>r)

Aufgabe 2-15:
Definieren Sie das exklusive oder.

Aufgabe 2-16:
Fassen Sie fiir die Aussagen p und g die Wahrheitsfunktionen der Verkniipfungen A, v,
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—, =, <> in einer Wahrheitstabelle zusammen.

Aufgabe 2-17: Beweisen Sie mit Hilfe der Widerspruchsregel folgenden Schluss:

A—>B Wenn der Reifen platt ist, dann flicken wir den Reifen.
B—>D Wenn wir den Reifen flicken, dann nutzen wir Klebstoff.
(CvD)——E Wenn wir einen neuen Reifen kaufen oder Klebstoff nutzen,

dann kaufen wir kein neues Fahrrad.

(EvF)—>(AvB) Wenn wir ein neues Fahrrad kaufen oder ein Fahrrad in-
standsetzen, dann ist der Reifen platt oder wir flicken den
Reifen.

—E Wir kaufen kein neues Fahrrad.

Aufgabe 2-18: Welchen Wahrheitswert haben die folgenden Aussagen, wenn fiir @ und b

wabhre, flir p und ¢ falsche Aussagen eingesetzt werden?

a) anp;b) —avp;c) ~(—an—g);d) a><p;

e)(an=byv(br—g)v(prg);f) —ma—>p;g)a—>(=bvq).

Aufgabe 2-19: Die beiden folgenden Aussagen werden als wahr angenommen: Siegfried

wirft die Kugel 15 m weit. Julius ist der Verlierer. Welche der folgenden Aussagen sind

unter dieser Annahme wahr?

a) Siegfried wirft die Kugel 15 m weit oder Julius ist der Sieger.

b) Siegfried wirft die Kugel mindestens 15 m weit oder Julius ist der Verlierer.

c¢) Wenn Siegfried die Kugel weiter als 15 m wirft, so ist Julius der Verlierer.

d) Wenn Siegfried die Kugel mindestens 15 m weit wirft, so ist Julius der Verlierer.

e) Dann und nur dann, wenn Siegfried die Kugel mindestens 15 m weit wirft, ist Julius
der Sieger.

Aufgabe 2-20: Beweisen Sie, dass folgende Ausdriicke allgemeingiiltig (tautologisch)
sind:

a) p=>(@—->p); b (P=>9Dr—9)>-p; ¢ —pv(g=>-p)>—9); d
P—=>q9)=>[rvp)=>velie) (pveg)=>[(r=>9)v=(r—>p)].

Aufgabe 2-21: Beweisen Sie, dass folgende Ausdriicke logisch dquivalent sind:

a) =(pAgq) = —p v —q (De Morgan);b) p >q = —q > —p  (Kontraposition); c)
pVv(pAq) = p (Verschmelzungsgesetz); d) pA(qgvr) = (pArq)v(pAar) (Distri-
butivgesetz).

Aufgabe 2-22: Die Peirce-Funktion y (Rejektion) besitzt die folgende Wahrheitstafel:

P | a4 | pya
w w f
w f f
f w f
f f w

a) Stellen Sie die Verkniipfung p y ¢ in der Junktorenbasis {—, — } dar.



2 Aussagen: Elemente einer Produktionstheorie 199

b) Zeigen Sie, dass die Peirce-Funktion selbst eine Junktorenbasis darstellt und sich alle
anderen Junktoren durch den Peirce-Junktor ausdriicken lassen. Gehen Sie dabei fol-
gendermallen vor:

1. Zeigen Sie, dass —p = p ¢ ¢ gilt (Wahrheitstafel!). AnschlieBend beweisen Sie
durch rekursive Definition

2.png= (vpv @v 9

3.pva= Qv v v @

4 poqg= (v PvdDv (v Pv D
Aufgabe 2-23: Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke:
a)(prg)v(par)v(pa=r)ib)gvrv(pag)v(gar);
lpa(=pvelvignrlgvrlvg.
Aufgabe 2-24: Konstruieren Sie fiir jede der folgenden zusammengesetzten Aussagen die
Wertetafel. Entscheiden Sie in jedem Fall, ob die zusammengesetzte Aussage oder ihre
Negation (oder beide) allgemeingiiltige Aussagen sind.
a) pop; b)) po>p; o (p)-op; &) (p)ep; o (@rg—>p; D
Prg) o (@rp):ig) (pva)=>@rg);h)(pAg) > Ve (p—>q)vI(g—op);
Dp=>@rneo@>9nr@—or).
Aufgabe 2-25: Bestimmen Sie fiir jede der folgenden zusammengesetzten Aussagen die lo-
gische Negation, bei der ,,— “ nur auf elementare Aussagen p, ¢, r angewandt wird.
a) pA(=g); b) () v(=g9); ¢ (p)—>q; &) p—>(=9); ¢) (pva)rg; D)
P> Ar;p—>(gnar).
Aufgabe 2-26: Im folgenden sind die Aussagen unter a), b) und c) als wahr zu betrachten.
Fiihren Sie mit Hilfe der Abtrennungsregel und einem geeigneten Gesetz den verlangten
Beweis.
*ap.b)p-o>q.0)po>9)>(@—o>0).
Zeigen Sie, dass » wahr ist.
* ap,bpo>poyg
Zeigen Sie, dass g wahr ist.
* ap—>q,b) g
Zeigen Sie, dass p falsch ist.
Aufgabe 2-27:
a) Formen Sie den Ausdruck p v (p A ¢) in eine KNF um.
b) Formen Sie den Ausdruck ((¢ > p) v r) — ((p > ¢q) A r) in eine DNF um.
Aufgabe 2-28:
flp, q, r) sei eine dreistellige Aussagenverkniipfung. Gegeben sei die Wahrheitstafel von :

P | a9 | | flp.a.n)
f

r
w w
w f
f w
f f

£ £ g

f
f
w
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- £ = =

a) Stellen Sie f'(p, g, r) als DNF dar.
b) Wie kann man f'(p, ¢, ) umgangssprachlich ausdriicken?

Aufgabe 2-29: Transformieren Sie die folgende Aussageform auf DNF:
gp.g,r) = (pr-r)v(pnr(gvr)).

Aufgabe 2-30: Ein Kunde stellt an die S.-Werke die folgenden Forderungen: Ich kaufe
Fahrrad Nirwana oder Hades, aber nicht beide zusammen; wenn ich Nirwana bestelle,
dann will ich kein Walhall; wenn ich Walhall oder kein Fahrrad Nirwana bestelle, dann
bestelle ich kein Fahrrad Hades. Was sollen die S.-Werke dem Kunden sinnvollerweise
liefern?

Aufgabe 2-31: Die Menschen teilen sich in die Ehrlichen und die Liigner (Nichtehrlichen).
Mitarbeiter Meier sagt, er sei ehrlich. Wir bitten Mitarbeiter Meier Werker Miiller zu fra-
gen, ob er ehrlich sei. Mitarbeiter Meier berichtet, dass Werker Miiller von sich sage, er
sei ehrlich. Ist Mitarbeiter Meier ehrlich?

— Antworten

Aufgabe 2-1: Die Konjunktion zweier Aussagen p und g ist eine Aussage, die genau dann
wahr ist, wenn beide Aussagen wahr sind. Die Disjunktion zweier Aussagen a und q ist
eine Aussage, die genau dann wahr ist, wenn mindestens eine der beiden Aussagen wahr
ist. Ist die verkniipfte Aussage p — ¢ wabhr, so liegt ein logischer Schluss (oder eine Im-
plikation) vor und man schreibt p — ¢ (,,aus p folgt ¢*‘). Satz —p — —¢g bedeutet dasselbe
wie p = g bzw. ,,p impliziert ¢, ,,wenn p, dann ¢* oder ,,p ist hinreichend fiir ¢* oder ,,q
ist notwendig fiir p*. Wenn p — ¢ und ¢ — p wahr ist, dann liegt eine Aquivalenz vor
und man schreibt p <> ¢ . Wir sagen: ,,p genau dann, wenn ¢* bzw. ,,p dann und nur dann,
wenn ¢“ oder ,,p ist notwendig und hinreichend fiir g*.

Aufgabe 2-2: Die Negation einer Aussage p ist genau dann wahr, wenn p falsch ist.

Aufgabe 2-3:

a) Der Farbeimer ist nicht voll (nicht ,,Der Farbeimer ist leer*).

b) Mindestens ein Material fehlt.

¢) Die Bestellung ist am 27. August oder spéiter eingegangen.

Aufgabe 2-4:

a) p A q ist falsch, weil ¢ falsch ist. p v g ist wahr, p A —g ist wahr.

b) Da p und ¢ wahr sind, folgt: p A ¢ ist wahr, p v ¢ ist wahr, p A —g ist falsch.
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Aufgabe 2-5:
a) Verneinung —ml()c):x3 >17.
b) Verneinung —|b(x):x2 -1#3.

¢) Fiir x = 2 ist a(2):23 <17 und b(2):22 —1 = 3 wahr. Daher ist a(2) A b(2) wahr.

Wenn wir in a(x) A b(x) fiir x den Wert 2,5 einsetzen, wird die Aussage falsch.

Aufgabe 2-6:

a) Die Erde dreht sich nicht um die Sonne; b) Nicht alle Raben sind schwarz; c) Es gibt
keine Menschen, die unehrlich sind; d) Nicht alles ist kduflich; e¢) Manches ist vollkom-
men; f) Sonntags scheint nicht immer die Sonne.

Aufgabe 2-7:

a) Manche Menschen sind nicht tdricht.
b) Manche Menschen sind nicht sterblich.
¢) Manche Menschen haben Fliigel.

d) Manche neuen Biicher sind schlecht.

Aufgabe 2-8: a) ja; b) nein; ¢) nein; d) nein.

Aufgabe 2-9:

a)prg;b)pvgic)=(prq);d)par—gie) ~(pvg)nr;

) p>gnAr—p—>—=q; p—qnrqg— p (Transposition); p <> g (Einfithren der Aquiva-
lenz); g) (p > —q) A (=g > 1) > (p > 71);

h) modus tollens:

p — q Dieser Verein gewinnt nicht alle Spiele. Deshalb wird er absteigen.
—g Dieser Verein wird nicht absteigen.

—p Dieser Verein gewinnt alle Spiele.
— Beseitigen der Disjunktion (Disjunktiver Syllogismus):
p Vv g Dieser Verein steigt ab oder er gewinnt alle Spiele.
—p Dieser Verein steigt nicht ab.

g Dieser Verein gewinnt alle Spiele.
Aufgabe 2-10: a), b) und d) sind wahr.

Aufgabe 2-11:

p Der Mond ist ein Planet.

g Der Mond besteht aus Zitroneneis.
r  Der Mond ist ein Satellit.

s Der Mond ist kleiner als die Erde.

a) p A q: falsch, da p falsch und ¢ falsch
b) p As: falsch, da p falsch
¢) p Vv s:richtig, da s richtig
d) rv gq:richtig, da rrichtig
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e) r A s:richtig, da r richtig und s richtig
f) g — s:richtig, da s richtig

g) g — —s: falsch, da —s falsch

h) ¢ <> r: falsch, da g falsch.

Aufgabe 2-12: Die Stromversorgung ist ausgefallen.
Aufgabe 2-13: Bedingter Syllogismus (Kettenschluss)
Aufgabe 2-14: siche Export-/Importgesetz der Pramissen

Aufgabe 2-15: Das ausschlielende ,,oder* (symbolisch a|b ) bezeichnet eine Aussage, die
genau dann wahr ist, wenn entweder a oder b wahr sind.

Aufgabe 2-16:

p q pNg pvq P P9 P9
1 1 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 1 0
0 0 0 0 1 1 1

Aufgabe 2-17:

(1) B—>D Annahmen

2) (CvD)->—E

3) D—->-—E

4 E

) D

6 D

Widerspruch (5, 6)
Aufgabe 2-18:
a) falsch; b) falsch; ¢) wahr; d) falsch; e) wahr; f) wahr; g) falsch.

Aufgabe 2-19:
a) wahr; b) wahr; ¢) wahr; d) wahr; e) falsch.

Aufgabe 2-20:

ay p —> (@ —> p
1 1 1 1
1 1 0 1 1
0 1 1 0 0
0 1 0 1 0
by (» - 9 ~ = q@ - p
1 1 1 0 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1 0 1 0 1
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0 1 1 0 0 1 1 1 0

¢ - p v (@ > = p > = 9
0 1 1 1 0 0 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 0 1 0 1 1 1 0
1 0 1 0 1 1 0 1 1 0
d @ - 9 -> [ v p —-> @ v 9]
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0
0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
e (= pr v g9 > ( > 9 v - (¢ - p)
0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0
0 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0
Aufgabe 2-21:
a) =(pvqg)e>—pAr—q
Negation der Konjunktion/Negation der Disjunktion
1 =prq) PV —q
2 A(=A(=pv—=g) ND  ~(=(=pVv—g))
3 —-»v—g —(p Agq) ND
b) poqg=—g—>—p
Kontraposition/Transposition einer Implikation
1) p—>gq {Annahmen}
2 —q
3 p {Annahme des indirekten Beweises}
@ q {AR: 1,3}
Widerspruch
) pv(prg) =p
Verschmelzungsgesetz
1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0

Wenn p auf der linken Seite wahr ist, dann ist p auch auf der rechten Seite wahr.
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d palgvr)y=(@rgvpAar)
Beweis siehe Distributionsgesetz der Konjunktion beziiglich der Disjunktion.

Aufgabe 2-22:

a p g p v g
wow f - p A= qg > p g
wof f P A= qg > = (plg
fow f - p A g > =@l
fof w p A g > = (plg
Dprg==pltag=0ipL@ilog
17 1 1 17 f 1w 1 f 1
17 0 0 17 f 1 f 0 w O
0O 0 1 0O w O f 1 f 1
0 0 O 0w O f O w O
pvag=0pteplelg
17 w 1 1T f 1w 1 f 1
17 w O 1 f 0w 1 f O
0 w 1 o f 1 w 0 f 1
0 f O 0O0woO f O w O
poq@ipltod@inpig
T w1 1 f 1 f 1w 1 f 1 f 1
1 f o1 f 1w O f 1 f 1 w O
0O0w1 0 w@O Tf 1w 0 wO0 f 1
0O0woO O wUO Tf Ow O w O f O
Aufgabe 2-23:
a) b Aqg v pbArv(pA-ar
@ Ar)v@EA-=r
P
P Aqg v op
Verschmelzungsgesetz
p
b) g v rvpnagqgvpEnsrr
q v pAqg v r v FaAaAng

q \4 r
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A =p volvigal@ynn vog
@A =DV @A@YV gV g
@ A p Vv q
q

Aufgabe 2-24:

a) p = b) p o ¢ (-p) —
1 1 1 17 0 O 0 1
1 1 1 17 0 O 0 1
0O 1 O 0 1 1 1 0
0O 1 O 0 1 1 1 0

d (p) ©p ¢ @Arqg—>p OH @~
0 0 1 171 1 1 1 1 1
0 0 1 170 0 1 1 1 0
1 0 O 0O 0 1 1 0 0 0
1 0 O 0O 0 0 1 O 0 0

g @Vvaeg->@rqgg hp@Earqg->@@vVv
1T 1 1 1 1 1 1 171 1 1 1 1
110 0 1 0 O 170 0 1 1 1
o1 1 0 0 0 1 0O 0 1 1 0 1
0O 0 01 0 0 O 0O 0 01 0 O

) @>q9 viig—>p ) p—>@nrnrnre
1T 1 1 1 1 1 1 191111111 1
170 01 0 1 1 1710/0]0 (1 1
o1 1 1 1 0 O 0O|1/1/0]0 1
0O 0 01 0 1 O 0|1/]0/0|0 1

Aufgabe 2-25:

a) pA(—q) -(pA(—=q) -—pvg

b) (—p) v (—q) =(=p)A—(—q) prq

¢) (—p)—>gq —((=p)>q) —wpr—q

d) p—>(—q) =(p—>(—q) pr—(—q)

e) (pvg)nrg -((pva)ng) —(pvq)v—q

) @>q)nr —((p—=>q9Ar) =((pvag)rr)

—\(p\/q)\/—\l” —|p/\—|q\/—|l"
g) p—>(gnr) =(p—>(q@nrr)) (pAr—=(gnar))

P

1

1

0

0

q9) <> (G ~ p)
171 1 1 1
01 0 0 1
171 1 0 0
01 0 0 O
q)

1

0

1

0
@—=>9 A~ @)
T 1 11,1 1 1
1 0 0|01 O O
o1 1(1,0 1 1
o1 0|1/0 1 O
—(pvq)

PAg

—pPAN—gqgV g

PAN—gNV —r
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Aufgabe 2-26:

w—>q9 —>@->0n p>p >y P —q
1T 1 1 1 1 1 1 17 1 1 1 1 17 1 1
10 01 0 1 1 171 1 0 O 1 0 0
o1 1 0 1 0 O 0o 1 0 1 1 0o 1 1
0101010 0100 0 01 0

Aufgabe 2-27:

a)KNF: pv(pAgq)

(pvp)A(pvr)

b)DNF: (g > p)vr)>({(p—>g)Ar)
(=gvp)vr)=>(=pvqg)rr)
—((=gvp)vr)v((=pvg)rr)
(=g v p) A=) v ((==p A=q) AT)
—(=(g ~=p) A=)V (P A=q) AT)
—(—gApA=F)V(DA—GAT)
Aufgabe 2-28:

a) f(p, q, r) ist genau dann wahr, wenn einer der drei Félle erfiillt ist:

1.Fall: I(p) = waAl(q) = fAl(r) =f ©I(pAr—gAr—-r)=w

2.Fall: I(p) = fAl(q) = waAl(r) =f ©Il(—prgnr—-r)=w

3.Fall: I(p) = fallqg) = fAI(r) =w ©I(—pAr—gAr)=w

f(, g, r) ist genau dann wahr, wenn der Ausdruck

(pA—gA=F)V(=pAgA—=r)Vv(—pA—gAr) wahr ist. Daraus folgt:

fo, ¢, )=(PA—gA=F)V(pAgA=F)V(pA—gGAT).

b) Umgangssprachlich heif3it dies: ,,entweder p oder g oder r*“.

Aufgabe 2-29:

gp.q,r) = (pr-r)v(pnrlgvr))

=(par-r)yv(parqg)Vv(pAar)

=(pAr—rA(gv—g)vprgnr(rv=ar)vipara(qgyv—q))

=(pArgn=r)V(pPA=gy—r)V(PAGAT)V(DAGA—T)
V(pAgGAr)V(PA—=gAT)

=(pAgAn=r)V(PA=gGA=T)V(PAGAT)V(DASGAT)

Aufgabe 2-30:

Wir verwenden bei der Formulierung der Forderungen folgende Abkiirzungen: b = Der

Kunde bestellt Fahrrad Walhall, £ = Der Kunde bestellt Fahrrad Nirwana, n = Der Kunde
bestellt Fahrrad Hades. Die Pramissen lauten dann:

Lk>—<n,2. k——=b,3. (bv—k)——n

Als néchstes formen wir die Primissen so um, dass nur noch die Negation, Konjunktion
und Disjunktion vorkommen:
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1. k>~ n=(=kan)v(kn-n)= (kvn)a(=kv-n)

2. k—>—=b=—-kv-b

3. (bv=k)->n=(=brk)v—-n = (=bAr-=n)A(kv-—n)

Nun verbinden wir die drei Prédmissen durch Konjunktion und reduzieren die gesamte Aus-
sage auf eine moglichst einfache Form.

=f(b,k,n) = (kvn)A(=kv-—n)A(—kv=b)A(=bv-n)A (kv -—n)

= (kv (nn=n))A(=kv—-n)A(=kv=b)A(=bv—-n)
=kA(=kv(=bA=n))A(=bvVv-—n)

=((kA=k)Vv (kA=bA—-n))A(=bV —n)

=(kA=bA-n)A(=bVv—=n) = (kA=bAr—nA=b)v(kAn=bA-nA-—n)

= (kA—=bA—n)
Die Aussage ist genau dann wahr, wenn & wahr, b falsch und » falsch ist. Die S.-Werke
werden also nur Fahrrad Nirwana liefern.

Aufgabe 2-31: Werker Miiller sagt auf die ihm gestellte Frage in jedem Fall, er sei ehrlich,
auch wenn er ein Liigner ist. Wenn Mitarbeiter Meier jetzt sagt, dass Werker Miiller sich
als ehrlich bezeichnet, dann ist er ehrlich.
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