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Aufgabenldsungen

Nachfolgend sind die Losungen der in der drittten Auflage der Monographie "Hohere Ma-
thematik fitir Naturwissenschaftler und Ingenieure” gestellten Aufgaben kapitelweise zu
finden. Um die Losungsschritte nachvollziehbar zu machen, wurden die einzelnen Auf-
gabenlosungen moglichst umfangreich behandelt. Es wurden im Unterschied zur zweiten
Auflage diesmal zu allen Aufgaben Losungen angegeben.

Daran anschlieiend sind evtl. vor dem Druck tibersehene Fehler angegeben und korrigiert.

Berlin, Juli 2017 G. Barwolff
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Kapitel 1

1) Nachweis mit vollstdndiger Induktion

Induktionsanfang n = 2

(1+a1)(1+a2) =1+4+a;+ax+ajax >1+ay + as, daajas > 0ist.

Induktionsschritt n = n+ 1

Die Aussage gelte fiir festes n. Die Giiltigkeit fiir n + 1 ist zu zeigen.

(I+a)(14ag) - (1+ap)>1+ (a1 +as+ - +a,) =

(I4+a)(d+az) - (T4 an)(d +ans1) > [1+ (a1 +az+ -+ an)l(1 + ang1) =

1+ (ar+as+ - +an+ant1) +01anp1+ -+ ananpr > 1+ (a1 +as+ -+ an + ang1),
daajanqi1+ -+ anapyr > 0ist.

Damit ist der Induktionsbeweis erbracht.

2) Nachweis mit vollstandiger Induktion

Induktionsanfang n = 2

(I-a1)(1—as)=1- (a1 +az)+ajaz >1— (a1 + az), da ajas > 0ist.

Induktionsschritt n =>n + 1

Die Aussage gelte fiir festes n. Die Giiltigkeit fiir n + 1 ist zu zeigen.

1-a)(1—ag) - 1-ap)>1—-(a1+as+- - +a,) =

(I-a)(I—ag) - (I=an)(d = ans1) >[I = (a1 +az+ -+ +an)|/(1 = any1) =

L—(a1+az+ - +an+api1) +@1an11 + -+ apani1r > 1= (a1 +az + -+ an + any1),
daaiantr + -+ apapsr > 0ist.

Damit ist der Induktionsbeweis erbracht.

3) Falls a > 0 ist, ergibt sich die Beziehung bei n = 2 als Spezialfall ar, = a, k = 1,...,n,
von Aufgabe 1). Falls —1 < a < 0 gilt, erhilt man die Ungleichung fiir n > 2 als Spezialfall
ar = —a, k =1,...,n, von Aufgabe 2). Die Fillen = 0,1 (¢ > —1)unda=0(n =0,1,...)
sind unmittelbar klar.

4) Nachweis mit vollstandiger Induktion
Induktionsanfang n = 0

_ 1=a’t' _
1=150"0 =1,

Induktionsschritt n = n + 1
Die Aussage gelte fiir festes n. Die Giiltigkeit fiir n + 1 ist zu zeigen.

2, .. n nt+l _ l—a™t! nt+l _
l1+a+a”+ +a" +a Ho.— ta
1-a™ et (1—a) | 1—a"tl4a"Tloqnt2) g2

l1—a l—a 1—a
Damit ist der Induktionsbeweis erbracht.
5) Losungsmenge der Ungleichung |z — 5| < 1, kritische Punkte 2 = 0, z = 5
Az >hlz—5<ie(z-5r=2-br<l+=
22 —5r—1=(z— 75+§/E)(.1‘— 75_5/E) <0< 75_;/5 <h<z< L'%/E
b)0<z <5z -5 <l —(z-bHr=-2’+br<1+
22 =5+ 1= (z— 2 (z - 5=2) 5 0 = 0 < o < S22y 521 <y < 5
Qz<0|z—5<les—(z-br=—2?+5>1
22 =51 +1 < 0= (x — 252z — 2=Y2) < 0 < fiir kein < 0 erfiillt.
Losungsmenge:

5—v21, 5++v21 5++v29

L =)0, > >
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6) Die Ungleichung 22 + 6z + 2 > 0 ist wegen
2246 4+2=(x— (—3+VT)(x—(-3-V7))firz<-3-V7V-3+V7<z

erfillt. Die Ungleichung |z + 3| < 4 ist fir = € [7,1] erfiillt.
Losungsmenge des Systems:

L=(—-00,-3-V7U -=3+V7,00)N[-7,1] = [-7,-3 - VT[U] -3+ VT7,1].

7) Gegeben z = %, esistel® =i
2+i)(i+3—5i) 1 _ o (24)(B—4) 6+3i—8i+4 ,
S oogeey 52 HIE-4 5 5 !
8) Gegeben z = ¢/'F + 2= esist ¢!T = cos(3T) +isin(3F) = — %3 + il
3 1 2-3¢t—-1 1-
2 2 2 2
9) Gegeben z = 2 + 2V/3i, || = VA + 12 = /16 = 4
2 ;I
Arg z = arctan ? = arctan v/3 = g — 2 =24 2V3i = 4¢'5 |
10) Zu losenist 24 = 4,7 = €'z = 512k L € 7.
2y, = BFHM/A — G(FHRE) £ =0,1,2,3.
11) Man findet mit z = —2 eine Nullstelle von p(z). Die Nullstellen von p(z) bilden ein
regelmifBiges Fiinfeck und liegen auf einem Kreis mit dem Radius 2 um den Ursprung. Es

ist 2° = —32 = 32¢'" zu losen; mit der DE MOIVREschen Formel findet man
Vs
5

und damit die Linearfaktoren (z — zi), kK = 0,1,2,3,4, mit p(z) = Hizo(z — z1,). Konkret
ergeben sich die Linearfaktoren

r e 2 2
2 = 2ei(FHRE) = zcos(g + k%) +i2sin(= + kzg) L k=01,234,

3 3 ) )
(z—(2cos%+i25ing)) , (z—(2cos§+i2sin§)) ) (z—(2cos§+i2sin§)) ,

(z — (20057% +42sin 7?ﬁ)) , (z—(2cos 9% +i2sin 9%)) ,
wobei der dritte Linearfaktor (z — (—2)) = z + 2 die Nullstelle z = —2 enthilt.

12) Es gilt €™ = cosz + i sin z und damit
(cosz +isinz)® = ()% = €% = cos 3z + isin 3z .

Man erhilt nun

3

(cosx +isinz)® = (cos® x + 2i cos xsinx — sin® x)(cos z + i sin x)

= cos®x+ 2icos?zsinz —sin?zcosz +icos rsinz — 2cosxsin®z — isin®

cos® z — sin? 2

zcosx — 2cosxzsin? z + (2 cos® xsinz 4 cos® xsinz — sin® z)

4cos® x — 3cos® x — 3coswsin?® x + (3 cos? xsinz 4 3sin® z — 4sin® x)
= 4cos®s —3cosx +i(3sinz — 4sin®z)

und damit durch Vergleich von Real- und Imaginérteil die zu beweisenden Beziehungen.
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Kapitel 2
1) Fir die Folge (a,,) ergibt sich

4 V3 4

=3

A an = nlggo[3+ 1425 NETY +4n+25

sin(n?)
n

Es gilt -1 <
Folge (d,,) gilt

< L und damit wegen lim,,_,o =~ = 0 auch lim, . ¢,, = 0. Fiir die

n n

0<d, = <
Tol4n+ LT+ 14n+

und aus lim,, .. —2— = 0 folgt lim,,_,c d,, = 0.
1+n+5

Zur Berechnung des Grenzwertes der Folge (b,,) berechnen wir hilfsweise den Grenzwert
der Funktion f(z) = /x + 4, also

lim ¢z +4= lim (z+4)"% = lim ex MEt) = plime oo pin(edd) — 0 —
Tr— 00

Tr— 00 T—r 00

Dabei haben wir die Stetigkeit der Exponentialfunktion und lim,_, o % In(xz +4) = 0 (Regel
von BERNOULLI-L’'HOSPITAL) genutzt. Damit folgt lim,, ;o b, = 1.

2) Mit der Regel von BERNOULLI-L"HOSPITAL ergibt sich

1 1 1 (03 322 cos(z3
lm 2EEVE Ly g SR gy, 32Res@h)
T—00 x T—00 I Qﬁ 0 2 z—0 2x
lim cosr m —sinx _1
=5 3 = x =5 —

3) Fiir die Ableitungen (in den jeweiligen Definitionsbereichen) ergibt sich

() cosx
z) = —,
! 2¢/sinz
A = @) = ") = (") (22 Inz) =2 2xlnz+1),
fla) = (e* + xe®) arctan x — 105%2 _ (14 ) B T e®

3 arctan? x arctan x (14 z2)arctan®z ’

3

filz) = gVrcosz —x rsinw .

4) Fur die Ableitungen von f(z) = V1 + 22 erhélt man

’ T ’ " 1+$2—% 2\—32 ”
f(x):\/ﬁ,f(O):(Lf (l‘): 1+ 22 :(1+.”L') 2, f (0)217

Daraus ergibt sich das TAYLOR-Polynom

2 3
To(x) =14 % und das Restglied Ro(z) = —3¢(1+ &) 2

Fiir z € [0, £] gilt die Abschdtzung

|Ro()] = |¢(1+€2)73
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5) Fiir die Kriimmung erhélt man

624 6
k(z) = 3 = 3 -
VIS a1+ 5%

Die Kriimmung wird maximal, wenn der Nenner n(x) = 2*/1 + - minimal wird. Fiir

die Ableitung ergibt sich

3
/ | i 3 / 4 / 3./

mit der nichttrivialen Nullstelle z, = /5. Fiir die 2. Ableitung des Nenners errechnet man

/ 4 20 1 24 4 60
1 _ 3 / 2
n (.TJ) = [ 14+ ;.6 (4.’1) — ;’3 )] = 72 : (—;7) + 1+ = (12.’13 + ;4)

1+ 4
1+ % s 20 4 , 60

4 60 240 4822
= 21+ —[122% + = - i
+x6[ . +x4+x10+4x4 x6+4]

Fiir x = x( ergibt sich

4
n"(zo) =4/1+ 520\75> 0,

also wird die Kriimmung an der Stelle zy = ¥/5 maximal.

6) Es ergeben sich folgende Stammfunktionen

x3 S — 2
— dr = — 24+ ———1d
/J;2+2x—1 v /[x +x2+2x—1} *

23:2—21‘+5/de—/7dx
2 2) 22422 -1 2 422 —1

2
ZxQ_2m+Zln|$2+2x_1|_/(x—(—1+\/§))7(m—(—1—\/§))dx
:x;—2x+21n|x2+2x—1|—2\7/5[/[x_(_1+\/§)—x_(_i_\/ﬁ)}dl‘
:3:22—2J;+;ln|x2+2x—1|—2\7/§1n|i:2:1j£§|+const..

/63"” coszdr = e sinz — /363”” sin z dx
=3 sinx — 3[—e3 cosw — /363””(— cos ) dx]
= e sinz 4 3e3* cosz — 9/639” cosr dr —

1
/ e cosx dr = 0 [€3% sin x + 3¢® cos x] + const.
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Die Substitution ¢ = tan § ergibt

1
/—,dx / dt = 1n|t+1|+const.:1n|tan§+1\+const.
cosxT +sinx + 1 2t + 2 2

7) Die Funktion f(r) = 23 hat im Intervall [0, 7] die auf dem Intervall [0, 73] definierte
Umkehrfunktion g(y) = /9, so dass sich das Volumen des Rotationskorpers zu

3

Ver [ @0y =3yl = in
) 5 5

ergibt.
8) Fiir die Mantelfldche ergibt sich

2
—271'/ Va4 — 22 1+ d:z:—27r/ 2dxr = 87
0

und zusammen mit der Deckfldche D = 2?7 erhdlt man fiir die gesamte Oberfléche den
Wert von 127 (hier kann man den Wert auch direkt durch Kenntnis der Oberfldche einer
Halbkugel angeben, sofern man die Formel parat hat).

9) Das Integral [;~ 5 +1 7 dx konvergiert da wir die Konvergenz des Integrals fooo T Jrl s dx

nachgewiesen haben und H fiir z > 1 eine konvergente Majorante von —— + 7 ist. Den
Wert des Integrals kann man tiber die Stammfunktionsberechnung mit einer Par’aalbruch—
zerlegung erhalten. Moglich ist aber die Nutzung der Residuensatzes (s. dazu Kapitel 10).

Fiir das Integral [ L da ergibt sich mit 0 < e (< 1)

2 2
1 1 1 1 1 1.1 1. e
. dr—- _ de = =1 ) .
/1+Ea:2—1 v 2/1+5[x—1 /g =g +1H1+6 D R R

Wegen lim._,o In 2%_6 = —oo konvergiert das Integral nicht.
Das Integral

* cos?z Lcos?x * cos?z
GOV = [ STy vy
/0 1+ 23 . /Ol—l—x?’ a:+/1 1+ 23 .

konvergiert, da

COS2 T

T8 ST fur weflod

cos® x
1423

gilt, d.h. wir haben mit ﬁ eine konvergente Majorante gefunden (der Summand f o
ist unkritisch, da es sich um ein bestimmtes Integral einer stetigen Funktion handelt).

10) Zur Berechnung von /5 wird eine Nullstelle der Funktion f(z) = x> — 5 gesucht. Das
NEWTON-Verfahren ergibt die Rekursionsfolge

:L‘%l -5 1( " 5 )
= — 'Tn _—
2%y, 2 Ln

Tp+l = Tn —

zur Bestimmung einer Nullstelle von f(z) = 2% — 5.
11) Fur die LAGRANGE-Basispolynome L1, Lo, L3 erhélt man (Lg spielt wegen yo = 0 keine
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Rolle)
B (:c—l)(a:—3)(:c—5)_1 _ B _
_ @-D@E-2)@=5 1
Lo(z) = G-DB-2)(3-5) 4(x D(z—=2)(z—5),
(- -2)(xz-3) 1 B B _
so dass sich das LAGRANGE-Polynom
ps(x) = 0-Lo(z)+3- %(x —(x—-3)(z—5)—2- i(w —D(x—=2)(z—-5)+1- i(w —1)(x—2)(z—-3)
1 1
= (x—1)(xz—3)(x—5)— 5(36 —1)(z—-2)(z—-5)+ ﬂ(:ﬂ —1)(z—2)(z—3)
ergibt.
12) Das Steigungsschema von Seite 186 wird geeignet erweitert zu
Ti4+3 — Lg Ti42 — T4 Ti4+1 — T4 xX; [JJZ] = Yi A [a:iﬂ,aci} A [xi+2$i+1$i] A [$3$2$1£E0}
1 3
1 -1 -1
2 2 2 5 2,5
3 1 1 1 7 773
2 3 6 -9 -4,5
1 -5 -5
4 1
und man erhalt
[.’Eo] =3 5 [.’E1$0] = -1 5 [3?2.%'1560} = 2,5 5 [:1?3.%'25131370] = —g .

Damit erhdlt man das NEWTONsche Interpolationspolynom
p2(x) = [wo] + [w10](z — @o) + [wamrzo)(2 — wo)(x — x1) + [w3z20120]((2 — o) (2 — 21)(z — 22)

_ 3—(m—1)+2,5~($—1)(x—2)—g(x—l)($—2)(x—3).
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Kapitel 3
1) Man findet aufgrund der Berechnungsformel fiir den Wert einer geometrischen Reihe
By 1 3. 9. 27
Z(Z) —l_é—4unddam1tz =4—-(1+- +16) 16 -
k=0 4 k=3
2) Es gilt
= 1 k+1— - 1
;k(kﬂ) 2 k:+1 el T
mits, = (1—3)+ (3 — %)+ -+ (% — 757) = 1 — ;4. Damit ergibt sich
o0
1
Z = lim s, =1
Pt k(k + 1) n—o00
3) Man erhélt
= fim -2 = 2’f(k+1)!_1. k+1
o PR e Ty It R
also konvergiert die Reihe fiir alle €] — oo, o0|.
4) Wegen
2 — V10 V10
p= lim | | = lim =
k—o0o Gk41 k—oo 1 — k—>oo 2 2

konvergiert die Reihe fiir alle z mit |z — i| < @ Der Konvergenzkreis ist ein Kreis mit

dem Radius ‘ﬁ und dem Mittelpunkt zp = ¢ in der komplexen Zahlenebene.

5) Fiir den Konvergenzradlus p gilt 6 > p > 4, weil die Reihe fiir + = —4 divergiert, also
| —4—2| =6 > pgilt, und weil die Reihe fiir + = —2 konvergiert, also | -2 —2| = 4 < p gilt.
Deshalb liegt im Intervall [-2,6] Konvergenz, und in den Intervallen | — oo, —4] und ]8, oo]
Divergenz vor.

6) Die arctan-Reihe

oo , 2
tanz = S (-1
arctan x Z( ) 1
k=0
ist fiir # = 1 konvergent, so dass 7 = arctanl = 1 — } + { ¥ ... gilt. Die geforderte

Genauigkeit erreicht man in jedem Fall, wenn

1 10° — 3
1)k — -5
[(-1) 2(n+1)+1| 2n+3<10 also n> 5

gilt, also jedenfalls fiir n grofer als 50000.
7) Die ungerade 27-periodische Fortsetzung ergibt

A(rx —2?) x€[0,7]

flx) = { %(ﬂ'l‘ +2?) x€[-m0
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Die Koeffizienten ay sind gleich Null und fiir die Koeffizienten by, £ > 1, ergibt sich b, =

2774
0w

/ xsin kx dx
/ 2% sin kx dx

(mz — x?) sin kz dz. Mit den Stammfunktionen

rcoskr sinkx
ok k2

x2coskr 2xsinkr 2coskx
ok k2 k3

ergeben sich die Koeffizienten

b — §[  cos kx Sink::z:]7r
S k g2 0
16
= m2k3 [1 - (71)k]

und damit die FOURIER-Reihe

f) =
k=1

11— (=1)*

k3

sin kx =

8 . z2coskx

2x sin kx

2coskzx,

ﬁ[_ k

sin(2k — 1)z
(2k —1)3

Z

k=

k?

kg ]0

8) Mit der Stammfunktion [ x sin kx dz aus der vorigen Aufgabe erhilt man fiir die FOURIER-

Koeffizienten b, k > 1

b

x sin kx dx

2 2
L
2

sin kx
12

2 wxcoskx

2 2 sinkg
s k

=— 12

s
2 ™

sin(k(-%)), 4sinkd

T k2

]%
Damit erhilt man die FOURIER-Reihe
53
0

2 Z sin( on =Ty sinln = D3] Gnf2n — 1)2] =

sinkg
sin kx

f(x)

Fiir » = § ergibt sich daraus

(_1)7171 n—1 __ 4 - 1
(2n — 1)2 (=)t = T 2 (2n —1)2

n=1

T 4= (=) s
= ;n; ((anl)Qsm[(Qn - 1)5] =

2

= %2. Aus der PARSEVALschen Gleichung folgt mit

die Beziehung

o0

4
und damit Z( L il

7 16 — 1
2n —1)*

6 n2 = (2n— 1) ]
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9) Die Funktion ist m-periodisch und gerade, so dass nur die Koeffizienten a;, zu bestimmen
sind. Es gilt ftir k > 0

2 s
ar = f/ (Jc—z)Zcostxdx
O 2

™

™

2 e s 2 s
= = [/ x?cosk2x dx — / x cos k2z dzx + % / cos k2z dx]
0 0 0

T " 1
= ﬂ_—kQCOSk2x|O =72

und

Die Fourier-Reihe konvergiert auf R gegen die stetige Funktion f(x), so dass
™ =1
flx) = E + ; 73 €08 k2 (1)

gilt, und fiir ¢ = 7 ergibt sich

2 72 1 =1 T
TTRtE T XE TS

Setzt man in (1) z = 7, so erhélt man

> 1 °°1
k=1 k=1

m\ﬁ‘

10) Die Funktion ist 2-periodisch und die Fourierkoeffizienten werden mit der Formel

1 /T " 1 /2 "
= — fxe_z’”dx:f/fxe_"”dx
7| @ 5 1@

berechnet. Als Integrationsintervall benutzen wir [—1,1], d.h. es gilt

< 0
T

— A

ro={ % oL

x
<

Q)
o
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und damit erhilt man

10 : 1! :

7\/ 672513677,]671'26 dx + 7/ 62a:672k7r:1: dx

2 1 2 0

I 1!

3 / e~ %% (cos kmx — isin knx) dx + 3 / e**(cos kma + isin knx) d
~1 0

1[0 1!
3 / e 2 cos kmx dx + 3 / e** coskrxdr (Subst.u = —x)
—1 0

I e
—f/ e*" cos km(—u) du—l—f/ e** cos kmx dx
2./ 2Jo

1 [t 1 [t
- / e cos krudu + = / €2 coskmx dx
2 Jo 2 Jo

1
/ e* coskrrdr (2-malige part. Integration)
0

2

e CUE A

Da f eine gerade Funktion ist, besteht die Fourier-Reihe nur aus cos-Gliedern. Die Koeffzi-
enten ergeben sich zu

ap = o +a_p =

4
E2m2 447

11) f(x) = | sin z| ist m-periodisch, gerade und auf [0, 7] gleich sin . Deshalb sind die Koef-
fizienten by, gleich Null. Fiir die a;, gilt fiir k > 0

ag

2 s
— / sin x cos k2x dx
0

™

2. . sink2z T sin k2z
—[sine——I§ — cos T
T k2

dzx]

1 ™
[—— / cos z sin k2x dx]
0

2
T k2
2

1 1 i

—— COS s k2x | + —— i sk2x d
7T[k24cosacc05 x|0+k24/0 sinx cos k2x dx
1
k2

e s 2
/ sin x cos k2x dx — / sinxcosk2rdr = ———————
0 0

4k2 — 17

und daraus folgt

ap —

4

4k2 — 17

Fiir ag ergibt sich

apg = —
™

2 [T 4
/ sinzdr = —
0 ™

und damit ergibt sich auf [0, 7

sinx =

2
T

CHIS

=1
Z 57 Cos k2x .
— k24 — 1
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12) Es gilt

1
sin? ¢ = 5(1 —cos(22)) ,

also besteht die Fourierreihe von sin? z nur aus diesen beiden Summanden, und damit
findet man

s 1 us
/ sinfzdr = 1 / [1 — 2cos(2z) + cos®(2z)] dx
0 0

wobei man beim letzten Integral eine Orthogonalitédtsrelation genutzt hat.
13) Die ungerade Fortsetzung ist durch

_f zx(1l-2), 0<z<1
f(x)_{ w(l+z), -1<z<0

und f(z 4 2) = f(x) fiir x € R erkldrt.
Da f ungerade und 2-periodisch ist, sind nur die Koeffizienten by, k = 1,2,... zu berech-

nen. Mitw = 2% = 7 ergibt sich

b, = /f sin(kwz) dz

2/0 z(1 — z) sin(krz) dx

1 1
2/ rsin(kmx) de — 2/ 22 sin(knx) de .

0 0
Nach einmaliger bzw. zweimaliger partieller Integration ergibt sich

b= g1 — (<11,

so dass man fiir das n-te Fourierpolynom bzw. die Fourierreihe
4 1 K1
On(@) = =5 3 7511 = (~1)sin(kmz)
k=1

und

4 1
- — T o k
kg k: ¥ sin(krx)

erhilt.
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Kapitel 4

1) Die Determinanten der Matrizen A und B sind mit det(A) = 1 und det(B) = 1+a+b—2ab
mit der SARRUSschen Regel leicht zu berechnen. Bei der Matrix C' erkennt man, dass in den
Spalten die O-te, 1-te, 2-te und 3-te Potenz der Zahlen w = 1, v = 2, y = 3, z = 4 steht, also

1
C:

— =

1
2
3

W~

1 1 1 w w?
4 8 . 1 z 22
9 21 | |1 y o
16 64 1 z 22

3

n e 8 &

3
3
3

Die Determinanten solcher Matrizen nennt man VANDERMONDEsche Determinanten, die
die allgemeine Form

V =det

1

1

haben. Man findet nun

det(C)

amp

Vv

7 1

7

2) Es gilt

\Y%
<.

det(B) {

=0 fir beR\{}}, a=

(zi —

T x% x?
To x% x%
T x% xi
1 w w?
0 z—w a2—w?
0 y—w y°—w?
0 z—w 22—w?

(z —w)(y —w)(z —w)

(z —w)(y —w)(z —w)

(z —w)(y —w)(z —w)

(z —w)(y —w)(z —w)(y - z)(z - z)
(

n—1
Ty L
n—

Lo

SO =

y—
y—

r+w
Yy—x
Z—x
x y2
x 22

x2+xw+w2

y? +yw +w?

22 4+ zw 4+ w?
x2+1’w+w2

y2—x2+yw—xw

22—m2+zw—xw

—x2+waxw
— 22+ 2w — zw

1 y+z+w
1 z+z+4+w

z—w)(y —w)(z —w)(y —z)(z - 2)(z - y)

und damit det(C) = (2 - 1)(3 —1)(4 — 1)(3 — 2)(4 — 2)(4 — 3) = 12. Fiir die Determinante
(2) erhélt man auf die gleiche Weise

a?j) .

2b—

b+1

1

#0 fir b= 31, abeliebig,oderbe R\ {1}, a # %

r—w x27w2 xg—w3
y—w y:—w? o —wd
z—w 22—w? 23 —wd

@

3) Fiir das Gleichungssystem A;x = b; findet man nach 3 Schritten des GAUSSschen Algo-

rithmus

2 =2

-1
1

2
0

0 3 2 =2 0
—-11| -3 <= 0 2 =2
-1 0 0 0 0 \
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damit ist das Gleichungssystem l6sbar und die Losung hat die Form

x 0 1
y | = -2 |+t 1|, teR.
z 0 1

Fiir das Gleichungssystem A,x = b ergibt sich

2 1 2| 3 2 —2 1 2| 3
1 2 -1 —2|-3 0 2 -1 —2|-3
1 0 -1 1, 0] o 2 —2 —1|-3
0o 1 3 2| 5 0o 1 3 2| 5

2 1 2] 3 2 1 2] 3
2 -1 —2|-3 2 -1 —2|-3
< <

0 -1 11 0
0 8 5] 13

0 -1 1 0
0 0 13| 13

O O O N
O O O N

und damit die Losung x = (0,0,1,1)7.

4) Die Matrix A hat das charakteristische Polynom y4(\) = —A® 4+ 4X\? — 3\ und man
findet die Eigenwerte A\; = 0, A\ = 1 und A3 = 3, wobei man den Eigenwert A; = 0 auf-
grund von det(A) = 0 sofort ohne Rechnung findet. Die zugehorigen Eigenvektoren sind
vi = t(1,1,1)T, vy = 5(1,0,-1)T und v3 = (1, —2,1)7.

Die Matrix B hat das charakteristische Polynom y5(\) = —? + 3A? und damit den dop-
pelten Eigenwert A\; o = 0 und den einfachen Eigenwert A3 = 3. Zum Eigenwert A3 fin-
det man die Eigenvektoren v3 = r(1,—1,1)” und fiir A, » erhilt man die Eigenvektoren
via =s(1,1,0)7 + t(—1,0,1)7.

Die Matrix C hat das charakteristische Polynom

xoA) =2 —4X3 1607 —4 N +1=(A—1)*

mit dem vierfachen Eigenwert A = 1. Man findet allerdings nur einen Eigenvektor v; =
t(1,1,1,1)7 (X hat die geometrische Vielfachheit 1). Zur Berechnung der Hauptvektoren
Vi, k = 2,3,4, ist das Gleichungssystem

(C - E)4Vk =0

zu l6sen. Die kann man allerdings auch sukzessiv tun, indem man die Gleichungssyste-
me (C — E)vik = vi_1, k = 2,3,4, 10st, wobei man ausgehend vom Eigenvektor v; zuerst
den Hauptvektor v, daraus den Hauptvektor vs und schliellich den Hauptvektor v, be-
stimmt. Der Vorteil dieses Vorgehens besteht darin, dass man explizit keine Matrixpoten-
zen berechnen muss. Man erhilt

3 113y 518 1y

vo= (=0 Lt XSy oo 1 3 1 V_(_§§§_,
2T\ ST\ Ty 4 1TUR88

5) Die Eigenrdume von A aus Aufgabe 4 sind Geraden im R?, die durch den Ursprung
gehen. Sei a ein zum Eigenwert A gehorender Eigenvektor von A, dann ist

E, ={x|x=sa,s€R}

der Eigenraum zu A. Sind x; und x3 aus E), dann ist auch die Linearkombination x =
€1X1+CaXo = (151 +c2s2)a Element von E. die anderen Eigenschaften (neutrale Elemente,
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inverse Elemente) sind offensichtlich. b; = (1,1,1)7 ist eine Basis von Ej,, by = (1,0, —1)T

und bs = (1, -2,1)7 sind Basen von E),, Ej,.

6) Die Bedingung fiir eine Basis (x1, X2, x3) lautet
a1X1 +asXo +as3xz3=0<=ay =as=a3=0.

Konkret fiir x; = (0,3,4)7,x2 = (0,4,2)7,x5 = (2,0,1)7 ist das Gleichungssystem

0 0 2 ai 0
3 40 as =10
4 2 1 as 0

zu betrachten. Die Determinante der Koeffizientenmatrix hat den Wert —20, woraus die
eindeutige Losbarkeit mit der trivialen Losung a1 = a2 = as = 0 folgt. Damit ist der Nach-
weis, dass die Ortsvektoren eine Basis bilden, erbracht.

Den ersten Vektor der Orthonormalbasis erhdlt man mit y; = = = %(0,3,4)T. Mit

[x1]

dem SCHMIDTschen Orthogonalisierungverfahren findet man y, = %(0, —4,3)T und y3 =
(1,0,0)7 und hat damit eine Orthonormalbasis (y1,y2,ys) konstruiert. Die Beziehungen
zwischen der Orthonormalbasis und der kanonischen Basis lauten

4 4

3 3
€1 =Yys3 ezzg)ﬁ—g}b 6325}’14—5}’27

und damit hat der Vektor (1,1,1)7 die Darstellung

9 1
(L11)"=1-e1+1-ex+1-e3= g-y1—g-y2+1~y:),,
also die Koordinaten 2, —1 und 1 beziiglich der Orthonormalbasis.

7) Die Gleichung a1 + asx + asz? = 0 ist fiir beliebige = € R nur erfiillbar, wenn a; = as =
ag = 0 ist. Z.B. kann man die Gleichung fiir die 3 z-Werte 1,2,3 betrachten. Es ergibt sich
das Gleichungssystem

1 11 ai 0
1 2 4 a9 = 0
1 3 9 as 0

mit der einzigen Losung a1 = a2 = a3 = 0.
Fiir p;(z) = 1 gilt ||p1||? = fol 12 dz = 1. Mit dem Ansatz
q2(x) = p1(x) + A\pa(z) = 1+ Az
findet man nach skalarer Multiplikation mit p; und der Forderung (¢2,p1) =0

1 1
G2,p1) = 0= (p1,p1) + A(p2,p1) = A = — = - =2
(g2, p1) (P1,p1) (P2, p1) (p2,p1) folxdx

und damit ¢z (2) = 1 —2z. Mit der Norm ||g2()|| = \/fol(l —2z)2dr = % erhalten wir mit

ro(x) = V3 — 24/3z den zweiten Vektor der Orthonormalbasis. Der dritte Vektor der Basis

ergibt sich mit dem SCHMIDTschen Orthogonalisierungsverfahren zu rs(z) = 1(—3 + 3z —

32?), wobei ¢ = /5 gleich der Norm des Polynoms —1 + 3z — 37 ist.
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8+9) Die Vektor- oder Parametergleichung fiir die Gerade g erhilt man als Losung des
Gleichungssystems

mit

T 1 -2 -2
(y):(0)+r<—2), a:(—?),PO:(LO,O).
z 0 1 1

Fiir den kiirzesten Abstand des Punktes P’ = (1,4,8) ergibt sich

——
_[axBP| _ V720
TR v vVRSes

Die HESSEsche Normalform der Ebene E erhilt man mit f 1,1,0)7T (z,y,2)T =
Fiir die Parametergleichung der Ebene E ergibt sich

T 2 -1 -1
(y):(0)+8(1>+t(0), P, =(2,0,0).
z 0 0 1

Fiir den kiirzesten Abstand des Punktes P’ von der Ebene ergibt sich

B

"

I
sh

—10F - 2| =|(148)" - =117 - 2= 1L
p* \/gf » \/g 9 \/g*\/g

Der DurchstoSpunkt der Geraden g durch die Ebene E ergibt sich tiber die Gleichsetzung

) ()= () () ()
~r(3): ( )-8

mit der Losung r =t = —3 2. Man erhélt schlieflich mit der Geradengleichung den
Durchstofipunkt

(§)=(é)-i(?)=(i)-

10) Mit dem Betrag des Vektorprodukts der Ortsvektoren von A und B erhilt man den
doppelten Flacheninhalt des Dreiecks

=|674x0?|=|<—6,3,—3>T|:\/5’4:3\/6<:>F:¥.

11) Man findet mit (2, §\/§,0) den Fuflpunkt des Punktes P;, der zusammen mit P, P
und dem Ursprung 0 den Tetraeder aufspannt. Die z-Koordinate von P; ergibt sich aus
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4 = \/ 22+ (2V3)2+ 22 zuz = 4\/2, da die Ortsvektoren von P, und P; gleich lang sein
miissen. Man {iberlegt sich, dass das Volumen des Tetraeders gerade ein Sechstel des Vo-
lumens des Spats ist, der von den Ortsvektoren von Py, P, P3 aufgespannt wird. Es ergibt
sich

) 4 0 0 ) 16v2
2 3V3 4,2

Das Ergbnis kann man auch iiberpriifen, wenn man die bekannte Pyramidenvolumen-
Formel 1Gh mit der Grundfliche G und der Hohe h benutzt.

12) Die Determinante von A; ist gleich 3 — 3a, so dass A;x = by fiir @ # 1 eindeutig
16sbar ist. Mit dem Gaufischen Algorithmus erhdlt man nach 2 Schritten das Zeilen-Stufen-
Schema

|

so dass man fiir o # 1 die eindeutige Losung

5

oS O =
S = W
| wi= =
O wlut Ut

a—1

=12, -,0"
x=[2, 5.0
findet. Fiir a = 1 ergibt sich die Losungsmenge
0
L={| 23—t |, teR}.
t

Fiir das zweite lineare Gleichungssystem findet man nach 3 Schritten des Gaufischen Al-
gorithmus das Zeilen-Stufen-Schema

11 -1 1
0 1 642 1 )
0 0 4—-(B+2)(B-1)|2-8

¢(B)=4—(B+2)(B-1)=—p~F+6

keine reellen Nullstellen besitzt, ist das Gleichungssystem A;x = b, eindeutig 16sbar, und
es hat die Lésung x = (z, y, 2)7 mit

2 —
Z:fgw,yzl—(mz)z,x:l_%z.

13) Es sind die Koeffizienten «, (3, v der Linearkombination
a = ab; + bz + vbs

zu berechnen, also das lineare Gleichungssystme

() ()-(2)
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zu l6sen. Man findet nach kurzer Rechnung v = 2, 8 = 1 und o = 0 als Losung und als die
gesuchten Koordinaten.

14) Wir setzen

! 1 1 (!

/ . ’
q=b =11 und erhalten mit q; = q,=—11
1 | AR A

den ersten orthonormalen Vektor. Nach dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren
erhalten wir durch

qlz = b2—<b2»0h>0h

Il
/N
L
N———
I
/N
N =
N————
Sl
—
— ==
N——
Sl
—
— ==
N————

Mit
a5 = bs—(bs,qi)q1 — — (b3, q2)q
0 0 1 1
1 1
= (o |-(o]).—=[1 =1
(1) 1) \/3(1 V31
0 -1 -1
1 1
(o], = 2 Hh—=|[ 2
1 6\ -1 ) Vve\ 1
N
2\ 1

erhalten wir einen Vektor, der orthogonal zu q; und q ist. Die Normierung ergibt

o Lg V2
T 2| ]

15) Als charakteristisches Polynom der Matrix A ergibt sich
det(A—AE) = -\ —3X2 +3)\+1,

und damit hat A den offensichtlichen Eigenwert A; = 1. Durch Polynomdivision des cha-
rakteristischen Polynoms durch (A — 1) erhélt man

det(A —AE) = (A= 1)(=A\* —4) - 1)
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woraus sich die weiteren Eigenwerte Ay = —2 + V3und A3 = -2 -3 ergeben.
Zum Eigenwert \; = 1 findet man als Losung des Eigengleichungssystems

-1 1 0 x 0
(Ammj,( 0 )()()
1 3 -2 z 0

alsLosungz =y =2z =t,t € R, t # 0, also z.B. fiir t = 1 den Eigenvektore; = (1, 1, nT.
Fiir Ay = —2 + /3 findet man als Lésung der Eigengleichung

2-3 1 0 T 0
1 3 -1-3 z 0

z=ty=1t(—2—3),z =t(-7— 44/3), also z.B. fiir t = 1 den Eigenvektor

7+ 43
€y = ( —2—\/3) .
1

Fiir den Eigenwert A3 = —2 — /3 erhilt man als Losung der Eigengleichung

24+4/3 1 0 T 0
(A—(—2—\/§)E)e3:0<:>( 0 2+3 1 )(y):(O)
1 3 —-14+3 z 0

z=t,y=1t(V3—2),r=t(7—4/3),also z.B. fiir t = 1 den Eigenvektor
7-4V3
e3=| V3-2 .
1
Als charakteristisches Polynom der Matrix B findet man
det(B — AE) = A2 (3 — )\,

und damit den Eigenwert A; = 3 und den Eigenwert A\, = 0 mit der algebraischen Viel-
fachheit 2.
Fiir den Eigenwert A\; = 3 findet man (durch “genaues Hinsehen”) den Eigenvektor

()

Fiir den Eigenwert Ay = 0 findet man als Losung der Eigengleichung

1 1 1 T 0
(B—OE)ezO*{z)(lll)(y)z(O)
1 11 z 0

den Eigenraum
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und damit die linear unabhingigen Eigenvektoren

-1 -1
€y = 1 , €3 = 0
0 1

Die Matrix C' hat den Eigenwert A = 1 mit der algebraischen Vielfachheit 4. Als Eigenraum
erhilt man den gesamten R* und als linear unabhéngige Eigenvektoren kann man die Vek-
toren der kanonischen Basis wéhlen.

16) Nach 2 Schritten des Gaufsschen Algorithmus erhilt man das erweiterte Koeffizienten-
schema

13 1 3|5
01 % 2| 3
00 1 4|5

und kann die Lésungsmenge

—4 -1
14 2

{x= 735 +t 71 , teR}
0 1

bestimmen.

Beim zweiten linearen Gleichungssystem kann man durch Wahl der Parameter s, ¢, » € R
mit x = s, y = ¢, z = r die Losungskomponenten u, v, w unmittelbar ablesen, man findet
als Losungsmenge

T 0 1 0 0
y 0 0 1 0
z 0 0 0 1
{x= u | = g | 5| 2o +t g | T 0 , s, t,reR.
v 10 0 -2 -5
w 15 -3 -2 -4
17) Es sind die Matrix-Produkte
5 15 5 5 4+a
1 3 11 6
AxD = 9 6 2 9 , DxA=14, BxF = A+ da ,
4 12 4 4 2+ 5a
7 4 13 5
6 3 18 6 21 36 31
B+C=116 10 16 s |° 0*3(15 12)’ ¢ (23)
17 11 11 7
moglich.

18) Wir bezeichnen die Spalten von A mit a;, ag, a3 und die Spalten der zu konstruieren-
den Orthogonalmatrix () mit q;, g2, q3. Wir setzen

2 2

q=a=[ 1 und erhalten mit q; = |
9 q

=~
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die erste Spalte von (). Nach dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren erhalten
wir durch

Q@ = ax—(az,qi)q
1 1 2 2
1 1
4 4 2 2
1 —11
16

einen Vektor, der zu q; orthogonal ist, und mit der Normierung

1 1 —11

sl VATT/9 46

q2 =

die zweite Spalte von Q). Mit

!

qs = as— <a37(l1>Q1 - —<337Q2>Q2
0 0 2
1 1
_< 0 7§ 1 >§
1 2

2

0 1

1 2

0 11 11
9 9

(o], —=— | -10 h—=—| -10

2 16

= Qq — — e — - 6
3 3(11 TWCIz 53 |

erhalten wir einen Vektor, der orthogonal zu q; und q; ist. Mit der Normierung

1 1 1 —4

/
=————| ¢
dl T V535353 |\

Q3=‘

erhalten wir die dritte Spalte von (). Schreibt man die Beziehungen zwischen a;, und qy, k& =
1,2,3, um, dann ergibt sich z.B.

a; = 3qp
ax = E(11-4'7477(12
3 9
azg = g011ﬂL 16 %Jr@%
3 VAT 93
oder mit

A=Q

o O W
o @‘%w‘g
3
AN AR wne
e

I
O
=

die QR-Zerlegung von A.
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Die Spalten von B bezeichnen wir nun mit b; und b und die Spalten der zu konstruieren-
den Orthogonanlmatrix ) durch q, q2, q3. Wir setzen

1 1 1 1
/ . ’
q=bi=1] 2 und erhalten mit q; = q, = —
1 | EA R

die erste Spalte von Q. Mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren erhalten wir
durch

q/z = b2—<b2>0h>0h
2 2 1 1
1 1
= 0 —(1 0 ,— 2 Y— 2
6 6 ) V6\ 1 6\ 1
1
8 2
2 \/6(11 3 -

einen Vektor, der zu q; orthogonal ist, und mit der Normierung

1 1 1

qzizi —4
* T labl  VE6 \

die zweite Spalte von (). Zur Bestimmung der dritten Spalte von () brauchen wir einen
Vektor, der orthogonal zu q; und qy ist. D.h. wir suchen einen Vektor q3 = (z,y,2)” der
Lange 1 mit

(qi,q3) = 0
<q27qé> = Oa

und das bedeutet die Losung des linearen Gleichungssystems

(4 9(2)-(),

Nach zwei Schritten des Gaufischen Algorithmus findet man die allgemeine Losung

x -3
y | =t 1 ,teR,
z 1
. o 1 . .
mit¢ = sl erhilt man mit
R
qs = 1 .

die dritte Spalte von ). Schreibt man die Beziehungen zwischen by, b und qi, k£ = 1,2,3,
um, dann ergibt sich z.B.

by = V6q
by = g+ 2v66
2 \/6 q1 3 d2
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oder mit
g
B=Q| 0 2V66 | = QR
0 0

die Q R-Zerlegung von B.

19) Den ersten orthonormierten Vektor erhdlt man mit

1 1 ;
= —C] = — s
q1 \01 1 \@ 5

wobei hier beachtet werden muss, dass das Skalarprodukt zweier Vektoren x,y € Cc3
durch

3
<Xa y> = Z TrYk
k=1

definiert war und dementsprechend die Norm durch

qlz = ¢z —(c2,q1)q1
1 1 7 )
1 1

= 1+1 —(l 1+ , —= y— 1
0 0 VB o JTVE

1.

1 15_6_1

= 02—';EQ1= gt

einen Vektor, der zu q; orthogonal ist, und mit der Normierung

1 6

lab| /102

ol T

+1

q =
1
3
den zweiten orthonormalen Vektor. Den nédchsten Schritt zur Berechnung von qs fiihre

ich nicht mehr aus, weise aber auf die folgenden Octave-Befehle hin, mit denen man sich
Arbeit erspart und auch eine Probe der bisherigen Rechnung machen kann.

# Definition der Vektoren

cl = [1 ; 1 ; 2]
c2 =[1; 1+ 41i; 0]
c3 = [2%1 ; 1 ; 1-1]

# Vektoren als Spalten einer Matrix C
C = [cl c2 c3]
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# OR-Zerlegung von C mit dem Kommando gr

[Q , R] = gr(C)

# Spalten von Q enthalten die orthonormalen Vektoren
aql = 0(:,1)

az = Q(:,2)

a3 = Q(:,3)

20) Das charakteristische Polynom ergibt sich zu

(cosa — A)(cosa — A) +sin? A = A2 —2cosa X+ cos? a + sin a = A> — 2cosa A + 1
mit den Nullstellen, also den Eigenwerten

A2 = cosaxcos?a—1

= cosa £/ (—1)(1 —cos? )

= cosatiyv1—cos?a

= cosatisina.

(a) Wir betrachten zuerst den Fall sin o # 0. Fiir den Eigenwert A\; = cosa + isin a ergibt
sich die Eigengleichung

—isina  sino z\ _ (0

—sina  —isina y ] L0 /)"
Es ergibt sich der Eigenvektor ¢; = (—i , 1)7. Fiir Ay = cosa — isina erhilt man die
Eigengleichung

isina sino z\ _ (0
—sina  isina y ) L0 )"
und findet mit c; = (i, 1)7 den zu )\, gehodrenden Eigenvektor.

(b) sinav = 0 (A = 1 oder A = —1, Eigenwerte mit der algebraischen Vielfachheit 2)
Es ergibt sich jeweils die Eigengleichung

00/ /z) [0

00)\ly)=\o
mit dem C? als Losungsmenge, so dass z.B. ¢c; = (1, 0)7, ca = (0, 1)T als Eigenvektoren
in Frage kommen.
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Kapitel 5
1) Fir g und f erhélt man die Ableitungen
1 0 0
22, 0 0 cos T 0
[y, 2z, 23) = g (r,y) = 0 —siny | .
0 2z O Y gt
0 0 214 Y

Die Ableitung der Verkettung ergibt

! 0 0 cosT 0
/ / ’ 2sinx 0 0 .
(f(g(z,9)) = f(9(z,y)g'(z,y) = 0 —siny
0 2cosy 0 oy oy
0 0 2% yer e
cosT 0
. 2sinxcosx 0
a 0 —2cosysiny
2ye2zy 2xerY

2) Fiir den Gradienten und die Ableitung ergibt sich
111(3’,‘2.’1?3) + p3e®2 T T
% + et2tTizs
% + $16932+$1$3

0

grad f =

bZW. f’(l‘l, T2,X3, $4) = (grad f(131, T2,T3, 564))T

3) Fur die Ableitung ergibt sich

£(x) — ysinz xsinz xycosz s f(x) & 0 0 0 x (0
- 1 32z Y3 L1 0 0 vyl=\z)"

4) Fur den Gradienten und die HESSE-Matrix ergibt sich

yz3 0 23 3yz?
grad f = 23 Hy = 23 0 3222 .
3xyz? 3yz2 3222 6ayz

Damit erhélt man fiir das TAYLOR-Polynom 2. Grades um x¢ = (1,1,1)7

Tox) = Flxo) +grad flxo) - (x — o) + g (x — x0) " Hy (x0)(x — x0)
= 14+(@-1)+@w—-1)+3(z—-1)

3l =Dy -1) 436 -1+ -1
HBy—DE-1)+3z-1)-1)+3(z—-1)y—1)+6(z—1)(z—1)]
= l+@-1D+@y-1)+3(=-1)
(e — 1)y — 1)+ 3 — 1)(z = 1) +8(y — 1)(z — 1) +3(= = 1)°.
5) Die Funktion ist stetig partiell differenzierbar an der Stelle (1,1)”. Deshalb ergibt sich fiir
die Richtungsableitung

af a (2 AR
%_gradf(x)'eﬂ‘(—?)'(é)__ﬁ'
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6) Die Extrema der Funktion f(z,y, z) = xyz sind unter Berticksichtigung der Nebenbe-
dingung g(x,y,2) = x +y + z = 105, z,y, z > 0 gesucht. Notwendige Bedingung:

yz+A=0
. i . zz+A=0
gradL(xvyasz) - grad (f(.’ﬂ,y,l’) +)‘(g(lay72) - 105)) =0= xy—&-)\ =0

r+y+2z2=105

Die Kandidaten fiir Extremalstellen sind K; = (z,y, z) = (0,0,105), Ky = (105,0,0), K5 =
(0,105,0) und K4 = (35,35,35). Die Nebenbedingungsmenge ist kompakt, deshalb wird
Maximum und Minimum angenommen, und zwar wird die Funktion an der Stelle K4 ma-
ximal und an den Stellen K, K5, K3 minimal.

7) Zu minimieren ist die Funktion f(z,y, 2) = (z — 5)> + (y — 7)? + (2 — 18)? unter Bertick-
sichtigung der Bedingung 22 + 3’4: + 2?2 = 1. Die LAGRANGE-Funktion lautet

2
L(z,y, 2, 0) = (& — 5)% 4+ (y — T)2 + (2 — 18) + A(22 + yz 1220,
Aus der notwendigen Bedingung grad L = 0 folgt das Gleichungssystem

2
2z —5)+ Mz =0, 2(y—7)+/\% =0, 2(z-18)+\22=0, 2952—&—%4—22:1
zur Bestimmung der Kandidaten fiir Extremalstellen. Aus den ersten 3 Gleichungen folgt

o 5 28 L 18
T1xon YT ara 1N

Einsetzen in die vierte Gleichung ergibt mit

50 N 196 N 324 B
T440+4X2  164+8M+ X2 14+20+)X2

bzw.

(16 4 8\ + A2)(1 42X + A?)(1 44X\ +4X0%) — 50(16 + 8\ + A%)(1 + 21 + \?) —
196(1 + 4N + 42%) (1 42X + A7) — 324(1 + 4X + 42%)(16 + 8\ + \?)
= 4X0 £ 44)5 — 1957\ — 14214\3 — 35369\% — 26400\ — 6164 = 0

ein Polynom 6. Grades fiir A. Die Bestimmung von A als Nullstelle (und den daraus fol-
genden kritischen Punkten (z, y, z)) ist nur numerisch moglich. Z.B. mit octave (freies, mit
matlab vergleichbares Programm unter linux) erhélt man die Nullstellen

A =—25312, Ay =21,115, A3y = —2,883 +1,442i , A5 = —0,518 + 0,094 .

Relevant sind nur A, ». Als kritische Punkte erhalt man schliefSlich

5 28 18

P = = = (—0,10076 , —1,3138, —0,74038

1 (xvyaz) (1+2)\154+)\1a1+>\1) ( ; 5 ) ) 3 )
5 28 18

Py = (z,y,2) = ( ) = (0,11566, 1,1149, 0,81394) .

1420744+ X" 14 Ao

Durch die Berechnung der Funktionswerte an den kritischen Punkten findet man bei P,
ein Maximum M = f(P;) = 446,34 und bei P, ein Minimum m = f(P,) = 353,85, da die
Nebenbedingungsmenge als Oberfldche eines Ellipsoids kompakt ist.



28 Aufgabenlésungen

8) Fiir die Niveaus 1, 1, 1 ergibt sich

V1—42? —9y2 =1 = 42> + 9y* = 0 = N; = {(0,0)
1 2 2

\/1—4x2—9y2:§:>4a: + 9y =
1 s o 15

\/1—4x2—9y2:Z:>4x +9y° = — = N1 ={(

16
9) Fur die Kriimmung der Kurve v ergibt sich

NPLIOERI0] 12

——

3
cost, £ sint), t € [0,27]}

— N
6

=%

={(

[NIE

=] W
I
ot

1
cost, g sint), t € [0,27]} .

5P (9cos?t+ 16sin®t)3

Die Ableitung von « ergibt

K (t) = —252(9 cos® t + 16 sin? t)’% costsint ,

mit den Nullstellen ¢; = 0,t2 = 7, t3 = 5,t4 = 37” Die Auswertung der 2. Ablei-

tung bzw. die Uberlegung, dass es sich bei der Kurve um den Rand einer Ellipse mit
den Halbachsen ¢ = /3 und b = 2 handelt, ergibt die maximale Kriimmung bei t3,t4
und die minimale Kriimmung bei ¢;,¢;. Der maximale Kriimmungsradius ist demnach

— 1 _ 21 _9
Rmfw—m(tl)— 2 4

10) Man kann die Untersuchung des Verhaltens der Funktion f aufgrund der Rotations-
symmetrie auf die Untersuchung von f(r) = 22 €]0,1], f(0) = 1, zuriickfiihren. f ist

r )

stetig im Punkt » = 0. Auerdem ist f fiir r €]0,1] monoton fallend, da r schneller wichst

als sinr. Daraus folgt, dass die Funktion f fiir r = 0 maximal wird, und fiir » = 1 minimal.
Ubersetzt auf die Funktion f heifit das, dass f auf D im Punkt (0,0) das globale Maximum
1 annimmt, und auf der Kreislinie z* + y* = 1 das globale Minimum sin 1 annimmt.

11) Fiir die Richtungsableitung von f gilt

of
8—V—gradf~v,

wobei v die euklidische Lange 1 hat. Also gilt

3f< z+y ).<”1 > — (2 +y)v1 + (2 + 25%)0s |

ov z + 2y? vy
d.h.

0

8%(1’1) = 201 + vy .

Damit ist das Gleichungssystem
201 +3v2 =3 und v%—i—vg =1

zu losen. Es ist die quadratische Gleichung 13v2 — 18v + 5 = 0 zu ldésen und man findet
die Losungen

5
vy =1=v; =0 bzw. v2:1—3:>v1:—
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und damit hat die Funktion an der Stelle (1,1) in den Richtungen v = (0, 1) und v =

(% , %)T den Anstieg 3.

12) Fiir den Gradienten von f ergibt sich

1 z (1
grad f = m g und grad f(l,l,O) = 5 é

und damit die Richtungsableitung (v auf 1 normiert)

1
1 —_

1 V2 1
g(l,w):f 11 0 |=—=.
ov 2\ 1 2v/2

V2

Die Rotation eines Gradientenfeldes ist gleich dem Nullvektor.

13) (a) Aufgrund des Terms y? strebt die Funktion auf der Geraden {(0,y)|ly € R} fiir
y — %00 gegen oo, so dass keine (globalen) Extrema angenommen werden. Aus

2z 4+1+y \ g 1 1
gradf( >+ 3y >O<:>y Y =0
1

6 6
ergeben sich die kritischen Punkte Py = (—2, 1) und P, = (-3, —1). Die Hesse-Matrix ist

i) = 1w = (5 g )

An der Stelle P, ist die Hesse-Matrix positiv definit, so dass am Punkt P; ein lokales Mi-
nimum angenommen wird. Bei P ist die Hesse-Matrix indefinit, so dass hier ein Sattel-
punktvorliegt. Fiir das Taylorpolynom 2. Grades erhdlt man

_ 1 _
Tl ) = Foo )+ g1 fap (5750 ) 4 lo 0 gl Ganoam) (550 )

und damit an den kritischen Punkten

17 4

TQ(Pl)—E bzw. TQ(P12)—_ﬁ .
(b) Da P, im Inneren der Menge H liegt, hat f dort ein lokales Minimum. Globale Extrema
existieren wiederum nicht, denn auf der Geraden y = —2z strebt f fiir + — F0o0 gegen Foo.
Durch die Untersuchung des Verhaltens von f auf der Geraden y = —2x findet man dort
noch ein lokales Maximum (2 kritische Punkte), da die Richtungsableitung in Richtung
v = (=2,-1)T auf der Geraden y = —2x iiberall negativ ist.
14) Es gilt

o e o

891 L 692
und

% - % =1 o1 =z % =2.

or 7 or Ty T Oy
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Mit der Kettenregel fiir partielle Ableitungen erhélt man damit

_( sin(@®y?)y + (z +2y) - 1
grad(m,y)fog - ( SiIl x2y2)x+(z+2y)2

und damit erhélt im Punkt (1,0) die Richtung des stirksten Anstiegs

1
grad (1 o) = ( 9 ) .

15) (a) Fiir v/ bzw. w’ erhilt man

1 2y
v’(m, y) = cosrcosy —sinzsiny bzw.
2w Y’ 2ye’ Y’

1 t ]

/

w (7’, S7t) = ( 2r 2s 2t .
1+r24+s24¢2 14r24s52+¢2 147r24s524¢2

(b) Es sind die Verkniipfungen v o w und w o v moglich:

(r+ st) + [In(1 + 72 + s2 +2)]2

vow(r,s,t)= | sin(r+ st)cos(In(l +r? + s? +t2))
2
er+st)? 4 [ln(1+r2+52 +t2)]2
2 2
(z +y?) +sinzcosye” T
W OoVI(Z, = . '
) ( [l + (z 4 y2)% + sin® z cos? y 4 2= +v7)]

16) (a) Fur den Gradienten findet man

LY + yz* cos(zyz?)
g(,9,2) = grad gy o) f = | 20 o+ 222 cos(zy2?)
xy22 cos(zyz?)

mit dem maximalen Definitionsbereich |0, co[xR x R.
(b) Die Ableitungsmatrix von g ist die Hesse-Matrix von f. Es sind die 2. partiellen Ablei-
tungen von f zu bilden, also
82
5‘7;; = —%xy + (%)%y — y2%sin(zy2?)y2?
0? 02 1
U Za¥ 4+ Lngay 4 22 cos(zyz?)
x

oxdy  Oydr «x

>’f >*f 2 2 2

505~ Dot 2yz cos(xyz?) — yz© sin(xyz”)2zyz
o1 = [Inz]?z¥ — x2?sin(xyz?)2z?
Oy?

*f _ *f 2 2 2

= =2 — i 2
D907 — 920y xz cos(xyz”) — xz® sin(ayz”)ry2z
o f

—= = 2xycos(wyz?) — xy2zsin(vyz?)zy2z .

022
Damit ergibt sich fiir die Hesse-Matrix von f und g’

Hy(z,y,2) = f"(z,y,2) = g'(x,y,2) =
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ra¥ + (4)22Y — y2? sin(zyz?)y2? %:py + LInzz¥ + 22 cos(zyz?) 2yz cos(zyz?) — yz2 sin(zyz?)2zyz
zxy + i Inzz¥ + 22 cos(zyz?) [lnz]?2Y — x2? sin(zyz2)z2? 2z cos(xyz?) — w22 sin(xyz?)ry22
2yz cos(zyz?) — yz? sin(zy2z?)2xyz  2xzcos(wyz?) — x22 sin(zy2?)zy2z 2wy cos(zyz?) — xy2zsin(zyz?)xry2z

17) Fur das Funktional erhdlt man
F(x+h) -~ F(x) = [[M(x+h)—y|J—||Mx—yl}
= (Mx+Mh-y,Mx+Mh-y)—(Mx—y,Mx—y)
= (Mx—y,Mh)+ (Mh, Mx —y) + (Mh, Mh)
= QWMTMx - MTy),h) + (Mh, Mh) (3)

Setzt man nun h = h(}), ergibt (3) nach Division durch & nach dem Grenziibergang h — 0
mit der ersten Komponente des Vektors 2(MT Mx — MTy) die partielle Ableitung von F
nach z. Analog erhdlt man mit h = h(?) auf dem gleichen Weg mit der zweiten Kompo-
nente von 2(M 7 Mx — MTy) die partielle Ableitung von F nach y, so dass wir

grad F, ,) = 2(M"Mx — M"y)
erhalten. Fiir die Hesse-Matrix von F' erhilt man dann
Hp(z,y) = F"(z,y) = 2M"M .

Mit der Losung der Gleichung

T . T 9 5 T o 9
wmaty = (5 50) ()= (o)
8
3

erhdlt man den einzigen kritischen Punkt (z,y) = (&, -%) als Kandidat fiir eine lokale
Extremalstelle. Da die Hessematrix wegen

kToMT Mk = 2||Mk||2 >0

fiir k # 0 gilt (weil die Spalten von M linear unabhéngig sind), ist F”’ positiv definit und

im Punkt (z,y) = (5, 5) wird ein lokales Minimum angenommen. Da F' nach unten
beschrankt ist, ist
8 9

auch global. Es existiert kein Maximum, da F z.B. fiir x = h(}) fiir h — oo tiber alle Grenzen
wiéchst.

18) Fiir k' ergibt sich
cospcosf —rcos¢gsing —rsin¢cosb
K'(r,0,¢) = | singcosf —rsingsing rcosgcosd
sin 6 7 cos 6 0

Fiir die Determinate findet man
det(K'(r,0,¢)) = —r?cos?¢sin®6fcosf — r*sin? ¢ cos® f cos b
—12 cos? ¢ cos? 0 cos  — r? sin? ¢ sin® 0 cos 6 |

und nach Zusammenfassung des ersten und vierten, sowie des zweiten und dritten Sum-
manden

det(K'(r,0,¢)) = —r*sin® @ cos§ — r? cos® O cos§ = —12 cos § .
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Kapitel 6

1) Auf die erforderlichen Integrationen wird nicht ausfiihrlich eingegangen. Es ergibt sich
fur die nichttrivialen (y # 0) Loésungen der Differentialgleichungen

dy 2z dx 1 9 1
(@) V2 /x2—1:> y - kSl e=y= g
dy dx c
(b) = :>1n\ln\y|\——1n|m|+cO:>y_ew
ylny
d 2z dx
(c) /Coszgy :/x2$+1 — tany = In(2® 4+ 1) + ¢ = y = arctan(In(z? + 1) + ¢)

dy Vi dx 1 1
—_— = _— —7:2 = -
(d) /y [ Loy remy =

d d
(c) /Sini/ly :/xzf—l :>1n\tanh%| = arctanz + ¢g

arctan x)

= y = 2artanh(ce’

dy' dx , B . y =csinx —1
(f) /y’+1_/tanx:>ln‘y +1|—lnsmx+co:>{ J— —ccost— 140

d d
(9) /y( Y :/ d :>1n|y—1|—1n|y|:ln\tang\—&—co

y—1) sinx
y—1 1
:>7—ctan —y=—
Y 2 1 —ctan §
2) Mit u = ¥ findet man
U= ——
du dx 1 nzte
() 1—uw)u =ut+zu = — = = -=hetc={ y=pix
u x u
yl)=1=c=1
3— 2u du dz 1
(b) 70 fqu:vu :>/3 el ?:>f§1n|u271|:ln\x|+co

u=+/clz|3+1
= y=ax\/clz| 3 +1

y(l):2:>c=3

3) Die Transformation u(z) = y~*! fiihrt in beiden Féllen auf lineare Differentialgleichun-
gen. Es ergibt sich fiir die Gleichung (a)

, 1 Inx
U - —u=—-——
x x

mit der homogenen Losung (Separation) uy (x) = cx. Die Variation der Konstanten ergibt

Inx lnx+1 1
/

Im Fall der Gleichung (b) erhdlt man

1 c 1 T
U —&—wu u(x) x+2 y(x) c—i—%x
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4) Fiir die homogene Losung von (a) ergibt sich das charakteristische Polynom A? + 2\ + 5
mit den Nullstellen A\; = —1 + 2¢, Ay = —1 — 24, und damit die homogene Losung y;, =
c1e% cos 2x + coe” % sin 2x. Der Ansatz nach Art der rechten Seite lautet

Yp = Acos2x + Bsin 2z, y; = —2Asin 2z + 2B cos 2z, yzl)’ = —4Acos2x — 4Bsin2zx ,

also

1
—4Acos2x — 4Bsin2x — 4Asin2x + 4B cos2x + 5A cos 2z + 5B sin 2z = 737 cos 2T .

Der Koeffizientenvergleich ergibt die Gleichungen 4B + A = — 1T und B — 4A = 0 mit den
Losungen A = —%, B = —2, so dass sich die allgemeine Losung

i . 1
y(x) = cre™7 cos 2x + coe” ¥ sin 2z — 5 €08 20 — 25in 2z

ergibt. Fiir (b) erhélt man mit den Nullstellen A\; » = 3 & 2 von A2 — 6\ + 5 die homoge-
ne Losung vy, = ¢ €% + coe®. Der Ansatz nach Art der rechten Seite lautet aufgrund der
Resonanzsituation

yp = Aze®, y, = Ae® + Aze”, y, = Ae® + Ae” 4 Axe”
also
2A4e" + Azxe® — 6Ae” — 6Aze” + bAxe” =4e® = —4A =4, A=-1.

Damit ergibt sich die allgemeine Losung y(z) = c¢1€5% + ce” — xe®.
5) Fiir (a) ergibt sich das charakteristische Polynom A* — 4\? + 5)\ mit den Nullstellen
A1 =0, Ay 3 = 2 £ 4. Damit erhdlt man das reelle Fundamentalsystem y; = 1, y» = e?® cosz,

y3 = €2* sinz und die allgemeine Losung
ylx) =c1 + 9% cosx + cze®®sinx .

Fiir (b) ergibt sich das charakteristische Polynom A% — 4\ + 9\ — 10 mit den Nullstellen
A1 = 2, Aa 3 = 1 & 24, so dass man das reelle Fundamentalsystem y; = €%, yo = e” cos 2z,
y3 = €% sin 2z erhélt. Die allgemeine Losung lautet

y(z) = 1% + c9€e® cos 2x + c3e” sin 2z .

6) Die Fundamentallosungen implizieren die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
A1 =2, Ay = 0und A3 = 2¢, wobei die Nullstelle A\, eine doppelte Nullstelle sein muss, und
mit \3 auch \; Nullstelle sein muss. Damit muss das charakteristische Polynom in jedem
Fall die Faktoren (A — 2), A2, (A — 2i) und (X + 2i) haben, so dass sich

(A= 2)A2 (A% +4) = A5 — 20\ 4423 — 8)\?

ergibt: Die 3 vorgegebenen Funktionen gehoren zu den Fundamentallosungen der Diffe-
rentialgleichung

y(s) _ 2y(4) + 4y/// _ 8y// -0.

7) Mit der Definition von y; := y, y2 := ¢/, y3 := y” erhdlt man das dquivalente Differenti-
algleichungssystem

¥ Y2
yé = Y3
Y 3y1 — x?ys —sin® 2y + cosw
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8) Fiir das homogene System (a) erhélt man die Eigenwerte \; = —1 und Ay 3 = —2. Fiir
A1 ergibt sich der Eigenvektor vi = (1,0,0)”7 und fiir A2 3 findet man die Eigenvektoren
ve = (—=1,0,1)7, v = (—1,1,0)7. Damit lautet die allgemeine Lésung

y(z) =cre” vy + coe vy + c5e vy .

Zur Losung des inhomogenen Systems (b) berechnet man zuerst die allgemeine Losung
des homogenen Systems. Man erhilt mit dem doppelten Eigenwert A\; ; = 1 nur den Ei-
genvektor vi = (1,1)T, weil die geometrische Vielfachheit von A; » gleich 1 ist. Als Losung
von (A — 1E)vy = vy bestimmt man mit v, = (1,2)7 einen Hauptvektor. Damit ergibt sich
fur das homogene System die allgemeine Losung

yi(z) = c1€®vi + cae®(va + xvy) .

Die partikuldre Losung erhdlt man mit der Variation der Konstanten, man erhalt das Glei-
chungssystem

et e*(1+x) ci(z)) e / _ / _ .z
( ¢t (24 1) > (cé(m) =1 = c1(z) =" (2+x), c5(x) = —€”.
Nach Integration ergibt sich ¢;(z) = (z + 1)e”, ca(x) = —e®. Damit erhdlt man die allge-
meine Lsung

yv(z) = (c1 + (x + 1)e®)e* vy + (c2 — €%)e"(va + zvy) .

9) Mit den Eigenwerten \; = 5, A\ = —1 und den dazugehorigen Eigenvektoren v; =
(1,2)T, vo = (=1,1)T erhalt man fiir das homogene System die Losung y, = c1e’*vy +
cae”"vy. Die partikuldre Losung erhdlt man mit der Variation der Konstanten aus dem
Gleichungssystem

(i ) (G0 = () = ==

Nach Integration ergibt sich ¢1(z) = —Ze™°%, cy(x) = —3e”. Damit erhélt man die allge-
meine Losung
y(z) = (1 — 367""“)(351“ + (g — =€")e vy
15 ’ 3 '

Zur Bestimmung der Losung des Anfangswertproblems erhélt man das Gleichungssystem

(2 ) )-(5)

2 1 o 8

mit der Losung ¢1 = 1%, co = 2. Damit erhilt man die Losung des Anfangswertproblems
mit

2 4
y(x) = (7 _ 76751)651‘/1 + (g - gez)e—xVQ .

10) Die Losung des Gleichungssystem (_, "2 ) = (7)) ergibt mit x,, = ("), n € Z, die

—ksinx
Gleichgewichtspunkte. Zur Untersuchung des Stabilititsverhaltens sind die Eigenwerte

der Ableitungsmatrix des Systems, also der Matrix

’ _ 0 1
Fi(w1,22) = ( —kcosz; O )
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zu untersuchen. Fiir die Gleichgewichtspunkte x,, = (") findet man die Eigenwerte \,, =
++/—k cos nm. Man erkennt, dass die Eigenwerte Az, 1 reell sind, wobei immer ein positi-
ver reeller Eigenwert auftritt. Damit sind die Gleichgewichtspunkte xg,,41, n € Z, instabil.
Die Eigenwerte A2, = +ivk cos 2nm, n € Z sind rein imagindr und damit sind die Gleich-
gewichtspunkte x2,, n € Z, stabil.

11) Zur Bestimmung der allgemeinen homogenen Lésung betrachten wir das charakteris-
tische Polynom A% + X + 1 mit den Nulstellen

1, V3
)\172:—5127,

woraus sich die Fundamentallosungen
e 2cos(—zx) und e 2sin(—zx)
2 2
ergeben. Damit findet man
yn(z) = cre” 2 cos(7x) + coe 2 sm(Tm) , c1,c2 €R.
als allgemeine homogene Losung. Fiir eine partikuldre Losung wird mit y,(z) = a + bz

)
ein Ansatz nach Art der rechten Seite gemacht. Mit y,(x) = b und y, () = 0 und dem
Koeffizientenvergleich

O+b+a+br==x

findet man b = 1 und a = —1, so dass sich die allgemeine Losung
y(r) = cre” 2 cos(%x) + e 2 Sin(gx) 14z )

ergibt. Die Berticksichtigung der Randbedingung y(0) = ¢; — 1 = 1 ergibt ¢; = 2. Aus (4)
folgt

y(z)=—e? cos(ﬁo:)f\/?:e*% sin(ﬁz) - 16267% sin(ﬁsc)Jch@e*% cos(ﬁx)Jrl .
2 2 2 2 2 2
©)
Aus der zweiten Randbedingung und (4), (5) (mit der Setzung o = 6_2”75) folgt
Ty
y( \/3) y'( \/g)
—CQOL—l—F%—F\/gOZ—F 2204 1
3 T
= —_ = 2
el(5 + V3)a] + 7

und die Forderung y(%) -y (%) = —2 bedeutet

cal(5 4+ V3)a] +
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d.h. das Randwertproblem ist eindeutig 16sbar mit der Losung (4) und den ermittelten
Koeffizienten ¢; und c».

12) Mit dem charakteristischen Polynom A? + 4\ + 4 und der doppelten Nullstelle A = —2

erhilt man die allgemeine Losung
y(r) = cre”® £ epre™ | ¢, €R.

Fiir die Ableitung gilt

2z 2z

Y (r) = —2c1e7 % + coe 2" — 2cowe”
Damit ergibt sich

y0) =c1, Y (0)=-2c1+c2, y()=(a+ede?, y(1)=(-2c1—ca)e?.
Aus den Randbedingungen folgt

—3ci +2c0=1, (1+2a)e; + (1+a)cy =2e2

also das lineare Gleichungssystem

(1;?;@ 1fa>(2)<2i2> (©)

Die Determinante der Koeffizientenmatrix ist gleich —5 — 7, so dass eindeutige Losbarkeit
bei o # —2 vorliegt. Als Losung ergibt sich

_662+1—|—2a

2 1 462+%+%a
co = —_—
5+ Ta

1
S AT T332 T 3 T h47a

Mit o = —2 ergibt sich aus (6) das Gleichungssystem

(53)(5) (e )

das offensichtlich nicht Losbar ist. Damit ist das Randwertproblem nur fiir Werte von « #
—5 (eindeutig) 16sbar.

13) Mit dem Faktor e*(*), wobei s(z) eine differenziera Funktion sein soll, erhilt man
SOy — 2y + ky] = ('Y + O (20— @)y + Dy
und wenn man

S (@) = —20 —> s(z) = /—Qxda:,

also z.B. s(z) = —z? wihlt, dann erhilt man die dquivalente Differentialgleichung L[y] = 0
mit dem selbstadjungierten Operator

Lyl = (e y/) +e " ky .
14) Zuerst wirden ein Hilfsmittel unter Voraussetzung der Giiltigkeit von

—(e_zzH;L)' =2ne " H, (7)
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gezeigt. Und zwar, dass die Funktion u,, = T H n die Differentialgleichung
u +[1+2n —2%u, =0 (8)

erfiillt.
Es gilt H,, = 7 u,, und damit

2 2

/ z_ z—
H, =zezu,+ezu

n ’

damit gilt

(e H) = (% [zeTu, +eTul))

= —2ne_I2Hn = —2ne"Tu, .
Aus den letzten beiden Zeilen folgt

Uy — 22Uy + Ul = —2nu, <= Ul +[1+2n —2%u, =0.

z2
Nun wird die Orthogonalitédt gezeigt. Dazu setzt man v, = ¢~ = H, und fir n,m € N
gelten wie oben gezeigt die Gleichungen

up + [1+2n — 2®Ju, =0 bzw. upy, + [1+2m — 2%uy, = 0.

Nach Multiplikation der ersten Gleichung mit w,, und der zweiten Gleichung mit u,, und
anschliefender Subtraktion erhdlt man

12 1
U Uy, — Uy 4+ (210 — 2mM)Up iy, = 0
" A A 1
= U Uy + UpUny — Uy Uy — Un Uy, + 2(10 — M) Up Uy, = 0
0

= (UL Uy — Unul,) + 2(n — M) uply, =0 .

ox

Die Integration iiber das Intervall | — oo, oo ergibt

lim [u), U — upui,]®, + / 2(n — m)upumdz =0
a— o0

— 00

< lim|e 2 Hy,(—xe TH,+e 7 H])
a— o0
o0

—e T H,(-—re” Z Hp+e = H )|, + / 2(n — m)upumdr =0

— 00

< lim e~ = (H,H,, — H,H])]*, +2(n—m) / UnUmdr =0,
a—00 oo

wobei der Grenzwert gleich Null ist, da die e-Funktion schneller als jedes reelle Polynom
wadchst. Damit folgt fiir n # m

2(n — m)/ UpUmdr = 0 <= / UpUmdr = 0 <= / e*$2Hm(x)Hn(x)dx =0,

— 00
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also die Orthogonalitt.

15) (a) Der Punkt (z,y) = (2,2) ist der einzige stationdre Punkt. Die Jacobi-Matrix von

Fa,y) = (77,) ist

Fan=(4 7))

und als Eigenwerte von F’(2,2) findet man

1 V15 1 V15
)\ = — — [
1= 3 +1 5 und g 3 ) 5

so dass es sich um einen stabilen Punkt handelt. )
(b) Als stationdren Punkt findet man (z, y) = (5,1). Die Jacobi-Matrix von G(z, y) = (*,~2%Y)

5—xy
ist
, _( 2z =25
G- (2 )

und als Eigenwerte von G'(5,1) findet man als Nullstellen des charakteristischen Polynoms
A2 —BXN—T5

5 V325 5 V325
A1:—§+’LT und )\2:—§—ZT,

so dass der Punkt aufgrund des Realteils von A; » instabil ist.
16) Das charakteristische Polynom von A ergibt sich zu
—A AN —TA—6
und aufler der gegebenen Nullstelle \; = —2 ergibt
(=A% —4X —TA—6): (A +2) = (A2 =21 - 3)
die weiteren Nullstellen
Aoz =—-1+iV2.
Fiir A\, findet man als Losung der Eigengleichung

T
(A+2E)| y | =0

z

den Eigenraum

2
{x:t(—?) , teR},
1

also z.B. den Eigenvektor

()
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Als Eigenvektor zum Eigenwert ); findet man als eine Losung der Eigengleichung

—2—-iv2 0 2 x
("7 ()
-2 -1 1-iV2 z

z.B.

2—iV2
vy = ( —1_1'\/5) )
3

Als Eigenvektor zum Eigenwert A3 findet man als eine Losung der Eigengleichung

—2+ivV2 0 2 T
1 V2 0 y | =0
) -1 1+4V2 z
z.B.
2402
vi=| —1+iV2
3

Das charakteristische Polynom von B ergibt sich zu
(=X =10 -2 =A-1)A=3)1-))

mit dem Eigenwert \; = 3 und dem Eigenwert A; = 1 mit der algebraischen Vielfachheit
2. Als Eigenvektor zum Eigenwert \; findet man als eine Losung der Eigengleichung

-1 1 -3 T
1 -1 -1 y | =0
0 0 -2 z
z.B.
1
V] = 1 .
0

Zum Eigenwert A\, = 1 findet man als Losungsmenge der Eigengleichung

11 -3 z
11 -1 y | =0
00 0 z

den Eigenraum der Dimension 1

-1
{Xt( 1 ) , teR},
0

also z.B. den Eigenvektor

(1)
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Aufgrund des Eigenvektordefizits muss also noch ein Hauptvektor bestimmt werden. Den
findet man als Losung des linearen Gleichungssystems

11 -3 x
11 -1 y | =vs.
00 0 z

Es ergibt sich die Losungsmenge

2 -1
{x=1 0 |+t 1 ,teRY},
1 0

also z.B. als Hauptvektor (¢ = 1)

h= 1
1

17) Fiir das Differentialgleichungssystem x = Bx folgt mit den berechneten Eigenwerten,
den dazugehorenden Eigenvektoren bzw. Hauptvektoren, dass x; (t), x2(t) und x3(¢) Fun-
damentallsungen sind.

Fiir das System! x = Ax ist aufgrund des Eigenwertes —2 und des dazugehorenden Eigen-
vektors v; offensichtlich, dass x; (¢) eine Losung ist.

Mit den weiteren Eigenwerten und dazugehorenden Eigenvektoren ergeben sich die Lo-
sungen

‘ 2 —iv2
co(t) = O AL [ V2
3
und
_ 2+iv2
cs(t) = eV 142
3

Eine genauere Betrachtung von c,(t) ergibt

2 iv2

co(t) = e tcosV2+isinV2)[[ -1 | +i| iv2 |]
3 0

2 cos V2t + /2 sin /2t QSinﬂt—ﬁCOSﬂt
= e[| —cosV2t+V2sinv2t | +i| —sinv2t—+v2cosv2t |].
3 cos /2t 0
Realteil und Imaginérteil von ¢y, d.h.
2cos V2t + /2 sin /2t
ro(t) ;= Re[ca(t)] = e | —cosv/2t + /2sin /2t
3cos /2t

IHier gab es einen Fehler in der Aufgabenstellung im Buch. Siehe dazu die Korrektur im Erratum.
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und

28in v/2t — /2 cos /2t
r3(t) ;== Im[ca(t)] = e " | —siny/2t — /2 cos /2t

3sin v/2t
sind jeweils auch Losungen des Dgl.-Systems. Damit sind auch die Linearkombinationen
1 V2 V2 1
XQ(t) = —gI‘Q(t) - ?rg(t) und Xg(t) = ?I‘Q(t) - gl‘g(t)

Losungen, was in der Aufgabe zu zeigen war.

18) Im Ergebnis der Modellierung erhdlt man das Dgl.-System

@ = —(0,0364 0,098)us + 0 02us
s = 0,036u; — 0,02us |
also
. —0,134 0,02\
u= ( 0.036 —0.02 ) u=: Au. 9)

Mit dem charakteristischen Polynom
(—0,134 — X)(—0,02 — \) — 0,00072 = A% 4 0,154\ + 0,00196
erhilt man die Eigenwerte
M o=-0,14, Xo=-0,014.
Fiir A\, erhdlt man die Eigengleichung
(0,006 O,OQ)(x)ZO
0,036 0,12 y
und damit z.B. den Eigenvektor
(3"
3
Fiir Ay erhélt man die Eigengleichung
( ~0,120 0,02 > ( T ) o
0,036 —0,006 y

und damit den Eigenvektor

e (1),

Mit den Eigenwerten und Eigenvektoren erhit man

x(t) = cre 014t ( _§O ) + cpe 0,014t ( é ) , C1,¢9 € R,
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als allgemeine Losung von (9).
19) Fiir I(z) = 1 (2% 4 y?) erhélt man

1) = 3 2 + 2y () =+ yyf =0
fiir Losungen der Differentialgleichung und damit den geforderten Nachweis.

Fiir I(z) = x + £ ergibt sich mit Qutienten- und Kettenregel

1
d[x T

und damit ist gezeigt, dass I(x) eine Erhaltungsgrofe ist.



Kapitel 7 43

Kapitel 7

1) Unter der Vorausetzung, dass das Vektorfeld v dreimal stetig partiell differenzierbar
ist, kann man die Ableitungsreihenfolge vertauschen, und unter Nutzung der Beziehung
divv = 0 und div (grad v) = Av erhélt man

%Z) - ad;‘t’v =0 ,divAv = Adivv =0 und div(gradp) = Ap,

und damit ergibt sich

div (

—Ap=div[(v-V)v].

2) Fiir die Lange der Kurve v gilt L = f04 V14 e?tdt. Mit der Substitution u = 1 + e%
erhdlt man dt = "5 du und damit

4 V1+e8 2
L = /\/1+€2tdt=/ 2u du
V1+e8
1 1 1 1 -1
:/ Lo~ L du=fut L e
V2 2'u—1 wu—+1 2 T u41'v2

ln(‘/“reg_l)(ﬂ“)
[\/1+e8—\/§+21 (m+1)(\/§—1)]'

3) Die Parametrisierung des Nordpolarkreises ergibt v(t) = (pcost, psint, z,)T, t € [0,27],
wobei z, = 7sin ¢, und p = rcos ¢, ist. Mit §(t) = (—psint, pcost,0)T erhilt man fiir das
Kurvenintegral

27 2 . 2 27
t —sint
/f(x,%z)ds = / plpcos”t — sin )pdt=&/ (pcos®t —sint) dt
ol 0 0

Zn Zn

2
L [B(costsint—|—t)—|—cost]g7r = = .
Zn 2 Zn rsin ¢,

~ 0,1905672 = 7.8 -10%%km? .

p3m 13 cos? T

4) Es ergibt sich rotw = V xw = 0. Da der R? als natiirlicher Definitionsbereich einfach zu-
sammenhédngend ist, handelt es sich bei w um ein Potentialfeld. Als Stammfunktion erhalt
man mit der Ansatzmethode aus f, = wy, d.h. f, = yz cos(zyz) + 2zz durch Integration

flz,y,2) = /(yz cos(wyz) + 2xz) da = sin(zyz) + 2%z + C(y, 2)

und damit f, = zzcos(zyz) + Cy(y,z) = xzcos(xyz) + 2yz? = ws. Daraus folgt C =
y?22 + D(2). Aus f. = w3, d.h.
zycos(zyz) + 2% + 2%z + D, = xycos(xyz) + 22 + 2y2>

folgt D = const., so dass sich letztendlich die Stammfunktion f(z,vy,z) = sin(zyz) + 222 +
y*2? 4 const. ergibt.

5) Fiir (a) bzw. (b) erhdlt man die symmetrischen JACOBI-Matrizen

( 229cy2 2 (y22—9522)2 0 2zy 2_y?
v = : 2:—7:2"‘))2 — 22$y2)2 0 bzw. w' = < (“32;1/_2'3; (r2+y21); ) :
0 0 0 L emye ooy
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Die Integration des Vektorfeldes v entlang der Kreislinie v(¢) = (cost,sint,0)”, ¢ € [0,27]
ergibt mit 22 + y%> = 1 auf v

2m 2
/v~ds:c/ (fsint,cost,O)T~(fsint,cost,O)Tdt:c/ dt = 2mc .
o 0 0

Ebenso erhalt man fiir fy w - ds einen von Null verschiedenen Wert. D.h. weder v noch
w sind in ihren Definitionsbereichen Potentialfelder, obwohl die Integrabilitdtsbedingung
erfiillt ist, da die Integrale tiber geschlossenen Kurven ungleich Null sind. Das liegt daran,
dass in beiden Féllen die Definitionsbereiche nicht einfach zusammenhéngend sind.

6) Nach Definition des Arbeitsintegrals ergibt sich

1 1
[{v'dx:/o v(v(t))~ﬁ/(t)dt:/0 [2t(1—t)+1—t*|dt=1.

Andererseits ist rot v = 0 und als Stammfunktion findet man f(x,y, 2) = 22y + 22°. Damit
ergibt sich aus dem ersten Hauptsatz fiir Potentialfelder

/V -dx = f(y(1)) = f(4(0)) = f(1,0,1) = F(O,1,1) =1 -0 =1.

7) Fiir die Beschleunigung erhélt man a = =75 = < %5. Wenn wir die Erdschwere ver-
nachlassigen, erhélt man als Kraftfeld k = (75 kg2 2 ,0,0)7 = (250 £ ,0,0)"". Die Parame-
trisierung des Weges ergibt y(t) = (t10m,0,0)”, ¢ € [0,1]. Fiir die zu verrichtende Arbeit

ergibt sich

w

120 km 10 m
)
)

1

k

/k-ds:/ 250 Z;TLlOmdt:QSOONm.
0% 0

Anmerkung: Die in der Aufgabe vorgegebe Beschleunigung von 0 auf 120 km/h ist fir
einen deutschen Personenzug nicht realistisch. Bei der Aufgabenstellung haben wir mogli-
cherweise etwas getraumt und an die Zukunft gedacht. Deutsche Personenziige brauchen
normalerweise etwa 95 s von 0 auf 120 km/h, was einer Beschleunigung von a = 0,35 %5
entspricht.

8) Die Rechnung V x v = 0 zeigt, dass v ein Potentialfeld ist. Die Ansatzmethode ergibt mit

flz,y,2) = ™Y + % eine Stammfunktion. Fiir das vektorielle Kurvenintegral erhilt man
damit

/ v-ds = f(7(2m) — £((0)) =0,

da es sich bei v um eine geschlossenen Kurve handelt.

9) Es gilt div v = 0, d.h. es existiert ein Vektorpotential w. Wir setzen w3 = const. = c3. Fiir
w = (w1, w2, w3)T muss

dws _ Odws _ Owa

oy Oz Oz Y

Owy _ dws _ Owy _ P
= 5 =

88152 _ 6%1 811)2 _Z 8w1 T

Ox oy ox oy

gelten. Daraus folgt we = —yz + C(z,y) und wy = % + D(z,y). Aus der 3. Gleichung
folgt C, = D,, so dass w = (% + ¢1, —yz + c2,c3)T mit reellen Konstanten ¢y, ¢z, c3 ein
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Vektorpotential von v ist.
10) Die Berechnung des Arbeitsintegrals entlang der Schraubenlinie ergibt

2m 2m
/V~ds:/ (fsint,cost,2)T~(fsint,cost,l)Tdt:/ (14+2)dt =6m.
2l 0 0
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Kapitel 8

1) Um die Halbachsen der Ellipse zu ermitteln, muss die Gleichung auf Normalform ge-
bracht werden. Es gilt

1 2 T\ 9 9
(x,y)( 9 6 ) (y)—m + 6y“ 4+ 4zy ,

mit den Eigenwerten \; » = 754 der Matrix (} 2) kann man die Ellipse in der Form

M2+ g2 =1

beschreiben, wobei z, § die Koordinaten in einem transformierten kartesischen Koordina-
tensystem sind. Als Halbachsen findet man damit a = V2 ynd b = —2 . Mit

74/41 VA

der Flacheninhaltsformel ergibt sich mit der Parametrisierung x(t) = (acost,bsint)’, t €
[0,27] des Ellipsenrandes

1 2m b L
FE:§/ [—bsint(—asint)—|—acostbcost]dt:% dt = abm .
0 0
Damit erhdlt man Fp = —(—2 7= ¥V2,

(T+V/41)(7—/41) 2
2) Es ergibt sich fiir die Integrale

1 p2—g? 1 py 2 2=y 7
/ / dydx:/ / dxdy+/ / daxdy = — |
0 Ja 0o Jo 1 Jo 6

0 0 0 /0
1
/ / drdy = / / dydx = —6 ,
24 NZE)
2 y2 V2—z2
/ / dxdy—/ / dydm+/ / dydx

14 2 ﬁ] N _6 tq
Beim letzten Integral wurde fiir v/2 — z2 mit der Substitution x = V2sinu, dr = V2cosudu
die Stammfunktion % A /1 — %2 + arcsin % berechnet.

3) Beim Integral (a) ist der Integrationsbereich ein Kreissektor. Daher bietet sich eine Trans-
formation in Polarkoordinaten an. Es ergibt sich mit der Transformationsformel

V8—z2 V8
A / 5+x2+y dydar—/er /0 51T 2drd¢>

:/1[ (5 + )]y do = / 1n13—71n5)d¢*

4

T 13

—In—.

8 5

Beim Integral (b) ist {iber den oberen Halbkreis mit dem Radius 3 zu integrieren. Mit der
Transformation auf Polarkoordinaten und der Transformationsformel ergibt sich

3 V9—z2
(b) / v x? + y? dydy—/ / \/r20052¢+r251n ordrde

//r drd¢ = / Sdp =91 .
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4) Mit 4(t) = (=3 cos? tsint, 3sin® t cost)” und der Flacheninhaltsformel ergibt sich

1 27
F(B) = 3 / [— sin® t(—3 cos® tsint) + cos® t 3sin® ¢ cos t] dt
0

3 2m 3 2m
= 5 / [sin? t cos® t + cos* tsin? ] dt = 3 / sin® t cos® ¢ dt
0 0

B § 2m 3 4 B i z 1 . §
= sin? = sin? zdz = — | smzcos zlgf =<7
8 Jo 16'2 2 8

5) Im Fall (a) ergibt sich die Parametrisierung des Randes des Dreiecks zu

t

i(t) = (é),te[o,l], yalt) = (;t>,t€[0,1] o) = <31 3t> teo].

Damit erhilt man

/v-ds:/v~ds—|—/v-ds—|—/ v -ds
Y Y1 Y2 RE]
e 1 Lr1—3t 0 L/1—t—-3+3t -1
= : dt : dt : dt
Jﬁ (0> <0> '%Jﬁ ( 3t ) (3) ‘%Jﬁ ((1—-03(1—-w> (—3)
1 1
:/ (t+9t—1+t+3—3t—9+18t—9t2)dt=/ (=7+26t — 9t dt =3 .
0 0

Mit dem Satz von GREEN erhilt man das Integral tiber das Dreieck D

/D(y+1)dF = //3Iy+1 dyd:c—/[— ylo® dz
= [ rama =+ s,

Fiir das Integral (b) erhélt man das Kurvenintegral tiber die Kreislinie K" mit dem Radius 3

2T /' Qa2 2
/ v-ds:/ ( 9812 t) < 351nt> &t
K 0 9cos?t 3cost
2m 2m
= 27/ (sin®t + cos® t) dt = 27/ [(1 —cos?t)sint + (1 —sin?t) cost] dt
0 0

s3t . sin® ¢

+sint — om=0.

= 27[—cost + ©

Mit dem Satz von GREEN ergibt sich das Integral

Vo—z2
/ / (2z + 2y) dydx ,
9— $2

das ebenfalls den Wert Null hat.
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6) Fiir das Integral (a) erhdlt man

T2 vt oy, /2 py? .
/ / / cos — dzdzdy = / / [z cos =8 dxdy
0 o Jo Y 0 0 Y

/2 ry? w/2
= / / ycos — dedy = / [y sin E}gz dy
0 0 Yy 0 Y

/2 /2
= / y?sinydy = [—y2 cosy]g/2 + 2/ ycosy dy
0 0

w/2
=0+ 2[ysiny)}/* - 2/ sinydy =7+ 2[cosy|f > =7 — 2.
0

Fiir das Integral (b) ergibt sich

1 1 p2—x2—y2 1,1 a2
I:/ / / Tye® dzdxdy:/ / [zye®]y™ " 7Y dxdy
o Jo Jo o Jo

11
= / / (:13ye2_7”2_y2 — zy) dady .
0o Jo

Mit der Substitution u = 2 — 2? — y2?, du = —2xdz erhdlt man

1 1 1
/a:ye2_””2_y2 dr = —i/ye“ du = —iye“ = —iyeQ_g”Q_y2 +ec.

Damit ergibt sich

1 1.2 1 1

1 2 2 -y 1 2 1 2 1
I= [ [oyerov 1d—/—1d :/ _lyelt v g Syt d—f/ dy .

/O[zye Jody 0[2]03/ 0(2ye + e )yzoyy
Mit der Substitution u = a — 2, du = —2ydy erhilt man
1 1 1
/ye“_y2 dy = —i/e“du: —56“+c: —ie“_lﬁ +ec.

Daraus folgt schliefslich

1 WL IR b

=[5+ [ T gy

7) Im Fall (a) ergibt sich fiir das Volumen des Korpers

2 (8 4 2 8
/dV = //[/ dy}dzdacz/ / 4dzdx
B 0 Jxz3 JO 0 Ja3
2

2
= / [42]%, dx = / (32 — 42®) do = [322 — x%]2 = 48 .
0 0

Man kann natiirlich auch die Integrationsreihenfolge dndern, d.h.

/de _ /;[/:(/g:dz)dx}dy

zur Berechnung des Volumens von B benutzen.
Das Volumen im Fall (b) ergibt sich zu

V2 opd—y? 3 V2 pd—y? V2 .
/ av / / [ / dz) dady = / / 3dxdy = / [32]% Y dy
B —V2 Jy? 0 V2 Jy? vz 7

V2

/ (12—6y2)dy:[12y—2y3}ff[:24\f—4«/§3=16¢§.
3 —Vv2
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Auch in diesem Fall kann man eine andere Integrationsreihenfolge verwenden:

o= [ s

fiihrt ebenso auf das Ergebnis f pdV = 16v/2.

8) Mit den Steigungsparametern u, v findet many = ur — 1, u € [1,2|,y =1 - 7, v € [1,2],
und damit die Transformation

2v ( )_uv—l
14+wv’ yiwv T l4uv

x:[1,2] x [1,2] = B, z(u,v) =

Fiir die Funktionaldeterminante ergibt sich

2
0@,y) _ 4o [ ~TmrF Tmrme | o —hlwtl v
=ae 2v 2u - 4 37
O(u,v) =S R oy (wv +1) (uv +1)

so dass man mit der Transformationsformel

2 2
1
/—dzdy ‘“’ | dud _/ — dudv
1 1 2

1 21 1. 1 1 1
2
2/1 u2[“]1 To ) 2 2[ v]l 2[ 2+] 4

erhalt.
9) Fiir die Masse erhilt man

/ / / ae” “ dzdydr = / / e~ %] dydm
/ / —e Ly dyda— ( e k) / / dydx——( —e by,
Mit Hilfe von

1 1
/ze_cz dz = —Zec2 + / ZeoFdy = —Zemor _ —e “+k
c c

C &

M

ergibt sich fiir die z-Koordinate des Schwerpunktes

1 Lo a (E L,
z = M/ / / zae”“ dzdydx = M/o /0 [—E(f‘zz——2 e~k dydx
. 1 1
= / / ——e —el ge_CL + —2)dydx
= cM( Le ¢k — Zemel 4 / / dydz

B aLQ( Lo—cl _ 1@ 1, —Leh—feh i 1 L et
cM c c 1— e‘CL c el 1"

Fiir die 2- und y-Koordinaten des Schwerpunktes findet man mit Rechnung oder durch
blofe Uberlegung 2 = j = £.
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10) Fiir den Auftrieb erhdlt man mit v = (0,0, 2)7, divv = 1 und dem Satz von GAUSS

4
pwg/ v-dO = ng/ divvdV = ng/ dV = c7R’puyg,
OB B B 3

da die Kugel mit dem Radius R das Volumen 57 R? hat. Da nirgends benutzt wurde, dass
der Korper kugelformig ist, ist der Auftrieb eines Korpers K allein durch sein Volumen
J5 dV und seine Dichte p,, (und natiirlich die jeweilige Erdbeschleunigung) bestimmt.

11) Es ist divv = 2z — 2, damit ergibt sich im Fall (a) nach dem Satz von GAUSS fiir das
Flussintegral

/an~dO:/B(2z—2)dV.

Mit Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) € [0,4] x [0,27] x [1,5] und der Transformationsformel fiir
Volumenintegrale erhdlt man

(22 —2)dV 7 2z — 2)rdzdedr = 7 r[2? — 22]% dodr
J K I

27
/ / 167 dedr = / 32rm dr = [16r27)g = 2567 .

0

Mit Kugelkoordinaten (r, ¢, ) € [0, R] x [0,27] x [0, ], der Funktionaldeterminate g%f Y ;;
r2 sin # und dem Satz von GAUSS erhilt man im Fall (b)

/ v-dO = /2:c+3y +32%)dV = /[3(x2+y2+z2)+2x—3x2]dv
B

2m
/ / / 3r2 12 sin 0 dOdpdr

27
+ / / / [2r cos ¢ sin 6 — 312 cos? ¢ sin? 0]r? sin O dfdpdr .
0 0 0

Fiir den ersten Summanden der rechten Seite erhilt man

R 27 T
/ / / 3r2 2 sin 0 dOdpdr
o Jo Jo
R 2 R 27 ,’,,5 12
:/ / [*3r4cosf)]6rd¢dr:/ / 6r* dpdr = [12n—|% = —7R°.
o Jo o Jo ) 5

Fiir den zweiten Summanden ergibt sich
R 2m T
/ / / [27 cos ¢ sin 6 — 312 cos? ¢ sin? 0]r? sin O dfdpdr
o Jo Jo
R 2m 0 1
= 2/ r3/ cos ¢[§ —5 cos 0'sin 0] dedr
0 0
R 2 .3
—3/ T4/ cos? ¢p[— cos CO; 0]’07 dedr
2 1 ¢
= —3/ / cos? QS dedr = —4/ 7‘4[5 cos ¢sin ¢ + 5](2)” dr

:—471'/ r dr——fﬂ'R5
0 5
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Damit erhdlt man insgesamt das Resultat

12 . 4 .
/ v-dO = —-7R® — —7R° = §7TRO )
0B 5 5 5

12) Mit dem Stokesschen Integralsatz gilt

//v-dO://rotw~dO: w - ds,
s s as

wobei 05 die Kreislinie

V2 cos g2 cos ¢
’}/((P) = ﬂsin (p% = Sin(ﬂ y P E [07277]
V2 1
V2

ist. Damit ergibt sich

2m cos —singp
w-ds = / sinpcosy | - cos
95 0 sin ¢ 0

27
/ [— cos @ sin ¢ + sin @ cos? @ldyp
0

sin g cos® @y,

= 0.

13) Die Parametrisierung von B ergibt (Schnittpunkt von 3 — z? und z? + 1 ist (1,2))

/ L gF / / B —dy

/ 22\/yl5— igfl dz

0
1

= 2/ [xV/3 — 22 — xv/22 + 1]dx (Substitution v = 3 — 2%, u = 2 + 1)
0

2 2
= —/ ﬁdv—/ Vudu
3 1
3 2
= /\/ﬂdv—gu?’p%

2
2 2
= oy 2o

2 2 2
= 2o vB) - vael
2 4 2

Mit dem folgenden Octave-Code wird das eben berechnete Integral durch eine Riemann-
Summe R340 angendhert und man stellt fest, dass man oben offensichtlich richtig gerech-
net hat.
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m=40;
n=30;
y=linspace (1, 3,m);
x=1linspace (0,1,n);
for i=1:n
for j=1:m
if y(3)<(3-x(1)72) && y(3)>(1+x(i)"2)
b(i,j)=1
else
b(irj):O;
endif
end
end
sum=0;
for i=1:n-1
for j=1l:m-1
sum=sum + b (i, J)*(x(i+1)-x (1)) * (v (J+1) -y (J)) *x (1) /sqrt(y(3));
end

end

approxloesung = sum

exaktloesung = 2*sqrt (27)/3 - 4*sqrt(8)/3 + 2/3
relfehler = abs (approxloesung-exaktloesung)/exaktloesung

14) Im Folgenden werden die 3 Wege beschrieben.

1. Weg: Integrationsreihenfolge bedeutet Summation “vertikaler Scheiben” parallel zur
y — z-Ebene

1 Vi—z2  py/2 Vi—z2
/ [/ / ldzdyldz = / / y/2dydx
-1J0 0

- [

11
= 1/_1[1—x2]dx

1
Z[x_ ?]171
1
3

2. Weg: Integrationsreihenfolge bedeutet Summation ”vertikaler Scheiben” parallel zur x —
z-Ebene.

/;[/_g/jmldzdx]dy - // ydmdy

1
r=+/1—y2 1
= - dy = [ 2y\/1—42d
Q/Oyflez_my 2/011 y*dy
1
/yx/l—dey=(***)

0
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Die Substitution u = 1 — y? ergibt sofort

1 1
o (1 —q2)32i = 2
() = 31—y =2

3. Weg: Integrationsreihenfolge bedeutet Summation von “horizontalen Scheiben” parallel
zur x — y-Ebene

/01/2[/2: /_\/\;?i;ldxdy]dz

1/2 1
/ / 2v/1—y2dydz
0 2z
1/2 1
2/ / V1—y?2dydz = (%)
0 2z

Mit der Substitution y = sin t findet man die Stammfunktion

1
/\/1 —y2dy = i[y\/l —y? 4 arcsiny] + ¢

und damit ergibt sich
1/2
/ [yv/1 —y2 + arcsiny]3, dz
0
1/2
/ [arcsin 1 — 2z4/1 — 422 — arcsin 2z] dz
0

1/2

1/2
= Tz e [ asingeds = ()
0 0

4

(%)

Mit der Substitution © = 1 — 422 findet man die Stammfunktion

1
/zx/l —422dz=——(1—-42%)%% 4 ¢

12

und mit partieller Integration findet man die Stammfunktion

1
/1~arcsin22dz = zarcsin 2z + 5 1—-4z2+c¢.

Damit ergibt sich
1 1
(xx) = % - 2[—5(1 - 4z2)3/2|(1)/2] — zarcsin 22\(1)/2 — 5V 1 — 422 5/2
1 1 1

= %—6(1)3/2—§arcsin1—|—§
o7 1 n 1
4 6 42
1
= 3

Der 3. Weg zeigt eindringlich den Wert der Wahl einer giinstigen Integrationsreihenfolge
wie z.B. beim 1. und 2. Weg.
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Kapitel 9

1) Fiir die Gleichung (a) ergibt der Ansatz u(x,y) = X (x)Y (y) nach dem Einsetzen in die
Differentialgleichung und der Voraussetzung u(z,y) = X (z)Y (y) # 0

X"(@)Y (y) = 4X (@)Y '(9), X(0) = X () =0,
X"(@)Y () = 4X (@)Y (9) = 1 = = =,

mit einer freien Konstanten p. Die Losung der Gleichung 471// = pist Y(y) = ke¥. Fiir die
Differentialgleichung X" — uX = 0 erhilt man als Losung im Fall

p>0X(x) = creVr® + coe”VFET, aus X(0) = X (r) = 0 folgt ¢; = 2 = 0, also die triviale
Losung,

#=0X(x)=c1+ cazx,aus X(0) = X(m) = 0 folgt ¢; = co = 0, also die triviale Losung,

u<0X(x) = c1cos(y/—px) + casin(y/—pz), aus X(0) = 0 folgt ¢; = 0; aus X(7) =
cosin(y/—pum) = 0 ergibt sich \/—um = 7n, n € Z, u = —n?, so dass sich die Losun-
gen X, (x) = cz sinnx ergeben.

Fur die Losung des Randwertproblems (a) erhilt man schliefilich die Losungen w, (z,y) =

n2 n2
kcgsinnze™ 7Y =: b,sinnxze” Y. Das Superpositionsprinzip ergibt die allgemeine Lo-
sung

o0
2
. —_n_
u(z,y) = E bpsinnre” Y.
— 00

Fiir die Gleichung (b) ergibt der Ansatz u(z,t) = X (z)T'(t)
2X"(2)T(t) = T()X (x) <= a’X"(z) = pX(z), T(t) = pT(t)
mit einer freien Konstanten p. Als Losungen X (z) und T'(¢) findet man durch Integration

VE

X(x)=crea 4+ czefgm T(t) = dieVF 4 dye™ VH
so dass sich die Losung u(z,t) = (1% + coe= T 7)(dyeVPt + dyeVA) mit den freien
reellen Konstanten i, ¢1, ¢2, di, dg ergibt. Bei i1 > 0 erhdlt man die Produkte von Exponenti-

alfunktionen als Losung und bei p < 0 ergeben sich mit der EULERschen Formel Produkte
von trigonometrischen Funktionen als Losung.

2) Mit dem Ansatz u(z,t) = X (2)T'(t) erhdlt man durch Einsetzen fiir XT" # 0 in die Diffe-
rentialgleichung

eX'T+tTX =2XT = X' - (1-5)x =0, T—%T:O.
x

Durch Variablenseparation erhélt man die Losungen X und T’
X(z) = cre®z™# T(t) = cot* und damit u(z,t) = ce®x™Ht" .

Die Auswertung der Bedingung u(z,1) = x2¢® ergibt ¢ = 1 und u = —2. Die Losung lautet
damit u(xz,t) = e*(£)%

3) Fiir die Hyperbelkoordinaten gilt ¢ = arctanh?, p = /22 — 32 und damit

aqb__sinhqb d¢  cosho @_ @__,
e o oy ’8x_COSh¢’ oy sinh ¢ .
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Damit erhdlt man mit u(z,y) = v(p(z,y), ¢(z,y)) und der Kettenregel

sinh ¢

cosh ¢

Uy = VpPz + VpPr = vV, cosh ¢ — vy , Uy = Vppy +VpPy = —V,sinh ¢ + vy

Fiir die 2. Ableitungen ergibt sich dann

9 sinh ¢ cosh ¢ sinh? ¢ sinh ¢ cosh ¢
Ugz = Vppcosh”™ @ — vy -V, — Vgp
P P P
sinh? ¢ sinh ¢ cosh ¢
+v + 2v ,
[ ,02 @ p2
. .9 sinh ¢ cosh ¢ cosh? ¢ sinh ¢ cosh ¢
Uyy = Vppsinh® ¢ —vpg —Up — Ugp
P P P
cosh? sinh ¢ cosh
+Vpp p2 ¢ + 2’U¢ ¢p2 ¢ .

Damit ergibt sich nach Addition die Differentialgleichung in Hyperbelkoordinaten

1 1 .
Upy — Uyy = Vpp + ;vp — p—2@¢¢ =0 fur |p/<1

mit den Randbedingungen v(+1, ¢) = cosh? ¢ + sinh? ¢.
4) Der Produktansatz v(p, ¢) = R(p)®(¢) fithrt nach Einsetzen in die Differentialgleichung
Upp + %vp - p%%d, = 0 auf die gewohnlichen Differentialgleichungen

" —u®=0  p’R’"+pR —uR=0.

5) Parallelstromung bedeutet v = 0. Damit ergibt sich aus den Differentialgleichung mit
dem vorgegebenen Ansatz fiir den Druck p

@__( _ )+i@+i@
Yor T W T PUT 292 T Re oy?

Wegen der Voraussetzung einer Parallelstromung mit v = 0 folgt aus der geforderten Di-

vergenzfreiheit 2% = —g—z = 0. Damit ergibt sich die Gleichung
1 9%u
0= —(pr —po) + &~ 0 (10)

Die Integration der Gleichung (10) in y-Richtung ergibt

2
u(z,y) = Re(p1 — Po)% tey+d,
und die Berticksichtigung der Haftbedingung v = 0 an den Wianden y = Ound y = H
ergibt mit
2

H H
0=u(z,0)=d 0 = Re(p1 _pO)T +cH < c= —Re(py —po)g

die Losung u(z,y) = (Re(p1 — po)[§ — y41,0)7 des Randwertproblems.
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6) Die Anwendung des Divergenzoperators auf das Vektorfeld (2%, 92)7 ergibt

ou .
B¢ odivu 1 Auy 1
(o) _ T 1 A N
div (g¥> =5 = div (grad p) + Toe div (Av) Ap e Adivu =0,

und daraus folgt A p = 0 wegen divu = 0.

7) Die Multiplikation der Differentialgleichung mit einer integrierbaren Funktion 4, die auf
I'; verschwindet, und die anschliefSende Integration iiber 2 ergibt

—/Auhsz/fhdF
Q Q

und die Anwendung der 1. GREENschen Integralformel in der Ebene ergibt

/Vu~Vhde/h@ds:/Vu~VhdF7/ ha—uds—/ h@dS:/ fhdF .
Q T 8n O Ty 81’1 T 8n Q

Die Berticksichtigung der Randbedingungen ergibt schliefSlich

/Q[VU'Vh—fh]dF—/ ghds=0.

n

8) Mit einer charakteristischen Linge /. und einer charakteristischen Geschwindigkeit v,
kann man die Gleichung entdimensionieren, und zwar definiert man mit

eine dimensionslose Linge X, Geschwindigkeit V und Zeit 7. Damit erhilt man ausgehend
von der Konvektions-Diffusion-Gleichung

Ve, OC . D .,

bzw.
5‘0 * o D * lc
E—FV -(CV)—ZCUCA c—|—vcf.

Mit der Schmidt-Zahl

SC:B

und dem dimensionslose Quell-Glied F' = f]—; f erhdlt man am Ende die entdimensionierte
Konvektions-Diffusions-Gleichung

Oc . 1 .

wobei fiir die Reynolds-Zahl Re = “=l galt.
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Kapitel 10

1) Die komplexen Hyperbelfunktionen sind wie im Reellen durch die Beziehungen sinh z =
1(e* —e™?), coshz = 3(e* + e~*) erklart, und deshalb gilt

1 1
cosh? z — sinh? z = 1[622 +2+e %] — 1[622 —24+e ] =1.
Weiter gilt mit der 3. binomischen Formel
: 1 2z —2z 1 z —z z —z :
Slnh22’=§(6 —e ):i(e +e ®)(e® —e ?) =2coshzsinh z .
Fiir cosh(z 4+ w) gilt nach Definition

cosh(z + w) = %(e”“’ +e Y = %(eze“’ Fe e,

Fiir cosh z cosh w + sinh z sinh w errechnet man
1 ] _ _ —
1(ez +€_Z)(6w Le w) + 7(62 —e z)(ew _e w) —
i(ezeﬂl + e—Ze’LU + eZe—U} + e—Ze—'LU + eze'w _ e—ZeU} _ eZe—'lU + e—Ze—’LU)
= 3(2626“) +2e %e”) = %(e“‘“’ +e7*7%) = cosh(z + w) .
2) Fiir die Ableitungen von ¢ = arctan ¥ findet man

y2x x z2y

@y YT T g

Y

G = —m7

(/baca: =

woraus A ¢ = 0 folgt.
3) Fiir die Ableitungen von ¢ ergibt sich

®, =e"cosy + xze® cosy —yesiny , @, = e” cosy + e cosy + xe® cosy — ye’ siny

¢, = —ze”siny —e”siny —ye” cosy , Pyy = —xe” cosy —e” cosy —e” cosy+ye”siny ,

woraus ¢, +®,, = 0 folgt. Als konjugiert harmonische Funktion ¥ findet man als Stamm-
funktion des Vektorfeldes

(—<I>y> B ((m + 1)e®siny + ye® cosy

. die Funktion ¥ = ye® cosy + ze” siny .
D, (1+ x)e® cosy — ye® sin y) Y 4 Y

4+5) Mitder Wahlvon z; = —1+4+14,20 =14 3i,23 =34+iund wy; = —1, wes =i, w3 = 1
ergibt sich fiir die Transformation der Kreise mit der Transformationsformel

z4+1—114+3i—3—1 w+1:—1 z—1—1
z—3—11+3i+1—4 w-—-1i+1 2
Fiir die Transformation des Kreises auf die Gerade wihlen wir z; = 1, 2o = 31, 23 = —i und

w1 = 2, wy = 2 — i, w3 = 2+ ¢ und erhalten

z—13i+1 w—2 2—1—2—1 —2iz+8—2i

= = - - =
s+idi—1 w-2-i 2—i—2 B G )y
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6) Fiir die Ableitung gilt F'(z) = u, + iv,, so dass sich

F'(z) = Fl(xz+iy) = (nv22+y2), + i(arctan %)w

1 T .=y T — iy zZ

+1 = =
Vaz+y2 o2 4y2 22 +y? 2ty 22 oz

ergibt.
7) Mit einer Partialbruchzerlegung und der Formel (10.31) erhdlt man
sinz _ sinz 1lsinz 1sinz
2(22-1) z 2z41 2z-1

und damit die Residuen

i 1 Lsinz
sz,()) = asmO =0, Res(iil

11 1
,Fl) = —=sin(F1) = :F§ sinl .

Res( 013

8) Fiir die Parametrisierung der Kreislinie erhélt man z(t) = ¢ +i = cost +i(sint + 1), t €
[0,27] und damit 2(¢) = i e" = —sint + i cost. Es ergibt sich

27
/ 2Zdz = / (e +i)(e™™ —i)iet dt
K 0

2T
= / [i e + e —14ie)dt
0

2
= / (e“ + i)2 dt = 27 .
0

9) Man findet durch partielle Integration die Stammfunktion f(z) = (z — 1)e®. Damit erhalt
man fiir das Integral

241
eet

)

/ zefdz = f(1+i)— f(=1—i) =ie!™" — (=2 —i)e™ 7" =jee’ +
K

und, sortiert nach Real- und Imaginarteil

/ . 2cos1+sinl —e?sinl  e*cosl+cosl—2sinl
ze®dz = +i .
K € (&

_ 2241

10) Fur das Integral (a) erha'lt man mit den Singularitéiten der Funktion f(z) = % 7 inder

oberen Halbebene z; = f +i—= \[, 29 = f + z d1e Residuen

Res(z . z1) = Z%—Hzﬁl—w :—Qi
z4 417 423 4 —1+i 4"

R (z +1 ) 241 V21— V2.

€S = = — = ——7.
24417 423 4 1+i 4

Mit der Berechnungsformel (10.32) ergibt sich

/OO $2+1 . \/Q \/i \/577,

pora de = 2mi|——i— —i] =
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Fiir das Integral (b) erhilt man mit der Formel (10.35)
2m 1 2)
——dt =2 - .
/0 2+costdt W|Z|;1R€3(22+4Z+1,2k)

Man erhilt die Singularititen z; = —2 + V3 von m, von denen z; im Inneren des
Einheitskreises liegt. Damit ergibt sich

27
1 2 2 2
- dt=2 R —or T = *\3r.
/0 2 + cost mRes( g 2t V) S gl a5 = 3 V3T

11) Fiir das komplexe Stromungspotential findet man f(z) = (1 — 2i)z + 25 Mit

f) = (1=20) = > ;& — 24 ngj)ZQ _a- 2@')|z|‘|*z—4 (4 + 8i)7”

findet man fiir das komplexe Geschwindigkeitsfeld

Dz|* — (4 — 8i)22
EEELIEEL

v(z) =

~

—4(x? —y?) — 162y

8(x? —y?) — 8z
@+ et SEEyoa

(22 4+ 42)2

].
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Kapitel 11
1) Das uneigentliche Integral ist definiert als
) R R
/ 23dz = lim 23 dz = lim 22 dr + hm 22 dx .
—o0 é:)mooo -r L c a

Weder lim, o, [ fr 23 dz noch limp_, o faR x3 dz existiert, und damit konvergiert das Inte-
gral nicht. Fiir den CAUCHYschen Hauptwert findet man

0o A 4
C’.H./ 23 dr = lim 23 dr = lim [x—]AA:O.

A—oo _A A—oo -

2) Man erhélt mit der EULERschen Formel

1 oo e—zwt
Flf®)w) = o mdt
1. [ cos(wt) . [ sin(wt) 1 /OO cos(wt)
= — dt — dt] = — —— dt
QW[/_OOCLQ-f—tQ Z/_Ooa2+t2 ) 21 J_ o a? 42
oo cos(wt)

da die Funktion 3! ungerade ist. Fiir das Integral [~ dt erhélt man mit der

a?+t2? oo a?+4t?

Substitution ¢ = wt, dt = 22, und wegen F[f(t)](w) = F[f(t)](—w)

> cos(wt) e coso > |w|coso
dt = 5y do = — 5 do .
Lﬁmw+ﬁ l/wwuﬂ+u>>“ /muwﬁ+02“
Mit dem Residuensatz bzw. den daraus folgenden Beziehungen fiir reelle Integrale ergibt
sich

/ |w| cos o - — Re[2ri Z Res |w|eto b))

o WP ¥ o 2 - . 02+\w|2a2’ Ok
o>

wle —alw|

7ZG/|WD] Re[QTT'LM] = ge

io
= Re[27miRes( jwle

(o — ialw]) (o + ialw])

Damit erhilt man schliefSlich

1 1
- — — ,—alw|
F[a2+t2](w) 2a6 .

3) Es sei darauf hingewiesen, dass das in der Aufgabenstellung erfragte Faltungsprodukt
sich um den Faktor ;- von dem im Kapitel 11 definierten Faltungsprodukt unterscheidet.
Nichtsdestotrotz ist das erfragte Integral ein Faltungsprodukt. Man erhalt

(fxg)t) = /jo el =7l cos(wr) dr

t oo
= / e~ e cos(wT) dT + / e Tt cos(wT) dr .
t

Fiir das Integral [ e cos(wT) dr ergibt sich durch partielle Integration

/e‘” cos(wT) dr = €® i SIWT) g/e sin(wT) dr

w

sin(wr) a —cos(wT) /

— T —*[8

w w

—cos(wT)) d7]

o SIn(wT) a?
=e + —26 cos oJT — cos OJT
w w w
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also

wea‘r

. a
o [sin(wT) + » cos(wT)] .

/e‘” cos(wr) dr =

Damit erhalt man fiir (f % g)(t)

ot wect c we

e Tglnoo[m(sln(wt) —+ ; COS(UJt)) — m
—cr _ —ct

(sin(wr) + Uc cos(wr)) — LQ(sin(wt) + %c cos(wt))]

w?+c

- (sin(wr) + gcos(wr))]

we
+et lim 5
rooo w? + 2

; we c c
— cos(wt) = 2——— cos(wt) ,
w (wt) w? + 2 (wt)

also (f * g)(t) = 27y cos(wt).
4) Fiir die FOURIERtransformierte von f gilt

FlIO)w) = i/wf®fwﬁ
= 27r/ f(t) cos(—wt) dt—l—/ f(t)isin(—wt) dt]

= / f@)isin(—wt)d / f(t)sin(wt) d

da die Funktion f(t) cos(—wt) ungerade ist. Da f(¢)sin(wt) eine gerade Funktion ist, gilt
schliefllich

Fl@)w) = = [ fosint de
0
5) Es ergibt sich fiir die Differentialgleichung

Fly" + 2y = 6y)(w) = (iw)* Fly)(w) + 2iwF[y)(w) - 6F[y](w) = Fle™" J(w) -

. . 2
Fiir die FOURIERtransformierte von e~ %" findet man

N

w

2 1 w? 1 e 4
7t _ 77 . —
Fle™" (w) = 2ﬁe und damit  Fly](w) v o+ 206
6) Im Falle (a) gilt € cos(at) = Re(e(*T*¥)?), so dass man
° - 1 z—b+ia
O] = R (b+ia)t ,—=t d)=Re(—— ) =Re(—=>— """
£LF0)] = Re( [~ ePH e dt) = Re(—j—) = Re(Z—j05)

also L[f(t)] = (Zfb)% erhalt, wobei Rez > b gefordert werden muss. Im Fall (b) gilt

e’ sinh(at) = L[+t — ¢(b=9)!] 50 dass man mit der LAPLACE-Transformierten der Ex-
ponentialfunktion e fiir Re z > max{b — a,b + a} das Ergebnis

1 1 1 a

ﬁ[g(t)}zi[z—(b—l—a) 72—(()—(1)}: (z—b)2 — a?
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7) Fur F'(z) ergibt sich

F() = 3z—-5 3z—5 A n B
224243 (z2-1)(2-3) z-1 2-3’

und man findet A = 1 und B = 2. Damit gilt

F(2) = £f(0] = 7+ o = £le'] 4 2£[6M) = L1+ 26],

so dass aus dem Eindeutigkeitssatz f(t) = e* + 2e3! folgt. Fiir G(z) erhélt man
L, . L 1 . 1
G(z) = ;E[sm 2t] = L] | sin2rdr] = /.:[—5 cos 27]g] = £[§(1 —cos2t)] .
0

Damit erhdlt man g(t) = 1(1 — cos 2t).
8) Die Transformation der Differentialgleichung ergibt

1 1
22Y (2) — 2y(0) — ¢/ (0) + 4(2Y (2) — y(0)) + 6Y (2) = Pl 1
2z+1 2z+1
PH4z+6)Y(2) = Y(z) = :
= (F 4z +6)Y () = TP )= T 6
Eine Partialbruchzerlegung ergibt
2z+1 A B Cz+D
Y = = —
(2) 2(z+1)(22+ 42+ 6) z+z+1+z2+4z—|—6
ergibt nach Koeffizientenvergleich A= 1, B=1,C=—-3,D = -3
1 1 —1z-3 1 1 —1(z+2)-2
Y(z) = -+ T ik S 2(2+2)
6z 3(z+1) 22+4246 6z 3(z+1) (z+2)2+2
1 1 1 z+2 2 V2

6- T340 2(:+22+2 3v0(:+22+2

woraus y(t) = 1 + Le~t — Le=2 cos(v/2t) — Y2 sin(v/2t) folgt.
9) Die Transformatlon des D1fferent1a1glelchungssystems ergibt unter Berticksichtigung der
Anfangsbedingungen

W) +L = UR) +4V(e) + 24 1=2)U(2) +4V(2) = 35—
V() -1 = UR+V(E+L T U +(1-2)V() = —1--L -

z

mit den Losungen

1.2 3
O R— itk SRR O
(z=1)(z+1)(z—3) z—1 z+4+1 2z-3
22—3243 11 11 31

Vi) = GC-DE+D(-3) 4z-1 72241 4:-3

Die Riicktransformation ergibt die Losungen

3 1 1 3
u(t):_et_e—t+§e3t U(t):_iet—‘_ﬁe_t—’—ie?)t'
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10) Nach dem Faltungssatz gilt

z 2z 2

LleostIL{f(1)] = Lltsint] <= ——— LIf(1)] = @rip

d.h. f(t) = 2sint.

11) Mit der Substitution v(r) = y(r + 7) erhélt man statt der zu 16senden Differentialglei-
chung die Differentialgleichung

v"(r) — 20" (r) + v(r) = sin(2r + 27) + cos(r + 7) = sin2r — cosr ,
wobei v/(0) = 0 und v(0) = 1 gilt (also LAPLACE-gemdfle Anfangsbedingungen). Die
Transformation des Anfangswertproblems ergibt

2 z

22V (2) — 2v(0) — ' (0) — 22V (2) + 20(0) + V(2) = o + ]

2 z
2 —

Es ergibt sich weiter

(z—=2)(22+4) 22+ 1) +2(22 + 1) + 2(22 + 4)

Vv =

() (z— 1)2(2 +4)(2 + 1)
B A n B +Cz+D Ez+F
Coz—1 (2-1)2 2244 0 2241
o2t 11 4z 6111
252—1 10(2—1)2 252244 252244 22241
21 1 11 +4 z 3 2 11
252—1 10(2—1)2 252244 252244 22241

und damit
21 1 4 3 1
Llv(r)] = 5[2—56T - TOTeT + o5 Cos 2r — % sin 2r — 3 sinr] .

An dieser Stelle sei der Fairness halber darauf hingewiesen, dass wir das beim Koeffizi-
entenvergleich entstehende lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der 6 Koeffizienten
A, B, ..., F mit dem Programm octave geldst haben. Damit erhélt man die Losung

21 1 4 3 . 1.
v(r) = —e" — —re" + —cos2r — —sin2r — —sinr .
25 10 25 25 2
Die Riicksubstitution y(z) = v(z — ) ergibt
21 1
y(z) = v(x—7)= 25¢ 10

4 3 . 1.
+% cos(2x — 2m) — %= sin(2x — 2m) — 5 sin(z — )

1 4 1
ylx) = %ewﬂr[@ —5(x—7m)]+ % cos 2x — 23—5 sin 2z + 3 sinzx .
12) Die GREENsche Funktion erhilt man tiber das Urbild der LAPLACE-Transformierten
m. Es gilt nun
1 1 t2et
Ll—-1=L[g®)],

B -322+32-1 (213 =]
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so dass man die GREENsche Funktion

(t _ T)2et—7’
2

findet. Als Losung des Anfangswertproblems erhélt man mit der GREENschen Funktion

t t 2 t—1 3
t— t
y(t):/ K(t,T)erT:/ (E=n)7e” e"dr =e'— .
0 0 2 6

13) Mit U(z, z) := Llu(z,t)](2) erhdlt man fiir Rez > 0 die gewohnliche Differentialglei-
chung mit z als Parameter

K(t,r)=g(t—7)=

1
zU—wa:%@UJA-EU:?’
z x z

mit der homogenen Losung Up(z, 2) = c¢(z)x~*. Die Variation der Konstanten U(z, z) =
c(x, z)x~* ergibt

- 1

o 22(z 4 1)
Aus der Transformation der Randbedingung lim,_,o U(z, z) = 0 folgt k(z) = 0. Eine Parti-
albruchzerlegung ergibt

1 11 1
= (

22(z+1)x _;+§+z+1

Uz, z) x4+ k(z)x™7 .

Uz, z) = Yo =xL[~1+t+ e "](2)

und damit die Losung u(z,t) = x(—1+t + e t).

14) f und g sind beide gerade, also hat man fiir alle w € R

FIfw) 1/1(1—752)@iwtdt:1/1(1—t2)cos(wt)dt= 2 (SI@ osw)

- ﬂ 1 i 1 7Tw2 w
und
1 3 1 sin 3w — si 2 si 2 2
f[g](w) _ 7/ cos(wt)dt _ lsindw —sinw  2sinwcos w(: fH(w)) .
T Jy s w T w s

Die inverse Fourier-Transformation liefert mit 27 F[F|g]](—w) = g(w) dann

2m 2 FIH](w) = g(~)

bzw.
1 L falls —3<w< —loderl<w<3
= Do) — 4 == =% =
Fe) = po-) = { & o
15) Mit

uw(w,t) = FU(, 1)) (w) = % /_ " Ul t)e- v da

erhilt man

F [%U (| w) = %u(w,t) = 4(iw)2FU (., 1)) (w) = —4w?u(w, 1) .



Kapitel 11

65

Damit ergibt sich
u(w,t) = K(w)e_4“’2t .

Die inverse Fourier-Transformation liefert dann

1 o 2, .
Ulr,t)= - / K (w)e % e .

Insbesondere gilt zum Zeitpunkt ¢ = 0

1 > WwT 1

und damit 14sst sich die Funktion K identifizieren als

K(w) = %e‘Sl‘*’l , faweR.

Damit erhilt man

11 [ ot
U(l’,t) = 275 / 6—3\w|e— tw T
m —00

1 > —3|w| , —4tw? iwz
= = e e e"“Tdw
6./ o

1 [/ 4
_ 7/ e(zw73)w€74tw2dw )
3 Jo
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Kapitel 12

1) Fur die Differenz f(u + h) — f(u) ergibt sich unter Nutzung des Additionstheorems fiir
die Kosinusfunktion

Fluth) — flu) = / * cos(u(@) + h(g)) d — / * cosu(¢) do

[SE]

= CcCosu

cos h(¢) — sinu(¢) sin h(p) — cosu(@)] do

INE)

[cos u(¢)
[cos u(¢)

(cosh() — 1) — sinu(p)h() + sinu(d)(h(¢) — sin h(¢))] d

J
J

™

- /OE sinu(@)h(¢) do + /05 [cos u(@)(cos h(§) — 1) + sinu(e)(h(¢) — sin h(¢))] do

= — /05 sinu(@)h(@) dop + r(u(@), h(d)) .

Aufgrund einfacher Abschidtzungen geht mh"(u(qﬁ), h(¢))| gegen Null fiir ||h|| — 0, so
dass man die FRECHET-Ableitung

erhilt.

2) Da F'(t,z, ) nicht von ¢ abhingt, ergibt sich aus der EULER-LAGRANGE-Differential-
gleichung

. :
rrx r—
———— — z(1 +#2) = ¢; = const. = —z = ¢c;\/2(l +i?) = i = .

(1 + ) %

Als Losung erhélt man nach Integration

t 1t
N/r—ct=—=—co=2(t) = - (— —co)> + 7.
1 /70% 4 ‘cl| 1
3) Man erhilt die EULER-LAGRANGE-Differentialgleichung

d

Fp——
dt

F; =% — (&4 &) = 0 mit der Losung x(t) = c1t + ¢2 .

Die Auswertung der Bedingungen z(0) = 1 und z(2) = 2 ergibt die Losung x(t) = 1t + 1.
4) Da F(t,z, &) nicht von = abhdngt, ergibt sich aus der EULER-LAGRANGE-Differential-
gleichung & = const.. Damit ergibt sich die Losung x(t) = ¢it + ¢ und mit der Rand-
bedingung z(0) = 0 folgt co = 0. Aus der Forderung z(T) = r(T) folgt ¢ = 5. Die
Transversalitdtsbedingung lautet

11
t(T)yr(T)+1=—F=+1=
z(T)r(T) + 5T + 0
mit der positiven Losung 7' = 1 und damit z(t) = ¢. Man tiberlegt sich mit einer Skizze der
Funktionen r(¢) und x(t), dass die Funktion z(t) = t die kiirzeste Verbindung zwischen
dem Ursprung und dem Graphen der Funktion () ist, und damit das Funktional J(x)
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minimiert.

5) Aufgrund der Linearitit des Funktionals F’ ergibt sich mit

b b b
F@+M7F@%i/wmﬂwmmmf/ywww:/h@ﬂm

sofort

b

Pl = [ hads
6) Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung erhdlt man

fls,z(s) + h(s)) — f(s,z(s)) = %(s,x(s) + o(s)h(s))h(s) fmit 0 < o(s) <1,

und wegen der gleichméfigen Stetigkeit von % auf J x {z € R : |z| <sup|z| + 1}

sup I?(s’x(S) +o(s)h(s)) — 5= (s,2(s))| <€
seJ 0T

fiir sup |h| < 6. Fiir sup |h| < § gilt damit

of

b
sup\F(:r—l—h)—F(a:)—/ k(-,s)==(s,x(s))h(s)ds| < esup|h| max |k(t,s)|(b—a),

ox (t,s)ETXJ

womit

b
(PO = [ k95 (5 als)h(s

gezeigt wurde.
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Kapitel 13
1) Zur Berechnung der kontravarianten Komponenten ist das Gleichungssystem
_ 2 3 4 z! 2
x=rlej<—= |1 1 1 22 | = 4
11 2 3 1
zu 16sen. Als Losung findet man z! = 7. 22 = 0, 2> = —3. Mit den Skalarprodukten

x; = x - e; ergibt sich fiir die kovarianten Koeffizienten 1 =9, o = 11 und z3 = 14.
2) Die Verjiingung von T = i, e;e/e"e! ergibt z.B.

V= t;klei elelel = t;kléfekel =: ay evel .

Als zweite Moglichkeit ergibt sich

Vy = tjkl e’ -efel = t;klgjkeq;el = bleel .

3) Das tensorielle Produkt ergibt

TR = tijrkl eiejekel
und eine der moglichen Verjiingungen ergibt
ik o

U, = t,»jrkl elel . efe = tijrklg e'e =: uil e'e

und als 2. Moglichkeit sei
k

U, = tijrkl e'ele” - ¢ = tijrklélk e'el =:iy;e'e’

genannt.

4) Die skalare Multiplikation der beiden Transformationsbeziehungen ergibt
e = a{’ej/ | ey = a
e :aé}ei | e, = a5 =ej-e;.

Daraus folgt al = a’y,also D = CT. Andererseits ist D = C~', woraus C7 = O~ folgt.

5) Mit der Beziehung e; = % erhélt man die nattirlichen Basisvektoren

cos ¢ sin 6 —7rsin ¢sin @ 7 Cos ¢ cos f
ep=e.=| singsingd |, ex=ey4= 7 cos ¢sin 6 , e3s=eg=| rsingcosh
cosf 0 —rsinf

Fiir die Metrikkoeffizienten ergibt sich

g1 = cos?¢sin® 6+ sin® ¢sin® 0 + cos? 6 = sin? 6 + cos? § = 1
go2 = r2sin® ¢sin? 0 + 12 cos? ¢psin® 6 = 12 sin? §
gss = 12cos?pcos? O+ r?sin? pcos® O+ r?sin? 6 =r?cos? 6+ r’sin 0 = r? .

Fiir ¢ # j ergibt sich fiir die Koeffizienten ¢;; = e; - e; = 0.
6) Fiir den Gradienten gilt V¥ = 9,V e’ und mit 2! = p, 22 = ¢ und x5 = 2 ergibt sich

VU =2pcosg, 00 = —p’sing, 03U =1
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und mit den kontravarianten Basisvektoren im Zylinderkoordinatensystem

1 1
e’ = e, = cos pe, + sin pe,, e¢:p_zed,:—fsingbem—i—fcosq’)ey, e“=e
P P

erhilt man den Gradienten

V¥ = 2pcospe’ + (—p*sinp)e? + e*
plcos? $ + 1)
= (2pcos® ¢ + psin’ p)e, + (2psin ¢ cosd — psinpcos ple, + e, = psin ¢ cos ¢
1

7) Mit der natiirlichen Basis (Aufgabe 5) gilt mit 2! =7, 2% = ¢ und 23 = 0
vV = viei = Vz€y + Vy€y + V€, ,
oder

v'(cos ¢ sin fe, + sin ¢ sin e, + cos fe.) +
v?(—rsin ¢ sin fe,, + r cos ¢ sin fe, ) +
v*(r cos ¢ cos fe,, + 1 sin ¢ cos fe, — rsin fe,)

= Uz€r + Uyey + V€, .

Damit kann man die kontravarianten Komponenten v* als Losung des Gleichungssystems

cospsinf —rsingsinf rcos¢cosd vl Vg

. . . . 2 _
singsind  rcos¢sinf rsin¢cosf v =| vy
cos 0 —rsind v3 v,

in Abhédngikeit von den kartesischen Geschwindigkeitskomponenten v, v, und v, berech-
nen. Geeignete Linearkombinationen der ersten und zweiten Gleichung ergeben

(1 cos® ¢ 4 rsin® ¢) sin hv? = —v, sin ¢ + Uy COS P = v =

" (— sin ¢v, + cos guy)

und
sinf  rcosf v\ [ cos v, + sin du,
cosf —rsinf v )T v,
mit der Losung
1
v! = sinO(cos g, + sin v, ) + cosfv, , v* = —[cos O(cos pv, + sin ¢v,,) — sin Ov,] .
r

Fiir die kovarianten Komponenten von v erhélt man aufgrund der Beziehung v; = g;;v7
mit den Ergebnissen der Aufgabe 5

vy =v', vy =r(—singu, +cospv,), v3 = r[cosB(cos pv, + sin v,) — sin Hv,] .

8) Fiir das CHRISTOFFEL-Symbol I', erhdlt man

in = 59" 0ngi; = 5(9”%911 + g0 g12 + 97 Ong21 + 9*20ng22) -
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Andererseits ist

1 dg 1 0(g11922 — g12921) 1
— = — = — 0 0 — g120 — g210 .
29 0z 2g Oz 29(911 hg22 + 92200911 — 9120n921 — G210n912)

Die Inverse (¢g%/) von (g;;) ergibt sich mit g als Determinante von (g;;) zu

(gﬂ gm>1< . —921>
921 922 g —912 922

und damit ist

1 9dg 1
2*9@ = @(911(%922 + 9228h911 - 9123}L921 - 9213h912)
1
= *(giahgm + gﬂ@}zgn - gﬁ@hgm - &5%912)
2°y g g g
1 )
= 5(9118h911 + 9"20hg12 + 97 Ongo1 + 9*20ngo2) =T, ,
also die Beziehung I'};, = %% gezeigt.

9) Es gilt v x w = €*Jv,w;e;, und damit

div(v xw) = div("vw;ey) = Lc’)k(\/§e"”'ijviwj)
V9
11 i y y
- x/§(2\/§a’“9)6k Tviw; + O (€ viwy) = O (€ viwy)

"I Opv; + €000 = w0 e - € + M v0pw; e - €

e’“j@kvi S (’LUj ej) + ekijakwjei . (Ui ei)

(rotv) - w — € 9wje; - (v; ')
(rotv)-w — (rotw) - v = (rotv) - w — v - (rotw) .

Die Identitit ist somit bewiesen (Org = 0, €; - €' = 1, €*7 = —**7 und die Kommutativitit
des Skalarprodukts wurden benutzt).
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Kapitel 14
1) Es ist
1 1
my = E(X)= (—Q)ﬁ‘ko (1—*2)+CIE =0
7 = BIX = BO)P] = BX) = (-0 55 + 0%+ (1= )+ P =1
Also ist
0 furk > q

P{|X—m1|2ka}:P{X|Zk}:{ PIX=q}+P{X=—¢}=2% fir0<k<g

Fir k > qist

1
P{|X —my| > ko} < o

die TSCHEBYSCHEWsche Ungleichung also mit ”<” erfiillt. Fiir k = ¢ ist
1
P{|X —mq| > ko} = =

die TSCHEBYSCHEWsche Ungleichung also mit “=" erfiillt; sie kann also nicht verschérft
werden, wenn man die Verteilungen der ZufallsgrofSe X nicht einschranken will. Fiir k£ < ¢
ist

1 1
P{|X—m1|2k0}:qf2<ﬁ,

also die TSCHEBYSCHEWsche Ungleichung mit ”<” erfillt.
2a) Es ist
P{|d — 10| > 0,4}

1—P{|d—10/ <04} =1— P{9,6 < d < 10,4}

o [q)(m,zé; 10 _q)(9,60—510)]
_ [@(8"5‘) _ q><‘ooé4)] _ 1= [®(0,8) + B(0.8) — 1]

2. (1—®(0,8)) =2 (1—0,788) = 0,424.

42,4 % der Kugeln werden abgelehnt.
2b) Es muss P{|d — 10| < 0,4} > 0,8 sein.

P{—04<d—10<04} P{9,6 < d < 10,4} = P{|d — 10| < 0,4}

10,4 — 10 9,6 — 10
= (/) gy
() - w2
0,4 -0,4 0,4 0,4
= () -U Ty = (2= U(=2) -1
(C5) = (=) = () + w()
= 2\1!(0’4)—120,8,
o
0,4 1
U= > -18=
(U) z 5 ,83=109,
also % > 1,29 bzw. o < % < 0,31. Somit darf die Standardabweichung nicht grofer als

0,31 sein, um das Ziel der ”80 %-Akzeptanz” zu erreichen.
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3) Wir setzen

2
Ox pPOXOY _ (kl)
2 —_— .
pPOX Oy oy J
k _ 2 2 2 2
jicjcl = OxC] + poxoycica + poyoxcac + 0y-Cy
§.k=1,2

2 2 2 2
= oxc] +2poxoycica + oy cy

2 2 2 2 2
= (c1ox + capoy)® — cap oy + 50y

(crox + C2PJY)2 +(1— p2)c§g§, )

also ist kjicje; > 0 fiir alle ¢1, ¢ mit ¢} + ¢3 > 0 genau dann, wenn 1 — p? > 0 bzw. p? < 1
ist.

4a) Ausmultiplizieren ergibt

) AT + imenes
Q@ = —lomxy-my) | peom Ly
(1—p?)oxoy ' (1-p?)o}
1 T —Mmx o T—mxy—my Y — My o
— -2 .
T e e Al

4b) Die Inverse der Matrix K ist die Transponierte der Matrix der algebraischen Komple-
mente von K dividiert durch det(K), also wegen det(K) = 0% 02 (1 — p?)

T
Kil 1 O’%, pPOXOYy
B 2 52.(1 — p2 oxO o2
ox0y (1 —p?) \ poxoy X

_ 1 U% pPOX Ty
o%oy(1—p%) \ poxoy ok

1 P
_ ( =7 T ) A
(1-p?oxoy (1-p2)o3
Esist det(K) = 0% 0% (1 — p?), also gilt (fiir den in p(x, y) auftretenden Vorfaktor)
1 !
2roxoyy/1— p? B 2m/det(K) ’

Voraussetzung fiir die Existenz von K ! = A ist det(K) # 0. Diese Voraussetzung ist fiir
p? < 1 erfiillt.

5) Die Zufallsgrofe (Y| X = x) ist gemdf Satz 14.12 nach

(o2
N(my + pé(m —myx),oy\V/1— p?) = N(u,0)

verteilt, d.h.
EY|X=2) = 2+06(z—2)=0,6z+0,8
Var(Y|X =z) = (0,25)%*(1 —0,36) = 0,04
und

P{y: <Y < o] X =z}
_ P{y1 —EY|X =1) < Y| X=2)—-EY|X=x) < b —EBEY|X =1x)

Var(Y|X = z) VVar(YX =x) Var(Y|X = z) s
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(Y| X=z)-E(Y|X=z)
\/Var(Y\X:z)
scheinlichkeit ergibt sich fiir y = 0,62 + 0,8, 0 = 0,2

wobei die standardisierte Zufallsgréfle von Y| X = x ist. Fiir die Wahr-

y2 — 0,6 — 0,8 y1 — 0,6z — 0,8
) — ®(

P{y: <Y <y X =2} = d( 02 02

).

Beiy; = 1,9, y2 = 2,1 erhélt man fiir x = 1,5

0,4 0,2
) — &

P{y1§Y<y2|X=1’5}=‘I’(02 02

) = ®(2) — (1) = 0,97725 — 0,841345 ~ 0,136 .

Fiir x = 2 und x = 2,5 ergibt sich entsprechend
P{yl <Y< y2|X = 2} ~ 0,382 und P{yl <Y< yQ‘X = 2,5} ~ 0,136 .

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass auf Grundstiick B zwischen 1,9 und 2,1 m3 Wasser ver-
braucht wird, ist (unter den 3 betrachteten Fallen X = 1,5;2,0;2,5) am grofiten, wenn auf
Grundstiick A 2m? verbraucht wird. Das ist wegen p = 0,6 ganz plausibel.
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Kapitel 15

la,b) Empirische Haufigkeitsverteilung H,, (X = i) und Summenhiufigkeiten s; (empiri-
sche Wahrscheinlichkeitsverteilung f(z), siehe Abb. 1)

i n; H,(X =) si  P{Y =i} =2
0 57 0,022 0,022 0,021
1 203 0,078 0,100 0,081
2 383 0,147 0,247 0,156
3 525 0,201 0,448 0,201
4 532 0,204 0,652 0,194
5 408 0,156 0,808 0,150
6 273 0,105 0,913 0,097
7 139 0,053 0,966 0,054
8 45 0,017 0,983 0,026
9 27 0,010 0,993 0,011
10 16 0,006 0,999 0,004
n=2608 Y10 % =0,999 0,995*)

1c) Gesucht i 5 mit S = % - 2608 = 1304, was “am besten” fiir i 5 = 3 erfiillt ist.
im = 4 ist der empirische Modalwert.

1d) A = 3,87, P{Y = i} siehe Tabelle.

*) Die Differenz zu 1,000 hat zwei Griinde

- Rundungsfehler, aber insbesondere:

- die Ereignisse {X = i} fiir ¢ > 10 haben in der POISSON-Verteilung auch noch eine
positive Wahrscheinlichkeit.

(I

1.0 -

0.5

01 Mne 2SN

012345678 910xi

Abbildung 1:
Empirische Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion f(z) nach (15.1) und Histogramm

1le) x-Anpassungstest
a = 0,05 wird gewdhlt, Stichprobenumfang n = 2608, Wahl der Klassen A ;:

Ap=({X=0}), A =({X =1}), ..., Ao = ({X > 10})
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(ni—npi)*
n; Di np; o

57 0,021 54,8 230,5
203 0,081 211,2  830,1
383 0,156 406,8  3631,0
525 0,201 524,2 3,2
532 0,194 506,0 34845
408 0,150 391,2  1881,6
273 0,097 2530  4123,7
139 0,054 140,8 60,0
45 0,026 67,8  19993.8
27 0,011 28,7 262,7
16 0,009 235  6250,0

1,000 2608,0  40751,1

.

SO0 ®oNOU A WN RO

Testgrofse nach (15.43):
40751,1
= 2608~ 15,6 .

Wegen x7.005 = 18,31 wird Hy nicht abgelehnt. Das Stichprobenergebnis (i, n;) spricht
bei o = 0,05 nicht gegen die Annahme, dass die Stichprobe aus einer POISSON-verteilten
Gesamtheit stammt.

2) Mit n = 24000, Haag00(A) = 0,5005, zg = 1,64 erhdlt man aus (15.35), (15.36) p, = 0,4952,
Po = 0,5058. Also ist

P{0,4952 < p(A) < 0,5058} ~ 0,90 .

Das gesuchte Intervall ist also [0,4952, 0,5058].

3a) Schitzwerte by, by fiir By, f1 nach (15.53): by = 1,04, by = 1,99. Schitzwert s? fiir o2 nach
(15.54): 52 — 0,066.

3b) Nach (15.55) ist
1 (1,55)2
2 )
= (— - 0,066 = 0,008 = 0,094
SO (11 54773 ) ) ) 97 SO b )
0,066
2 )
= = 0,0012 = 0,035 .
51 5473 oo ST

Konfidenzintervalle fiir 5y, 81 folgen aus (15.56) mit t9. 025 = 2,262:

Bo:  [1,99—2,262-0,094, 1,99 + 2,262 - 0,094] = [1,78 , 2,20]
By [1,04—2262-0,035, 1,04 4+ 2,262 - 0,035] = [0,96, 1,12] .
3c) Hypothesentests

Hy: p1 =1gegen H; : B1 # 1;: Wegen
|b1 — 1| = 0,04 < tg.0,025 - 1 = 2,262 - 0,035 = 0,079

wird Hy nicht abgelehnt.
Hy: o =2gegen H; : By # 2; Wegen

|b0 — 2| =0,01 < t9;07025 - So = 2,262 - 0,094 = 0,21
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)

Abbildung 2:
Messwerte und Regressionskurve y = 1,99 + 1,04 z fiir die Aufgabe 4

kann Hj anhand der Stichprobe nicht abgelehnt werden.
4) Es ist

- D i (i = T)(yi — 9) o i (i — @)y — 7)) '
Vo @i =22/ (v —9)? D (@ = 2)2 300 (yi — )2
Mit a; = z; — Z, b; = y; — § folgt r* < 1 aus der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung.

5a) Aus (15.17) folgt

r

1 1
LZQZ%%:2Z%’\/%7 Z%’:\/izg (*)
Wegen @(zg) =1 — 5 ist
ol «
1—5:©(z%):®(\/§z%) >(I>(z%):1—§,

also o/ < aund 1—¢o' > 1—¢; die Sicherheitswahrscheinlichkeit wichst. Bei 1 —a = 0,90 ist
$ = 0,05, 20,05 = 1,64. Aus (*) ergibt sich 2.0 = v22005 = 2,32; $(2,32) = 0,988 = | - Q.
Daraus folgt o/ = 0,0204 und 1 — &’ = 0,98.

5b) Aus (15.17) folgt: Der Stichprobenumfang muss vervierfacht werden.
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Seite Zeile Textim Buch zu ersetzen durch
548 3 a(t) = €2t ma(t) = et
264 15 ...gedrige... ...gehorige...

640 13 ...ein moglicherweise... ..moglicherweise ein...
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