3 Reihen

Im vorangegangenen Kapitel wurden TAYLOR-Polynome, d.h. Summen aus end-
lich vielen Potenzfunktionen, als Mittel zur Approximation von hinreichend oft
differenzierbaren Funktionen behandelt. Im folgenden Kapitel sollen nun Sum-
men mit “unendlich” vielen Summanden betrachtet werden. Solche Summen
werden auch Reihen genannt. Mit Hilfe des mathematischen Grenzwertbegriffs
lasst sich fiir derartige Summen aus unendlich vielen Summanden entschei-
den, wann man ihnen verniinftigerweise einen Sinn geben, d.h. eine konkrete
Summe zuordnen kann, und wann nicht. Reihen werden bei der Approximati-
on von Funktionen verwendet. Ein weiteres Anwendungsgebiet von Reihen ist
die ndherungsweise Berechnung von Integralen und die Bestimmung von Néhe-
rungslosungen fiir Differentialgleichungen. Bei der Beschreibung von periodi-
schen Prozessen spielen spezielle Funktionenreihen im Rahmen der FOURIER-
Analyse eine zentrale Rolle. Reihen finden auch Anwendung bei der Berechnung
von Funktionswerten der Exponentialfunktion oder trigonometrischer Funktio-
nen auf Rechnern.

Bevor man allerdings Reihen anwenden kann, ist es erforderlich, Konvergenzver-
halten und Konvergenzbereiche sowie Methoden zur Konstruktion von Reihen
zu einem bestimmten Zweck zu untersuchen.
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3.1 Zahlenreihen
3.1.1 Konvergenz unendlicher Reihen

Wir betrachten hier reelle Zahlenreihen, weisen jedoch darauf hin, dass samtliche
Betrachtungen auch auf den Fall von Reihen mit komplexen Gliedern problemlos
tibertragbar sind.

Definition 3.1. (unendliche Reihe)
Wir betrachten die Zahlenfolge

ag, a1, ag,as, ...
aus R. Wenn man die Elemente nacheinander aufaddiert, entsteht mit

So = ap,S81 = ag +ai,S2 = ap +ai + as, ...
eine neue Zahlenfolge (s,,), die man unendliche Reihe nennt. Man beschreibt die
unendliche Reihe symbolisch durch

oo
ap+ a1+ as +az+ ... oder Zak.
k=0

Statt unendlicher Reihe sagt man auch kurz Reihe. Die Glieder a,, der Zahlenfol-
ge (a,) nennt man auch Glieder der Reihe ;- , ay. Fiir den hier mit k bezeich-
neten Summationsindex kann natiirlich auch jeder andere Buchstabe stehen. Die
Summen

Sp = Zak (3.1)
k=0

heifsen Teil- oder Partialsummen der Reihe. Der kleinste Wert des Summations-
index muss nicht 0 sein: Ist p € Z, so versteht man unter

D a
k=p
die Teilsummenfolge (s),) mit

/ / /
Sp = Ap, S =0Ap + Apt1, Sog = Qp + Qptr1 + Apt2, ---

Setzt man b, = ap4p (K =0,1,2,...), so gilt
D ek =2 b,
k=p k=0

und man hat die Reihe mit Anfangsindex p auf eine Reihe mit Anfangsindex 0
zurtickgefiihrt. Aus einer unendlichen Reihe kann man eine beliebige (endliche)
Teilsumme “herausziehen”, d.h. fiir p € N gilt

oo o0
Zak:ao+a1+"'+ap_1+2ak.
k=0 k=p
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Als Beispiel einer Reihe sei die spezielle geometrische Reihe

11 1 1
I+t t=D =
+tgtgtgt ;;:()2"'

genannt.

Definition 3.2. (Konvergenz einer Reihe)

Eine Reihe >/, ai, heifit genau dann konvergent, wenn die Folge (s,,) ihrer Par-
tialsummen konvergiert. Ist s der Grenzwert dieser Folge, also s = lim;,— o S5, SO
schreibt man dafiir auch

oo
s = E ag .
k=0

s heifit Grenzwert oder Summe der Reihe. Eine Reihe, die nicht konvergent ist,
heifit divergent.

Man kann also sagen: Mit dem Begriff “unendliche Reihe” ist nichts anderes ge-
meint als die Folge der aus den Gliedern der Reihe gebildeten Partialsummen.

Beispiele:
1) Da die allgemeine geometrische Reihe

o0
l+g+@+¢+¢*+..=> ¢
k=0

oft benutzt wird, soll diese Reihe kurz diskutiert werden. Wir setzen zunichst
q # 1 voraus. Wenn man die Partialsumme

sp=14+qg+¢@+..+¢"
und das Produkt gs,,
sn=q+¢C+¢+ ... +¢"

voneinander subtrahiert, erhidlt man

1 _ qn+1

L bzw. s, =
l—gq

Sp —qsp =1 _anr

Fiir |¢| < 1 ist die Folge (s,) (und damit die Reihe }";7 ¢*) konvergent und es
gilt

k : 1
E q¢" = lim s, = —— .
n— o0 1—gq
k=0

Fiir |¢| > 1 wachsen die s,, mit n — oo betragsméfig tiber jede endliche Grenze,
(sy) ist also divergent. Das gilt auch fiir ¢ = 1, was man sofort sieht, wenn man
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auf die urspriingliche Definition s, = 1 +¢+¢*+- - -+¢" = n+1 zuriickgeht. Fiir
q = —1gilts, = 1[1 4+ (—1)"], also ebenfalls keine Konvergenz. Zusammenfas-
send stellen wir fest: Die geometrische Reihe > - ¢ ist fiir |¢| < 1 konvergent
mit der Summe ﬁ, und fiir |¢| > 1 divergent.

2) Eine weitere bekannte Reihe ist die harmonische Reihe.

1 1 1 21
Tt ot = =
otz gt Zk

Die Glieder a;, = 1 dieser Reihe werden fiir k — oo beliebig klein. Man kénn-

te daher vermuten, dass sich verschiedene Partialsummen s, = 2221 % und
sp = >_p_q + bei hinreichend groSen Werten n, p nur wenig unterscheiden und

(sn) (z.B. nach dem CAUCHYschen Konvergenzkriterium) konvergent sein miiss-
te. Diese Vermutung ist falsch: Die harmonische Reihe ist divergent. Wir zei-
gen dies durch einen indirekten Beweis. Ware > 77 | + konvergent, so wére das
gleichbedeutend mit der Konvergenz der Folge (s,,) ihrer Partialsummen und so
miisste auch jede Teilfolge (s/,,) = (sn,,) (1 <n1 <ng < ...)von (s,) konvergent
sein (vgl. Abschnitt 2.4). Wenn wir zeigen, dass es eine divergente Teilfolge gibt,
kann >_° | ¢ nicht konvergent sein. Eine solche divergente Teilfolge erhilt man
fur n,, = 2™, d.h. mit der Folge

om

1
(s4) = (s2) = 3" 7
k=1
es gilt ndmlich
Shp=sm = 1+i4+G++E+.+1)+
4 Glieder
(ot )t (g ot )
8 Glieder 2m=1 Glieder
> 14+3+G+D+GE++)+

1
i Glieder
Hist ot )+ttt o)
8 Glieder 2m=1 Glieder
= 1—|—m-%—>oo fir m— 0.

Mit (sgm ) ist eine divergente Teilfolge der Partialsummenfolge (s,,) gefunden. Es
ist lim,, 00 S2m = oo und die Divergenz der harmonischen Reihe damit bewie-
sen. Die gesamte Partialsummenfolge (s,,) ist streng monoton steigend, so dass
man symbolisch lim,,_,+ s, = oo oder auch

schreiben kann.
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Satz 3.1. (Operationen mit konvergenten Reihen)
Konvergente Reihen diirfen gliedweise addiert, subtrahiert und mit einem konstanten
Faktor multipliziert werden. Es gilt

Z(akibk) :Zakizbk und Z()\ak) z)\Zak .
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Das heifit: Die durch gliedweise Addition, gliedweise Subtraktion, gliedweises
Multiplizieren mit einem konstanten Faktor aus konvergenten Reihen hervorge-
henden Reihen sind wieder konvergent und haben die angegebenen Summen.

Man tiberlegt sich schnell, dass Reihen nicht konvergieren konnen, wenn die
Glieder gegen eine endliche Zahl ¢ # 0 streben. Es gilt das folgende Kriterium.

Notwendiges Konvergenzkriterium fiir Reihen:

Bei einer konvergenten Reihe Y 77  a;, bilden die Glieder eine Nullfolge: es gilt

lim ap =0 .
k—o00

Denn: Die Teilsummenfolge (s,) einer konvergenten Reihe Y. a; erfiillt das
CAUCHYsche Konvergenzkriterium. Also gibt es zu jedem e > 0 ein ny(¢) € N, so
dass

[$n+1 — sn| <€ fur n > no(e)

gilt. Wegen s,,41 — S5, = an1 ist dies gleichwertig mit limy_, o ar, = 0.

Am Beispiel der harmonischen Reihe sieht man, dass die Umkehrung des Krite-
riums nicht gilt, d.h. die Konvergenz der Folge (aj) mit dem Grenzwert Null ist
nicht hinreichend fiir die Konvergenz der Reihe ) ;- ; as.

3.1.2 Aligemeine Konvergenzkriterien

Mit dem eben formulierten notwendigen Konvergenzkriterium kann man nur
Negativnachweise fithren und entscheiden, ob sich eine Konvergenzuntersu-
chung einer Reihe {iberhaupt lohnt. Wir brauchen hinreichende Konvergenzkri-
terien, die im Folgenden diskutiert werden sollen.

Satz 3.2. (Monotoniekriterium fiir Reihen)
Eine Reihe Y, , ax mit nichtnegativen Gliedern aj, konvergiert genau dann, wenn die
Folge ihrer Partialsummen beschrinkt ist.

Dies folgt sofort aus dem Satz tiber die Konvergenz beschrankter und monoto-
ner Folgen (Satz 2.4), da s, = ZZ:O aj, monoton steigt. Aus der Tatsache, dass
CAUCHY-Folgen in R konvergieren, folgt der
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Satz 3.3. (CAUCHY-Kriterium fiir Reihen)
Eine Reihe "~ ay, konvergiert genau dann, wenn Folgendes gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein ng(e) € N, so dass fiir alle n,m € N, m > n > ng(e) stets

m

| Z ag| < e (3.2)

k=n-+1
gilt.

Die Ungleichung (3.2) ist ja nichts anderes als |s,, — s,| < ¢, also die CAUCHY-
Folgenbedingung fiir die Partialsummenfolge (s,,). Das CAUCHY-Kriterium be-
deutet in Worten: Jedes aus einer konvergenten unendlichen Reihe Y ;7  a;, her-
ausgeschnittene endliche Teilsttick a1 + @nt2 + -+ + a,, wird betragsmafliig
beliebig klein, wenn es nur mit einem Glied a,,11 mit hinreichend groflem Index
n + 1 beginnt. Erfiillt umgekehrt eine Reihe diese Bedingung, so ist sie konver-
gent.

Satz 3.4. (LEIBNIZ-Kriterium)
Eine alternierende Reihe

o0
ag—a; +ag —as+aqg — ... = Z(*l)kak
k=0

mit aj, > 0 konvergiert, wenn die Folge (ay) monoton fallend ist und gegen Null strebt,
also

lim a; =0 .
k—o0

Beweis: Der Nachweis dieses Kriteriums basiert auf einer geeigneten Klammerung der
Partialsummen, namlich

Son = a0 — (a1 —az2) — (a3 —a4) — -+ — (a2n—1 — a2n) (3.3)

Son—1 = (a0 —a1) + (a2 —az) + -+ + (a2n—2 — az2n-1) - (3.4)

Da aufgrund der fallenden Monotonie von (a,) alle Klammerausdriicke in (3.3) und (3.4)
grofer oder gleich 0 sind, ist die Folge (s2,) monoton fallend und (s2,,—1) monoton wach-
send. Damit gilt fiir n > 1 die Ungleichungskette

51 < 821 < S2p—1 + @2n = S2n, < So,

und (s2n) und (s2n—1) konvergieren aufgrund der Monotonie und Beschranktheit nach
dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS. Wegen sa2, — S2n—1 = a2, und der Vorausset-
zung, dass (a,) Nullfolge ist, gilt

e}

lim s2, = lim Sop—1 = lim s, = E (-1)%ax .
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Beispiel: Im Gegensatz zur harmonischen Reihe Y - | konvergiert die alternie-
rende Reihe

1- =+

—_— :i(_mkﬂi

k=1

DN | =
Wl =
> =

nach dem LEIBNIZ-Kriterium.

Fiir alternierende, nach dem LEIBNIZ-Kriterium konvergente Reihen kann man
eine einfache Abschitzung des Restgliedes vornehmen. Sei s der Wert der Reihe
Sreo(—DFap mit ap > 0, a0 > a1 > as > ..., limy_,oc ar = 0, dann liegt das
Restglied

m

R, =8— 8, =58— Z(fl)kak

k=0

m—+1

zwischen 0 und (—1)™*"'a,,;. Es gilt also

|Rm‘ < Gmy1 -

Kennt man den Wert einer solchen Reihe, z.B. ist

) 1+1 1i 1
11 2! 3l Te’

dann kann man mit den durchgefiihrten Restgliediiberlegungen den Wert von 1
mit einer Genauigkeit von 105 durch Y-} ;(—1)*; berechnen, wenn man m so
wabhlt, dass

1

e <107 (3.5)

gilt. Die Ungleichung (3.5) ist fiir m = 9 als kleinste mogliche nattirliche Zahl
erfiillt.

3.1.3 Absolut konvergente Reihen

Definition 3.3. (Absolute Konvergenz einer Reihe)
Eine Reihe ;7 , a), heifit absolut konvergent, wenn die Reihe der Absolutbetra-
ge ihrer Glieder konvergiert, d.h. wenn

o0

> lax]

k=0
konvergent ist.

Ist eine Reihe absolut konvergent, so ist sie auch konvergent. Diese Folgerung
ergibt sich wegen der Dreiecksungleichung

lant1 + ... + am| < lanta| + ...+ lam|, m,n beliebig,
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aus dem CAUCHY-Kriterium. Offenbar ist

oo o0
DILEED TR
k=0 k=0

Absolut konvergente Reihen stellen den Normalfall konvergenter Reihen dar.
D.h. konvergente Reihen, die nicht absolut konvergieren, sind relativ selten. Je-
de konvergente Reihe mit positiven Gliedern ist absolut konvergent. Wir wer-
den uns etwas intensiver mit Konvergenzkriterien und den Eigenschaften abso-
lut konvergenter Reihen befassen.

Reihen, die konvergent, aber nicht absolut konvergent sind, heiffen bedingt kon-
vergente Reihen. Wie in 3.1.1 und 3.1.2 gezeigt, ist >~ ; (—1)"!{ eine bedingt
konvergente Reihe. Absolut konvergente Reihen haben einige angenehme Eigen-
schaften, die den Umgang mit ihnen erleichtern. Wie bei Summen aus endlich
vielen Summanden gilt hier das Kommutativgesetz, wie es im folgenden Satz

formuliert wird:

Satz 3.5. (Umordnung absolut konvergenter Reihen)

Absolut konvergente Reihen diirfen beliebig umgeordnet werden: Ist Y - aj, eine abso-
lut konvergente Reihe mit dem Grenzwert s, so konvergiert jede durch Umordnung ihrer
Glieder daraus entstehende Reihe Y ;- an, ebenfalls gegen s.

In der Folge (ny) muss jeder Index 0,1,2, .. genau einmal vorkommen. Im Gegen-
satz zu den absolut konvergenten Reihen hiangt bei den nicht absolut konvergen-
ten der Grenzwert von der Reihenfolge der Glieder ab. Man kann aus einer kon-
vergenten, aber nicht absolut konvergenten Reihe durch passende Umordnung
sogar eine divergente Reihe erzeugen. Damit werden die Bezeichnungen “unbe-
dingt konvergent” fiir absolut konvergente Reihen und “bedingt konvergent” fiir
konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihen verstandlich.

Auch der folgende Multiplikationssatz zeigt eine weitgehende Analogie zwi-
schen Summen mit endlich vielen Summanden und absolut konvergenten Rei-
hen:

Satz 3.6. (Multiplikationssatz)
Sind

i Qg und i bk
k=0 k=0

absolut konvergente Reihen, so folgt

(Z ar) - (Z br) = Z aib;j (3.6)
k=0 k=0 k=0,7=0

wobei das Indexpaar (k, j) in der rechten Summe alle Paare
(0,0) (0,1) (0,2)

(1,0) (1,1) (1,2)
(2,0) (2,1) (2,2)
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in irgendeiner Weise durchliuft. Wiihlt man die Reihenfolge in der nachfolgend skizzier-
ten Weise

(0,0) (0,1) (0,2) (0,3)
/ e A
(1,0) (1,1) (1,2)
/ S
(2,0) (2,1)
S
(3,0)
so folgt
(Z ag) - (Z b) = Z ¢; mit c¢; = Zaj_kbk . (3.7)
k=0 k=0 J=0 k=0

Das Produkt (3.7) nennt man auch CAUCHY-Produkt.

3.1.4 Kriterien fiir absolute Konvergenz

Im Folgenden werden die wichtigsten Konvergenzkriterien fiir absolut konver-
gente Reihen bzw. Reihen mit positiven Gliedern dargestellt.

Satz 3.7. (Majorantenkriterium)
Ist Y72 ax, absolut konvergent und gilt

|br| < |ag]

fiir alle k von einem Index ko an, so ist auch > -, by, absolut konvergent.

oo o0
Z |ax| heifdt eine Majorante von Z by, .
k=0 k=0

Beweis: Aus
n n (e o)
Do Y < 3 ]
k=ko k=ko k=ko

folgt mit dem Monotoniekriterium Satz 3.2 die Behauptung. O

Satz 3.8. (Vergleichskriterien)
Seien die Reihen

o0 o0
Zak mit ap >0 und Zbk mit by >0
k=0 k=0

gegeben.
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a) Es gebe eine ganze Zahl ko > 0, so dass ay, < by, fiir alle k > kg gilt. Dann folgt

aa) Ist Y12 by, konvergent, dann ist auch Y~ ;- ay, konvergent (3° .7, by, ist konver-
gente Majorante, es ist % oo o ar < Y po o bi).

ab) Ist Y _po_, ay divergent, dann ist auch’y - , by, divergent (3" - ay, ist divergente
Minorante).

b) Existiert ein endlicher Grenzwert

dann sind die Reihen entweder beide konvergent oder beide divergent.

Satz 3.9. (Quotientenkriterium)
Die Reihe Y72 ay, ist absolut konvergent, wenn es einen Index ko und eine positive Zahl
¢ < 1 gibt, so dass fiir alle k > ko

ar #0 und | P < (3.8)
ay
gilt. Ist andererseits von einem Index ko an (d.h. fiir alle k > k)

ar #0  und [P >,

[

so ist die Reihe divergent.

Beweis: Aus (3.8) folgt

Ak :|ak0+1|.‘ako+2|_.n_| ak |<c-c C:Ck—k07
kg kg Qkg41 ak—1
also
| 25| < F R bzw. |ax| < BcF, mit B = ¢ |y, | .
Ak

Aus der Konvergenz der geometrischen Reihe 3°7° | Bc* bei 0 < ¢ < 1 gegen ;2 folgt
O

die absolute Konvergenz von Y- ; ax nach Satz 3.8.

Satz 3.10. (Wurzelkriterium)
Die Reihe Y7~ , ax, ist absolut konvergent, wenn es eine positive Zahl ¢ < 1 gibt, mit

f/ |ak‘ <c¢ (3.9)

fiir alle k von einem Index kg an. Gilt andererseits von einem Index ko an {/|ai| > 1, so
ist die Reihe divergent.

Beweis: Aus (3.9) folgt |ax| < c*. Damit ist die geometrische Reihe 3°7°  ¢* eine konver-
gente Majorante der Reihe >~}  |ax|. O
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Aus dem Quotientenkriterium und dem Wurzelkriterium kann man nun direkt
die etwas "griffigeren” Kriterien folgern.

Satz 3.11. (Quotienten- und Wurzelkriterium)

Fiir eine Reihe Y}~ ay gelte
a) ay, # 0 fiir alle k ab einem Index ko und es existiert limy_, oo |%| = d oder

b) es existiert limy_, oo ¥/|ar| = d;

dann konvergiert die Reihe absolut, falls d < 1 ist, und sie divergiert, falls d > 1 ist.

3.1.5 Integralkriterium fiir Reihen

Mit dem Majorantenkriterium und den Vergleichskriterien wurde schon deutlich,
dass es Ahnlichkeiten zwischen Reihen und uneigentlichen Integralen (solche mit
einer Integrationsgrenze gleich co) gibt. Es sei nun f eine Funktion, die auf jedem
abgeschlossenen Intervall [m, p] C [m, oo[ integrierbar ist.

Satz 3.12. (Integralkriterium fiir Reihen)
Ist f(z) auf [m, ool (m ganzzahlig) positiv und monoton fallend, so haben

> fk)  und /OO f(x) dx

k=m m

gleiches Konvergenzverhalten.

Beweis: Es gilt f(k) > f(x) > f(k+ 1) fur alle z € [k, k + 1] und jede ganze Zahl k > m.
Nach Integration tiber [k, k + 1] folgt

k+1
F(k) z/k fl@)de > f(k+1) .

Die Summation tiber k& von m bis n ergibt

n n+1 n+tl
S fwz [ f@daz 3 s,
k=m m k=m+1

Aus dem Monotoniekriterium fiir Reihen (Satz 3.2) und dem Monotoniekriterium fiir un-
eigentliche Integrale folgt die Behauptung des Satzes. O

Die Abb. 3.2 zeigt die Begrenzung des Wertes der Reihe 377, % durch das unei-
gentliche Integral [~ 2 dz = 1.
3.2 Funktionenfolgen

Bevor wir Funktionenreihen behandeln wollen, soll der Begriff der Funktionen-
folge erkldrt werden.
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y
f(x) ket
p f(x)dx
f(k)t----- T
(k)| \\
O\ |
flke 1) -
K
k+1 X
f(k+1) X
Abb. 3.1. Zum Integralkriterium fiir Rei- Abb. 3.2. [ -5 dx als Majorante von
hen 220:2 1%2
Definition 3.4. (Funktionenfolge)
Die unendliche Folge
f1? f2a f3a ey fna (310)

der Funktionen f; : D — R, k£ = 0,1,2, ..., nennen wir Funktionenfolge auf D
und schreiben dafiir wie im Falle von Zahlenfolgen auch kurz (f,,),en oder (f,,).

Definition 3.5. (punktweise Konvergenz)

Eine Funktionenfolge (f,) auf D heifit punktweise konvergent, wenn fiir jedes
x € D die Zahlenfolge (f,(x)) konvergiert. Statt von punktweiser Konvergenz
spricht man auch abkiirzend von Konvergenz. Die Grenzfunktion f ist dabei fiir
jedes x € D durch

nh_fgo fn(x) = f('r)
erklart.

Nach diesem Konvergenzbegriff strebt die Funktionenfolge

1
fn(l‘) = m7 n = 17273,
in D =] — o0, oo[ punktweise gegen die Grenzfunktion
1 fur |z|<1
fl@)=19 5 fur |z]=1
0 fur |z|>1

Damit haben wir die Situation, dass eine Folge stetiger Funktionen punktweise
gegen eine offensichtlich unstetige Grenzfunktion konvergiert (Abb. 3.7). Um zu
sichern, dass sich im Ergebnis eines solchen Grenzprozesses eine stetige Grenz-
funktion ergibt, muss ein “schirferer” Konvergenzbegriff gefunden werden.
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Bevor mit der gleichméfiigen Konvergenz dieser schirfere Konvergenzbegriff
formuliert wird, muss ein ”Abstand” zweier Funktionen definiert werden. Mit
dem Begriff des Supremums als kleinster obere Schranke einer Funktion konnen
wir folgenden Abstandsbegriff einfiihren:

Definition 3.6. (Abstand und Supremumsnorm)
Sind f und g beschrankte Funktionen auf D, so nennt man

1f = glloo := sup | f(x) — g(x)]
xeD

den Abstand beider Funktionen voneinander. Die Supremumsnorm ||f||- ist
das Supremum von | f(z)| auf D

| £llo := sup | f()|
xeD

oder der Abstand der Funktion f von der Funktion ¢ = 0. Handelt es sich bei
den Funktionen um stetige Funktionen und ist D eine kompakte Menge, z.B. ein
abgeschlossenes Intervall, dann gilt

1f = glloo = max|f(z) —g(x)] bzw. |[|fllec = max|f(z)].

Es gibt dann ein zy € D mit ||f — g||oc = |f(z0) — g(z0)| und ein z; € D mit
[|flloc = |f(z1)|. In den Abbildungen 3.3 und 3.4 sind die Normen zweier Funk-
tionen graphisch dargestellt.

f(x)=sin x

t n\/2 ' '\5/‘475 X _/‘ X
g(x)=arctan x
Abb. 3.3. ||f||loo, Supremumsnorm von Abb. 3.4. ||g||cs, Supremumsnorm von
f:00,27] = R, f(z) =sinz g:R—=]—%, %[, g(z) = arctanz

Betrachten wir die Funktionen f(z) = sinz und g(z) = arctan z auf dem Definiti-

onsbereich [0, 2], so ergibt sich fiir den Abstand || f — g||oc = arctan 37 —sin 37 =

arctan 57 4 %2 (s. auch Abb. 3.5).

Betrachten wir z.B. die Funktion f(z) = 1 — L auf D = [1, co[. Wir wissen, dass
0 < f(z) < 1fur alle z € D gilt. Andererseits finden wir keine Schranke ¢ < 1
mit f(z) < cfir alle z € D, denn zu jedem ¢ mit 0 < ¢ < 1 gibt es z.B. mit
zo = 1/(1 — 14¢) ein Element aus D mit
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1> f(zo) > c,

so dass 1 die kleinste obere Schranke ist (s. auch Abb. 3.6).

/21 g( X)

Abb. 3.5. Abstand ||f — g||c der Funktionen sin z und arctan z iiber dem Intervall [0, 3]

y
y
L 5 T
TH(x |
o[ |
[1fllo
: - X
x=11-(1+C)2) X
Abb. 3.6. Supremumsnorm von f(z) = Abb. 3.7. Funktionenfolge f,(z) = Hﬁ
1-1 und Grenzfunktion f

x

Es gibt allerdings kein Element zy € D mit f(zo) = 1, so dass auf D = [1,00[
die Funktion f kein Maximum annimmt. Die Menge D = [1, o] ist eben nicht
kompakt. Es gilt

flloo = sup [f(z)[=1.

z€[1,00[

Definition 3.7. (gleichmiflige Konvergenz)

Eine Folge (f,,) von auf einem Intervall D definierten Funktionen f, konvergiert
genau dann gleichmifig gegen die auf D definierte Funktion f, wenn von einem
Index ng an die Funktionen f,, — f auf D beschrankt sind und

lim ||fn — flleo =0
n— 00
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f(a)+c]

f(a);
f(a)-<|

Abb. 3.8. ¢-Schlauch um die Funktion f

gilt. In diesem Falle schreibt man auch kiirzer

f= lim f, oder fn— ffurn — oo.

n— oo

Es folgt unmittelbar, dass jede gleichméaflig konvergente Funktionenfolge auch
punktweise konvergiert. Die Umkehrung gilt nicht, denn bei dem Beispiel der
Funktionenfolge f,(z) = ﬁ erkennt man, dass die Bedingung || f,, — f]]ec < €
fur alle n = 1,2,3,... fiir jede positive Zahl ¢, die kleiner als % ist, verletzt ist,
denn man findet ||f, — f|| = 3 (s. dazu Abb. 3.7). Die gleichméBige Konver-
genz bedeutet graphisch, dass ab einem Index n alle Funktionen f;, in einem ”e-
Schlauch” um f liegen wie in Abb. 3.8 dargestellt. Gleichméfiige Konvergenz ist
eine Aussage iiber das Verhalten von Funktionen als Ganzes, d.h. fiir alle x € D
gleichermafien, eben gleichmiBig.

Die Untersuchung einer Funktionenfolge auf gleichméfiige Konvergenz ist mit
dem folgenden Kriterium moglich.

Satz 3.13. (CAUCHY-Kriterium fiir gleichmdfSige Konvergenz bei Folgen)

Eine Folge (fn) von auf D beschrinkten Funktionen f, ist genau dann gleichmifig
konvergent, wenn gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es einen Index no, so dass fiir alle n, m > ng gilt

fn = fmlloe <.

Der nachfolgende Satz liefert die eigentliche Motivation fiir die Befassung mit
gleichméfiig konvergenten Funktionenfolgen.

Satz 3.14. (Stetigkeit der Grenzfunktion)
Jede auf D gleichmiifSig konvergente Folge stetiger Funktionen ( f,,) hat eine auf D stetige
Grenzfunktion f. Anders ausgedriickt gilt fiir xo = limg_,o0 1, € D

A3 T, o) = I (g, Jnw)
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Beweis: (f,) konvergiere gleichmafSig auf D C R gegen f. Zum Nachweis der Stetigkeit
von f ist die Differenz | f(x) — f(xo)| fiir z, zo € D abzuschitzen. Es gilt

|f(z) = fzo)| < |f(2) = fa(@)| + [fn (@) = Fa(@o)| + | fn(x0) — f(20)] (3.11)

fiir x,z0 € D. Es sei ¢ > 0 beliebig. Jeder der drei Summanden der rechten Seite von
(3.11) soll kleiner als ¢/3 gemacht werden, damit die linke Seite kleiner als € wird. Da ( f»)
gleichmiBig gegen f strebt, gibt es ein ng € N, so dass fiiralle n > ng | f(z) — fu(z)| < €/3,
| fr(xo) — f(zo)| < €/3 fiir beliebige =, zo € D gilt. Wir betrachten nun das zu einem
beliebig gewéhlten n > ng gehorende Element f,, der Folge ( f..) und wéhlen ein beliebiges
xo € D. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der f,, gibt es ein > 0, so dass

[ fn(z) = fr(zo)] < €/3 furalle z€D mit |z—xzo| <o
gilt. Aus (3.11) ergibt sich damit
F(@) - f@o)| < /3+¢/3+¢/3=¢, falls |o—ao| <35,
d.h. die Stetigkeit der Grenzfunktion f im beliebig gewahlten Punkt o € D. Damit ist der

Satz bewiesen. O
fix)  f(x)
i
0
o A
fno/
Xp S X X Xp+5 X

Abb. 3.9. Zum Beweis von Satz 3.14

Die Aussagen der folgenden Sitze sind grundlegend fiir den praktischen Um-
gang mit Funktionenfolgen und deren Grenzfunktion. Es geht dabei um die
gliedweisen Grenziibergidnge, d.h. um die Frage, unter welchen Bedingungen die

Folge der differenzierten bzw. integrierten Glieder f; bzw. f; fn(z) dz einer ge-

gebenen Folge (f,) gegen die Ableitung f’(x) bzw. das Integral f: f(x)dx der
Grenzfunktion f der Folge (f,) konvergieren.

Satz 3.15. (gliedweise Differentiation)
Sind (fy,) und (f],) auf [a, b] gleichmifig konvergent und ist lim,_, fr, = f, soist f
auf [a, b] differenzierbar und es gilt lim,,—, f}, = f'.

Man kann die Voraussetzung des Satzes 3.15, dass (f,,) auf [a, b] gleichm&Big kon-
vergiert, abschwichen. Es gentigt zu fordern, dass (f,,) fiir einen einzigen Wert
x € [a, b] konvergiert.

Satz 3.16. (gliedweise Integration)
Ist (fy) eine auf [a, b] gleichmifSig konvergente Folge integrierbarer Funktionen, so ist
ihre Grenzfunktion f = lim,,_,o f, integrierbar und es gilt

b

b
lim fn(z)de = / fl@)dx .

n—oo a
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Wir bemerken, dass man bei der gliedweisen Differentiation einer Folge (f,,) die
gleichmafsiige Konvergenz der aus den Ableitungen gebildeten Folge ( f;,) voraus-
setzen muss. Wihrend im Ergebnis der gliedweisen Differentiation einer Folge
(fn) wieder eine Funktionenfolge ( f;,) entsteht, ist das Ergebnis der gliedweisen

Integration von (f,,) eine Zahlenfolge ( ff fu(x)dz).

3.3 GleichmaBig konvergente Reihen

Dieses Kapitel dient hauptsdchlich der Darstellung der mathematischen Grund-
lagen fiir das Operieren mit Funktionenreihen. Es soll gekldrt werden, was beim
Rechnen mit Potenzreihen und FOURIER-Reihen erlaubt ist, ohne die wichtige
Eigenschaft der Konvergenz einzubiifien. Die praktische Bedeutung dieses Ab-
schnittes wird daher erst in den nachfolgenden Kapiteln tiber Potenz- und FOU-
RIER-Reihen deutlich.

Nach den Begriffen Funktionenfolge und gleichmifiige Konvergenz von Funk-
tionenfolgen soll nun der Begriff der Funktionenreihe eingefiihrt werden.

Definition 3.8. (Funktionenreihe)
Sei (f) eine Funktionenfolge auf D, dann definieren wir durch

Sp = ka ., n=0,123,..
k=0

eine neue Funktionenfolge (s,), und nennen diese Folge unendliche Reihe oder
kurz Reihe der Funktionen f;. Die f; heifSen Glieder der Reihe und die s,, Teil-
oder Partialsummen. Man beschreibt die Reihe auch durch

ka oder ka(m) mit z € D.
k=0 k=0

Definition 3.9. (punktweise und gleichméfliige Konvergenz)

Die Reihe ) 2, fx ist punktweise bzw. gleichmiBig konvergent, je nachdem,
ob die Folge (s,,) der Teilsummen punktweise oder gleichméaflig konvergent ist.
Die Grenzfunktion s = lim,,_,~ s, wird auch Summe der Reihe oder Summen-
funktion genannt und durch

5= ifk oder s(z) = ifk(z) (mit x € D)
k=0 k=0

bezeichnet.

Die Aussage des Satzes 3.13 fiir Partialsummenfolgen bzw. unendliche Funktio-
nenreihen ergibt das folgende Kriterium fiir gleichméfiig konvergente Reihen.

Satz 3.17. (CAUCHYsches Kriterium fiir gleichmifiige Konvergenz bei Reihen)
Eine Reihe Y - fr mit auf D beschriinkten Funktionen fi; konvergiert auf D genau
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dann gleichmiif$ig, wenn Folgendes erfiillt ist: Zu jedem € > 0 gibt es einen Index ny, so
dass fiir alle n,m mit m > n > ng gilt

m
1Y il <e.
k=n-+1
Beziiglich der Supremumsnorm || - || erinnern wir an die Definition 3.6.

Definition 3.10. (gleichmifSige absolute Konvergenz)
Eine Reihe Y -, fi von auf D beschrinkten Funktionen heifit genau dann
gleichmiBig absolut konvergent, wenn > - , || || konvergiert.

In diesem Fall ist > .7, fi tatsdchlich gleichmaBig konvergent, denn wegen
supzep(f +9) < supgep [+ supzep g gilt

m m
1> fillo < D0 NIfklloo -
k=n+1 k=n+1

Eine einfache Moglichkeit zur Entscheidung, ob eine Funktionenreihe gleichmaé-
Big konvergent ist, bietet das folgende Kriterium.

Satz 3.18. (Majorantenkriterium von WEIERSTRASS)
Gilt fiir die Glieder der Funktionenreihe EZ‘;O fx von einem Index kq an

felloo < (k=koko+1,ko+2,...)

und ist die Zahlenreihe Y~ c, konvergent, so ist die Funktionenreihe -, fr, gleich-
miifig absolut konvergent. Die Reihe Y - cu, heifdt eine Majorante fiir % oo o fx.

Im Falle der Konvergenz fiir z € D kann man durch den Grenzwert y -, fx()
auf D eine Funktion erkldren. Die folgenden Satze liefern wichtige Aussagen tiber
die Summenfunktion. Sie basieren auf den Sitzen 3.14, 3.15 und 3.16.

Satz 3.19. (Stetigkeit der Reihensumme)

Sind die Glieder einer in D = [a,b] gleichmiifig konvergenten Reihe Y.~ fi in [a,b]
stetig, so ist die Summe s =y~ fi ebenfalls stetig in [a,b]. In den Randpunkten ist
einseitige Stetigkeit von fj, bzw. s gemeint.

Satz 3.20. (gliedweises Differenzieren gleichmiifSig konvergenter Reihen)

Esseiy ;- fr eine Reihe auf [a, b] differenzierbarer Funktionen. Existiert der Grenzwert
s(z) = Y pe o fr(x) fiir wenigstens ein x € [a, b, und ist die Ableitungsreihe >y, f7.
gleichmiifSig konvergent in [a,b), so ist auch die Funktionenreihe " -, fr gleichmiifSig
konvergent in [a, b], die Summe s(x) ist differenzierbar und s'(x) kann durch gliedweises
Differenzieren gewonnen werden:

o0

S@)=Q ) =) fi-
k=0

k=0
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Satz 3.21. (gliedweises Integrieren gleichmiif$ig konvergenter Reihen)
Jede gleichmiiflig konvergente Reihe > -, fr auf (a, b] integrierbarer Funktionen besitzt
auf [a, b] eine integrierbare Summenfunktion Y -, fr, und es gilt:

b oo oo b
/ fie(z)dz = Z fe(x)dx .
a k=0

k= k=0"?

3.4 Potenzreihen

Eine sehr wichtige Rolle in der Analysis und angewandten Mathematik spielen
Funktionenreihen, bei denen die Summanden die Form f,(z) = ax(x — 20)* ha-
ben, also Potenzfunktionen sind. Diese Reihen nennt man Potenzreihen.

Definition 3.11. (Potenzreihe)
Eine Reihe der Form

Zak(x - xo)k , z,70 €R,ar €R (3.12)
k=0

mit den Polynomen s, (z) = Y_;_, ax(z — zo)" als Partialsummen heifit Potenz-
reihe. ¢ heifft Entwicklungspunkt der Potenzreihe, die Zahlen a, heifsen Koef-
fizienten der Potenzreihe.

Aus dem Koeffizientenvergleich fiir Polynome, d.h. aus der Aquivalenz

Zakxk = Zbkmk <~ ar=br, (0<k<n),
k=0 k=0

folgt der Identitdtssatz fiir Potenzreihen.

Satz 3.22. (Identititssatz)

Es seien f(z) = > pe o an(® — x0)* und g(z) = 3", bi(x — 20)* zwei Potenzreihen,
die beide in einem offenen Intervall I um xy konvergieren. Stimmen dann f und g auf
einer Folge 1, xo, T3, ... mit limy,_,o0 T = zo (@, # x0) tiberein, d.h. f(zi) = g(xx)
fiir k =1,2,3, ..., so sind beide Potenzreihen identisch, also gilt

ap =by flirk=01,... und f(z)=g(z) firalle zeI.

Diesen Satz nennt man auch Unitédtssatz oder Eindeutigkeitssatz fiir Potenzrei-
hen, weil danach eine Funktion f(z), wenn tiberhaupt, dann nur auf eine einzi-
ge Weise durch eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt o dargestellt werden
kann. Er bildet auch die Grundlage fiir den Koeffizientenvergleich bei Potenzrei-
hen: Aus

Z ap(x — xo)k = Z b (v — xo)k
k=0 k=0

fir x €]xzo — p, xo + p[ mit p > 0 folgt ap, = by, fiir k = 0,1, . ... Im Folgenden sollen
die allgemeinen Konvergenzeigenschaften von Potenzreihen untersucht werden.
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Satz 3.23. (Satz von CAUCHY und HADAMARD)

Zu jeder Potenzreihe Y - ay(x — zo)* mit den Koeffizienten ay, und dem Entwick-
lungspunkt o gibt es ein Konvergenzintervall |xo — p, o + p| mit folgenden Eigenschaf-
ten:

a) Die Potenzreihe konvergiert fiir x €|xo — p,xo + p| punktweise (sogar absolut). Sie
konvergiert aufSerdem gleichmiif$ig absolut in jedem abgeschlossenen Teilintervall von

]1’0 = psTo + p[
b) Auflerhalb von [xo — p, xo + p] divergiert die Potenzreihe.

Die Fille p = 0 und p = oo sind zugelassen. Im Fall p = 0 ist Jzg — p, 2o + p[
leer; dabei ist allerdings zu bedenken, dass fiir + = z( jede Potenzreihe (3.12) tri-
vialerweise konvergent ist. Trotz dieses selbstverstandlichen Konvergenzpunktes
sagt man im Fall p = 0, die Potenzreihe sei nirgends konvergent. Fiir p = oo ist
Jzo — p, o + p[= R, die Reihe heifit dann bestindig konvergent. p heifst Konver-
genzradius der Potenzreihe. Der Nachweis dieses Satzes erfolgt durch die kon-
struktive Berechnung des Konvergenzradius’ p.

:Divergenz

Divergenz: Konvergenz

1 X I X
Xo-p 0 Xo+p

Abb. 3.10. Zum Konvergenzradius von Potenzreihen

Satz 3.24. (Konvergenzradius)
Essei > -, ayx® eine Potenzreihe mit aj, # 0 fiir alle k > k. Gilt

lim |ak'|r1 |=¢>0, bzw. lim /|ax| =c¢ >0, (3.13)
k—oo Qf k—o0
so ist
lim | Ak | bzw LU
p=—= lim ) p=—=—
k=00 Q41 (& limg_s oo 4/ |ak|

der Konvergenzradius der Reihe.

Beweis: Wir beschrianken uns auf den Nachweis der Formel

1
== lim | %L
k—oo Qg
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Fiir aufeinanderfolgende Glieder erhilt man bei k > ko
a1 (z — o)

211
Wir wenden auf die Potenzreihe das Quotientenkriterium fiir Zahlenreihen (Satz 3.11) an.

| ==
ak(x — xo)k

|z —mo| = clx — x| fiir k— oco.
Nach dem Quotientenkriterium liegt Konvergenz fiir |z — xo| < 1, also fiir
1
|zt —xzol < ==p  bzw
c

x E]xo - P, To +p[

vor. Nach dem Quotientenkriterium liegt weiter Divergenz fiir c|z — zo| > 1 vor. Also ist
p der Konvergenzradius, wie in Satz 3.24 behauptet.

9
x—i—ims—i—fx“r’—i—

O
Die Anwendung der Berechnungsformeln (3.13) fiir Potenzreihen, bei denen
3

Glieder mit bestimmten x—Potenzen fehlen, wie z.B. bei der Reihe
3 27 e 3
k=0
isti. Allg. nicht moglich.
ziehung

Sind die ”Liicken” gleichabstdndig wie im vorliegenden Fall, kann man die Be-

o 3" ok -
D =)
k=0 k=0

uk

3k ok i 3k
=z
k+1 k+1
k=0
mit u = 2 zur Konvergenzuntersuchung nutzen. Fiir die Reihe )%, 25 u” fin-
det man den Konvergenzradius

dk
p= lim Rl — lim AN L
koo 381 kooo 3KH1 E+1 3
kit
D.h. die Reihe ist fiir |u| < § konvergent. Mit u = 2? folgt daraus die Konvergenz
. o0 ke .
der Reihe Y2 222! fiir
1 1
2
7 < bzw. | < —=.
3 e
Bezeichnet man mit

lim {/|ay|
k—o0

den groiten Haufungspunkt der Folge {/|ax| oder Limes-superior, so kann man
den Konvergenzradius immer mit der Formel
1

p= =
limyg s 00 /| ag|

(3.14)
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berechnen. Ist die Folge {/|aj| unbeschrénkt, also limy_,, /|ax| = oo, so ist die
Potenzreihe nirgends konvergent; wir setzen dann p = 0. Ist limp oo &/ lak| =0,

so ist die Reihe bestdndig konvergent und es gilt p = oo. Hat die Folge {/|a)| nur
einen Haufungspunkt, dann gilt

lim {/|ax| = lim {/|ak]
k—o0 k—o0

und die Formel (3.14) stimmt mit der obigen Formel {iberein.

Hat man den Konvergenzradius einer Potenzreihe berechnet, weifs man was in-
nerhalb und aufierhalb des Konvergenzintervalls passiert. Offen ist das Konver-
genzverhalten der Reihe an den Randpunkten des Konvergenzintervalls. Da-
zu ist fiir den rechten Randpunkt das Verhalten der Reihe >~ ax(zo + p —
zo)® = Y ,arp” und fiir den linken Randpunkt das Verhalten der Reihe
Yreoak(zo — p — o) = Y7o, ar(—p)" gesondert zu untersuchen. Die Reihe

Yreo %xk hat nach Satz 3.24 den Konvergenzradius p = +. Fiir den rech-

ten Randpunkt des Konvergenzintervalls | — £, [ ergibt sich die Zahlenreihe

Yoo k%l% =Y %_H Das ist eine harmonische Reihe, deren Divergenz wir
nachgewiesen haben. Fiir den linken Randpunkt —3 erhélt man die Zahlenreihe

= 5k 1 > 1
D k+ p(-3) = Z(_l)kﬁ ‘

Diese alternierende Reihe konvergiert nach dem LEIBNIZ-Kriterium. Damit weif3

man, dass die Reihe Y77 ,C‘E’—ka im Intervall [—1, 1 [ konvergiert, und auBerhalb

dieses Intervalls divergiert. Auflerdem wissen wir aus Satz 3.23, dass die Potenz-
reihe in jedem abgeschlossenen Teilintervall von | — 1, [ gleichmifig absolut

, 55
konvergiert.

3.5 Operationen mit Potenzreihen

Aus den Sitzen 3.1 und 3.6 tiber die gliedweise Addition und das CAUCHY-
Produkt folgt unmittelbar fiir Potenzreihen

Satz 3.25. (Konvergenz von Summe und Produkt)
Fiir Summe und Produkt zweier Potenzreihen > pe_, ax(x—x0)* und >3 by (x —x0)*
gilt im gemeinsamen Konvergenzbereich

Z ar(z — z0)* + Z be(z — 20)F = Z(ak + bi) (z — m)" (3.15)
k=0 k=0 k=0

bzw.
(Z ax(z — x0)F) - (Z b(z — 20)") = ch(ﬂf — z0)" (3.16)
k=0 k=0 k=0

mit ¢, = agby, + a1bp—_1 + ... + arbg.
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Das heifst: Die durch (3.15), (3.16) definierten Potenzreihen sind im gemeinsamen
Konvergenzbereich der Ausgangsreihen konvergent und haben dort die links-
stehenden Werte. Aus dem Satz von CAUCHY und HADAMARD 3.23 folgt die
gleichméflige Konvergenz von Potenzreihen in jedem abgeschlossenen Teilinter-
vall des Konvergenzintervalls und damit nach Satz 3.19 die Stetigkeit der durch
die Potenzreihe definierten Funktion in jedem Teilintervall. Da die Summanden
einer Potenzreihe Polynome und damit stetige, integrierbare und differenzierbare
Funktionen sind, kann man Potenzreihen gliedweise differenzieren und integrie-
ren.

Satz 3.26. (gliedweises Differenzieren und Integrieren)

Sei > 7o ax(z — x0)F eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius p > 0 und der

Summe f(z).

a) Die Funktion f(z) = Y po,ax(z — xo)* ist auf dem Konvergenzintervall
Jzo — p, xo + p| beliebig oft differenzierbar. Die Ableitungen erhiilt man durch glied-
weises Differenzieren der Potenzreihe: z.B. ist

fl@) = kax(z — z0)* " . (3.17)
k=1

b) f(x) ist weiter iiber jedes abgeschlossene Teilintervall [a, b] des Konvergenzintervalls
integrierbar (da stetig). Das Integral darf durch gliedweise Integration der Potenzreihe
gebildet werden:

b o0
/ f(z)de = Z kéf: 1 [(b— x0)* ! — (@ — )] . (3.18)
a k=0

Man kann leicht zeigen, dass die Reihen (3.17) und (3.18) denselben Konvergenz-
radius haben wie die Reihe "7~  ai(z — z0)*: Es ist z.B.

limy oo ¥/ |kak| = limy_yo0 ¥/ |ak]
weil {/|kay| = Vk4/|ax] und limy_,o ¥k = 1. Nach (3.14) sind somit die Kon-
vergenzradien fiir Y- ax(z — zo)" und > 1o kag(z — zo)" gleich.
3.6 Komplexe Potenzreihen, Reihen von exp x, sin « und cos x
Bei den bisherigen Betrachtungen tiber Potenzreihen haben wir den Begriff des

Konvergenzradius verwendet, um das Konvergenzintervall zu charakterisieren.
Betrachtet man komplexe Potenzreihen, also Reihen der Form

ao—|—a1(z—zo)+a2(z—z0)2+--~ZZak(z—zo)k ag,z,20 € C, (3.19)
k=0

so charakterisiert der Konvergenzradius kein Intervall, sondern einen Konver-
genzkreis um die komplexe Zahl z, als Mittelpunkt. Der im Reellen (Satz 3.23)
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Im z Imz+ =2+i2,5
%
ZO 4 |
D
Re z o| 1 2 Re:z

Abb. 3.11. Konvergenzkreis in der Abb. 3.12. Konvergenzkreis der Reihe

GAUSSschen Zahlenebene B (k22+) f (2 — (24 20)"

eingefiihrte Begriff des Konvergenzradius erhilt damit bei der Erweiterung ins
Komplexe erst seinen eigentlichen Sinn. Fiir die Potenzreihe (3.19) gelten alle Kri-
terien, in denen Betrdage benutzt wurden, also das Quotientenkriterium und das
Wurzelkriterium. Damit gelten auch die Formeln zur Berechnung des Konver-
genzradius p

1 1 1
p=—-= hm| | bzw. p=—=

c  k—oo Qi1 c limy_s oo ,’“/‘ak|
und der Satz von CAUCHY und HADAMARD 3.23. Im Unterschied zum reellen
Fall konvergiert die Potenzreihe (3.19) aber nicht in einem Intervall, sondern fiir
alle z = x + iy, die innerhalb des Konvergenzkreises mit dem Radius p um den
Mittelpunkt 2o = xo + i yo liegen, d.h.

Kyp,o={z=x+iy|(x—20)*+ (y—w)* < p’}.

Im Satz von CAUCHY und HADAMARD fiir komplexe Potenzreihen wird das Kon-
vergenzintervall um den reellen Entwicklungspunkt xy durch den Konvergenz-
kreis K, , ersetzt (vgl. Abb. 3.11). Auf dem Rand des Konvergenzkreises kann
man keine Aussage zur Konvergenz oder Divergenz treffen. Hier sind Einzelun-
tersuchungen erforderlich. Allerdings hat man hier im Unterschied zum reellen
Fall unendlich viele Randpunkte zu untersuchen.

Beispiel: Fiir die komplexe Potenzreihe >~/7 /3-15-)1 (z — (2 + 2i))* errechnet man
fur den Konvergenzradius (Abb. 3.12)
K
— lim ‘(}321‘ - 1 k+2 1
Pt |<2z>:2+1| koo |20 k41 2

Fiir den Randpunkt z = 2+ 2,5 ist die Zahlenreihe "~
chen. Man findet

— (20) (0,5i)F Z 2k :ii(_l)k
k+1 k+1 k:0k+1 ’

also eine alternierende Relhe, die aufgrund des LEIBNIZ-Kriteriums konvergiert.

k +1 (O 5i)* zu untersu-
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3.6.1 Die Exponentialfunktion als Potenzreihe

Wir haben im Kapitel 2 die Exponentialfunktion f(x) = a® durch Grenzwertbe-
trachtungen von rationalen Potenzen der Basis ¢ > 0 erkldrt. Damit ist die Be-
rechnung des Wertes der Funktion f(z) = 2% an der Stelle x = v/3 zwar moglich,
aber praktisch nur schwer durchfiihrbar. Deshalb wollen wir hier eine Definition
der Exponentialfunktion behandeln, die auf einer Potenzreihe basiert.

Definition 3.12. (Exponentialfunktion)
Die Funktion exp : R — R

ok 22 23
exp:z::zzl€| *1+m+—+—+...

3!
k=0
heif3t Exponentialfunktion.

Die Definition 3.12 ist gerechtfertigt, weil man fiir die Reihe ) ;- %,C den Kon-
vergenzradius p = oo findet und damit ist exp x fiir alle 2 € R definiert.

Im Folgenden sollen die wichtigsten Eigenschaften der Exponentialfunktion kurz
besprochen werden. Fiir Argumente x > 0 gilt offensichtlich

exp0=1,expr>1+z, (3.20)

woraus lim,_, ., exp & = oo folgt. exp z ist nach der Definition 3.12 auf dem Inter-
vall [0, oo streng monoton wachsend.

Satz 3.27. (Additionstheorem)
Fiir die in Def. 3.12 erklirte Exponentialfunktion gilt das Additionstheorem

(expz)(expy) = exp(z +y) .

Beweis: Potenzreihen sind absolut konvergent, so dass man die Reihen fiir exp z und exp y
miteinander multiplizieren kann. Unter Nutzung des Satzes 3.25 (CAUCHY-Produkt) und
des binomischen Satzes erhélt man

k

¢S} o) k
T Z y CAUCHY Produkt Z Z CC
k! k!

k=

0 k=0 j=0

k , .
DI

j:O

(expx)(expy) =

I
e 10 10
= -

=

binomischer Satz

($+y) =exp(z+y) -

x>
I
o

O

Mit dem eben bewiesenen Additionstheorem kann man nun alle anderen wichti-
gen Eigenschaften der Exponentialfunktion herleiten. Man findet

(expx)(exp(—z)) = exp(x + (—z)) = exp0=1. (3.21)
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Wegen (3.20) ist expx > 0 fiir > 0 und damit folgt aus (3.21) expz > O fiir alle
x € Rund
1
exp(—x) = . (3.22)

exp T

Aus (3.22) folgt, dass die Exponentialfunktion auf ganz R streng monoton wach-
send ist und lim,_, . expz = 0 gilt. Aus der strengen Monotonie folgt, dass die
Funktion exp : R —]0, oo[ injektiv ist.

f(x) = exp(x)

S

Abb. 3.13. Graph der Exponentialfunktion

Da die Exponentialfunktion als konvergente Potenzreihe stetig auf ganz R ist und
da

lim expzr=0 und lim expz =00
r—r—00 Tr—r00

gilt, folgt aus dem Zwischenwertsatz die Surjektivitdat. Damit ist die Exponenti-
alfunktion bijektiv. In der Abb. 3.13 ist der Graph der Exponentialfunktion skiz-
ziert. Die Exponentialfunktion findet in vielen Gebieten praktische Anwendung.
Uberall wo Wachstumsprozesse beschrieben werden, spielt die Exponentialfunk-
tion eine wichtige Rolle. Nehmen wir als Beispiel das Wachstum des Kapitals K
bei einem jahrlichen Zinssatz von p %. Setzt man x = 55, so hat sich das Kapi-
tal nach einem Jahr auf K + 2K = K(1 + z) vermehrt. Bei einer wochentlichen
Verzinsung hitte man nach einem Jahr einen Betrag von K (1 + % )°% und bei ei-
ner kontinuierlichen Verzinsung eine Vermehrung auf lim,,_, ., (1 + %)” JACOB
BERNOULLI hat diesen Grenzwert 1690 ausgerechnet, indem er (1 + %)™ mit dem
binomischen Satz ausgeschrieben hat, und er hat

I (1+x)”—ixk—
e T T g TP

erhalten.
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3.6.2 Die Logarithmusfunktion als Umkehrfunktion von exp «

Aus der Bijektivitdt der Exponentialfunktion folgt die Existenz der inversen
Funktion.

Definition 3.13. (natiirlicher Logarithmus)
Die inverse Funktion der Exponentialfunktion exp : R —]0, co[ bezeichnen wir
mit In :]0, oo[— R, z — Inz. Die Funktion In heifit natiirlicher Logarithmus.

(x) = exp(x)

y
y=x
/ f(x) =In x
| 1 X

Abb. 3.14. Graph der Logarithmusfunktion

Es gilt aufgrund der Definition exp(lnx) = z. Damit kann man unter Nutzung
des Additionstheorems der Exponentialfunktion fiir positive a, b durch

exp(ln(ab)) = a-b = exp(lna) exp(lnb) = exp(lna + Inb)
tiber die Bijektivitat von exp die Giiltigkeit des Logarithmengesetzes
In(ab) =lna+Inbd

nachweisen. Vollig analog zeigt man fiir b,¢ > 0
1n(§) =Inb—Inc undmitb=c¢c Inl=0.
c

Mit Hilfe der Exponentialfunktion und der Logarithmusfunktion kann man nun
die allgemeine Potenzfunktion, die wir im Kapitel 2 diskutiert haben, wie folgt
erklaren.

Definition 3.14. (allgemeine Potenzfunktion, Logarithmus zur Basis a)
Seia > 0 und x € R. Dann heifst die Funktion

f(z) =a® =exp(zlna)

Potenzfunktion zur Basis a. Die aufgrund der Bijektivitat der Exponentialfunkti-
on und damit auch der Potenzfunktion zur Basis a existierende Umkehrfunktion
g(x) von a” nennt man Logarithmusfunktion zur Basis a und bezeichnet sie mit

g(x) = log, .
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Aus den Eigenschaften der Exponentialfunktion und der nattirlichen Logarith-
musfunktion ergeben sich die Rechenregeln fiir die allgemeinen Potenzen

™tV =a"a¥, a"=—, (a")=a"V

Fiir Exponenten n € N ergibt sich aus der ersten Rechenregel durch vollstandige
Induktion

d.h. die Definition 3.14 stimmt mit der bisherigen Vorstellung von Potenzen tiber-
ein. Auflerdem ergibt die Anwendung der Definition 3.14 mit der Rechnung

3=

)" =exp(n ln(a%)) = exp(nln(exp(% Ina))) =exp(lna) =a,

(a

dass an gleich der n-ten Wurzel aus a, also gleich {/a ist. Wenn wir exp 1 berech-
nen, erhalten wir mit

o0

1
expl =) 7 271828,
k=0

die EULERsche Zahl e (vgl. Abschnitt 2.4.4), woraus wir durch
e =exp(xlne) = exp(xIn(expl)) = expx

die Gleichheit der Potenzfunktion mit der Basis e und der Exponentialfunktion,
also

e’ =expw

feststellen. Aufgrund der gleichméBigen Konvergenz der Potenzreihe > -, %I,C
kann man die Reihe gliedweise differenzieren und man erhalt

k

>z k:xk 1
(exp z)’ Zﬁ = Z o =expzT .
k=0 k=1

D.h. die Ableitung der Exponentialfunktion ist gleich der Exponentialfunktion,
und die Exponentialfunktion ist (wie jede andere durch eine Potenzreihe darge-
stellte Funktion) beliebig oft differenzierbar. Damit kann man mit dem Satz von
TAYLOR fiir beliebiges n € N die Beziehung

no_k
expr =0 T4 Rue)
k=0

mit R, (z) = (f;jff),a: +1 aufschreiben, wobei ¢ ein Wert zwischen 0 und z ist.

Mochte man nun den Wert der Exponentialfunktion e mit einer Genauigkeit
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von 10~® (etwa die Genauigkeit auf einem Taschenrechner) ausrechnen, so muss
man nur die Zahl n ermitteln, die

|R,(z)] <1078

sichert. Zum Beispiel ergibt sich fiir + = v/3 aufgrund der Monotonie der Expo-
nentialfunktion

expl g exp2 | ..
R, = <
Bl = ey < |
_ e? n+1 < 32 a1
 (n+1)! (n+1)!

Fiir n = 17 findet man (n + 1)! = 18! = 6402373705728000, also eine Zahl, die
grofler als 6 - 101° ist. Wegen 211 = 218 = 262144 ist

3 gntl 9 3-10°=4,5-10"1°
) T TR ’

also gilt
|Ri7| < 4,5-10710

Damit kann man exp v/3 = ¢¥3 durch die Berechnung von

17 ( \/g)k
Z k7
k=0
mit einer Genauigkeit von 4,5 - 107!? berechnen. Man iiberpriift auf die gleiche
Weise, dass man exp v/3 = ¢V3 durch das TAYLOR-Polynom

mit einer Genauigkeit von 10~® berechnen kann.

Abschliefiend soll noch einmal kurz auf die Logarithmusfunktion eingegangen
werden. Wir hatten den Logarithmus zur Basis a > 0, also log, z, als Umkehr-
funktion der allgemeinen Potenzfunktion a” eingefiihrt. Fiir a = e gilt log, « =
In z und man spricht vom nattirlichen Logarithmus, und fiir a = 10 verwendet
man auch das Symbol g z statt log;, = und spricht vom dekadischen Logarith-
mus. Da das Rechnen mit Logarithmen oft als schwierig angesehen wird, sollte
man sich den folgenden Satz einpragen.

Der Logarithmus log, « ist nichts weiter als der Exponent ~, fiir den a” = x ist.
Ist z.B. a = 4, so ist log, 64 der Exponent v, fiir den 47 = 64 ist. In diesem Fall
ist v = log, 64 = 3. Es wird auch sofort deutlich, dass log, 1 = 0 fiir alle a > 0
gilt, denn der einzige Exponent v mit a” = 1 ist y = 0.
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3.6.3 Sinus, Kosinus und die EULERsche Formel

Beim Rechnen mit komplexen Zahlen haben wir die EULERsche Formel
e'® = cosp + i sing

zur Wurzelberechnung bzw. Nullstellenbestimmung von Polynomen und zur
Umrechnung der Darstellung von komplexen Zahlen benutzt. Wir sind dabei
davon ausgegangen, dass die aus der Schule bekannten Potenzgesetze auch
fir komplexe Exponenten gelten. Im vorangegangenen Abschnitt haben wir die
Gleichheit e® = exp z fiir reelle x gezeigt. Durch

®©  _k
exp z := Z % (3.23)
k=0

konnen wir die komplexe Exponentialfunktion definieren. Die Reihe in (3.23) ist
fir alle z € C konvergent und damit ist durch (3.23) eine Funktion exp : C — C
definiert. Es gelten wie bei der reellen Exponentialfunktion die Beziehungen

1

exp(z1 + 22) = expziexpzz, expz#0 und exp(—z)=
exp z

fur alle z, z1, 22 € C. Damit ist
a® :=exp(zlna)

fuir positive reelle Zahlen o definiert und wir stellen die Gleichheit
e’ =expz

fest. Speziell fiir z = 42 mit 2 € R erhalten wir die Reihe

. _ = (iz)k iz 2?2 ix® ot
oxp(zx) = Z %l _1+?_§_?+E+
k=0
v  at 2f PR B

Die Beziehung (3.24) ist die Grundlage fiir die folgende Definition der Sinus- und
Kosinus-Funktion.

Definition 3.15. (Sinus und Kosinus)
Die durch die auf ganz R konvergenten Reihen

0 2k 2 4 6
B g T A A
cosfo(fl) k). =1- 51 +Zfa+... (3.25)
k=0
e 2k+1 3 5
mr=Y (-1 L T T 3.26
s kzzo( U T TR TR (3.26)

erkliarten Funktionen heiflen Sinus- und Kosinus-Funktion.
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Wir werden im Folgenden rechtfertigen, dass diese Definitionen von Sinus und
Kosinus tatsdchlich das gleiche Ergebnis liefern, wie die Definition durch die
Quotienten aus Gegenkathete bzw. Ankathete und Hypotenuse im rechtwink-
ligen Dreieck. Der Vorteil der Definition 3.15 besteht u.a. darin, dass man zur
Berechnung eines Funktionswertes keine Winkel abtragen muss, um die Linge
von An- und Gegenkathete abmessen zu konnen. Des Weiteren folgt die Stetig-
keit und Differenzierbarkeit aus den oben besprochenen Aussagen {iber konver-
gente Potenzreihen (z.B. Satz 3.26). Die EULERsche Formel ist mit (3.24) und der
Definition 3.15 verifiziert. Es gelten die Beziehungen

% 7

e'? =cosx+isinx e ' =cosx —isinz (3.27)
und daraus erhéilt man durch Kombinationen die beiden Formeln
cosT = % sinz = #
Aus der Reihendefinition 3.15 folgt
cos0=1, sin0 =0 und (3.28)

cos(—x) =cosz , sin(—z) = —sinx . (3.29)

Die so definierten Funktionen sind gerade (cos ) bzw. ungerade (sin ) Funktio-
nen. Die Additionstheoreme hatten wir schon im Abschnitt tiber komplexe Zah-
len nachgewiesen. Aus e'(®*¥) = e+ folgt mittels (3.27)

cos(z £ y) +isin(x +y) = (cosz +isinz)(cosy £ isiny) ,

und durch Trennung von Real- und Imaginarteil erhélt man schliefSlich

cos(rty) = coszcosyFsinzsiny (3.30)

sin(zxty) = coszsinyEsinzsiny. (3.31)
Aus (3.30) folgt

cos(z + y) — cos(x —y) = —2sinzsiny , (3.32)

und mit x5 := z + y, 1 := x — y und damit z = '”1;”“, y = 257 ergibt sich

T+ T2 . To— T
1n

— = —2 1 .
COS Ty — COS 1 sin ——=s 5 (3.33)
Aus (3.28) und (3.30) folgt mit = = y der trigonometrische Pythagoras
cos?x +sin®z=1. (3.34)

Aus den Additionstheoremen (3.30), (3.31) und (3.32) folgen die Beziehungen fiir
das doppelte Argument

cos2x = cos’z —sin®z =2cos’z —1 (3.35)

sin2x = 2coszsinz. (3.36)
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Die eben durchgefiihrten Rechnungen bestitigen, dass die hier vorgenommene
Definition 3.15 der Kosinus- und Sinusfunktion mit den Erfahrungen aus der
Schule am Einheitskreis im Einklang sind.

Die weiteren Betrachtungen haben den Nachweis der Periodizitdt der Kosinus-
und Sinusfunktion und die Bestimmung der Periode, also auch der Zahl 7 zum
Ziel. Wenn wir die Sinusreihe (3.26) etwas umordnen (ist bei absolut konvergen-
ten Reihen nach Satz 3.5 erlaubt), etwa in der Weise

2 25 22 pAm+1 22
sinz =a(l=g)+ 50—+ il s yam ) T
dann erkennen wir, dass
sinz >0 fur z €]0,2 (3.37)
ist. Nach Definition ist
22 24
cos2=1-— BTl + ar +
und weil 22—? > Z—T > %—? > ... gilt, ist die cos 2-Reihe vom zweiten Glied an eine
alternierende Reihe mit monoton fallenden Gliedern und damit ergibt sich
C082<172+£:*%<0. (3.38)

Diese Abschitzungen ergeben mit den oben hergeleiteten Formeln (3.33) und
(337) fuir0 <z <y <2

T1+xo . To— 27
2

weil die Argumente der Sinusfunktion auf der rechten Seite zwischen 0 und 2 lie-
gen. Damit ist der Nachweis erbracht, dass die Kosinusfunktion auf dem Intervall
[0,2[ streng monoton fallend ist. Da die Kosinusfunktion stetig ist (sie ist durch
eine bestindig konvergente Potenzreihe definiert), hat sie zwischen 0 (cos0 > 0)
und 2 (cos 2 < 0) aufgrund des Zwischenwertsatzes wegen der Monotonie genau
eine Nullstelle. Den doppelten Wert diese Nullstelle bezeichnen wir mit 7.

Definition 3.16. (die Zahl 7)
Die Zahl « ist die eindeutig bestimmte reelle Zahl mit

CoSx9 — cosT| = —2sin <0,

cos(g):O und O<g<2.

Mit der Zahl 7, von der wir in diesem Kontext nur wissen, dass sie zwischen 0
und 4 liegt, kann nun die Periodizitit der Kosinus- und Sinusfunktion nachge-
wiesen werden.

Satz 3.28. (Periodizitit der trigonometrischen Funktionen)
Die durch (3.25) und (3.26) definierten Kosinus- und Sinusfunktionen sind periodisch
und es gilt fiir alle x € R

cos(z + 27) = cosx und sin(z + 27) = sinx .
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cos0=1

sin x > 0, 0<x<2

cos x stetig,
0<x<2 monoton fallend

sin 0 = O+ i
0 w2\ 2 X
cos2<0

Abb. 3.15. Zur Definition von 7

Beweis: Wegen (3.37) und der Positivitat der Kosinusfunktion im Intervall ]0, 5 [ folgt aus
der Beziehung (3.36)

sinz > 0 fir 0<z<m (3.39)
sinmt=0. (3.40)
« ist damit die kleinste positive Nullstelle der Sinusfunktion. Aus der Beziehung (3.35)

ergibt sich

cosT = 200s2(g) —1=-1.

Aus dem Additionstheorem (3.31) ergibt sich

sin(z + ) = sinxcosm + cosxsinm = —sinx
und damit
sin(z 4+ 27) = sin(z+ 7+ 7) =sin(z + 7) cosm + cos(z + 7)sin 7

= —sinz-(—1) =sinx. (3.41)
Ebenso zeigt man unter Nutzung des Additionstheorems (3.30) die Beziehung
cos(x + 2m) = cosz .

Damit ist die 2w-Periodizitdt der Kosinus- und Sinusfunktion nachgewiesen, ohne auf
die anschauliche Definition der trigonometrischen Funktionen am Einheitskreis zurtick-
zugreifen. O

3.6.4 Berechnung von Funktionswerten der Sinus- und Kosinusfunktion

Aus Beziehungen fiir das doppelte und dreifache Argument kann man nun spe-
zielle Werte der Kosinus- und Sinusfunktion ausrechnen. Aus der Beziehung fiir
das doppelte Argument (3.35) folgt

0= cos(g) = cos(2%) = 2cos? % -1,

und damit (wegen cosz > 0 fiir 0 <z < 7)

co T L und si il 1 1
S — — —— m-—-— = _— -
" V2 4\ 2

-
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Aus der Beziehung fiir das dreifache Argument (siehe Ubungsaufgabe aus dem
Kapitel 1)

cos3x = cosx(1 — 4sin® 1)

s

erhdlt man mitz = %

0= cos(g) = cos(3%) = cos %(1 — 4sin? %) .

Da cos § # 0 gilt, erhédlt man aus 1 — 4 sin? & =0(wegensinr >0fir0 <z <m,
vgl. (3.39), und cosz > 0 fir 0 < = < ),

T 1 ™ 1 V3
sin — = — und cos—=4/1— - = — .
6 2 6 4 2

Aus dem Additionstheorem (3.32) erhilt man die Beziehung

cos(X — z) =sing , (3.42)
2

aus der man die Wertetabelle fiir einige oft vorkommende Argumente der trigo-
nometrischen Funktionen ausrechnen kann.

N
3

3

3
o
3

™ T T m 2% 3m 5m
z 0 3 4 3 2 3 4 6 7r

: 1 /2 B V3 V2 1
sinx 0 5 5 5 1 5 5 5 0
V3 V2 1 _1  _¥2 V3 _
cosx 1 5 5 3 0 5 5 5 1

Wir hatten zu Beginn dieses Abschnittes darauf hingewiesen, dass man mit
den Definitionen 3.15 Werte trigonometrischer Funktionen berechnen kann, oh-
ne Winkel messen zu miissen. Das ist natiirlich praktisch nur ndherungsweise
moglich, aber beliebig genau. Es soll exemplarisch der Wert sin5 auf 8 Stellen
genau berechnet werden. Wir erinnern daran, dass die Argumente = der tri-
gonometrischen Funktionen hier samtlich dimensionslose Zahlen sind. Deutet
man sie als Winkel, so bedeutet = das Bogenmaf} dieses Winkels, also entspra-
che x = 5 einem Winkel von 5 - % = 286,5°. Man {iberlegt sich nun, dass
sinb = sin(5 — 2m) = sin(—1,2831853) ist. Das setzt allerdings die Kenntnis von
5 bzw. 7 voraus, was durch eine genaue Berechnung der Werte von Sinus- und
Kosinusfunktion im Intervall ]0,2[ z.B. mit einem Intervallhalbierungsverfahren
oder NEWTON-Verfahren erreicht werden kann. Wir verwenden nun die gleiche

Methode wie im Falle der Berechnung von eV3. Zuerst halten wir fest, dass aus
der gliedweisen Differentiation der Sinus- und Kosinusreihen

(sinz) =cosz  und (cosz) = —sinz
folgt. Man beweist durch vollstandige Induktion

(sinz)®® = (=1)*sinz, (sinz)@*+ = (=1)* cosz,

(cosz)®®) = (=1)fcosz, (cosz) Y = (1) sinz (k=0,1,...).
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Des Weiteren tiberlegt man sich, dass aus (3.34) die Beziehungen
|sinz| <1, |cosz| <1
fiir alle 2 € R folgen. Aus dem Satz von TAYLOR folgt

T sin™)(0)

sing = Z Tl‘k + Rapio(z) (3.43)
k=0 '
IB I5 x2n+1
= — 4+ — 1)"——— + R,
ot T D gy Benz (@)
mit Ropia(z) = % 2713 und einem Wert &, der zwischen 0 und = liegt.
Fiir 2 = —1,2831853 ist nun ein n zu wahlen, das die Abschitzung

| Ron1o(—1,2831853)| < 1078

absichert. Aufgrund der Beschrianktheit der trigonometrischen Funktionen kann
man die Abschédtzung

1,283185327+3

Rop42(—1,2831853)| <
Banaa{ A TR

machen und findet fiirn = 6

1,2831853%"+3

Gn 1 3) ~322-10711
n .

so dass man den Wert der Sinusfunktion sin5 = sin(—1,2831853) durch das
TAYLOR-Polynom 774 vom Grad 13 an der Stelle —1,2831853, also durch

26: —1,2831853)2n+1

(2n 4+ 1)!

T14(—1,2831853) =
k=0

mit einer Genauigkeit von 3,22 - 107! berechnen kann (zeigen Sie, dass n = 5,
d.h. T, auch schon fiir eine Genauigkeit von 10~ gereicht hitte).

Entscheidend fiir die Genauigkeit der Berechnung ist die Grofie des Restglie-
des und wir haben deshalb die Berechnung von sin 5 durch die Berechnung von
sin(b — 2m) = sin(—1,2831853) ersetzt, weil die Potenz (—1,2831853)*"*3 offen-
sichtlich kleiner als 52"*3 ist. Aufgrund der Periodizitit, der Nutzung der Bezie-
hungen sinz = —sin(—x) bzw. cosz = cos(—z) sowie cos(§ — x) = sinx reicht
es bei Kenntnis von 7 aus, die Werte der Sinusfunktion im Intervall [0, §] zu be-
rechnen, um daraus samtliche Werte von Sinus- und Kosinusfunktion herleiten
zu konnen.

In der folgenden Abb. 3.16 sind die Graphen der Sinus- und Kosinusfunktion, die
wir durch ein Computeralgebraprogramm berechnet haben, dargestellt. Grund-
lage fiir die Berechnung von trigonometrischen Funktionswerten in Computeral-
gebraprogrammen sind die hier besprochenen Potenzreihen.
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sin

sin x cos x 1

AN YalaN
NNGZ' T

Ccos X

Abb. 3.16. Graphen der Sinus- und Kosi- Abb. 3.17. Sinus und Kosinus am Ein-
nusfunktion heitskreis

Die Tangens- und Cotangensfunktion berechnet man in der bekannten Weise als
Quotienten der Sinus- und Kosinusfunktion.

Zum Schluss dieses Abschnittes wollen wir noch kurz auf die Bezeichnung Kreis-
funktionen bzw. trigonometrische Funktionen oder Dreiecksfunktionen, die fiir
die Sinus- und Kosinusfunktion verwendet werden, eingehen. Kreis- und Drei-
ecksfunktion deshalb, weil man Sinus und Kosinus mit den Katheten eines recht-
winkligen Dreiecks im Einheitskreis bestimmen kann. Misst man die Lange des
Umfangs des Einheitskreises, findet man als Ergebnis 2. Das tiberpriifen wir, in-
dem wir die Lange des Graphen der Funktion f(z) = v1 —22, f:[-1,1] = R,
berechnen (Halbkreisbogen). Fiir die Bogenldnge ist das Integral

1= [ VIFTF@Pd

zu berechnen. Es ergibt sich mit der Substitution z = sinu

1 1
—2x 1
L = 1/1—&-7261.’1}:/ \| = dx
/_1 [2\/1—332] 4 V1—22
1 B

arcsin 1
/ cosudu:/ du=m.
arcsin(—1) COSU —z

Alle fiir die Substitution « = sin u erforderlichen Eigenschaften der Funktion sin
(z.B.sin § = 1, sin(—%) = —1, monotones Wachsen fiir -5 < u < 7) hatten wir
oben aus den Potenzreihen hergeleitet. Damit haben wir gezeigt, dass der Um-
fang des Einheitskreises genau 4 mal so grofs ist wie die Entfernung der zwischen
0 und 2 liegenden Nullstelle der cos-Funktion vom Nullpunkt der Abszissenach-

se (Def. 3.16).

3.7 Numerische Integralberechnung mit Potenzreihen

Die tiber ein Integral definierte Fehlerfunktion

U(x) = / e dt ,
0
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die eng mit der Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion der Normalverteilung (s.
auch Kapitel 14) zusammenhéngt, 1asst sich nicht geschlossen analytisch integrie-
ren, d.h. es lasst sich keine geschlossen angebbare Stammfunktion finden. Es ist
allerdings moglich, unter Nutzung der Reihe

oo

2 4 6 2k
I - gt
e _1_7.+7_7.+"'_§(_1)H’ teR
k=0

eine gliedweise Integration vorzunehmen. Man erhilt dann

o
1’2k+1

U(x) = /Ox e dt = Z(*l)km (z € R).

k=0

Damit hat man eine Darstellung, die die Berechnung der Funktionswerte bis zu

X
%\v ) w(x)
e t*
X
Oix t J‘

+2

Abb. 3.18. Glockenkurve f(t) = e~ Abb. 3.19. Fehlerfunktion ¥(x)

einer beliebigen Genauigkeit ermoglicht. Es ist klar, dass fiir “grofSe” x entspre-
chend mehr Glieder zur Erreichung einer vorgegebenen Genauigkeit erforderlich
sind als bei z—Werten in der Nadhe des Nullpunktes.

Es lasst sich beweisen, dass die elliptischen Integrale (erster Gattung)
¢ dt
F(qu):/ ——_— (0<k®<])
0 V1—k?sin’t

nicht analytisch auswertbar sind. Die Entwicklung des Integranden in eine Reihe
ergibt

1

1 — k2sin%¢

kSsin®t + ...,

N | =
=1
| ot

1 1 3
:1+§k251n2t+§-1k4sin4t—|—

so dass man nach der gliedweisen Integration
Lo [P o L34 (% 4
F(p,k)=¢+ =k sin“tdt+ = - -k sin* tdt + ...
erhilt. Das vollstindige elliptische Integral fiir ¢ = 7 ergibt sich zu

13
214

LIRS S TU I

K(k) = F(5.0) = SI+ ()% +( 2°1°6
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Fiir den Integralsinus

Sm:/ sint
. 1

ergibt sich unter Nutzung der Reihe

N t?) t5
sint = _i—i—g_
. x t2 t4 t3 ts =
.’EB 1’5 o0 2kr+1
= x77+77...:2 .
313 " 515 2k:+1 W (2k+ 1)

=0

Fiir das FRESNEL-Integral [ cos(t?)dt erhalt man unter Nutzung der cos(t?)-Reihe

T ) x t22 t24 t26
/Ocos(t)dt = /0[1—(2!) +(4!) —(6!) +..]dt

Al t9 t13
o5 T a9 6'13+"']0
4k+1

[,
B Z% W (4k+ 1)

Wir haben uns hier auf einige Beispiele beschrankt, um das Prinzip der Integral-
berechnung mit Hilfe von Potenzreihen darzustellen. Bei den praktischen nume-
rischen Rechnungen sind dariiberhinaus Abschitzungen fiir die Fehler erforder-
lich, die man begeht, wenn man die Potenzreihen nach einer bestimmten Anzahl
von Gliedern abbricht.

3.8 Konstruktion von Reihen

Im Kapitel 2 haben wir mit dem Satz von TAYLOR eine Grundlage zur Konstruk-
tion von Potenzreihen behandelt. Oben haben wir festgestellt, dass man konver-
gente Potenzreihen addieren und multiplizieren bzw. gliedweise differenzieren
und integrieren kann. Im Folgenden sollen diese Prinzipien genutzt werden, um
schnell und effizient Reihen herzuleiten oder zu konstruieren.

Die gliedweise Addition von Reihen kann man nutzen, um z.B. fiir die Funktion
cosh z unter Nutzung der Exponentialreihe eine Reihe aufzustellen. Es gilt per
definitionem

1
coshz := 5[606 +e™ 7]
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und mit den Reihen fiir e* bzw. e~* erhilt man

1 22 3 g
coshz = [1+x+7+§+z+ .
" 1[1 +x2 m3+m4 ]

il [ I A T

2 2! 3! 4!
2 2 o 72k

p— 1 — JE— —

ta Tt Tl

Wie die e”-Reihe ist diese Reihe bestindig konvergent. Die Multiplikation von
Potenzreihen unter Nutzung des CAUCHY-Produktes kann man z.B. zur Kon-
struktion einer Produktreihe fiir e~ sin x anwenden. Man erhalt

o e (_x)k 0 A x2k+1
¢ sme (k i3 CTERL
=0 k=0
x? 28 a3 x°
= €T 1'24»1.7374,
3

Eine andere Methode zur Reihenkonstruktion ergibt sich mit der Nutzung der Ei-
genschaft, dass Potenzreihen gliedweise differenziert und integriert werden kon-
nen. Durch gliedweises Differenzieren erhilt man zum Beispiel ausgehend von
der geometrischen Reihe

=Y aF=1+z+2”+2%+ .. (3.44)
k=0
die Reihe
1 1 / - k\/ - k—1 2 3
(1_x)2:(1_x)22(13)=zk‘$ =14+2x+3z"+42° + ...
k=0 k=1

Man muss nattirlich berticksichtigen, dass diese Reihe nur fiir || < 1 konvergiert,
da die geometrische Reihe Y.~ , z* nur fiir |2| < 1 konvergent ist.
Auf die gleiche Weise kann man durch die Substitution v = —2? ausgehend von

der geometrischen die Reihe +u =>"pe o u”, (lu| < 1) die Reihe

o0

1 k, .2k

k=0

erhalten, die fiir |z| < 1 konvergiert. Gliedweise Integration ergibt bei Beachtung
von arctan 0 = 0 mit

x dé— o A :L.Qk-l—l
tanz = | ——— =3 (-1
arctan x /0 e kZ:O( ) ST
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eine Reihe fiir die Funktion arctan z, die allerdings nur fiir —1 < = < 1 konver-
gent ist. Will man eine Reihe fiir den arcsin 2 haben und hat die TAYLOR-Reihe

1 Pl 108 4 10305 6
—_— = "+ —=x T
V122 2 2.47 " 2.4.6

zur Verfiigung, erhélt man durch Integration

. 1 5 13 5 1-3:5
arcsme = + ——ax° + ; + ...

537 T 15" T 167"

Damit wird arcsin0 = 0 erfiillt. Da die TAYLOR-Reihenentwicklung eine recht
wichtige Methode zur Konstruktion von Potenzreihen ist, soll die Aussage des
Satzes von TAYLOR hier noch einmal angegeben werden, wobei die Differenzier-
barkeitsvoraussetzungen gegeniiber Satz 2.21 der kompakteren Formulierung we-
gen leicht verschérft werden.

Fiir jede auf dem offenen Intervall I C R (n + 1)—mal stetig differenzierbare
Funktion f und fiir beliebige z, z € I gilt

/ (n)
f(x) = f(xo)+ ! (SO) (x —x0) + ... + fn—(|x0>(x —20)" + Rp(z,20) (3.45)
mit dem Restglied nach LAGRANGE
(n+1)
R, (x,x9) = f(nTl()g')(x — o)™, (3.46)

wobei £ eine zwischen = und z( liegende Zahl ist. Die Koeffizienten a; =

% heiflen TAYLOR-Koeffizienten und z, heifst Entwicklungspunkt oder
Mittelpunkt der TAYLOR-Reihe.

Aus dem Satz von TAYLOR kann man unmittelbar schlussfolgern, dass sich jede
auf dem offenen Intervall I C R beliebig oft stetig differenzierbare Funktion f fiir
x,x9 € I in eine Potenzreihe

20 £(k) (4
f@) =% f k(' 0) (z — x0)F (3.47)
k=0
entwickeln ldsst, wenn fiir das Restglied
li_>m R, (z,20) =0 (3.48)

gilt. Die Reihe in der Formel (3.47) nennt man auch TAYLOR-Reihe. Ist 2o = 0,
spricht man statt von der TAYLOR-Reihe von der MCLAURIN-Reihe. Die Bedin-
gung lim,,_, R, (x, o) = 0 ist flir elementare Funktionen mit dem Definitions-
bereich D und z,z0 € I C D immer erfiillt. Aufierdem tiberlegt man sich, dass
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die Bedingung immer dann erfiillt ist, wenn = aus dem Konvergenzintervall der
Reihe ist (siehe Beispiel (1 + ) unten).

Wenn man f*)(z) in der Grenzwertbildung nicht beriicksichtigen muss oder
wenn |f®)(zy)| < M mit einer von k unabhingigen Konstanten M > 0 gilt,
ergibt sich die Bedingung (3.48) sofort. Betrachten wir z.B. die weiter oben disku-
tierte Funktion f(z) = (14 ) fiir reelle Potenzen «. Nach dem Satz von TAYLOR
erhdlt man am Entwicklungspunkt zg = 0 die Beziehung

(1+a)=>" (Z‘)ﬁ + R, (x)

. k=0
mit

Ry (2,0) =: Ry (z) = (n j‘_ 1) (1 4o gt

Dabei haben wir den Binomialkoeffizienten (%) = w fiir reelle o
genutzt, wobei () = 1 gilt und () = 0 fiir ganzzahlige a mit n > « ist. Fiir

0 < z < 1 kann man zeigen, dass

(1+a)* = i (Z)xk

k=0

gilt. Dass die Reihe Y77 | ()" fiir |z| < 1, also insbesondere fiir 0 < z < 1 kon-
vergent ist, sieht man mit der Berechnung des Konvergenzradius p. Man erhalt
(Satz 3.24)

i ) B
= ey T =

Damit erkennt man zum einen, dass die Reihe fiir 0 < 2 < 1 konvergent ist, und
zweitens, dass die Folge der Summanden ({)z* eine Nullfolge sein muss, denn

das ist notwendig fiir die Konvergenz. Fiir die Folge (R, (z)) bedeutet das

1
Rl =1, 5 e o =1(L S e

bzw.
|Ru(z)| < (n j‘_ 1>x"+1| fiirn > a,

da (1+&"1 > > 1wegen0 < £ < zbein > « ist. Weil, wie oben gezeigt,
|(,51)=" ] fiir n — oo gegen Null strebt, gilt dies auch fiir |R, ()| und damit
auch fiir die Restgliedfolge (R, (x)). Damit ist gezeigt, dass die Funktion f(z) =

(14 2)> fir 0 < z < 1 gleich der Summe ihrer TAYLOR-Reihe ist.

3.9 FOURIER-Reihen

In der Physik und im Ingenieurwesen spielen periodische Vorgange eine grofie
Rolle. Sie treten in Form von mechanischen oder elektrischen Schwingungen,
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f(x)

Abb. 3.20. L-periodische Funktion mit Periodizititsintervallen
[Io + k‘L7I0 + (k + ]N)L[7 o € R

Wellen, Drehbewegungen vielfach auf. In der jiingsten Vergangenheit wurden
auch zahlreiche periodische Phdnomene in Sozial- und Wirtschaftswissenschaf-
ten entdeckt. Das Darstellen beliebiger periodischer funktionaler Zusammenhén-
ge durch Reihen von Kosinus- und Sinusfunktionen ist dabei die mathematische
Grundaufgabe.

3.9.1 Periodische Funktionen

Definition 3.17. (periodische Funktion)
Unter einer periodischen Funktion verstehen wir eine Funktion f : R — R, die
die Gleichung

flz+L) = f(z) (3.48)

fur alle z € R erfiillt. Dabei ist L eine positive Konstante. Das kleinste L > 0,
dass (3.48) erfiillt, heifst die Minimalperiode oder auch primitive Periode von
f. Jedes n-fache (n € N) der Minimalperiode ist wieder Periode. Man nennt f
auch L-periodische Funktion. Z.B. hat f(z) = sinx die Minimalperiode 27 und
ist eine 2w-periodische Funktion, aber auch eine 47-, 67-,... periodische Funktion.
Ist von einer L-periodischen Funktion die Rede, so bedeutet L in der Regel die
Minimalperiode.

Teilt man die reelle Achse in Intervalle der Liange L ein, z.B. in Intervalle
[kL, (k+1)L] (k ganzzahlig), so ist der Graph von f auf allen diesen Interval-
len gleich. Die Funktionen cosz und sinz sind wichtige Beispiele periodischer
Funktionen mit der Periode 27. Die Funktionen

sin(na) cos(nx) furneN

haben die Minimalperioden 2* und damit auch die Periode 2.
Definition 3.18. (trigonometrisches Funktionensystem)
Die Funktionen 1, sin(nx), cos(nz) fur n € N bilden das trigonometrische Funk-

tionensystem {1, sin nz, cos nz}.



3.9 FOURIER-Reihen 233

Im Weiteren wird es darum gehen, periodische Funktionen durch Linearkombi-
nationen von Elementen des trigonometrischen Funktionensystems zu approxi-
mieren.

Durch eine einfache Transformation bzw. Substitution kann man jede L-periodi-
sche Funktion f(z) in eine Funktion mit der Periode 27 verwandeln. Wir substitu-
ieren z = t£ und bilden die L-periodische Funktion f(z) umkehrbar eindeutig
auf die 2w-periodische Funktion

5 L

HOPIT=Y
ab. Aus f(t) gewinnt man durch f(z) = f (27 7) die L-periodische Funktion f(x)
wieder zurtick. Dieser Fakt rechtfertigt im Weiteren die vorzugsweise Betrach-
tung von 27-periodischen Funktionen.

3.9.2 Trigonometrische Reihen, FOURIER-Koeffizienten

Es sei f : R — R eine beliebige 2m-periodische Funktion. Unser Ziel besteht im
Folgenden darin, diese Funktion mit geeigneten reellen Konstanten ag, a1, ...,
b1,ba, ... durch eine Reihe der Form

NE

a
+

?O (an cos(nzx) + by, sin(nx)) (3.49)

Il
—

n

darzustellen. Die Reihe (3.49) heif$t trigonometrische Reihe und ist definiert durch
die Partialsummenfolge (s,,) der trigonometrischen Polynome

mZEO Zancosn;v )+ bpsin(nx)), m=01.2,....

Setzt man fiir a2 + b2 > 0
bn . an
CoS ¢, = —F—— sin ¢, = ——
Y R N R
so erhdlt man unter Nutzung des Additionstheorems fiir die Sinusfunktion

m

_ % + Z Va2 + b2 sin(nx + ¢p,) .
n=1

Es gilt die Frage zu beantworten, ob

flz) = % + Z(an cos(nx) + by, sin(nx))

n=1

= lim [— + Z ay, cos(nz) + by, sin(nz))) (3.50)
n=1
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tatsdchlich gelten kann, wenn man die Koeffizienten ag, a1, ... und by, bs, ... ge-
eignet wiahlt. Zur Kldrung dieser Fragen nehmen wir an, dass f(z) durch eine
solche Reihe (3.49) wirklich dargestellt werden kann und setzen des Weiteren die
gleichméfsiige Konvergenz dieser Reihe voraus. Wir fragen dann nach den Koef-
fizienten a,, by, d.h. wir leiten Bedingungen her, die die Koeffizienten notwen-
dig erfiillen miissen, wenn f(x) durch eine gleichmégig konvergente Reihe (3.49)
dargestellt wird.

Zur Bestimmung der Koeffizienten:

Beide Seiten der Gleichung (3.50) werden mit sin(kz) multipliziert (k € N, fest)
und anschliefSend tiber das Intervall [—7, 7] integriert. Durch die Annahme der
gleichmiéfiigen Konvergenz kann man die Reihe gliedweise integrieren. Man er-
hélt also

: f(z)sin(kx) dx = C;—O /7r sin(kx) dx +

—T

+ g (an /_: cos(nx) sin(kx) dx 4+ bn/

—T

™

sin(nx) sin(kx) dm) . (3.51)

Mit Hilfe der Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen (3.30), (3.31)
kann man die Produkte cos(nz) sin(kz) und sin(nz) sin(kz) in Summen umwan-
deln, die leicht zu integrieren sind:

cos(nx) sin(kx) = %{sin[(n + k)x] —sin[(n — k)] } ,
sin(nx) sin(kx) = %{cos[(n + k)x] — cos[(n — k)x]} ,
cos(nz) cos(kx) = %{cos[(n + k)x] + cos[(n — k)x]} .

Man erhilt dann die

Orthogonalitatsrelationen fiir das trigonometrische Funktionensystem (%, n €
N):

/ cos(nz)sin(kx)dz = 0,

—T

/ sin(nz) sin(kx)de = 7, (3.52)

—T

/ cos(nz) cos(kx)dx = Oppm .

—T

Wir erinnern dabei an das KRONECKER-Symbol 4,1, das durch 4, = 0 fiir n # k
und 6, = 1 fiir n = k definiert ist. Aufgrund der Orthogonalititsrelationen
verschwinden auf der rechten Seite von (3.51) alle Integrale bis auf das Integral
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ffﬁ sin?(kz) dz, so dass aus (3.51) die Gleichung

f(z)sin(kx) dx = bk/ sin?(kx) do = b (3.53)
folgt. Multipliziert man (3.49) fiir £ € N U {0} mit cos(kx) und integriert tiber
das Intervall [—m, 7], so erhélt man fir k£ € N mittels (3.52) und fir £ = 0 durch
gliedweise Integration der Reihe (3.49) selbst die Gleichung

BT Al L
Die Auflosung nach den Koeffizienten liefert die Berechnungsformeln
ay, = 7lr i f(z)cos(nx)dz fir n=0,1,2,..,
- (3.55)
by, = % . f(z)sin(nx)dr fur n=123,...

Diese Methode zur Berechnung aller Koeffizienten ist von FOURIER entdeckt wor-
den, weshalb die Approximation periodischer Vorgdnge mit Sinus-Kosinus-Po-
lynomen auch FOURIER-Analyse genannt wird. Die in (3.55) definierten Zahlen
ay, b, heiflen FOURIER-Koeffizienten der Funktion f.

An dieser Stelle weisen wir darauf hin, dass Orthogonalitit bisher durch die Aus-
wertung von geeigneten Skalarprodukten erkldart wurde und wird (siehe dazu
auch Kapitel 4). Durch

)=+ [ s ds 56)

ist offensichtlich ein Skalarprodukt auf dem Raum der reell-wertigen 27-periodi-
schen Funktionen definiert. Dieses Skalarprodukt induziert durch

[z = V{f ) (3.57)

auch eine Norm auf dem Funktionenraum, die auch als L;-Norm bezeichnet
wird. Wenn wir die Elemente des trigonometrischen Funktionensystems mit

{pj(x),j=12,...}, (3.58)

wie folgt erkldren: ¢ (z) = %, ¢2(7) = sinz, p3(x) = cosx, pa(x) = sin(27),. ..,
dann stellt man unter Berticksichtigung der Beziehungen (3.52) fest, dass

(bj, k) = 05k
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gilt, also sind die Elemente von (3.58) beztiglich des Skalarproduktes (3.56) or-
thogonal und haben jeweils die Norm eins, d.h. sie sind orthonormal.

Das Problem besteht nun darin, dass man nicht a-priori weif3, ob die Reihe gleich-
mafig konvergiert. Immerhin kann man aber die Formeln (3.55) fiir jede inte-
grierbare Funktion f anwenden und damit formal die Reihe

O o0
5 Z ap, cos(nz) + by, sin(nz)) (3.59)

bilden. Sie heifst FOURIER-Reihe von f.
Diese Reihe (3.59) kann man mit den Koeffizienten

auch in der Form
> fedr(@) (3.61)
k=1

darstellen. Die Aquivalenz der Darstellungen (3.59) und (3.61) ist offensichtlich.
Um anzudeuten, dass die Reihe iiber die FOURIER-Koeffizienten (3.55) mit einer
2m-periodischen Funktion f(z) in Verbindung steht, verwendet man die Bezeich-
nung

flx) ~— —|— Z (an cos(nzx) + by, sin(nx)) .

Es bleibt die Frage zu beantworten: Fiir welche Funktionen f konvergiert deren
FOURIER-Reihe gegen f, d.h. wann kann man ~ durch ein Gleichheitszeichen er-
setzen? Gliicklicherweise kann man diese Frage fiir die meisten im Ingenieurwe-
sen vorkommenden periodischen Funktionen positiv beantworten, ndmlich fiir
stiickweise glatte Funktionen.

Definition 3.19. (stiickweise glatte Funktion)
Eine auf einem Intervall I definierte Funktion f heifit stiickweise glatt (s. auch
Abb. 3.21), wenn gilt:

a) f ist stetig differenzierbar, ausgenommen auf einer Menge von Punkten, die
sich in I nirgends hadufen.

b) In diesen Ausnahmepunkten z; existieren die rechts- und linksseitigen Grenz-
werte f(z; + 0) und f(z; — 0) sowie f'(z; + 0) und f'(xz; — 0). Gemaf den
Definitionen der einseitigen Ableitungen bedeutet das die Existenz der Grenz-
werte

f’($i+0)Zhgrg}rof(xiJrh);f(xiJro)

)

(3.62)

f/(xi—()):hggl_of(xﬂrh);f(xifo)'
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¢) In allen Punkten z; ist der Funktionswert f(x;) das arithmetische Mittel der
einseitigen Grenzwerte

Fl) = (7w +0) + Flai —0)) 363

f(x)

’21 ’éz X
! I !

Abb. 3.21. Stiickweise glatte Funktion

Die Forderung c) ist stark auf FOURIER-Reihen zugeschnitten, wie man im Folgen-
den sehen wird. Schliefilich gilt der folgende Satz, dessen Nachweis den Rahmen
dieses Buches sprengen wiirde.

Satz 3.29. (Konvergenz von FOURIER-Reihen)

Ist f : R — R eine 2m-periodische, stiickweise glatte Funktion, so konvergiert ihre
FOURIER-Reihe punktweise gegen f. In jedem abgeschlossenen Intervall ohne Unstetig-
keitsstellen von f ist die Konvergenz dariiberhinaus gleichmifig.

An Unstetigkeitsstellen konvergiert die FOURIER-Reihe damit gegen das arith-
metische Mittel f(z;) = 3(f(x; + 0) + f(z; — 0)) von links- und rechtsseitigem
Grenzwert.

Eine wichtige Ungleichung fiir die FOURIER-Koeffizienten liefert der folgende
Satz.

Satz 3.30. (BESSELsche Ungleichung)
Fiir jede auf [—m, 7| quadratisch integrierbare Funktion f(x) gilt fiir alle n € N die
BESSELsche Ungleichung

2 w g
g 2 l 2
> + k§=1 a2 + b?) - _ﬂf (x)dx . (3.64)

Dabei sind ay,, by, die FOURIER-Koeffizienten (3.55) von f.

Beweis: In der folgenden Herleitung wird die quadratische Klammer im Integral ausmul-
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tipliziert. Die Verwendung der Orthogonalitédtsrelationen (3.52) ergibt dann:
0< [T (fx) — [%+ > (akcos(kz) + by sin(kz))] )2 da
= L (@ -2/ @[]+ []) de
= T @) de -7 (D + Thi(ad +0])
O
Mit Hilfe bestimmter Eigenschaften des trigonometrischen Funktionensystems

(”Vollstandigkeit”) erhdlt man aus der BESSELschen Ungleichung (3.64) fiir n —
oo die

PARSEVALsche Gleichung:

o0

Y@= [ Py (3.65)

k=1

2
%
2

Aus (3.65) (aber auch schon aus (3.64)) folgt, dass die Reihe auf der linken Seite
konvergent ist, woraus man erkennt, dass die FOURIER-Koeffizienten einer inte-
grierbaren Funktion Nullfolgen sind:
lim a; =0, lim b, =0. (3.66)
k—o0 k—o0
Mit den oben eingefiihrten Koeffizienten (3.60) erhdlt man die etwas “kompak-
tere” Form der BESSELschen Ungleichung bzw. der PARSEVALschen Gleichung,
und zwar

BESSELsche Ungleichung

n 1 i
<t [ e =3,
k=1 -

bzw.
PARSEVALsche Gleichung:

Sit== | P =

k=1

Hier gilt fiir die Koeffizientenfolge f; analog zu den a; und by:
klingo S =0

Der folgende Satz ergianzt die Aussage des Satzes 3.29 und bildet unter gewissen
Voraussetzungen an die periodische Funktion die Grundlage fiir das gliedweise
Differenzieren und Integrieren von FOURIER-Reihen.
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Satz 3.31. (punktweise und gleichmifige Konvergenz)

Ist f eine stetige, stiickweise glatte Funktion der Periode 2, so konvergiert ihre FOURIER-
Reihe gleichmiiflig und absolut gegen f. Fiir ihre FOURIER-Koeffizienten ay, by, folgt au-
ferdem die Konvergenz der Reihen

(oo} oo

Slarl. Y Ibal

k=1 k=1

Beweis: Aus (|A| — |B|)? > 0 folgt 2| AB| < A* + B, Damit gilt mit A = § und B = kax
die Ungleichungskette

2ax cos(kz)| < 2lax| = %mak\ < 1?12 + (kag)? (3.67)
und analog
. 1
2|by sin(kz)| < 2|bx| < =t (kby)? (3.68)

fiir k € N. Die Ableitung f’ wird an ihren Sprungstellen durch das arithmetische Mittel ih-
rer einseitigen Grenzwerte erklart. Die FOURIER-Koeffizienten von f’ sind kb, und —kax,
wie man durch partielle Integration der Integraldarstellungen der FOURIER-Koeffizienten
von f’ herausfindet. Die BESSELsche Ungleichung fiir f’ ergibt damit die Konvergenz der
Reihe

o0

Zkz akerk

k=1
Die obigen Ungleichungen (3.67) und (3.68) ergeben

k2

1
|ak cos(kz) + br sin(kx)| < |ag| + |bk] < = + ?(

1< an +b3) . (3.69)
Da} 2, ( (af +b3) + ) konvergiert, ist diese Reihe eine Majorante fiir

> e |lak cos(kx) + by s1n(l<:z) |, wie auch fiir die Reihen > 72 | |ax| und > ;2 |bx|. Daraus
folgt die Behauptung des Satzes. O

Bisher wurde bei den Konvergenzuntersuchungen der Abstand zwischen der
Funktion und der FOURIER-Reihe als maximaler Betrag der Differenz zwischen
Funktion und Reihe auf dem Periodizitétsintervall [—, 7] betrachtet und in den
Sétzen 3.29 und 3.31 die gleichmafiige Konvergenz fiir stetige, stiickweise glat-
te Funktionen festgestellt. Misst man den Abstand zweier Funktionen f, g nicht
am Maximum der Differenzen aller Funktionswerte auf [—7, 7], sondern mit der
Lo-Norm der Funktionsdifferenz, also

If = gll2 == % (/_7; |f(2) —g(ﬂv)lgdﬂc>l/2 :

kann man auf die Voraussetzung der stiickweisen Glattheit verzichten. Es gentigt
dann die sttickweise Stetigkeit:
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Satz 3.32. (Konvergenz im quadratischen Mittel)

Die FOURIER-Reihe einer auf [—m, | stiickweise stetigen Funktion f konvergiert auf
[—m, ] stets im quadratischen Mittel gegen f, d.h. fiir die Partialsummen s,, der FOU-
RIER-Reihe von f gilt

lim ||f —sm|l2=0.
m— 00

Die Konvergenz im quadratischen Mittel ist dann bei Approximationen ausrei-
chend, wenn ”Ausreifier”, d.h. irgendwelche Spitzen, Zacken in Funktionsgra-
phen unbedeutend fiir den zu untersuchenden periodischen Vorgang sind. Es ist
[|lf — gll2 = 0 insbesondere dann, wenn sich f und g nur an endlich vielen Stel-
len in [—7, 7] voneinander unterscheiden. Haben Ausreiler im Funktionsverlauf
eine entscheidende Bedeutung oder sind unbedingt zu vermeiden, muss man
punktweise oder gleichméflige Konvergenz benutzen. Die Abb. 3.22 zeigt die
unterschiedlichen ”Abstdnde” zweier Funktionen. Entscheidend fiir die Grofie
[|f — gl|2 ist nicht der Ausreifler, sondern der Inhalt der Fliche, die zwischen den
Graphen der Funktionen f und g entsteht. Und dieser Flacheninhalt kann trotz
einer sehr groflen maximalen Funktionsdifferenz sehr klein sein.

y| If-gll~
-

a b x
Abb. 3.22. Normen der Funktionsdifferenz f — g

Soll die 27-periodische Funktion f durch ein trigonometrisches Polynom s,, (z) =
20 13 lak cos(kx) 4 by sin(kx)] approximiert werden, so gilt der folgende Satz,
der eine eindrucksvolle Rechtfertigung fiir die Befassung mit FOURIER-Reihen
liefert.

Satz 3.33. (Approximation im quadratischen Mittel)

Sei m € N beliebig vorgegeben. Der quadratische Fehler der Approximation einer be-
schrinkten, 2m-periodischen Funktion f durch ein trigonometrisches Polynom der Form
Sy in der Lo-Norm, d.h.

17 = sl = %5 [ (@) = sm(@)?

s

wird genau dann minimal, wenn die Koeffizienten ag und ay, by, k =1,2,... gerade die
FOURIER-Koeffizienten der Funktion f sind. Fiir den Fehler gilt

™

1 TR
1f = smll3 = — f()dx»;MZawb? (3.70)

— —1
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Beweis: Der Nachweis dieser wichtigen Aussage ist nicht kompliziert aber etwas miihse-
lig. Deshalb beschranken wir uns auf eine gerade 27-periodische Funktion f mit f(0) =0
und suchen unter allen trigonometrischen Polynomen g, (z) = > -, Ax cos(kz) das Po-
lynom mit

/_7r (f(z) — gm(x))? de = min! .

Es ergibt sich unter Nutzung der Definition der FOURIER-Koeffizienten und der Orthogo-
nalitétsrelationen (3.52)

/ " (@) = gm(@))? do = / T (@) =3 Ax cos(ka))? da
:/W () d;r:—2/7r f(x)iAk cos(kx)dm—k/ﬂ (Zm:Ak cos(ka))? da

T k=1

/ f2(:r x—QZAk/ f(z) cos(kx) das—i—/ ZAkcos kz))” dx

T k=1

/ 2 (z) dx — 27rZAkak + / Z ArAj cos(kx) cos(jzx)) dx

T k=1

m

/ F2( dm—QWZAkak—&—WZAQ

Die Division durch 72 und eine quadratische Ergénzung ergeben

% W(f() gm(z [f )dz + — [Z k—ak Zai.

- k,j=1 =1

Man erkennt sofort, dass die rechte Seite am kleinsten wird, wenn die A gerade gleich
den FOURIER-Koeffizienten aj, sind. O

Die Beziehung (3.70) gibt Auskuntft {iber einen integralen Fehler. Eine quantitati-
ve Abschitzung des Fehlers r(x) = f(x) — s, (z) fiir einen bestimmten z-Wert ist
bei der FOURIER-Approximation im Unterschied zur Approximation von Funk-
tionen durch TAYLOR-Polynome, wo man den Fehler z.B. durch das LAGRANGEsche
Restglied (3.46) fiir einen beliebigen z-Wert aus dem Definitionsintervall quanti-
tativ beschreiben kann, nicht moglich.

Nach den vielen Sitzen und den Beweisen soll nun auf einige Beispiele und prak-
tische Aspekte der Berechnung von FOURIER-Reihen eingegangen werden. Wenn
man die Berechnungsformeln fiir die FOURIER-Koeffizienten ansieht und an die
Integration gerader oder ungerader Funktionen tiber das Intervall [—7, 7] denkt,
dann kommt man schnell zu der Folgerung, dass die FOURIER-Reihe einer unge-
raden Funktion eine reine Sinusreihe, und die einer geraden Funktion eine reine
Kosinusreihe (einschliefllich einem konstanten Glied) ist. Wir haben dies beim Be-
weis von Satz 3.33 bereits benutzt. Fiir die FOURIER-Koeffizienten einer geraden
Funktion f gilt

ak = — i f(x) cos(kz) dz / f(z)cos(kx)dx und b, =0. (3.71)

™

—T
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Im Fall einer ungeraden Funktion f erhilt man fiir die FOURIER-Koeffizienten

b= [ s@sin)de =2 [ @)sintha)dr und a=0, 672)
™ Jo

T J—n

denn das Produkt einer ungeraden Funktion f mit der ungeraden Sinusfunktion
ist eine gerade Funktion g und fiir gerade Funktionen gilt

/: g(z) dz /OW () dx+/0ﬂ g9(x) dz

_ _/Oﬂg(a:)da:+/07rg(x)d$
= et [ =2 [y 67

Da das Produkt einer geraden Funktion f mit der geraden Kosinusfunktion wie-
der eine gerade Funktion ist, beweist (3.73) auch die Formel (3.71). Dass bei gera-
den Funktionen die Koeffizienten b5, und bei einer ungeraden Funktion die Koef-
fizienten a;, verschwinden, folgt daraus, dass in beiden Féllen Integrale von —
bis 7 tiber ungerade Funktionen zu bilden sind.

Beispiel (Sdgezahnkurve): Wir betrachten bei a > 0 die Funktion

ax fir — <z <7
f(m)_{() firz=m

und denken uns die Funktion zu einer 2m-periodischen Funktion auf R fortge-
setzt.

Abb. 3.23. Sdgezahnkurve

f ist eine ungerade Funktion und damit gilt a,, = 0 fiir alle n = 0,1,2, .... Die b,
berechnet man mit der Formel (3.72) zu

2 T
b, = - zsin(nz) dex =
T Jo
2 . 2a(—1)"+!
_ 2 ({_xcos(nx)] 4 7/ cos(nz) dx) — 2a(=1)""" )
v n o nJo n

Damit folgt die Reihendarstellung der Sagezahnkurve

#o) = 2 (sinx sin(2r) sinéBx) - +> |

1 2
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Setzt man a = 1 und betrachtet nur z-Werte aus | — 7, 7, so erhélt man fir
—m < x < 7w die Formel

R (smx sin(2x) n smg?)x) 3 +> 7

1 2

und damit die erstaunliche Darstellung einer sehr einfachen Funktion durch die
Kombination sich wild bewegender Sinusfunktionen. Nach Satz 3.29 konvergiert
die FOURIER-Reihe punktweise gegen f, da f stiickweise glatt im Sinne der De-
finition 3.19 ist. In jedem abgeschlossenen Intervall, das die Sprungstellen kx
(k € Z) nicht enthailt, ist die Konvergenz sogar gleichmaflig.

3.9.3 Fortsetzung zu periodischen Funktionen

Hat man eine Funktion f : [0, L[— R gegeben und interessiert sich fiir eine Ap-
proximation dieser Funktion durch eine trigonometrische Reihe, dann hat man
dazu mehrere Moglichkeiten. Man muss f periodisch fortsetzen, d.h. man muss
eine periodische Funktion F' : R — R finden mit F'(t) = f(¢) auf [0, L[. Es bieten
sich fiir die Fortsetzung drei Moglichkeiten an. & sei eine beliebige ganze Zahl.

a) Direkte Fortsetzung der auf [0, L[ gegebenen Funktion zu einer L-periodischen
Funktion F'(¢):

F(t)=f(t—kL) fir kL<t<(k+1)L.

b) Ungerade Fortsetzung zu einer 2L-periodischen Funktion F'(¢):

() fur0<t< L
F(t) =< f(0) furt=1L
—f(—=t) fur —L<t<0

Die hiermit fiir —L < ¢ < L definierte Funktion F'(¢) wird durch F (¢t + 2k L) =
F(t) (—L < t < L) zu einer 2L-periodischen ungeraden Funktion.

¢) Gerade Fortsetzung zu einer 2L-periodischen Funktion F'(t):

f(t) fur0<t<lL
Fit)=< f(0) furt=1L
F(—t) fir —L<t<0

Die so fiir —L < ¢t < L definierte Funktion wird durch F(¢t + 2k L) = F(t)
(—L <t < L) zu einer 2L-periodischen geraden Funktion.

In den Abbildungen 3.24, 3.25 und 3.26 sind die Fortsetzungen graphisch darge-
stellt.

Mit einer geraden Fortsetzung ist es moglich, die Funktion f : [0, L[+ R durch
eine reine Kosinusreihe zu approximieren, und mit einer ungeraden Fortsetzung
erhélt man als FOURIER-Reihe eine reine Sinusreihe.



244

Kapitel 3: Reihen

/ f(t)//
2L -L ‘ L 2. 3Lt

Abb. 3.24. Fortsetzung zu einer L-
periodischen Funktion

/// (t) ///
_aL -% L/L Lt

Abb. 3.25. Ungerade Fortsetzung zu einer
2L-periodischen Funktion

-2L  -L L 2L 3Lt

ft) /
t
7 e
-1 1 2 3t

Abb. 3.27. Ungerade Fortsetzung von e
fur0 <t <1

Abb. 3.26. Gerade Fortsetzung zu einer
2L-periodischen Funktion

Beispiel: Betrachten wir die Funktion f(t) = e' auf dem Definitionsintervall [0,1].
Durch

[ o=
Fo) = { (1) = et

und F(t) = F(t — 2k), 2k — 1 <t < 2k + 1, haben wir f zu einer 2-periodischen
ungeraden Funktion ' : R — R fortgesetzt. Fiir die FOURIER-Koeffizienten by,
ergibt sich mit den im folgenden Abschnitt allgemein hergeleiteten Formeln (3.75)

0<t<1
-1<t<0

1 1
b, = 2/ e’ sin(ktr) dt = [2¢ sin(ktr)]} —2/ e' cos(ktm)km dt
=0

1
= —[2¢' cos(ktm)kn] — k772/ e’ sin(ktm)kr dt
0
= 2(—e(=1)F + Dkr — (kr)%by,
und damit erhdlt man

k(1 — e(—1)F)

= fii =1,2,3,...
bk ¥ (k)2 ur k ,2,3,

und die FOURIER-Reihe von F'(t) hat die Form

k(1 —e(=1)%) .
Qw;(l_’_(éﬁ)g)sm(k‘tw).
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)
5
s S S5
3 | |
s A\ |
1] A 1]
32 3
1 t 1 t

Abb. 3.28. Approximation von e’ auf Abb. 3.29. Approximation von e’ auf
[0,1] durch trigonometrische Polynome bis [0,1] durch ein trigonometrisches Polyno-
zum Grad 5 me mit dem Grad 50

Das Uberschwingen der trigonometrischen Polynome am Rand des Intervalls
[0,1], also an der Sprungstelle (s. Abb. 3.29), ist keine Einzelerscheinung im kon-
kreten Beispiel der trigonometrischen Approximation der Funktion f(t) = e.
Man nennt es GIBBSsches Phianomen und es ist eine allgemeine Erscheinung. Da-
bei wird an der Sprungstelle die Funktion f(t) durch das Polynom s,,(t) (m-te

Partialsumme der FOURIER-Reihe) fiir grofie m um 17,89% tiberschwungen.

3.9.4 Formeln fiir den Fall einer L-periodischen Funktion

Da die periodischen Vorgédnge i. Allg. eine Periode L # 27 haben, sollen fiir
diesen Fall die Konsequenzen fiir die wichtigsten Formeln und Ungleichungen
bzw. Gleichungen der FOURIER-Analyse hergeleitet werden. Das geht recht ein-
fach und zwar im Wesentlichen durch die Nutzung der Substitutionsregel bei der
Integration. Wenn f L-periodisch ist, ist die Funktion f(t) = f (t£) eine Funktion
mit der Periode 27, denn es gilt, wie in Abschnitt 3.9.1 bereits bemerkt,

. L L L

f(H‘?W)Zf((t+27f)%)Zf(tg‘*‘L):f(tg)Zf(t)-

Wenn wir z.B. die FOURIER-Koeffizienten ay, fiir die 2m-periodische Funktion f
betrachten, ergibt sich

ar =~ i f(t) cos(kt) dt:% ! f(t%)cos(kt) dt .

—T —T

Mit der Substitution 7 = t% erhilt man

L L
2 2r 2 2 [2 2
ax = - F(r)costhr ) T dr = = [ £(r) cos(hr =) dr .

[Nl
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Berticksichtigt man, dass man das Integrationsintervall der Liange L einer L-
periodischen Funktion verschieben kann, und fiihrt man mit w = 2{ die so ge-
nannte Kreisfrequenz ein, so erhdlt man

L
= % / f(r)cos(kwr)dr fur k=0,1,2,... (3.74)
0
2 L
= —/ f(r)sin(kwr)dr fur k=1.2,.... (3.75)
0
Es ist also
f(t) ~ % + Z[ak cos(kt) + by sin(kt)] .

b
Il
—

Wegen f(t) = f(2£t) = f(wt) folgt als FOURIER-Reihe fiir die L-periodische
Funktion f

ft)~ %

50 + 5 [ay cos(kwt) + by sin(kwt)]

NE

>
Il
—

mit den Koeffizienten (3.74) und (3.75). Die BESSELsche Ungleichung (3.64) und
die PARSEVALsche Gleichung (3.65) haben fiir L-periodische integrierbare Funk-
tionen die Form

—/ 2q¢ > 20 +Zak+b2

bzw.
2 [uora =S ).

Beispiel: Es soll die FOURIER-Reihe der 2-periodischen Funktion
ft) =

t—1 fir 0<t<?2
0 fir t=0

bestimmt werden.

Als Kreisfrequenz erhalten wir w = 2F = 7. Wir betrachten die direkte (ungera-
de) Fortsetzung (Abb. 3.30), wobei alle Koeffizienten a;, verschwinden. Dass bei
geraden Funktionen alle by, gleich Null sind und bei ungeraden Funktionen alle
a, gleich Null sind, gilt nattirlich auch fiir L-periodische Funktionen. Fiir die b
erhilt man

9 [2 2 2
b = 5/ (t — 1) sin(ktr) dt = / tsin(ktm) dt — / sin(ktr) dt .
0 0 0



3.9 FOURIER-Reihen 247
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Abb. 3.30. Ungerade fortgesetzte 2- Abb. 3.31. Gerade Fortsetzung von f(t) =
periodische Funktion f(t) t — 1 zu einer stetigen Funktion

Die Auswertung der Integrale ergibt

_ —cos(ktm) , 2 _ cos(ktm) cos(ktm) ,

und damit b, = —tw 2 = —2Z firk = 1,2,.... Damit hat die FOURIER-Reihe
der Funktion die Gestalt

o0

=2 2 sin( Imt
= sin(krt) = — = 7
"D g = =23 T (3.76)

k=1

3.9.5 Gliedweise Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit
von FOURIER-Reihen

Die Sétze 3.20 und 3.21 ergeben zusammen mit dem Satz 3.31, dass die FOURIER-
Reihe einer stetigen und stiickweise glatten periodischen Funktion f gliedweise
integrierbar ist. Ist die Ableitungsreihe >",- , f;. gleichmaBig konvergent, so kann
man die FOURIER-Reihe von f auch gliedweise differenzieren.

Die Voraussetzungen an f sind oft nicht erfiillt, speziell die Anforderungen an
die Ableitungsreihe. In vielen praktischen Fillen hat man periodische, unsteti-
ge, nicht differenzierbare Vorgénge zu analysieren. Deshalb wollen wir die Frage
beantworten, ob eine punktweise konvergente FOURIER-Reihe gliedweise inte-
grierbar bzw. differenzierbar ist. Wir betrachten dazu mit

. ao

Z ay, cos(kx) + by sin(kx)]
k=1

eine in einem Intervall I, das den Punkt 2 = 0 enthalt, konvergente FOURIER-
Reihe. Die formale gliedweise Integration der rechten Seite von 0 bis z ergibt

%/0 df—l—kz:;[ak/o cos(k€) df—i—bk/o sin(k€) d¢]

= %x + i[a]: sin(kz) — %(cos(kx) -1)]. (3.77)
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Nach der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung (1.8) gilt fiir endliche Summen

i

Da aber } .7, 7z und aufgrund der PARSEVALschen Gleichung (3.65) auch
S72, a? konvergieren, ist die Reihe 72, 1! und analog die Reihe Y72, %
konvergent Aus dem Majorantenkriterium folgt damit die absolute Konvergenz

der Reihe (3.77). Da sich die naheliegende Vermutung

/Omf(f) +Z—smkx —b—coskx ki_o:k];

nachweisen lasst, gilt der folgende Satz.

Satz 3.34. (Integration einer FOURIER-Reihe)

Eine punktweise konvergente FOURIER-Reihe kann man gliedweise integrieren und es
gilt

= [ #erde — %r = 3 (% sin(hr) — % costha)] + >k

k=1

wobei die Reihe fiir alle x € R gleichmiflig gegen F(x) konvergiert.

Etwas komplizierter ist die Frage nach dem gliedweisen Differenzieren einer
FOURIER-Reihe. Natiirlich gilt der allgemeine Satz 3.20. Man sieht aber an einem
ganz einfachen instruktiven Beispiel, dass man FOURIER-Reihen im Allgemeinen
nicht gliedweise differenzieren darf. Die FOURIER-Reihe (3.76) konvergiert an al-
len Stetigkeitsstellen, also auch im Intervall |0,2[ punktweise gegen die Funktion
f(t) =t — 1. Die Ableitungsreihe von (3.76) hat die Form

-2 i cos(ktm) . (3.78)

Wiéhrend die FOURIER-Reihe fiir den Stetigkeitspunkt ¢ = 1 exakt den Funktions-
wert 0 hat, erhdlt man fiir die Ableitungsreihe mit

[ee]

—2Zc05 (k) —22

eine divergente Reihe, obwohl die zu approximierende Funktion an der Stelle
t = 1 keinen Sprung hat und tiberdies auch differenzierbar ist.

Die im Beispiel gewdhlte direkte Fortsetzung ergab eine unstetige periodische
Funktion. Setzt man nun f(t) = ¢t — 1 gerade fort zu einer 4-periodischen Funk-
tion, die stetig auf ganz R ist (Abb. 3.31), erhélt man eine reine Kosinusreihe mit
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den Koeffizienten
2 k
™ (-1 =1
ap = t—1)cos(kt=)dt = ——5—,
= ) ety = S

und damit die FOURIER-Reihe
= (-1)kF -1 w
—————cos(kt>)
2 g

mit der Ableitungsreihe
sin((2k — 1)t3)

4
—Z ]3 smkt 7;; ok 1

Fiir t = 1 erhalten wir aus der Ableitungsreihe mit

Y I PR SV S S
™ 2%k—1 =« 3 5 7

jus
2

eine alternierende und nach LEIBNIZ konvergente Reihe. Entscheidend fiir diese
positive Wandlung im Vergleich zur unstetigen direkten ungeraden Fortsetzung

ist die Tatsache, dass die gerade fortgesetzte Funktion stetig ist.

Im Unterschied zu einer Potenzreihe kann man eine punktweise konvergente
FOURIER-Reihe, die die Funktion f(x) darstellt, im Allgemeinen nicht gliedweise
differenzieren.

Satz 3.35. (Differentiation einer FOURIER-Reihe)

Eine punktweise konvergente FOURIER-Reihe, die die Funktion f(x) darstellt, kann
man nur dann gliedweise an einer Stelle x differenzieren, wenn die Ableitungsreihe im
Punkt x konvergent ist. Im Fall der Konvergenz stellt die Ableitungsreihe f'(x) dar.
Hinreichend fiir die Konvergenz der Ableitungsreihe ist die Stetigkeit und die stiick-
weise stetige Differenzierbarkeit von f.

3.9.6 Komplexe Schreibweise von FOURIER-Reihen

Obwohl wir bisher nur reell-wertige periodische Funktionen betrachtet haben,
erweist sich in vielen Bereichen der Technik die komplexe Schreibweise von FOU-
RIER-Reihen oft als sehr brauchbar. Deshalb wollen wir ausgehend von den reel-
len FOURIER-Koeffizienten die komplexe Schreibweise herleiten.

Wir wissen, dass jede stiickweise glatte, 2m-periodische Funktion f : R — R in
eine FOURIER-Reihe

f(z) = % 4 Z(an cos(nx) + by, sin(nx)) (3.79)

2

n=1
entwickelt werden kann. Die Reihendarstellung wird noch tibersichtlicher, wenn

wir die aus den EULERschen Formeln (vgl. Abschnitt 3.6.3) folgenden Beziehun-
gen
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einm + efinx einm _ 671'77.:6

cos(nx) = , sin(nz) = -

(na) > (na) = .
berticksichtigen. Damit konnen wir die FOURIER-Reihe von f umformen in
0 inx —inx inx —inx
ag e +e e —e
= 0 b
f(z) 5 + nE_l (an 5 +bn—; >

o0

ag an —n e An by o
:2+z(fze.+256 )

n=1

(3.80)

Mit dem Ziel einer recht kompakten Darstellung verabreden wir by := 0 und

a_p = an und b_, = —b,
furn = 0,1,2, .... Damit und mit der Abkiirzung

n bn .
Q1= % , n ganzzahlig,

erhilt f die Reihendarstellung
flx)=ap + Z(aneim + a,ne_"””) .
n=1

Die m-te Partialsumme der rechten Seite hat die Form

m m
sm(x) = ag + z:(oznemz +a_p,e” ") = Z o
n=1

n—=—m

Da sie fiir m — oo gegen f(x) strebt, schreiben wir

flx) = Z ane™® .

n——oo

Die rechte Seite wird dabei als Grenzwert

m
lim E ape™™®
m—0o0

n=—m

nT
e

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

im Sinne einer “symmetrischen” Grenzwertbildung verstanden. Ublicherweise
. . 0
wird dagegen unter > >° ¢, dieSumme >, ¢, + Y ¢, verstanden, d.h.

es miissen zwei Grenzwerte gebildet werden und unabhéngig voneinander exis-
tieren. Die Koeffizienten «,, in (3.85) lassen sich ebenso wie die reellen Koeffizi-
enten ay, b, direkt durch eine Integralformel angeben. Wenn wir annehmen, dass
die Reihe (3.85) gleichméfig konvergiert, erhilt man nach Multiplikation der Rei-
he mit e~*** k ganzzahlig, der Integration iiber [—, 7] und der Vertauschung

von [T und )

f(z)e e do = Z ozn/ =k qp

n=—oo

(3.87)
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Das rechts stehende Integral ist dabei so zu verstehen, dass tiber Real- und Ima-
gindrteil einzeln integriert wird und danach summiert wird. Man errechnet somit

[T =R dy = [T (cos((n — k)x) + isin((n — k)z))dz  (3.88)

[T 2rr falls n =k,
= ™ cos k)x)das+l/ sin((n — k)) dm—{ 0 falls n# k.

—T

0

Die Summe in (3.87) reduziert sich damit nur auf das eine Glied mit n = k, und
es ergibt sich durch Umstellen fiir beliebiges ganzzahliges n

1
2T

an = f (z)e™ " dx . (3.89)
Die Integralformel (3.89) gilt allgemein, also auch wenn die gleichméflige Kon-
vergenz der Reihe (3.85) nicht gegeben ist; denn aus der Beziehung (3.82) kann
man die Beziehung (3.89) einfach durch Einsetzen der Integralformeln (3.55) fiir
a, und b, herleiten, wenn man e~"* = cos(nx) — isin(nz) beachtet.

Fiir die Riickberechnung von ay,b, aus «, ergibt sich a, = 2Rea,, b, =
—2Im «,, oder

ap, = Qp + 0y, by =i(ay, —a_y,) (n=0,1,2,...).
Dabei ist (fiir reell-wertige Funktionen f) o, = @=,, wie man anhand von (3.81),
(3.82) sieht.

Die Konvergenzsdtze 3.29 und 3.31 gelten fiir die komplex geschriebene Reihe
(3.85) entsprechend.
In der Reihe (3.85) werden die Funktionen des Systems

{r(x) =™, k=0,-1,1,-22,...} (3.90)

linear kombiniert. Mit

f0) =5 / e (3.91)

wird auf dem Raum der im Allg. komplex-wertigen 27-periodischen Funktionen
ein Skalarprodukt definiert, und durch

A=A ) (3.92)

auch eine Norm induziert, was als Ubung nachgewiesen werden sollte. Analog
zur Rechnung (3.88) findet man mit

(Vi ) = 0nj s

dass die Funktionen des Systems (3.90) orthogonal und orthonormal (Norm ist
gleich eins) sind. Aufierdem ergibt sich unter Nutzung des Skalarproduktes (3.91)
mit

1 4 - 1 TN 1 " —inx
an = (fhn) = — [ f@)¥n(z)de = — f( Jernzde = — [ f(x)e”""dx

27 2T 2 J_ .
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die Berechnungsformel fiir die komplexen FOURIER-Koeffizienten. Damit kann
man die Reihe (3.85) auch in der Form

[ee]

f(x) = Z (s Vn) (2 Z ane' (3.93)

n—=—oo n=—oo

darstellen. Am Ende stellen wir fest, dass die “komplexe Schreibweise” von
FOURIER-Reihen nicht nur fiir reell-wertige periodische Funktionen sinnvoll ist,
sondern auch den Fall von komplex-wertigen periodischen Funktionen abdeckt.
Auf die benotigte Integration komplex-wertiger Funktionen gehen wir im Ab-
schnitt 3.9.7 ein.

Mit der Darstellung (3.93) und der Orthonormalitdt der Funktionen ), findet
man durch Skalarproduktbildung

o) o 00
D, mon= ), an@i= ), ol

n—=—oo n=—oo n—=—oo

bzw.

% (z)|? dx = Z QO = i o |2

n=—oo n=—oo

die PARSEVALsche Gleichung, aus der mit

% (2)|? dz > Z X7 Z g |?

k=—n k=—n

die BESSELsche Ungleichung folgt.

Zur Beschreibung von Schwingungen wird im Ingenieurwesen und in der Phy-
sik haufig unmittelbar der Reihenansatz iiber die komplexe Exponentialfunktion
verwendet, also

> ane™t. (3.94)
w = = > 0 ist dabei die Kreisfrequenz der Schwingung. Mit dieser Reihe arbei-

tet man oft einfacher als mit Sinus- und Kosinusreihen, da die Exponentialfunk-
tion die Gleichung e*1¥ = e”e? erfiillt. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen,
dass man ausgehend von der Formel (3.89) analog zur Herleitung der Formeln
(3.74),(3.75) tiir L-periodische Funktionen die Koeffizienten-Berechnungsformel

L
_ % /0 F(F)e* 7 dr (3.95)

fur eine L-periodische Funktion f : R — C findet.
Will man z.B. die phasenverschobene Schwingung ¢(t) := f(t — to) durch eine
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FOURIER-Reihe beschreiben, dann ergibt sich aus (3.94) sofort

oo
g(t) t o tO Z a, eznw (t—to) _ Z (anefinwto) einwt’ (396)
n=—oo n:—ooT

und somit ist die FOURIER-Reihe von g schnell ermittelt. Der Weg tiber die reelle
FOURIER-Reihe von f ist dagegen wesentlich umstandlicher.

3.9.7 FOURIER-Reihen komplex-wertiger Funktionen

In den bisherigen Abschnitten haben wir zwar Funktionen f : R — R, also reell-
wertige Funktionen betrachtet, jedoch (abgesehen von der Begriindung der Be-
ziehung o, = @_,,) an keiner Stelle benutzt, dass die Funktionen nur reelle Werte
haben diirfen. Deshalb konnen viele Aussagen und Herleitungen der vorange-
gangenen Abschnitte auf komplex-wertige Funktionen f : R — C {iibertragen
werden.

Bei den Integralformeln zur Berechnung der Koeffizienten a,,, b, bzw. o, nach
(3.89) ist lediglich darauf zu achten, dass Real- und Imaginérteil des Integranden
einzeln zu integrieren und dann zu summieren sind, also

/f(t) dt = /Re £(t) dt+i/Imf(t) dt

Im Folgenden werden nun einige Rechenregeln zur vereinfachten Berechnung
von FOURIER-Reihen notiert.

Satz 3.36. (Rechenregeln)

Im Folgenden sind f,g : R — C L-periodische, stiickweise glatte Funktionen mit den
FOURIER-Reihen f(t) = >.07 ane™t und g(t) = S°07  Bne™ ! mit w = 27,
wobei L als Schwingungsdauer und w als Kreisfrequenz interpretiert werden konnen. Es

gelten die folgenden Regeln:
(i) Linearitiit

o0

af +bg= > (aay +bBy)e™ ", a,beC. (3.97)

n=—oo

(ii) Konjugation, Zeitumkehr

flt) = Z a et f(=t) = i a_pemt, (3.98)

n=—oo n=—oo

(iii) Streckung, Ahnlichkeit

i ap et (3.99)

n=—oo
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(iv) Verschiebung im Zeitbereich (Phasenverschiebung)

o0

flt+a)= Z (e, )t (3.100)

n=—oo

(v) Verschiebung im Frequenzbereich

eFet (1) Z €™ kEZ. (3.101)

n=—oo

Die Nachweise von (i)-(v) lassen sich durch richtige Anwendung der Potenzge-
setze gut durchrechnen und kénnen als Ubung durchgefiihrt werden.

Die Verbindung zu 27-periodischen Funktionen wird durch die Substitution
t := Z hergestellt: F'(z) := f(2) ist dann eine 27-periodische Funktion im bis-
her betrachteten Sinn. Im folgenden Satz wird die PARSEVALsche Gleichung bei
komplexer Schreibweise der FOURIER-Reihen formuliert.

Satz 3.37. (PARSEVALsche Gleichung)
Sind f und g L-periodische, in [0, L] stiickweise stetige Funktionen mit den FOURIER-
Reihen fo:_oo ane™tund Y00 Bpe™, so gelten

> ol = / £(0) (3102)
Z o | = %/ |f(t)|>dt (PARSEVALsche Gleichung) . (3.103)
n=—oo 0

Im Fall reell-wertiger Funktionen f folgt aus (3.103) fiir die Koeffizienten a,,, b,
der entsprechenden sin-cos-Reihe die schon behandelte PARSEVALsche Gleichung
in der Form

2 0 L
ap 2 2y 2 2
5t n§:1(an +0:) = T /0 [f (&))" dt . (3.104)

Die Verbindung zwischen der Gleichung (3.103) und der Gleichung (3.104) ergibt
sich durch Einsetzen der Beziehung o, = %252 und das Zusammenfassen der
Summanden mit den Indizes n und —n.

Anwendung finden die PARSEVALschen Relationen z.B. bei der Aufstellung von
Summenformeln und der Berechnung bestimmter Integrale.

3.9.8 Diskrete FOURIER-Analyse

In der Ingenieurpraxis sind die zeitabhdngigen periodischen Vorgidnge oftmals
nicht als Funktionen in Form von analytischen Ausdriicken, sondern in der Regel
nur in Form von Tabellen oder diskreten Messreihen bekannt. Deshalb sind die
weiter oben hergeleiteten Integralformeln zur Berechnung der FOURIER-Koeffi-
zienten oft nicht direkt anwendbar. Als Beispiel soll weiter unten das periodische
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Verhalten der Tangentialkréfte (an der Kurbelwelle) fiir eine Dampfmaschine dis-
kutiert werden.

Prinzip der diskreten FOURIER-Analyse

Wir gehen von dem typischen Fall der Vorgabe von dquidistanten Ordinaten, d.h.
Werten einer periodischen Funktion in dquidistanten Argumentwerten z, aus.
Ziel ist nun die moglichst einfache Berechnung von FOURIER-Koeffizienten auf
der Basis der vorgegebenen diskreten Werte einer Funktion y = f(z). Das mit
diesen FOURIER-Koeffizienten gebildete trigonometrische Polynom sollte dann
den durch die diskreten Funktionswerte ndherungsweise gegebenen periodi-
schen Funktionsverlauf approximieren. Sei beispielsweise das Intervall [0,27] in
k gleiche Teile geteilt und es seien die Ordinaten bzw. Funktionswerte

Yo, Y1,Y25 -, Yk—1,Yk = Yo (3105)
in den Teilpunkten z; = j2¢

2%, 22%, o k=12 9n (3.106)

0
’ k

bekannt. Dabei ist es egal, ob nur die diskreten Werte y; gegeben sind, oder ob
die y; durch y; = f(x;) ausgehend von einer Funktion berechnet wurden. Mit-
tels Anwendung der Trapezformel (Abschnitt 2.17.1) auf die Integraldarstellung
(3.55) ergibt sich fiir den FOURIER-Koeffizienten a¢ ndherungsweise

. 1 271 1
Ao & Gy = — == | 5Y0 T Y1+ Y2 o T Ypo1 T Yk

Aufgrund der Periodizitat ist y, = yo und damit

k
200 =Yo+y1+yz ot ypon (3.107)

Analog ergibt sich mit Hilfe der Trapezregel fiir die iibrigen Integrale (3.55)

ay, = 127 + cos(m2—7r) + cos(mi2 : 27T) +...+ cos(mL — 1)27T)
m Tk Yo T~ Y1 k Y2 L e T Yk—1 A
oder
k—1 :
k 2
= s = >y cos(m®") (3.108)
§=0
sowie
/ k. - : J2m
bm = §bm = Zyj S]n(mT) . (3109)
j=1

Die entscheidenden mathematischen Grundlagen fiir die diskrete FOURIER-
Analyse liefern die folgenden zwei Satze.



256 Kapitel 3: Reihen

Satz 3.38. (interpolierendes FOURIER-Polynom)

Es seien k = 2n, n € N, Werte (3.105) einer 2m-periodischen Funktion an den dquidi-
stant verteilten Stiitzstellen xq, 1, . . .,z = xo+2m gegeben. Das spezielle FOURIER-
Polynom vom Grad n

* n—1 *
* . a’O * . * . . a’n
gr(x) = 5 + E 1{aj cos(jz) + b} sin(jz)} + E cos(nx) (3.110)
=

mit den Koeffizienten a3, b aus (3.108) bzw. (3.109) ist das eindeutig bestimmte inter-
polierende FOURIER-Polynom zu den Stiitzstellen (3.106), d.h. es gilt g/ (z;) = y;, j =
0,...,k.

Der Satz 3.38 besagt damit, dass man mit den k = 2n Koeffizienten a},j =
0,...,n,und bj,j = 1,...,n, die vorgegebenen Werte y;,j = 0,...,2n, einer
periodischen Funktion exakt durch das spezielle FOURIER-Polynom (3.110) wie-
dergeben kann. Im Normalfall ist die Zahl % sehr grofs und man mochte die Funk-
tionswerte durch ein FOURIER-Polynom mit einem Grad m < n approximieren.
Der folgende Satz sagt etwas tiber die Qualitdt der Approximation der j = 2n
Funktionswerte y; durch ein FOURIER-Polynom vom Grad m < n aus.

Satz 3.39. (beste Approximation durch ein FOURIER-Polynom)

Es seien k = 2n, n € N, Werte (3.105) einer 2m-periodischen Funktion an den dquidi-
stant verteilten Stiitzstellen xo, x1, ...,z = xo + 27 gegeben.

Das FOURIER-Polynom

* m

g (x) == —O Z aj cos(jz) + bj sin(jx)} (3.111)

vom Grad m < n mit den Koeffizienten (3.108) bzw. (3.109) approximiert die durch
y; = f(zj), j = 0,...,k gegebene Funktion im diskreten quadratischen Mittel der k
Stiitzstellen x; (3.106) derart, dass die Summe der Quadrate der Abweichungen

k
F =Y [gn(z;) (3.112)
Jj=1

minimal ist, wobei zum Vergleich simtliche trigonometrischen Polynome m-ten Grades
herangezogen werden.

Die Beweise der Sdtze 3.38 und 3.39 basieren auf diskreten Orthogonalitétsre-
lationen fiir die trigonometrischen Funktionen, die vergleichbar mit den Rela-
tionen (3.52) sind. Im Folgenden soll eine moglichst effiziente Berechnung der
FOURIER-Koeffizienten (3.108) bzw. (3.109) anhand eines konkreten Beispiels be-
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handelt werden. Wir setzen zundchst k£ = 12 und gehen von den zwolf Ordinaten

Yo, Y1, Y2, .-+ Y11
aus, die den 12 dquidistanten Argumentwerten

momow 2r 5w Tmodw 3w oom o llm
67 3’ 27 37 677r7 67 37 27 37 6 )
d.h. den Winkeln

0,

0°, 30°, 60°, 90°, 1207, 1507, 1807, 210, 2407, 2707, 300, 330°
entsprechen.

Durch die Eigenschaften von Sinus- und Kosinusfunktion (vgl. Abschnitt 3.6.4)
reduzieren sich alle Faktoren der Ordinaten in den Formeln (3.107) - (3.109) auf

1
+1,  +sin30° = +0,5, :t$n60°::i0866@:i§v§).

Man priift namlich leicht nach, dass

6ay = vo+yi+y2+ys+ya+ys+ys+yr+ys+yo+yio+yi,
6a7 = (y2+y10 — ya — y3)sin30°
+(y1 + Y11 — ys — yr)sin60° + (yo — ye),
6a; = (y1+ys+yr+y11 — Y2 — Ys — Y3 — y1o) sin 30°
+(yo + Y6 — Y2 — ¥o),
6az = Yo+ ys+ys—Y2— Y6 — Y10 (3.113)
6b7 = (y1+ys —yr —y11)sin30°
+(y2 + Y4 — ys — y10) sin 60° + (y3 — yo),
6b5 = (y1+y2+yr+ys—ys—Ys — Y10 — y11)sin60°,
603 = y1+ys+Yo—ys—Yyr — Y11, usw. fiir ay, by, . ..

ist. Beispielsweise ist

6a; =1yo +y1cos30° + ya cos 60° + y3 cos 90° + y4 cos 120°
415 cos 150° + yg cos 180° + y7 cos 210° + yg cos 240°
419 cos 270° + y1 cos 300° 4 y11 cos 330°
=190 ~+Yy1sin60° + yosin 30° — y4 sin 30° — y5 sin 60° — yg
—y7sin 60° — yg sin 30° 4 y10 sin 30° + y;1 sin 60° ,

was dem oben angegebenen Ausdruck entspricht. Um die Berechnungen (haupt-
sdchlich die “teuren” Multiplikationen) auf ein Minimum zu reduzieren, fiihrt
man sie nach einem bestimmten Schema aus, das von dem deutschen Mathe-
matiker RUNGE stammt. Zuerst schreibt man die Ordinaten in der nachstehend
angegebenen Anordnung, darunter die Summe und die Differenz je zweier
tibereinander stehender Ordinaten:
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Ordinaten
Yo U Y2 Ys Ya  Ys  Ye
Yii Yo Yo Ys Yz
Summen Uuo (751 U9 us Uq us Ug
Differenzen v vy V3 V4 s

Danach verfiahrt man mit den erhaltenen Summen und Differenzen dhnlich:

Summen Differenzen

Up U1 U2 U3 V1 V2 U3
U Us Uy Us U4

Summen Sg S1  S2 83 Summen o1 09 O3
Differenzen | dy di ds Differenzen | 61 J2

Mit Hilfe dieser Grofien s, d, o, § konnen wir die gesuchten Koeffizienten folgen-
dermafsen ausdriicken:

6a; = S0+ s1+S2+ 3,

6a> = do+0,866d, + 0,5ds,

6as = (so—s3)+0,5(s1 — s2),

6aX = do— do, (3.114)
6 = 0,501 + 0,86605 + o3,

6b5 = 0,866(d; + ds),

6b; = o1 — 03, usw. fur aq,by,... .

Man priift leicht nach, dass die Formeln genau die Werte (3.113) liefern.

Beispiel: Harmonische Analyse der Tangentialkrifte einer Dampfmaschine

Die nachfolgende Rechnung hat hauptsédchlich Demonstrationscharakter, zumal
man in der Regel wesentlich mehr als 12 Messwerte analysieren muss, was per
Hand nicht mehr in tiberschaubarer Zeit beherrschbar ist.

Im Zusammenhang mit dem Problem der kleinen Schwingungen der Welle ist
es interessant, die harmonischen Komponenten der Tangentialkraft 7" als Funk-
tion des Drehwinkels ¢ der Kurbelwelle zu bestimmen. In Abb. 3.32 ist das Dia-
gramm dargestellt, dem 12 dquidistante Ordinaten entnommen werden. Damit
wird nach dem obigen Schema die FOURIER-Analyse durchgefiihrt.

Ordinaten von T’

To...Tg —7200 —300 7000 4300 0 —5200 —7400
Tip... T 250 4500 7600 3850 —2250
Summen —7200 =50 11500 11900 3800 —7450 —7400
Differenzen —550 2500 —3300 —3850 —2950

Summen Differenzen
U —7200 —50 11500 11900 v —550 2500 —3300
U —7400 —7450 3850 v | —2950 —3850
s | —14600 —7500 15350 11900 o | =3500 —1350 —3300
d 200 7400 7650 1) 2400 6350
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T
80001

4000¢

0

-4000¢

-8000

Abb. 3.32. Diagramm der Tangentialkréfte

Nach den Formeln (3.114) ergibt sich nun

6ai = —14600 — 7500 + 15350 + 11900 = 5150, al = 858,
6at = 200 + 7400 - 0,866 + 7650 - 0,5 = 10433, al = 1739,
6a} = (—14600 — 11900) + (—7500 — 15350) - 0,5 = —37925, a} = —6321,
6a} = 200 — 7650 = —7450, af = —1242,
6b* = —3500 - 0,5 — 1350 - 0,866 — 3300 = —6219, bt = —1037,
6b5 = (2400 + 6350) - 0,866 = 7578, bl = 1263,
6b% = —3500 + 3300 = —200, b = —33,

also

T(p)= 420+ 1730 cosip — 1037sin o — 6321 cos(2p) + 12635in(20) (3110
—1242 cos(3p) — 33sin(3p) + ... . :

Wenn man Kosinus und Sinus des gleichen Winkels gemafs

A B
Astng - Beosg = VA B e cose e sing)

= A2+ B2(sin ¢g cos ¢ + cos pp sin @)

= A2+ BZsin(p + ¢o)

_ A _ . A "
zusammenfasst (o = arctan 3 bzw. ¢y = arcsin W), erhilt man

oS p +

T = 429+ 2020 sin(p + 121°) 4 6440 sin (2 + 281°)
+1240sin (3¢ + 268°) + ... .

Aus der Reihendarstellung sieht man, dass das zweite Glied oder die “zweite
Harmonische” den grofiten Einfluss hat.

Einen Uberblick {iber die Genauigkeit der beschriebenen diskreten FOURIER-Ana-
lyse kann man sich durch die diskrete FOURIER-Analyse einer analytisch gegebe-
nen Funktion verschaffen. Wenn man z.B. die Funktion
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y=f(z)= %(:ﬁ — 3rx? + 2r%x), = € [0,27), f(z+27) = f(z),

mit dem in Abb. 3.33 dargestellten Graphen betrachtet und an den 12 dquidistan-
ten z-Positionen des Intervalls [0,27] die Funktionswerte berechnet,

s s s 2 5 T E%s 3 51 117
6 3 3 3 G m & 5 5 5 G2

x 0

y 0 04 0582 058 0465 025 0 025 -0465 -0589 -0582 04 0
erhilt man nach dem RUNGEschen Schema

bt =0,608, b;=0076,  bi=0,022.

Alle a} verschwinden, da auch alle u;, im Schema gleich Null sind. Mit der Formel
fur die FOURIER-Koeffizienten b,, erhédlt man nach dreimaliger partieller Integra-
tion

1 27
b, = = A (2% — 3m2® + 2722 sin(nx) do = n;ir? .
Danach ergibt sich fiir die b,
6 6 6
1= 3 0,6079 , 2= 13 0,0760 , 3= 9.3 0,0225

Sie stimmen also mit den Ergebnissen der diskreten FOURIER-Analyse recht gut
tiberein.

Die eben skizzierte diskrete FOURIER-Analyse ist nach dem Vorbild des disku-
tierten Schemas von RUNGE fiir grofie Ordinatenzahlen in Computerprogram-
men realisiert, wobei diese Methodik besonders schnell und effektiv wird, wenn
die Zahl der diskreten Ordinaten pro Periode gleich einer Zweierpotenz k = 2"
oder zumindest gerade ist. In diesen Féllen spricht man auch von der schnellen
FOURIER-Analyse, die hauptsédchlich unter dem Kiirzel FFT (fast fourier trans-
form) bekannt ist. Die Aufgabe besteht in der effizienten Bestimmung der Koef-
fizienten o) = ga;f,j =0,...,n,und b = gb;,j = 1,...,n — 1. Die Grundlage

0.87

0.41

[1; t t + t t t t
1 2 4 X
-0.41

Abb.3.33. f(z) = 533 (2® — 3ma” + 2n°z) fiir 0 < < 27
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fiir die FFT bildet die komplexe diskrete FOURIER-Analyse. Und zwar bildet man
ausgehend von den reellen Funktionswerten y; = f(z;) die n = £ komplexen
Zahlenwerte

zj = yoj +iy2j1 = f(225) +if(22541)  (G=01,...,.n—1). (3.116)

Fiir diese komplexen Daten wird die diskrete komplexe FOURIER-Analyse der
Ordnung n wie folgt definiert.

Definition 3.20. (diskrete komplexe FOURIER-Transformation)
Durch

n—1 n—1
@ o= Z zje*ij”% = Z zjwﬁ;p (p=0,1,...,n—1) (3.117)
j=0 j=0

werden die komplexen FOURIER-Transformierten (komplexe FOURIER-Ko-
effizienten) erklirt, wobei w,, := e~? = gesetzt wurde.

Fiir die Rekonstruktion der Werte z; gilt die Beziehung

n—1 n—1

1 o oom 1 .
= g cje””27 = g cjw, P (p=01,...,n—1). (3.118)
=0 §=0

Die Beziehung (3.118) weist man ausgehend von (3.117) nach, indem man be-

nutzt, dass die Summe der n-ten Einheitswurzeln w;;7 = /% gleich 0 ist. Fiir
den Fall n = 4 hat die Beziehung (3.117) die Form
20
( 2 ) =:c = Wyz
23

Co 1 1 zZ0

()-s s a)(3)-
[ - w?  w* WS 2 -
c3 w3 w6 w9 zZ3

mit w = wy. Dabei wurde beriicksichtigt, dass w/™ = w7 fiir alle j € Z gilt.
Zeilenvertauschungen und geeignete Faktorisierungen der Koeffizientenmatrix
der Art

o 1 1 1 1 20 1 1]0 o0 1 0 1 0 20
o || 1 w1 w? 2z | | 1 w?|0 o0 0 1 ‘ 0o 1 z
aa |7l 1w [w w 22 |70 0 [1 1 1 0 |[w? 0 22
c3 1 wd | w2 w! z3 0 0 ‘ 1 w? 0 w 0 w? z3

(hier fiir n = 4) ermdglichen letztendlich im allgemeinen Fall eine drastische
Reduzierung der Zahl der "teuren” Multiplikationen bei der Berechnung der
FOURIER-Transformierten ¢; ausgehend von den z;-Werten und erkldren die Be-
griffswahl FFT. Mit der FFT ist es moglich die Zahl der komplexen Multiplika-
tionen von der Ordnung O(n?) auf O(nlog, n) zu reduzieren. Fiir n = 10 kom-
plexe Funktionswerte ergibt sich z.B. n? = 10'? bzw. nlogyn = 2 * 107. Mitte
der 1960er Jahre entstand so ein Unterschied von Rechenzeiten von mehren Ta-
gen fiir die "normale” diskrete FOURIER-Transformation zu einer Rechenzeit im
Minuten-Bereich mit der FFT.

1
2

.
w

1 1 1 1
1 1 w w
1 1 w w
1 1 w w

w N

w
1
w

= o

2

M
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Mit Blick auf die oben definierte reelle diskrete FOURIER-Transformation wird die
Def. 3.20 gerechtfertigt durch den folgenden

Satz 3.40. (Beziehung zwischen komplexen und reellen FOURIER-Koeffizienten)
Fiir die reellen FOURIER-Koeffizienten a’; und b’; und die komplexen Koeffizienten c;
gelten die Beziehungen

]. ]. ki
aj =t = S(ej+ )+ 5 (¢ —Epg)et (3.119)
. 1 _ 1 _ 54T
Uy —ib,_; = 5(Cj+cn_j)+2_i(6j—cn_j)e n (3.120)

fiir j =0,1,...,n, falls by = b, = 0 und ¢,, = ¢y gesetzt wird.

Mit diesem Satz ist es moglich, aus dem Ergebnis der komplexen FOURIER-Trans-
formation das (spezielle) reelle FOURIER-Polynom (3.110) mit den Koeffizienten
af = 2a5 (j = 0,...,n) und b5 = 2b; (j = 1,...,n — 1) zu bestimmen, was
ja urspriinglich beabsichtigt war. Wir wollen zur Ubung die diskrete komple-
xe FOURIER-Transformation mit dem obigen Beispiel der harmonischen Analyse
der Tangentialkréfte einer Dampfmaschine mit den gegebenen 12 reellen Funk-

tionswerte yo, ...,y11 durchfithren. Mit z; = yo; + ty2j41 (j = 0,...,5) und
w=wg=e 1% =214 § erhalten wir

2
20 —7200 — 2300
21 7000 + 4300
z 22 i —1 5200
o 23 - —7400 — 22250
24 3850 + ¢ 7600
25 4500 + 250
und
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 w! w? w3 w? w® 1wt w? w ow?t wd
1 w? wt wb wd  wld 1 w? wt 1 w2 w?
We = 1 w? wS w?  wl? wld = 1 ws 1 w3 1 w3 ’
1w wd wl? w16 20 1wt w? 1wt w?
1 wd  wl0 15 20 4,25 1 wd wt wd w? w!

wobei w/T6 = w7 beriicksichtigt wurde. Fiir ¢ = W z erhilt man nach der Ma-
trixmultiplikation

co 750 + 4400i

a —3552,7 + 4194,1i
e | e || 76825115240

cs —7450 — 200i

Cs —36868 — 525,7i

Ccs 11603 + 1855,9:
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Setzt man nun noch ¢g = ¢y, dann ergibt die Formel (3.119) fiir die reellen Koeffi-
zienten a; und b;.

al — ibh 5148

ay —ibh 10434 + 6222i
ahy — i bl —37926 — 75784
ay—iby | =] —7452+ 198
ay —ib, —6624 + 3420i
al — i bl —2382 + 3884
al — i bl —3648

und man kann daraus die Koeffizienten ablesen. Sowohl die Matrixmultiplikati-
on W z als auch die Berechnung der rechten Seiten der Formel (3.119) sind zwei-
fellos per Hand etwas aufwendig, und deshalb haben wir hier auch einen Rech-
ner bzw. ein Computerprogramm (octave) zum Rechnen mit komplexen Zahlen
zu Hilfe genommen. Nach der Multiplikation mit # = } erhdlt man

aj = 858,a} = 1739, a3 = —6321,a} = —1242,a}; = —1104,a} = —397,a; = —608
und

bt = —1037, b} = 1263, b5 = —33, b = —570, b = —649
so dass sich das spezielle FOURIER-Polynom

96(p) = 429+ 1739 cos ¢ — 1037 sin ¢ — 6321 cos(2¢) + 1263 sin(2¢p)
—1242 cos(3p) — 33sin(3¢p)
—1104 cos(4p) — 570sin(4e) — 397 cos(5p) — 649 sin(5¢) — 304 cos(6¢p)

ergibt. T'(¢) (s. Formel (3.115)) stimmt mit gg () tiberein, und damit wurde der
Bezug der diskreten komplexen FOURIER-Transformation zur diskreten reellen
bestatigt.

3.10 Aufgaben

1) Berechnen Sie den Wert der Reihe Z,fo L(3)k.

2) Untersuchen Sie die Reihe >/~ D - +1y auf ihr Konvergenzverhalten.

3) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe Y -, k—):(x —5)¥ und
geben Sie das Konvergenzintervall an. Untersuchen Sie die Konvergenzeigen-
schaften an den Randpunkten des Konvergenzintervalls.

4) Berechnen Sie den Konvergenzradius der Reihe > 77 (3= )’C (z —4)* und ge-

ben Sie den Konvergenzkreis an.

5) Von einer Potenzreihe Y7, ax(z —2)* | a; € R, weiff man, dass sie fiirz = 5
absolut konvergent ist, fiir = —2 konvergent und fiir z = —4 divergent ist.
Was kann man iiber den Konvergenzradius aussagen? In welchen Intervallen
liegt mit Sicherheit Konvergenz bzw. Divergenz vor?
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6) Zeigen Sie unter Nutzung der arctan-Reihe die Giiltigkeit der Beziehung

T 1 1 1 > 1
144 = —1)k
4 3+5 7+ I;)( )2k+1

und geben Sie eine Zahl n € N an, so dass der Fehler bei der Berechnung von

% durch Y (—1)* 545 Kleiner als 10~ wird.
1

7) Gegeben ist die Funktion f(z) = Z(rz —2?) , x € [0,7]. Setzen Sie die
Funktion ungerade zu einer 2r-periodischen Funktion fort und berechnen Sie
die FOURIER-Reihe der Funktion.

8) Berechnen Sie die FOURIER-Reihe der ungeraden 27-periodischen Funktion
y=x fir —-S<r<7
fx) =

y=r—z fir Z<z<3

Nutzen Sie das Ergebnis und die PARSEVALsche Gleichung zur Berechnung

des Wertes der Reihen

k=1 k=1

9) (a) Skizzieren Sie den Graphen der m-periodischen Funktion f : R — R, die
durch f(z) = (z — %) fiir 0 < = < 7 definiert ist.

(b) Berechnen Sie die zugedrige reelle FOURIER-Reihe der Funktion.
(c) Untersuchen Sie diese FOURIER-Reihe auf Konvergenz im Intervall [0, 7]
und folgern Sie, dass

< 2 o (71)(n71) 2

2aTg  wd 2y
gilt.

10) (a) Bestimmen Sie das komplexe FOURIER-Polynom n-ter Ordnung der Funk-
tion f, die definiert ist durch f(x) = €2* fiir 0 < x < 1 mit f(z) = f(z + 2)
und f(x) = f(—a).

(b) Wie lautet die zugehorige Darstellung des FOURIER-Polynoms n-ter Ord-
nung im Reellen?.

11) Approximieren Sie sin z im Intervall 0, 7[ durch ein FOURIER-Polynom n-ter
Ordnung, das nur Cosinus-Terme enthalt.

12) Entwickeln Sie die Funktion f(z) = sin® z in eine trigonometrische Reihe und
bestimmen Sie das bestimmte Integral

s
/ sin x dx
0

mit Hilfe der PARSEVALschen Gleichung.

13) (a) Definieren Sie eine ungerade Fortsetzung der auf dem Intervall [0,1] defi-
nierten Funktion f(z) = z(1 — z) zu einer 2-periodischen Funktion,
(b) Skizzieren Sie den Graphen der 2-periodischen Funktion.
(c) Bestimmen Sie eine FOURIER-Reihe zur Darstellung der auf [0,1] definier-
ten Funktion f(x) = (1 — z).
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