1 Vollstandige Induktion

Seien N eine Menge und 1 ein Element von N. Dann fordern die Peano-Axiome:

Pl 1eN
P2) neN=n+1€eN

,»Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es einen Nachfolger n+ 1.

(P3) nymeN, n#m = N(n)#N(m)

,»verschiedene Elemente aus N haben verschiedene Nachfolger.”

(P4) 1¢N(N)

,.Kein Element aus N hat 1 als Nachfolger.

(P5) Induktionsaxiom: Sei M C N eine Teilmenge mit folgenden Eigenschaften:

(@ leMm
(b) neM = N(n)eM
Dann gilt M = N.

Bemerkungen:

Die Peano-Axiome sind kategorisch, d.h., es gibt nur eine Realisierung der Peano-
Axiome. Deshalb kénnen wir von den natiirlichen Zahlen sprechen. Es hat sich ein-
gebiirgert, den Nachfolger von 1 mit 2, den Nachfolger von 2 mit 3 usw. zu bezeichnen.
Die natiirlichen Zahlen sind dann die Menge

{1,2,3,..} =N .

Unter Mathematikern besteht immer noch ein ,,Streit“ dariiber, ob die Null zu den
natiirlichen Zahlen gehort. Man beachte daher, dass in der Literatur oft auch

N=1{0,1,2,3,...}

gilt! Wenn wir hier die natiirlichen Zahlen einschlieBlich der Null benétigen, so werden
wir das Symbol
Nyo:=NuU{0} ={0,1,2,3,...}

verwenden. Die Peano-Axiome sind selbstverstidndlich auch fiir Ny giiltig.
Die in (P3) verwendete injektive Abbildung N : N — N wird oft auch als Nachfolger-
funktion bezeichnet.
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e Die Axiome (P1) bis (P4) gewéhrleisten, dass man mit Hilfe der Nachfolgeabbildung
N stets zu neuen natiirlichen Zahlen kommt.

e Das Axiom (P5) stellt sicher, dass mittels der Nachfolgeabbildung auch alle natiirlichen
Zahlen erreicht werden. Das Axiom (P5) ist die Grundlage fiir das

Beweisprinzip der vollstiindigen Induktion: Sei ny € Ny und A(n) sei fiir n > ngy eine
Aussage. Um die Giiltigkeit von A(n) fiir alle n > np zu beweisen, ist Folgendes zu zeigen:

(TA) Induktionsanfang: A(ng) ist richtig.

(IV) Induktionsvoraussetzung: Fiir ein beliebiges n > ng ist A(n) richtig.

(IS) Induktionsschritt: Falls A(n) richtig ist, so ist auch A(n+ 1) richtig [d. h., aus A(n)
folgt A(n+1)].

Man beachte dabei, dass nicht notwendig ng = 0 oder ng = 1 gelten muss, sondern ng € Ny
ist je nach Aufgabenstellung verschieden! AuBlerdem ist zu beachten, dass oft auch noch
zusitzliche Schritte dazugenommen werden, wie zum Beispiel:

(IB) Induktionsbehauptung: Zu zeigen: A(n+ 1) ist richtig.

Nach vielen Induktionsbeweisen sollte man in der Lage sein, die Induktionsbehauptung
und damit das Ziel des Induktionsschrittes auch ,,mit dem Auge zu sehen®. Ein zusitzliches
Hinschreiben kann damit eingespart werden, da es sich bei der Induktionsbehauptung mehr
oder weniger ,,nur“ um das bloBe Ersetzen von n durch n+ 1 in A(n) handelt. Deshalb kann
man die Induktionsbehauptung auch wegzulassen, was abschliefend an einem Beispiel
demonstriert werden soll.

Beispiel: Es ist zu zeigen, dass

n(n+1)
2

An):==Y k=1+2+...4n=
k=1

fiir alle n € N gilt. Der Beweis sieht (minimal) wie folgt aus:

(TA) Firng =1 giltA(1) =1= %, d. h., fiir ng ist die Behauptung richtig.
(IV) Fiir beliebiges n € N gelte A(n).

(IS) Man berechnet

n+1 n
An+1) = Yk = Yk+n+l = A(n)+n+1
k=1

k=1
v n(n—&—l)+n+l _ (n+1)(n+2).
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