Numerik, Grundlagen 1

1.1 Berechnung von Funktionen und Nullstellen
Aufgabe 1
»  Vollstindige Induktion

Zeigen Sie durch vollstindige Induktion, dass

on+1

A+2)0+2)A+zYH-- (142" =
n=012,..., (1#£zeC).

’

1—z

Lésung
Vollstindige Induktion:
LA. (Induktionsanfang): Fir n = 0 ergibt die

e linke Seite der Gleichung 1 + z,
e und die rechte Seite auch: % = % =14z

LV. (Induktionsvoraussetzung): Sei fiir n € Ny

on+1

(1+Z)(1+22)"'(1+22n)=11+z’ ()
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LS. (Induktionsschluss): n — n + 1:
. wit, () 1— 22" .
A+2)A 421 +z)a+22H 2272 4227
1
—z
3 (1 _ Zszrl)(l + Zszrl)
N 1—z
1 _ 22.2n+l 1 _ 22n+2

- 1—z - 1—z

Aufgabe 2

»  Zahlenfolgen

Untersuchen Sie die angegebenen Zahlenfolgen auf Beschrinktheit, Konvergenz und Di-

vergenz, und geben Sie (bei Konvergenz) den Limes an:

(1001 + 1)?
— . n
25(n2+n+1)

3440\
b) b, = ( —; Z) ,neN. (i = imaginire Einheit)

a) a, = eN;

Lésung
a) Es gilt (binomische Formel)

(100n + 1)> 100001 + 2001 + 1

TSP ya+ 1) 25121 25n + 25

10000 4 22 + L
= 5 BB — 400
n n2

firn — oo .

Als konvergente Folge ist (a,),cN insbesondere beschrinkt.

b) Hier ist

) ) 34+ 4i\""! 34+4i\" 34+4i\" 2+4,
n — 0Op = - = Tz zt]-
i 5 5 5 55

Da \32;4’| = 1,ist |b,| = 1 fiir alle n € N. Weiter ist
2 4, G

- —i| = J— — =
5 5 25 25

245

5

)

sodass |b, 11 — b,| = %g keine Nullfolge ist. Also kann (b,,), <N nicht konvergie-

ren. Die Folge ist somit divergent und beschrinkt.
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Aufgabe 3

| 4

Zahlenfolgen

Untersuchen Sie die angegebenen Zahlenfolgen auf Beschrinktheit, Konvergenz und Di-
vergenz, und geben Sie (bei Konvergenz) den Limes an:

a)

b,_
bozo,bn:Tl—l—Z,neN;

b) ¢, =i"+ (—1)", n e N. (i = imaginire Einheit)

Lésung
a) Induktiv sieht man, dass

2
Z_k 1.
k=0

I.A.: Vereinbarungsgemif ist Z;io = 0, so die Behauptung fiir n = 1 richtig ist:

by = % +2.
1.V.: Die Behauptung gelte bis n > 2.
LS.

b, 1{by, 21
hyii= 2 4+2=-[=2 — 1242
= 2(2n+22k+ +
k=0
b il
0
+E —+1+2_2n+1+g 2_k+2
k=0

Da die geometrische Reihe konvergiert,

2n+1

-2

S

1
* 1—1/2

=2 (n— 00),
k=0

und by = 0, konvergiert b, — 4 (n — o0) und ist damit auch beschrénkt.
b) Esist

=i"+(-1)", neN

=, =0 Vn=202k-1), k=12,...
G, =2 Vn=4k, k=12,...

= (¢;)neN divergiert;
c,=i—1 Vn=1+4k, k=12,...
cp,=—1—1 Vn=3+4+4k, k=1,2,...

= (Cp)nenN ist beschrénkt: |c,| < 2.
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Aufgabe 4
»  Konvergenz und Divergenz von Reihen

Entscheiden Sie bei den folgenden Reihen, ob sie konvergieren (mit Begriindung):

a) ioj vn+9
n=1

o0
b) > x, mitx; =42, x4 =

n=1

3n+9
— X
9n + 1

n-

Lésung
a) Diese Reihe divergiert, da die Folge (/1 + 9),eNn keine Nullfolge ist, sondern ge-

gen oo divergiert.
b) Wir wenden das Quotientenkriterium an:

Xn+1 — ;Zi?x” — 3n+9 =3+% VneN
Xy Xy On +1 9+% ’

Dies konvergiert gegen % = % < 1. Also konvergiert die Reihe nach dem Quotien-

tenkriterium.

Aufgabe 5
»  Konvergenzvon Reihen
Entscheiden Sie bei den folgenden Reihen, ob sie konvergieren (mit Begriindung):
00 3 9
v ¥ (2)
n=1 \" p

x (n+1
b

2 (50)
Hinweis: Sie konnen in a) benutzen, dass ZZOZ yn* fiir s > 1 konvergiert (vgl. z. B. [24],
5.9 und 5.10).

Lésung
o0 3 9 o0 1
) =3° —
a) ngl (l’l) ngl n®

Nach dem Hinweis (mit s = 9) konvergiert diese Reihe.



1.1 Berechnung von Funktionen und Nullstellen 5

b) Anwendung des Wurzelkriteriums liefert

n

Tim, +1 1<1
=lm, o=+ —= = .
"9 T 9

n—+1 n+1

9n

n

= lim, 0

limn —00

Also konvergiert die Reihe, sogar absolut.

Aufgabe 6

> Horner-Schema

Bestimmen Sie fiir die angegebenen Polynome p und Zahlen x( mittels des allgemeinen
Horner-Schemas (vgl. z. B. [23], 1.1) die zugehdrigen Polynome py, ..., po (m = 5 bzw.
m = 4) und die Ableitungen Z;—f(xo), 0<j<m+1.

a) xo = 0,8, p(x) =32x% —48x> + 18x° — 1,
b) xo =i, p(x) = x° + x* + 2% + x + 1 (miti> = —1).

Lésung

a) Das Horner-Schema liefert:

32
32
32
32
32
32
32
32

Damit

—48 0 18 0 0 -1
-224 —17,92 3,664 2,9312 2,34496  0,875968
32 —1536 8,624 3,968 —0,82944
28,8 7,68 —-2,48  —5952
54,4 51,2 38,48
80 115,2
105,6
ergibt sich

ps(x) = 32x° —22,4x* — 17,92x% + 3,664x> + 2,9312x + 2,34496
pa(x) = 32x* 4 3,2x3 — 15,36x2 — 8,624x — 3,968

p3(x) = 32x> + 28,8x% + 7,68x — 2,48

pa(x) = 32x% + 54,4x 4+ 51,2

pi1(x) = 32x 4+ 80

po(x) =32
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