Kapitel 2

Thermodynamik

In diesem Kapitel beschéaftigen wir uns mit den vier Hauptsétzen der Thermody-
namik und den Vorhersagen, die mit ihrer Hilfe gemacht werden kénnen. Dabei
wird deutlich, dass die Thermodynamik eine elegante Theorie ist, die sich auf der
Grundlage von wenigen Axiomen entfaltet, und dabei gerade wegen ihrer Abstrak-
tion weitreichende konkrete Vorhersagen mit einer groflen Bandbreite von Anwen-
dungen ermoglicht.

Wir untersuchen im Folgenden zuniichst die Eigenschaften von Warmemaschi-
nen und fiihren eine absolute Temperatur ein. Wir diskutieren thermodynamische
Potentiale, die eine zentrale Rolle in der Thermodynamik spielen, da man aus ihnen
im Prinzip alle relevanten thermodynamischen Grofen herleiten kann. Insbesonde-
re befassen wir uns mit Antwortfunktionen (Suszeptibilititen), die — abgesehen von
ihrer intrinsischen physikalischen Relevanz — auch die Stabilitdt eines thermodyna-
mischen Systems gegeniiber Fluktuationen bestimmen.

2.1 Thermodynamische Systeme: einige Beispiele

Wir diskutieren einige typische thermodynamische Systeme anhand ihrer Zustands-
gleichungen. Fine Zustandsgleichung ist eine Beziehung zwischen zwei konjugierten
»mechanischen® Variablen, wie Druck P und Volumen V', Magnetisierung M und
Magnetfeld H oder elektrische Polarisation P und elektrisches Feld E, die in der
Regel auch explizit von der Temperatur 7" abhéngig ist. Die im Folgenden genann-
ten thermodynamischen Systeme dienen hier lediglich als Beispiele. Sie werden alle
entweder in diesem Kapitel oder spéter im Buch noch im Detail behandelt.

2.1.1 Gase

Die relevanten mechanischen Variablen in einem Gas sind der Druck P, also die
Kraft, die das Gas pro Flidcheneinheit auf die Wand ausiibt, und das Volumen V.
Fiir den einfachen Fall eines klassischen idealen Gases, in dem sowohl die Wechsel-
wirkung zwischen den Gasmolekiilen als auch die Effekte ihrer endlichen Ausdeh-
nung vernachlissigt werden, hat die Zustandsgleichung, die P und V verkniipft,
bekanntermafien die Form

PV =vRT oder PV = NkgT ,
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wenn v die Mol- und N die Teilchenzahl des Gases ist. Wir haben dieses Gesetz fiir
ideale Gase, das 1811 von Avogadro formuliert wurde, bereits bei den ,historischen
Hohepunkten“ der Thermodynamik in Abschnitt [1.2] kennengelernt.

Fiir reale Gase ist diese Idealisierung sicherlich nicht addquat, wie wir ebenfalls
bereits aus der Einfiihrung wissen. Eine sehr erfolgreiche Modellzustandsgleichung
fiir reale Gase ist die Van-der- Waals-Gleichung:

N2
(P+aV2)(V—Nb) = NkgT ,
die sogar den Ubergang zwischen der gasférmigen und der fliissigen Phase phi-

nomenologisch beschreiben kann. Die Interpretation der Van-der-Waals-Gleichung
lésst sich sehr einfach an ihrer alternativen Schreibweise

p_ NkeT _ N?
T V-Nb v

ablesen: Das effektiv verfiighare Volumen wird durch die endliche Ausdehnung b
der N Gasteilchen um Nb verringert. Dementsprechend wird Nb auch als ausge-
schlossenes Volumen bezeichnet. Aufierdem wird der Druck im Vergleich zu einem
idealen Gas in einem Volumen V' — Nb noch um einen Term ags abgesenkt, der
von der attraktiven Van-der- Waals- Wechselwirkung zwischen Teilchen herriihrt und
daher proportional zum Quadrat der Teilchendichte p = N/V ist.

0
0 Nb Vi Ve Vs \%
Abb. 2.1 Das P-V-Diagramm des Van-der-Waals-Gases

FEinige drastische Effekte der Wechselwirkung und des ausgeschlossenen Volu-
mens fiir das physikalische Verhalten des Gases sind bereits aus dem P-V-Dia-
gramm in Abbildung 2.1 ersichtlich, in dem der Gasdruck P fiir drei unterschied-
liche Temperaturen 77 > Ty > T3 iiber dem Volumen V aufgetragen ist: Fiir die
hohere Temperatur 7; sagt die Van-der-Waals’sche Zustandsgleichung ein mono-
ton abfallendes Verhalten von P(V') vorher, wie es in der roten Kurve dargestellt
ist. Man beachte jedoch, dass der Druck des realen Van-der-Waals-Gases auch fiir
die Temperatur T; bereits merklich abgesenkt ist im Vergleich zum (rot gestrichelt
eingezeichneten) Druck eines idealen Gases bei derselben Temperatur. Die (griin
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eingezeichnete) P-V-Kurve fiir die mittlere Temperatur T5 zeigt, dass die Druckab-
senkung relativ zum idealen Gas bereits so weit fortgeschritten ist, dass die Kurve
fiir einen einzigen Volumenwert V' = V. waagerecht verlauft. Fiir die noch nied-
rigere Temperatur T3 < Ts verlduft die (in Abb. 2.1 blau skizzierte) P-V-Kurve
nicht mehr monoton fallend. Da die P(V)-Kurve fiir T = T5 offensichtlich einen
Ubergang zwischen fundamental unterschiedlichen Kurvenverldufen markiert, be-
zeichnen wir T als die ,kritische Temperatur (T = T¢).

Im Laufe dieses Kapitels (speziell in Abschnitt [2.14] und in einigen Ubungs-
aufgaben) werden wir ausfiihrlich auf die Van-der-Waals-Gleichung und auf die In-
terpretation des P-V-Diagramms in Abb. 2.1 zurlickkommen. Wir werden zeigen,
dass bei der  kritischen* Temperatur T, ein Phasenibergang zwischen einer Gas-
phase und einer fliissigen Phase auftritt und dass die nicht-monoton verlaufende
(blaue) P(V)-Kurve fiir T3 < T, aufgrund zwingender thermodynamischer Uberle-
gungen zwischen den Volumenwerten Vi und V5 durch die schwarz eingezeichnete
gerade Strecke zu ersetzen ist. Die schwarze Strecke ist dann als Koezistenzbereich
der beiden Phasen ,Gas* und , Fliissigkeit* zu interpretieren. Wegen des Auftretens
eines Phaseniibergangs ist die Van-der-Waals-Gleichung als phanomenologische Be-
schreibung realer Gase innerhalb der Thermodynamik von grofer Bedeutung.

Es ist generell hilfreich, Zustandsgleichungen fiir reale Gase nach Potenzen der
Teilchendichte p = N/V zu entwickeln, da man aus den verschiedenen Ordnungen
einer solchen Entwicklung bereits viel iiber die Wechselwirkungseffekte innerhalb
des Gases lernt. Entwickelt man z.B. die Van-der-Waals’sche Zustandsgleichung
nach Potenzen der Dichte, so erhélt man:

kaBT 2 a 1
P= —ap® = pkpT |1 + — + § .
1 b ap pk‘B [ P (b k ) 2 (pb)

Allgemein kann man eine Potenzreihenentwicklung fiir den Druck beliebiger realer
Gase in der Form

P =pkpTy B (T)p' = ksT [p + Bl(T)pl]
=0 =2

angeben, die als Virialentwicklung bezeichnet wird; die Koeffizienten B;(T') heiffen
dementsprechend Virialkoeffizienten. Fiir klassische Gase gilt allgemein B, (T') = 1.
Fiir den Spezialfall der Van-der-Waals-Gleichung erhilt man aufserdem By (T') =
b— 2 und By(T) = b!=1 fiir [ > 2. Tats#chlich findet man experimentell fiir viele
Gase, dass By(T) > 0 fiir hohe und Bo(T) < 0 fiir niedrige Temperaturen gilt.

2.1.2 Elastizitat

Das eindimensionale Analogon des Drucks — oder vielmehr: des negativen Drucks
— ist die Seilspannung ¥ (gemessen in N), die auf einen elastischen Draht ausgeiibt
wird und somit zu einer Langendnderung AL fiihrt. Falls die Seilspannung nicht zu
grofs ist, gilt ein linearer Zusammenhang zwischen ¥ und AL, der als ,,Hooke’sches
Gesetz“ bekannt ist:

AL

SAD) =K1

AL=L-1L,.
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In dieser Zustandsgleichung, die nun die Dehnung AL mit der ausgeiibten Kraft
Y verkniipft, ist L die Lénge des Drahts, Ly die Ruheldnge und K (T') die entspre-
chende Proportionalitidtskonstante. Die Wirkung der Seilspannung auf einen Draht
ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Die Dehnung des Drahts fiihrt dazu, dass im Draht
eine potentielle Energie V(AL) gespeichert ist:

AL AL
V(AL) :/0 dz ¥(z) :/0 dx Kf)xz KQ(LT) (AL)? .

Da die Ruhelage AL = 0 dem Gleichgewicht und somit dem Potentialminimum
entsprechen soll, muss unbedingt K (T") > 0 gelten.
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Abb. 2.3 Einseitige Dehnung

cines quaderformigen Stabs Abb. 2.4 Dreiseitige Dehnung

eines dreidimensionalen Quaders

Ahnliche Zustandsgleichungen gibt es auch fiir elastische Korper in drei Di-
mensionen: Eine sehr schone Darstellung findet sich in Ref. [36]. Zur Illustration
betrachten wir zunichst — wie in Abbildung 2.3 dargestellt — statt des eindimen-
sionalen Drahts einen (homogenen, isotropen) dreidimensionalen quaderférmigen
Stab mit den Seitenléngen L1, Lo und L3, auf dessen rechte und linke Seitenflé-
chen die Kréfte 31 = —pLoL3é; bzw. —31 = pLoL3é, wirken. Die Krifte 3
sollen wiederum nicht zu grof sein (,Hooke’sches Gesetz"), gleichméfig an den Sei-
tenflichen angreifen und somit effektiv einem Druck —p entsprechen. Eine positive
é;-Komponente der Kraft 3, fithrt also zu einer Dehnung des Stabs und entspricht
somit einem negativen Druck (und umgekehrt). Die Wirkung der Kréfte auf die
beiden Seitenflichen fithrt im Allgemeinen nicht nur zu einer Dehnung des Stabs
in é;-Richtung, sondern auch zu einer Querkontraktion in €s- und és-Richtung:

AL ALy _ ALs

= — = . 2.1
I ap ) Ly Ly oap ( )

Hierbei sind die Materialparameter o und o grundsatzlich temperaturabhéangig. Der
Parameter o(T') wird als FElastizitatskoeffizient und o(T') als Querkontraktionskoef-
fizient bezeichnet. Aus der Forderung, dass die Ruhelage dem Potentialminimum
entsprechen soll, folgt nun die Eigenschaft a(T") > 0.

Ubt man im Beispiel des dreidimensionalen quaderférmigen Stabs — wie in Ab-
bildung 2.4 dargestellt — in allen drei Raumrichtungen Krifte £3;€; mit

Y1 =-—-p1loLs , Xo=-p2L1L3 , X3=-—p3LiLs
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auf die Seitenfliichen aus, so ergibt die Uberlagerung der in Gleichung (2.1) fiir eine
einseitige Dehnung bestimmten Ergebnisse die Zustandsgleichung;:

ALl/Ll P1 1 —0 —0
ALy/Ly | = —xa(T) | p2 , xXa(T)=al|l—-0c 1 -0 . (2.2)
ALs/L3 D3 -0 -0 1

Die Forderung, dass die Ruhelage dem Potentialminimum entsprechen soll, impli-
ziert nun aufgrund des Prinzips , Arbeit = Kraft x Weg":

1 3 D1 ALy/Ly
0 S / d\ Z(AEZ)ALZ = —éV P2 . ALQ/LQ = éVpTXel(T)p .
0 =1 D3 ALs3/L3

Die rechte Seite dieser Ungleichung kann aber nur dann fiir alle méglichen Kom-
binationen von Driicken p = (p1,p2,p3) # 0 positiv sein, sodass die Ruhelage
eindeutig ist, wenn die Matrix x.i(T") positiv definit ist. Dies erfordert, dass die
drei Eigenwerte von xc1(T') [also a(1 — 20) und zweimal «(1 + )] positiv sein miis-
sen. Wegen a > 0 folgt hieraus schliefslich die wichtige Ungleichung —1 < 0 < %
fiir den Querkontraktionskoeffizienten o. In der Praxis beobachtet man iibrigens in
der Regel, dass eine Dehnung in einer Richtung mit einer Kontraktion (o > 0) in
den beiden orthogonalen Raumrichtungen einhergeht, sodass praktisch die schérfere
Ungleichung 0 < 0 < % gilt. Die (wenigen) Materialen mit negativem Querkontrak-
tionskoeffizienten (—1 < o < 0) werden als auzetisch bezeichnet [von Griechisch
adZnTinde (wachsend”)].

2.1.3 Magnetische Materialien

Magnetismus ist ein hochinteressantes und kompliziertes Phéanomen, das primér
von der Elektron-Elektron-Wechselwirkung im Festkorper hervorgerufen wird. Es
gibt viele Modelle, die diese Wechselwirkung und den aus ihr hervorgehenden ,spon-
tanen“ Magnetismus bei tieferen Temperaturen beschreiben kénnen [man denke an
das berithmte Ising-Modell (1.6), das bereits in der Einfiihrung zur Sprache kam)].
Bei hoheren Temperaturen ist die Wechselwirkung zwischen magnetischen Momen-
ten jedoch unwichtig. Das Verhalten von magnetischen Materialien in einem &ufse-
ren Feld H wird dann durch das Curie’sche Gesetz beschrieben:

const. . H- 1B71\/[. (2.3)

M = Xm(T)H ) Xm(T) ~ T Lo

Hierbei wird x, (7)) als magnetische Suszeptibilitit bezeichnet. Zustandsgleichun-
gen der Form M = x,,(T)H sind natiirlich nur ndherungsweise giiltig. Es wird
angenommen, dass das Medium linear ist, d. h., dass Beitrage zur Magnetisierung
M, die nicht-linear von H abhéngen, vernachléssigt werden kénnen. In anisotro-
pen linearen Medien soll x,,(T"), analog zur Matrix xe1(7') in Abschnitt [2.1.2], als
Tensor interpretiert werden.

Es ist daher klar, dass ein Gesetz wie (2.3) nur fiir nicht zu starke Magnetfelder
gelten kann: Fiir hinreichend starke H-Felder werden in der M(H)-Beziehung si-
cherlich auch nicht-lineare Terme auftreten. Es ist sogar durchaus denkbar, dass die
Magnetisierung nicht eindeutig durch das H-Feld bestimmt wird: Falls Hysterese
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auftritt (also eine Abhéngigkeit der Magnetisierung von der Art der Préaparation
der Probe), existiert keine einfache Zustandsgleichung der Form M = M(H). Im
Folgenden nehmen wir daher in der Regel an, dass die zu beschreibenden thermo-
dynamischen Systeme eindeutige Zustandsgleichungen besitzen und daher insbe-
sondere keine Hysterese aufweisen.

2.1.4 Dielektrika

Wird ein nichtleitendes Material (Dielektrikum) einem elektrischen Feld E aus-
gesetzt, dann entsteht eine Polarisation P des Mediums, die (fiir nicht zu starke
Felder) eine lineare Funktion von E ist:

1 b

EOP =x.(TE , x(T)~a+ T
Hierbei soll die Temperatur 7" wiederum nicht zu niedrig sein. Aufferdem gilt die
angegebene Formel auch in diesem Fall nur fiir lineare Medien, wobei x.(7') fiir
anisotrope Systeme Tensorcharakter hat; wir nehmen also implizit an, dass keine
Hysterese auftritt.

2.1.5 Weitere Beispiele

Zwei weitere Beispiele von Kréften, die makroskopische Eigenschaften eines ther-
modynamischen Systems und somit ihre Zustandsgleichungen beeinflussen, sind
Beschleunigungen oder Schwerkraftfelder, die den Schwerpunkt eines Koérpers &n-
dern kénnen, und Rotationen, die durch eine Winkelgeschwindigkeit €2 Einfluss auf
den Drehimpuls L haben.

2.2 Einige Definitionen

Um die Hauptsétze der Thermodynamik sinnvoll diskutieren zu kénnen, sollten die
folgenden Begriffe geklart sein:

o Thermodynamische Variable sind messbare makroskopische Grofen, wie die
thermischen Variablen Temperatur und Entropie (T,S), die mechanischen
Variablen (—P,V), (%,L), (E,p), (H,m) und (w,L) oder die chemischen
Variablen {p;, N;} = (u, N), wobei der Index 4 die verschiedenen Teilchen-
sorten mit entsprechendem chemischem Potential p; bezeichnet. Die Grofen
p und m stellen elektrische bzw. magnetische Dipolmomente dar, die geméaf

p= [ xPe . m= [ axMx)

mit den lokal definierten Grofen Polarisation P(x) und Magnetisierung M (x)
zusammenhéngen. Thermodynamische Variable sind entweder extensiv (pro-
portional zur Systemgrofe) oder intensiv (unabhéngig von der Systemgro-
fse). Beispiele fiir extensive Variable sind die Entropie S, das Volumen V', die
Lénge L, die Teilchenzahlen N, das elektrische Dipolmoment p, das magneti-
sche Dipolmoment m oder der Drehimpuls L. Beispiele fiir intensive Variable
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sind die Temperatur T', der (negative) Druck —P, die Spannung ¥, die che-
mischen Potentiale p der verschiedenen Teilchensorten, das elektrische Feld
E, das Magnetfeld H oder die Winkelgeschwindigkeit w. Die Bedeutung ei-
nes ,chemischen Potentials* wird spétestens bei der Behandlung des ersten
Hauptsatzes der Thermodynamik in Abschnitt [2.4] deutlich.

e Ein thermodynamischer Zustand wird durch einen ausreichenden Satz ther-
modynamischer Variabler charakterisiert.

o Thermodynamisches Gleichgewicht liegt vor, wenn der thermodynamische
Zustand sich nicht zeitlich &ndert.

e Eine thermodynamische Transformation ist eine Zustandsdnderung. Fiir ein
Gleichgewichtssystem kann eine Transformation nur durch &ufsere Einfliis-
se hervorgerufen werden. Die Transformation heifst quasi-statisch, wenn sie
so langsam vollzogen wird, dass das System sich stédndig ndherungsweise im
Gleichgewicht befindet. Die Transformation heifst reversibel, wenn sie bei ei-
ner Umkehrung der dufseren Einfliisse vollsténdig riickgingig gemacht wer-
den kann. Reversible Transformationen sind quasi-statisch; das Umgekehrte
ist nicht notwendigerweise wahr. Eine Transformation, die nicht reversibel
ist, heifst irreversibel. Irreversible Prozesse sind héufig schnell und gehen mit
Reibung einher; die Zwischenzustinde sind in diesem Fall keine Gleichge-
wichtszusténde. Es ist jedoch durchaus moglich, dass auch langsame (quasi-
statische) Prozesse irreversibel sind; man denke zum Beispiel an eine insge-
samt makroskopische freie Expansion eines Gases, die jedoch sehr langsam
(in vielen kleinen Schritten) durchgefiihrt wird (vgl. Ubungsaufgabe 2.10).

e Widrme ist diejenige Energieform, die von einem homogenen System absor-
biert wird, wenn seine Temperatur ansteigt, ohne dass Arbeit geleistet wird
oder sich die Teilchenzahl &ndert.

e Ein Wirmebad ist ein so grofes System, dass die Aufnahme oder Abgabe von
endlichen Warmemengen seine Temperatur nicht merkbar &ndert.

o Trennwdinde zwischen zwei thermodynamischen Systemen A und B koénnen
thermisch leitend oder thermisch isolierend sein. Keine der beiden Varianten
ist durchlassig fiir Materie; die leitende Trennwand ist jedoch durchléssig
fiir Wérme, die isolierende nicht. Im Fall einer (unbeweglichen) isolierenden
Trennwand hat eine Zustandsdnderung im System A keinen Einfluss auf B
und umgekehrt.

e Ein thermodynamisches System kann isoliert, geschlossen oder offen sein.
Ein isoliertes System kann keine Materie und keine Warme, ein geschlossenes
System Wérme, aber keine Materie, und ein offenes System sowohl Wérme
als auch Materie mit der Umgebung austauschen.

e Ein adiabatischer Prozess ist eine Zustandsédnderung in einem isolierten Sys-
tem. Es findet also kein Austausch von Warme oder Materie mit der Umge-
bung statt.

Mit Hilfe dieser Definitionen sind wir nun imstande, die Hauptsétze der Thermo-
dynamik zu formulieren und ihre konkreten Konsequenzen zu analysieren.
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2.3 Der nullte Hauptsatz

Im vorigen Abschnitt wurde das thermodynamische Gleichgewicht eines einzelnen
Systems dadurch definiert, dass sein thermodynamischer Zustand sich zeitlich nicht
dndern soll. Analog bezeichnen wir zwei Systeme als im thermischen Gleichgewicht
miteinander, wenn sich ihre Zusténde nicht zeitlich &ndern, falls sie durch eine
thermisch leitende Wand miteinander in Kontakt gebracht werden. Fiir Systeme im
thermischen Gleichgewicht gilt der nullte Hauptsatz der Thermodynamik: ,, Befindet
sich System A im thermischen Gleichgewicht mit System B, und B ebenso mit
einem dritten System C', dann sind auch A und C im thermischen Gleichgewicht
miteinander.* Fihren wir die Notation

AL B

fiir die Relation zweier thermodynamischer Systeme A und B ein, die sich mitein-
ander im thermischen Gleichgewicht befinden, dann besagt der nullte Hauptsatz
also, dass diese Relation transitiv ist:

ASXBABAC = AlcC.

Da die Relation ~ trivialerweise reflexiv:
A~ A

und symmetrisch ist:
AXB = BXA,

liegt also eine Aquivalenzrelation vor. Der nullte Hauptsatz unterteilt die Gesamt-
heit aller thermodynamischen Systeme also in Aquivalenzklassen: Alle Systeme
einer Klasse sind miteinander im thermischen Gleichgewicht.

Diese Aquivalenzrelation ermoglicht die Konstruktion eines Thermometers: Ein
System By, das, abhéngig von seinem thermodynamischen Zustand ¢, mehreren
Aquivalenzklassen angehoren kann, ist als Thermometer zu gebrauchen. Der Para-
meter ¢, der den Zustand von B charakterisiert, wird dann die empirische Tempe-
ratur genannt. Diese empirische Temperatur ist eine Funktion der spéter einzufiih-
renden absoluten Temperatur 7. In der Thermometrie ist es daher essenziell, die
Beziehung ¢(T") moglichst genau festzulegen. In der Praxis ist es natiirlich so, dass
ein Thermometer anfangs im Allgemeinen noch nicht im thermischen Gleichgewicht
ist mit dem System, dessen empirische Temperatur zu bestimmen ist. Damit das zu
untersuchende System moglichst wenig gestort wird, sollte das Thermometer also
eine moglichst kleine Warmekapazitit haben. Umgekehrt stellt das System also ein
effektives Warmebad fiir das Thermometer dar.

Wichtig ist noch, dass man die Aquivalenzklassen thermodynamischer Systeme
mit Hilfe eines speziellen Thermometers (z. B. eines Gas- oder Quecksilberthermo-
meters) ordnen kann: System B heifst wdrmer als System A, falls die vom Thermo-
meter angegebene empirische Temperatur von System B ,hoher” ist (d. h., falls das
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Gasvolumen bei konstantem Druck bzw. die Linge des Quecksilberfadens grofser
ist). Wir deuten die Relation ,,A ist kiilter als B“ an durch

T
A<B.

Diese Ordnungsrelation ist rechtsgerichtet, da es zu jedem Paar von Systemen
(A, B) immer ein noch wérmeres System C, aber zum Grundzustand eines ther-
modynamischen Systems kein noch kilteres System gibt. Diese Ordnungsrelation
ist dann natiirlich auch unabhéngig vom verwendeten Thermometer.

2.4 Der erste Hauptsatz

Der erste Hauptsatz kann in der folgenden Gleichung zusammengefasst werden:

dU = dQ — dW + > _ pi;dN; . (2.4)

3

Diese Gleichung besagt, dass ein thermodynamisches System eine Energiemenge U,
die innere Energie, enthilt, die sich dadurch &ndern kann, dass dem System eine
Wiérmemenge d@) zugefiithrt wird, dass das System eine Energiemenge dW in me-
chanische Arbeit umsetzt oder dass dem System Materie (also chemische Energie)
zugefiihrt wird.! Die Summe im Materieterm deutet an, dass das System durch-
aus aus verschiedenen Teilchensorten mit unterschiedlichen Teilchenzahlen N; und
chemischen Potentialen p; aufgebaut sein darf. Der Bezeichnung ,innere” Energie
rithrt daher, dass U fiir Systeme definiert ist, deren Massenschwerpunkt im Iner-
tialsystem des Beobachters ruht. Die kinetische Energie des Massenschwerpunkts
wird hierbei also nicht mitberiicksichtigt.

Die vom System geleistete mechanische Arbeit dW im ersten Hauptsatz (2.4)
kann aus verschiedenen Quellen stammen:

dW =PdV —%dL—-E-dp —pH-dm —w-dL+--- ==Y -dX, (2.5)
wobei wir die thermodynamischen Variablen
(-P,X.E,poH,w,---) =Y
als die auf das System wirkenden verallgemeinerten Krdfte und die Variablen
(V.L,pm,L,---) =X

als die verallgemeinerten Koordinaten auffassen konnen. Dieser Sprachgebrauch ist
analog zur Klassischen Mechanik, in der die allgemeine Bewegungsgleichung mx =
F(x, %,t) fiir die Zeitabhingigkeit des Ortsvektors x(t) eines Teilchens ebenfalls zu
einer Beziehung der Form

dEyin = d(imx*) = F - dx
IHierbei kénnen dQ, dW, u;dN; und dU selbstverstandlich auch negativ sein. Das Zufiihren

einer negativen Energie entspricht dem Abfiihren einer positiven. Die Notation d (im Unterschied
zum Differential ,,d“) wird spater unter Gleichung (2.7) erklart.
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fithrt. Die ersten beiden Terme PdV und —XdL in Gleichung (2.5) haben auch
genau die Form F - dx, sodass die Analogie zur Klassischen Mechanik klar ersicht-
lich ist. Auch der Term —w - dL folgt direkt durch eine statistische Mittelung aus
der Klassischen Mechanik — die Herleitung dieses Terms wird in Anhang [A.1] be-
handelt. In Anhang [A.2] besprechen wir dann die elektro- bzw. magnetostatischen
Terme —E - dp und —poH - dm. Diese beiden Terme sind interpretationsbediirftig,
da sie die Trennung von Materie- und Feldfreiheitsgraden erfordern.

Aufgrund von Gleichung (2.5) und mit den Definitionen g = (1, 2, -+ ) und
N = (N1, Na, - - -) lautet der erste Hauptsatz (2.4) in kompakter Notation:

dU = dQ+Y -dX +p - dN . (2.6)

Er besagt also, dass die innere Energie aus thermischer, mechanischer und chemi-
scher Energie aufgebaut ist und dass diese Energieformen ineinander umgewandelt
werden konnen und daher dquivalent sind.

Die thermodynamischen Grofen (U, X, N) sind Zustandsgrifien, d.h., sie sind
eindeutig durch den thermodynamischen Zustand eines Systems festgelegt. Kehrt
das System nach einer Zustandsinderung wieder in die Ausgangslage zuriick,? so
hat sich z. B. die innere Energie insgesamt nicht geéndert,

de ~0, (2.7)

und Analoges gilt fiir andere Zustandsgrofen: ¢ dX = 0 bzw. ¢ dN = 0. Gleichung
(2.7) bedeutet mathematisch, dass dU ein ezaktes Differential ist. In diesem Fall ist
die Notation ,,df“ iiblich fiir infinitesimale Anderungen einer Grofe f. Ganz anders
ist die Situation bei den Anderungen dQ und dW der Wirme bzw. der mechani-
schen Energie, die zwar auch Differentialformen erster Ordnung darstellen, jedoch
im Allgemeinen nicht als Differentiale von Funktionen @) oder W interpretiert wer-
den konnen. In diesem Fall sind Integrale iiber geschlossene Wege keineswegs un-
bedingt gleich null; es liegt also kein exaktes Differential vor. Um den Unterschied
zum Ausdruck zu bringen, wird traditionell meist das Symbol ,,d“ verwendet.?

2.5 Die Carnot-Maschine

Sadi Carnot hat sich um 1824 Gedanken iiber die Maximierung des Wirkungsgra-
des von Warmemaschinen gemacht und in diesem Kontext eine periodisch arbei-
tende Maschine vorgeschlagen, die nur reversible Arbeitsprozesse ausfithrt. Wie in
den Abbildungen 2.5 und 2.6 schematisch dargestellt, findet in jeder Periode ein
Kreisprozess (,Carnot-Prozess”) statt, der aus vier reversiblen Schritten aufgebaut
ist:

1 — 2: isotherme Absorption der Wéirmemenge AQ; aus einem Wiarmebad mit
der (empirischen) Temperatur 9,

2Eine solche Zustandsinderung kann also als ,,geschlossener Weg“ im Raum der thermodyna-
mischen Zustinde angesehen werden. Man denke z. B. an eine reversible zeitliche Anderung der
Temperatur 7', der verallgemeinerten Kréfte Y und der chemischen Potentiale p, deren Anfangs-
und Endwerte zur Zeit t; bzw. ty gleich sind: {T(ti)7Y(ti), [_l,(ti)} = {T(tf), Y(tf), [_l,(tf)}.
3Statt ,,d“ findet man gelegentlich auch die ungliickliche, da mehrdeutige Notation &.
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2 — 3: adiabatische Zustandsénderung von der hoheren Temperatur ¢4 zur nied-
rigeren empirischen Temperatur J_ < 94,

3 — 4: isotherme Abgabe der Wiarmemenge AQ_ an ein Warmebad mit der nied-
rigeren Temperatur J_,

4 — 1: adiabatische Riickkehr in den Ausgangszustand mit der Temperatur 9.

Y P . AQy
2
4
AQ_ 3
X |4
Abb. 2.5 Carnot-Prozess im Abb. 2.6 Carnot-Prozess im
X-Y-Diagramm P-V-Diagramm

Es ist wichtig zu verstehen, dass der so definierte Carnot-Prozess vollig allgemein
ist: Es werden keine Annahmen iiber die konkrete Natur der Arbeitssubstanz oder
iiber die mechanischen Variablen Y und X gemacht. In Abb. 2.5 findet sich ei-
ne qualitative Skizze der Isothermen und Adiabaten? des allgemeinen Carnot-
Prozesses im Y-X-Diagramm. Man beachte, dass dieser allgemeine Carnot-Prozess
1—2—3—4—1 gegen den Uhrzeigersinn verlduft. Zum Vergleich wird in Abb.
2.6 der spezielle Carnot-Prozess fiir den Fall skizziert, dass die Arbeitssubstanz
ein einfaches klassisches ideales Gas (oder ein reales Gas bei niedriger Dichte) ist.
Die Umlaufrichtung im P-V-Diagramm (nun #m Uhrzeigersinn) weicht natiirlich
von derjenigen im allgemeinen Y-X-Diagramm ab, da Y im Fall eines Gases dem
negativen Druck entspricht. Die Arbeitsvorginge beim idealen Gas sind: (1 — 2)
isotherme Expansion unter Warmezufuhr, (2 — 3) adiabatische Expansion, (3 — 4)
isotherme Kompression mit Warmeabgabe und (4 — 1) adiabatische Kompression.

Wir betrachten den allgemeinen Carnot-Prozess im Y-X-Diagramm (Abb. 2.5)
etwas genauer. Die withrend einer Periode® von der Maschine geleistete Arbeit ist
gleich

AW:de:*fY'dxa

wobei die wihrend einer Periode geleistete Arbeit AW im Allgemeinen positiv ist.5
Wir definieren den Wirkungsgrad n der Carnot-Maschine als das Verhéltnis der
geleisteten Arbeit zur im Vorgang (a) absorbierten Warme:

AW
AQy

4Wie der Name schon andeutet, sind Isothermen Kurven konstanter Temperatur und Adiaba-
ten (oder ,Isentropen) Kurven konstanter Entropie (also ohne Warmeaustausch).

5Diese Darstellung der geleisteten Arbeit als Kreisintegral im Y-X-Raum zeigt iibrigens, dass
die ,,periodisch“ arbeitende Maschine keineswegs zeitlich periodisch funktionieren muss. Es sollen
nur im Zustandsraum immer wieder die gleichen Arbeitsvorgénge wiederholt werden.

6Dies ist im Fall des idealen Gases ohne Weiteres klar, da AW = f PdV die Flache des von
der Kurve 1 — 2 — 3 — 4 — 1 umschlossenen Gebiets darstellt. Im Allgemeinen folgt dies aus
dem zweiten Hauptsatz (siehe Abschnitt [2.6]), da dieser impliziert, dass der Wirkungsgrad aller
Carnot-Prozesse gleich ist.

Ui
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Aufgrund des ersten Hauptsatzes gibt es einen einfachen Zusammenhang zwischen
AW und den Wirmemengen AQy (A = £). Da die innere Energie eine Zustands-
grofe ist und daher vor und nach dem Zyklus 1 — 2 — 3 — 4 — 1 gleich ist,
gilt:

0=AU=AQ — AW = AQ; — AQ_ — AW bzw. AW = AQ: — AQ_ .

Man kann den Wirkungsgrad des Carnot-Prozesses daher auch in der Form

n=1- (2.8)

AQ+

schreiben. Wir werden im Folgenden sehen, dass aufgrund des zweiten Hauptsatzes
der Wirkungsgrad einer Carnot-Maschine immer positiv ist, den Wert Eins jedoch
nicht erreichen kann. Die bei der tieferen Temperatur ©_ abgegebene Warmemenge
ist also kleiner als die bei ¥ absorbierte. Im Endeffekt wird also Wérme aus der
Umgebung absorbiert und in Arbeit umgesetzt.

Als konkretes Beispiel betrachten wir den schematisch in Abb. 2.6 dargestellten
Carnot-Prozess mit einem klassischen einatomigen idealen Gas als Arbeitssubstanz,
(Y,X) = (=P, V). Das klassische Gas hat die innere Energie U = 3vRT und erfiillt
die Zustandsgleichung PV = vRT, wobei v die Molzahl ist.

Im ersten Arbeitsschritt, 1 — 2, findet eine isotherme Expansion statt. Da
die Temperatur konstant ist, &ndert sich in diesem Arbeitsschritt auch die innere
Energie U = ;’VRT nicht. Es folgt daher: 0 = dU = d@Q — dW, sodass die absor-
bierte Warme durch

dQ = PdV = vRT, d“//

gegeben ist. Durch Integration ergibt sich:

Va

AQ+ = I/RT+/

Vi

d(InV) = vRT, ln<¥j) . (2.9)

Im zweiten Arbeitsschritt wird eine adiabatische Expansion vorgenommen. Es fin-
det also kein Wérmeaustausch zwischen System und Umgebung statt, d@QQ = 0.
Aufgrund des ersten Hauptsatzes gilt daher dU = —dW und somit auch:

T
8URAT = —PdV = —”‘}E v .

Es folgt
34T AV s/20] _
o1ty =d[In(T°?V)] =0, (2.10)

sodass die Groke T3/2V wihrend dieses adiabatischen Vorgangs konstant ist. Ins-
besondere findet man eine Beziehung zwischen den Zustandsgrofen in Zustand 2
und 3, ndmlich

T2V, = %%y . (2.11)
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Im dritten Arbeitsschritt (isotherme Kompression, 3 — 4) findet man analog zum
Schritt 1 — 2:

AQ_ =vRT_ ln<V3) , (2.12)
Vi

und der vierte Schritt (adiabatische Kompression, 4 — 1) ergibt:

T3P =Ty, . (2.13)

Aus (2.13) und (2.11) folgt eine einfache Beziehung fiir die Volumina der Zustande
1,2, 3 und 4:

Voo V3

= . 2.14
Durch Einsetzen von (2.9) und (2.12) in (2.8) unter Verwendung von (2.14) ergibt
sich nun sofort der lediglich von den Arbeitstemperaturen 7y und 7_ abhingige
Ausdruck

_, AQ- o T-In(Vs/Vy) . T-
n=1 AQy ! Ty In(Va/ V1) -1 Ty (2.15)

fiir den Wirkungsgrad einer Carnot-Maschine mit einem klassischen idealen Gas als
Arbeitssubstanz. Tatséchlich sieht man, dass 0 < n < 1 gilt, da 7_ die niedrigere
der beiden (absoluten) Temperaturen ist: 0 < T < T} < oco. Der Wirkungsgrad
der Maschine ist moglichst grof, wenn die Temperaturdifferenz AT = Ty — T_
zwischen beiden Badern moglichst grof ist.

Aufgrund unserer Analyse des Carnot-Prozesses mit einem klassischen idealen
Gas als Arbeitssubstanz kénnen wir diesen Zyklus nun auch quantitativ korrekt
in einem P-V-Diagramm darstellen. Das Ergebnis findet sich in Abbildung 2.7.
Man sieht, dass dieser Zyklus tatséichlich die gleiche Struktur wie die schematische
Darstellung in Abb. 2.6 hat, im Detail jedoch erheblich davon abweicht. Die Vo-
lumenabhéngigkeit des Drucks ist fiir die isothermen Arbeitsschritte 1 — 2 und
3 — 4 durch P & V! gegeben. Fiir die adiabatischen Arbeitsschritte 2 — 3 und
4 — 1 gilt P o< T/V oc V75/3, wobei also eingeht, dass 7%/2V (und somit auch
TV?/ 3) wihrend eines adiabatischen Vorgangs konstant ist.

P

—e3 \%4

Abb. 2.7 Carnot-Prozess im P-V-Diagramm eines klassischen idealen Gases



28 Kapitel 2 Thermodynamik

Man kann den Carnot-Prozess natiirlich auch umkehren, da er per definitio-
nem reversibel ist. Die umgekehrte Carnot-Maschine gibt periodisch Warme an
die Umgebung ab, wenn an der Maschine Arbeit geleistet wird. Der umgekehrte
Carnot-Prozess definiert also eine Kdltemaschine; eine typische Anwendung ist der
Kiihlschrank.

2.6 Der zweite Hauptsatz

Der erste Hauptsatz reicht offensichtlich nicht aus, um das Verhalten thermodyna-
mischer Systeme zu beschreiben. Es gibt Prozesse, die das Gesetz der Energieer-
haltung erfiillen und dennoch nie beobachtet werden. So gleichen sich zum Beispiel
zwischen Korpern, die in thermodynamischen Kontakt gebracht werden, Tempera-
turdifferenzen aus; man sieht nie, dass sie anwachsen. Gas verteilt sich gleichméfig
iiber einen Behélter; man sieht nie, dass es sich spontan in eine Ecke zuriickzieht
und im restlichen Behélter ein Vakuum entsteht. Um solche experimentellen Fakten
in der Thermodynamik zu beriicksichtigen, benétigt man den zweiten Hauptsatz,
der in verschiedenen Formulierungen vorliegt. Erwidhnt seien nur die Formulierun-
gen von William Thomson (Lord Kelvin) und Rudolf Clausius:

Kelvin: Es gibt keine thermodynamische Transformation, deren einziger Effekt
ist, einem Wirmebad Wérme zu entnehmen und diese vollstdndig in Arbeit
umzusetzen.

Clausius: Es gibt keine thermodynamische Transformation, deren einziger Effekt
ist, einem kélteren Warmebad Warme zu entnehmen und diese in ein wér-
meres Warmebad einzuspeisen.

Das Wort ,einziger” ist entscheidend; es zeigt an, dass sich das System, das den
Prozess durchlduft, vor und nach der Transformation im selben thermodynami-
schen Zustand befinden soll, d.h., dass ein zyklischer oder Kreisprozess vorliegt.
Die Formulierung von Clausius ist auch deshalb so interessant, da sie einen Zeitpfeil
impliziert: Warme fliefit offenbar immer von warm zu kalt und niemals andersher-
um, obwohl die Gesetze der Mechanik und Quantenmechanik eigentlich invariant
unter Zeitumkehr sind. Wir erkldren in Abschnitt [7.3.2], wie dieses auf den ersten
Blick paradoxe Verhalten zu interpretieren ist.

Temperatur ¥

(A
Q L 2

Temperatur 9 Q

=
I

2
Q

Temperatur 9_

Abb. 2.8 | Kelvin“: Diese thermo-
dynamische Maschine existiert nicht. Abb. 2.9 , Clausius®: Diese thermo-
dynamische Maschine existiert nicht.

Die Transformation, die es laut Kelvins bzw. Clausius’ Formulierung nicht gibt,



2.6 Der zweite Hauptsatz 29

heift auch ,Perpetuum mobile der zweiten Art“,” sodass der zweite Hauptsatz al-
ternativ auch so formuliert werden kann:

Es gibt kein Perpetuum mobile der zweiten Art.

Der zweite Hauptsatz kann auch bequem in einem Bild dargestellt werden und
lautet dann: Die Prozesse in Abbildung 2.8 und 2.9 existieren nicht.

In der Formulierung von Clausius soll das Warmebad mit der empirischen Tem-
peratur ¥4 wirmer als das Bad mit der Temperatur 9_ sein. Es ist leicht zu zeigen,
dass die Formulierungen von Kelvin (K) und Clausius (C) &quivalent sind. Hierzu
beweisen wir zuerst =K = —C und dann =C = =K und folgern durch Kombination
beider Aussagen, dass —K < —C oder dquivalent K < C gilt.?

Temperatur 9 Temperatur 94

Q
—5 4+
W=0Q -
Q
Temperatur ¥ _ Temperatur J_

Abb. 2.10 Aus —K folgt ~C!

Wir nehmen zuerst an, dass =K gilt. Dann existiert also eine Transformation,
mit deren Hilfe man einem Wérmebad der Temperatur ¢_ die Warmemenge @
entnehmen und vollstdndig in Arbeit (W = @) umsetzen kann. Diese mechanische
Energie kann man vollstdndig in Wiarme umwandeln, die dann in Kontakt zu einem
Bad mit der héheren Temperatur 9, freigesetzt wird. Hierzu kann man z. B. ein
klassisches ideales Gas bei der Temperatur ¥4 isotherm komprimieren — dabei
wird Arbeit in Warme umgewandelt — und sich anschliefsend frei ausdehnen lassen.
Insgesamt hat man dann nur einen einzigen Effekt erreicht, ndmlich Warme aus
einem kilteren in ein warmeres Warmebad einzuspeisen. Folglich muss —C gelten.
Man kann diese Vorgéinge wie in Abbildung 2.10 grafisch darstellen.

Temperatur 94 Temperatur 94
Q
|
L +
Q
Temperatur 9 _ Temperatur 9 _ Temperatur 9 _

Abb. 2.11 Aus —C folgt -K!

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass —C gilt, d. h., dass wir die Warmemenge @)
aus einem kélteren Bad (Temperatur ¥_) in ein wirmeres (Temperatur ¥ ) einspei-
sen kénnen. Wenn man diese Warmemenge daraufhin dem wérmeren Bad wieder

"Ein ,,Perpetuum mobile der ersten Art* wiirde den ersten Hauptsatz der Thermodynamik
(also die Energieerhaltung) verletzen.

8Wir verwenden das Standardsymbol — fiir die Negation (Verneinung) aus der klassischen
Logik, sodass =K ,nicht-K* bzw. ,nicht-Kelvin“ und —C analog ,nicht-Clausius® bedeutet.
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entnimmt, um sie teils in Arbeit umzusetzen, z. B. mit Hilfe eines Carnot-Prozesses
mit einem klassischen idealen Gas als Arbeitssubstanz, dann hat man effektiv dem
kalteren Bad die Warmemenge Q — Q' entnommen und diese vollstandig in Arbeit
umgesetzt, im Widerspruch zu ,,Kelvin“. Also gilt =K. Dieses Gedankenexperiment
ist grafisch in Abbildung 2.11 dargestellt.

Durch Kombination der beiden Aussagen ergibt sich nun K < C, sodass die
Formulierungen von Kelvin und Clausius in der Tat dquivalent sind.

2.7 Der zweite Hauptsatz und Carnot-Prozesse

Wir betrachten zwei gekoppelte thermodynamische Maschinen A und B, wie in
Abbildung 2.12 skizziert: eine nicht notwendigerweise reversible Warmemaschine A,
die in einem Zyklus die Warmemenge AQﬁ absorbiert und die Arbeit AW leistet,
und die (per definitionem reversible) Carnot-Maschine B, an der unter Abgabe der
Wairmemenge AQE pro Zyklus die Arbeit AW verrichtet wird. Das Wéarmebad mit
der empirischen Temperatur ¥ soll warmer als das Bad mit der Temperatur ¥_
sein. Die Carnot-Maschine wird in Abb. 2.12 also als Kdltemaschine eingesetzt. Im
Endeffekt wird dem kélteren Bad die Warmemenge AQE — AQﬁ entnommen und
in das wirmere Bad eingespeist (falls AQY > AQ% gilt), oder es wird AQ%} — AQE
in umgekehrter Richtung transportiert (im Fall AQE < AQﬁ). Die erste Variante
wiirde ein Perpetuum mobile der zweiten Art darstellen und ist somit aufgrund des
zweiten Hauptsatzes ausgeschlossen. Es folgt daher, dass notwendigerweise

AQY < AQ}

gilt, sodass der Wirkungsgrad der Wéarmemaschine A hochstens gleich dem Wir-
kungsgrad des Carnot-Prozesses sein kann:

AW AW

T AQY T AQe
QA = AQE

Im letzten Schritt geht entscheidend ein, dass die Wirkung der Carnot-Maschine B
reversibel ist, sodass AW/ AQE auch den Wirkungsgrad von B darstellt, falls sie

als Wérmemaschine eingesetzt wird. Wir kommen daher zum wichtigen Schluss,
dass keine Wiarmemaschine effizienter als der Carnot-Prozess ist.

1A =B . (2.16)

Temperatur 94 Temperatur ¥4
B
AQY
AW
B
AQY — AW
Temperatur J_ Temperatur 9 _—

Abb. 2.12 Zwei gekoppelte thermodynamische Maschinen:
B ist immer eine Carnot-Maschine.
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Falls nun auch A eine Carnot-Maschine ist, kann man in obigem Gedanken-
experiment die Rollen von A und B vertauschen. Zusétzlich zu (2.16) folgt nun
ne < ma und somit durch Kombination beider Resultate 1y = ng. Alle denk-
baren Carnot-Prozesse haben also denselben Wirkungsgrad, unabhéngig von der
Arbeitssubstanz.? Dieser Wirkungsgrad kann daher lediglich von den empirischen
Temperaturen ¥4 und ¥_ der beiden Warmebdder abhéngen:

AQ_ —1_ n= f('t9+,19,) Temperatur 94
AQ+ AQy
f@,9)=1. (2.17)
4 3\ AW,
Da alle Carnot-Prozesse denselben Wirkungsgrad ﬂ
besitzen und wir bereits aus Gleichung (2.15) wis- \
sen, dass fiir den Carnot-Prozess mit einem klassi- AQo
schen idealen Gas als Arbeitssubstanz 0 < n < 1
gilt, kénnen wir zunéchst einmal fiir alle Arbeits- g f
temperaturen ¥4 # 9_ folgern: 0 < f(d4,v_-) < 1. AQo
Man kann die mogliche Form der Funktion

f(¥4,9-) aber auch leicht konkret berechnen, in-
dem man — wie in Abbildung 2.13 skizziert —
zwei Carnot-Prozesse mit den Arbeitstemperaturen
(¥4,90) und (Yo,?Y_) aneinanderkoppelt. Der Ge-
samtprozess, der zwischen den Temperaturen ¥
und J_ verlduft, wird durch (2.17) bestimmt. Fir
die Teilprozesse gilt:

A
f('l9+,’190) = Agj)» ) f(1907’l9—)

sodass fiir alle (94,90, 9_) folgt:

f(19+’19—):f(19+7190)f(790719—) ) f(’l9,’l9):1

Temperatur 9

Abb. 2.13 Berechnung
AQ_ des Wirkungsgrades
= ) einer Carnot-Maschine
AQo

oder dquivalent:

In[f (94, 9-)] = In[f(d4,D0)] + In[f(do,¥-)] , I[f(dI)]=0.  (2.18)

Hierbei muss fiir alle Arbeitstemperaturen ¥ # ¢_ gelten: In[f (9, 9_)] < 0. Wie
man leicht beweist, hat die Losung von Gleichung (2.18) fiir irgendeine Funktion
7(1¥) notwendigerweise die Form

In[f (94, 9_)] = 7(9_) — (0 .

Wegen In(f) < 0 gilt A7 = 7(94) — 7(9-) > 0. Die neue empirische Temperatur
7(19) ist also interessanterweise immer rechtsgerichtet geordnet (,hoher ist wirmer),

9Diese Aussage lisst sich leicht verallgemeinern: In der Herleitung von na = ng wird nicht
explizit verwendet, dass A ein Carnot-Prozess ist, sondern nur, dass A reversibel ist. Es folgt daher
generell, dass alle reversiblen thermodynamischen Maschinen, die zwischen zwei Warmeb&ader mit
den empirischen Temperaturen ¥4 und ¢¥_ geschaltet sind, den gleichen Wirkungsgrad haben,
der daher insbesondere gleich dem Wirkungsgrad des (reversiblen) Carnot-Prozesses sein muss.
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sogar wenn dies fiir die urspriingliche empirische Temperatur 9 selbst nicht gilt.
Der Wirkungsgrad des Gesamtprozesses folgt nun als:

n=1—f0y,0_)=1—e2". (2.19)

Dieses Resultat ermoglicht die Definition einer absoluten Temperatur, wobei ,ab-
solut”“ bedeutet, dass die Temperaturskala vollig unabhéngig von der verwende-
ten Arbeitssubstanz ist. Hierzu muss man die Beziehung zwischen der absoluten
Temperatur und der Funktion 7() per Konvention festlegen. Erwihnt seien zwei
Moglichkeiten, die beide rechtsgerichtet geordnet sind:

(Th) Fordert man, dass der Wirkungsgrad einer Carnot-Maschine nur von der Tem-
peraturdifferenz der Béder abhéingen darf, so erhédlt man die Thomson-Skala:
h=1-— ei/\[TiTh)iTiTh)} ’
wobei der Parameter A und der Nullpunkt der Skala noch frei zu wéhlen sind.
Die Thomson-Temperatur ist also proportional zur Funktion 7(¢).

(K) Fordert man, dass der Wirkungsgrad linear vom Temperaturverhdltnis der
Béader abhéngen soll, so erhélt man die Kelvin-Skala:

7K
n=1- "1 (2.20)
T+

wobei T() zuniichst nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt ist. Dieser
Faktor wird dadurch festgelegt, dass die Temperatur des Tripelpunkts von
Wasser per definitionem gleich 273,16 K gesetzt wird.' Die Kelvin-Tempera-
tur ist somit proportional zu exp[r(1)].

Die absolute Kelvin-Skala entspricht genau der aus dem idealen Gasgesetz be-
kannten Gastemperatur, wie man aus dem Vergleich von (2.20) und (2.15) sieht.
Beide Temperaturskalen stammen natiirlich von William Thomson (Lord Kelvin).
Grundsétzlich wichtig ist also, dass diese absoluten Temperaturen unabhdingig von
der verwendeten Arbeitssubstanz definiert werden kénnen.

2.8 Carnot-Prozesse und Entropie

Aus dem Ausdruck fiir den Wirkungsgrad einer allgemeinen Carnot-Maschine:

folgt sofort:

AQy | —AQ- f dQ
= + = s
C

0
T, T T

(2.21)

10Die Bedeutung des Tripelpunkts von Wasser wird in Abschnitt [2.16.1] erklért.
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wobei der geschlossene Integrationsweg C den Carnot-Prozess 1 -2 -3 -4 — 1
im Y-X-Diagramm darstellt. Die Identitét gilt nicht nur fiir einen Carnot-Prozess,
sondern allgemein fiir alle reversiblen Prozesse, da man durch Kombination von —
evtl. unendlich vielen — Carnot-Prozessen jeglichen reversiblen Prozess konstruieren
kann. Fiihren wir nun die Notation

aq

dsS = 7

ein, dann folgt sofort aus (2.21), dass S eine Zustandsgrofe ist, da fiir reversible
Prozesse

%dS:O

gilt. Diese neue Zustandsgroke wird Entropie'! genannt. Bezeichnet man die Entro-
pie eines Referenzzustands A willkiirlich als S4, dann folgt die Entropie eines be-
liebigen Zustands B als

B
Sp=Sa +/ 1Q , (2.22)
A T

wobei der Pfad zwischen beiden Zusténden reversibel sein muss, ansonsten jedoch
beliebig ist. Die Anwesenheit einer frei wéihlbaren Integrationskonstante S4 in
(2.22) zeigt, dass die thermodynamische Entropie generell nur bis auf eine Kon-
stante definiert ist. Diese Integrationskonstante kann also bei Bedarf geschickt ge-
wahlt werden — wir kommen in Abschnitt [2.9] hierauf zuriick. Es sei noch darauf
hingewiesen, dass der erste Hauptsatz aufgrund der Beziehung dQ) = T'dS als

dU =TdS+Y - dX + p - dN (2.23)

geschrieben werden kann. Die Temperatur und die Entropie sind daher konjugierte
thermodynamische Variable.

Irreversible Kreisprozesse zwischen zwei Wéarmebadern haben einen niedrigeren
Wirkungsgrad als Carnot-Prozesse (sonst konnte man ihre Wirkung mit Hilfe eines
Carnot-Prozesses doch umkehren). Fiir einen irreversiblen Prozess folgt also:

=1- AQ- <1- T-
7 AQ+ T’
sodass
dQ AQy —AQ-
= 2.24
7{ T T, + r < 0 (2.24)

gilt. Fiir irreversible Prozesse ist die Differentialform d@/T daher kein exaktes
Differential. Gleichung (2.24) gilt auch fiir beliebige irreversible periodische Prozesse
im Y-X-Diagramm.

HDas zugrunde liegende griechische Wort tpont) bedeutet ,,Umwandlung®. Clausius’ Kurzversion

des zweiten Hauptsatzes (,,Die Entropie der Welt strebt einem Maximum zu* [54]) suggeriert, dass
er hierbei insbesondere auch an die irreversible Umwandlung von Arbeit in Warme gedacht hat.



34 Kapitel 2 Thermodynamik

Betrachten wir nun zwei thermodynamische Zustdnde A und B, die wir einmal
durch eine irreversible und einmal durch eine reversible Zustandsénderung verbin-
den. Aufgrund von (2.24) gilt:

FO0 [0 [ [ 19 s s

AP Rt AP
und daher:
AS=Sp—5S4> / d;? . (2.25)
Al
Insbesondere gilt in einem isolierten System (dQ = 0) fiir jede spontane oder

irreversible Anderung:
AS>0.

Ein Gleichgewichtszustand ist nun gerade dadurch definiert, dass keine spontanen
oder irreversiblen Zustandsénderungen auftreten, das heiflt, dass Prozesse, die die
Entropie erhéhen, nicht existieren. Wir kommen so zu dem folgenden wichtigen
Schluss:

Die Entropie eines isolierten Systems im Gleichgewicht ist mazimal.

2.9 Die Extensivitat der Entropie

Es wurde bereits darauf hingewiesen [siehe Gleichung (2.22)], dass die Entropie in
der Thermodynamik generell nur bis auf eine Konstante definiert ist. Andererseits
erwartet man oder wiinscht sich zumindest, dass die Entropie als Zustandsgrofe
extensiv (proportional zur Systemgrofe) ist:

S(AU,AX,AN) = AS(U,X,N)  (A>0). (2.26)

Dieser Wunsch lésst sich realisieren, indem man als Konvention die Integrations-
konstante S4 in Gleichung (2.22) extensiv wihlt: Sy4 = AS4. In diesem Fall folgt
sofort (2.26). Differentiation von Gleichung (2.26) nach A ergibt fiir A = 1:

oS oS 08
(0 () X (o) 5 a2

wobei die Not’ation gX’ bzw. gN den {iblichen Gradienten bezeichnet: (gx)i = g X,
und analog (gN)i = gN_. Die bei der partiellen Ableitung jeweils festgehaltenen
Variablen werden als untere Indizes angegeben. Wegen des ersten Hauptsatzes in

der Form (2.23), oder dquivalent:

dS = rdU - LY -dX — Lp-dN, (2.28)
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gilt:

a8 1 a8 Y a8 _w
W)xn T 5 \X)yn T~ \ON),x T’

sodass sich (2.27) reduziert auf:

U 1 1
S(U,X,N) = T —TX~Y—Tu~N
oder auch:
U=TS+X-Y+pu-N. (2.29)

Dies ist die Fuler-Gleichung oder Fundamentalgleichung der Thermodynamik, de-
ren Giiltigkeit also aus der Moglichkeit der Wahl einer extensiven Entropie folgt.

Kombination des Differentials von (2.29) mit dem ersten Hauptsatz (2.23) ergibt
eine weitere wichtige Gleichung, die sogenannte Gibbs-Duhem-Gleichung:

0=SdT +X-dY + N -dp . (2.30)

Sie stellt eine lineare Beziehung zwischen den Differentialen der intensiven ther-
modynamischen Variablen her. Auch die Gibbs-Duhem-Gleichung beruht also auf
der Moglichkeit der Wahl einer extensiven Entropie.

2.10 Thermodynamik der Photonen-
und Phononengase

Photonen- und Phononengase bilden in der Thermodynamik insofern eine Ausnah-
me, als der erste Hauptsatz in der Form (2.23) und insbesondere die Beziehung

o (g;)sx (231)

zwischen der inneren Energie und dem chemischen Potential fiir solche Gase nicht
zutreffen. Der Grund ist, dass fiir Photonen- und Phononengase die Teilchenzahl,
die Entropie und die extensiven mechanischen Variablen (hier also lediglich das
Volumen) prinzipiell nicht unabhéngig variiert werden kénnen.

Beispielsweise fiir das Photonengas sieht man dies wie folgt ein: Man erhilt
seine innere Energie durch Integration der Energiedichte u(w,T) = fiw p(w,T) des
Planck’schen Strahlungsgesetzes (1.5) tiber alle Frequenzen:

274
mkg

0= s (2.32)

e 4o 4
U=V dw hw p(w,T) = cVT ,
0

Hierbei kann p(w, T) = 2v(w)/[e/*=T — 1] mit v(w) = 27‘;’2203 als Dichte der Pho-
tonen mit Energie 7w interpretiert werden. Der Ausdruck (2.32) fiir die innere
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Energie wird als das Stefan-Boltzmann-Gesetz und der Vorfaktor o als die Stefan-
Boltzmann-Konstante bezeichnet. Auflerdem sind der Druck und die Entropie des
Photonengases durch

4
=0 5= "yrs (2.33)

P ;
3c 3c

gegeben.!? Alle drei Grofen (U, P und S) werden also vollstindig durch das Vo-
lumen V und die Temperatur T" des schwarzen Strahlers festgelegt. Der zentrale
Punkt ist nun, dass die Photonenzahl N keine unabhéngige thermodynamische
Grofe ist, sondern ebenfalls vollstindig durch 7" und V festgelegt wird:!3

o 20(3) .. [ ksT
N:V/O dw p(w, T) = ffﬁv(is’c

3

) , ((3)=1,20205---, (2.34)
sodass die Differentiale dS, dV und dN im ersten Hauptsatz (2.23) nicht unabhén-
gig variiert werden koénnen: Die Vorgabe von dS und dV legt dN fest.!'* Folglich
hat der Begriff ,chemisches Potential“ als partielle Ableitung der inneren Energie
nach der Teilchenzahl bei festem S und V', wie in (2.31), fiir das Photonengas weder
physikalisch noch mathematisch eine Bedeutung: Photonen haben kein chemisches
Potential. Analoges gilt fiir ein Phononengas, da auch die Phononenzahl vollstén-
dig durch Temperatur und Volumen festgelegt wird. Auf das mikroskopische Bild
der Erzeugung von Photonen in einem Hohlraumstrahler der Temperatur 7' gehen
wir in den Abschnitten [4.2.1] und [7.1.2] genauer ein.

Der thermodynamische Formalismus fiir Photonen und Phononen weicht daher
von der allgemeinen Behandlung ab. Anders als in Abschnitt [2.2] kann sémtliche
Energie, die vom System absorbiert wird, wenn seine Temperatur ansteigt, ohne
dass Arbeit geleistet wird (dV = 0), nun als Wdrme klassifiziert werden. Dement-
sprechend lautet der erste Hauptsatz fiir Photonen und Phononen statt (2.6):

dU =d@Q — PdV .

Analog zur allgemeinen Behandlung kann man mit dem Photonen- oder Phono-
nengas eine Carnot-Maschine konstruieren, die — wie alle Carnot-Prozesse — den
Wirkungsgrad n = 1 — T_ /T hat. Da beliebige reversible Prozesse durch Kombi-
nation von (evtl. unendlich vielen) Carnot-Prozessen konstruiert werden kénnen,
gilt mit dS = dQ/T wiederum § dS = 0, sodass die Entropie auch fiir Photonen
und Phononen eine Zustandsgrofe ist. Der erste Hauptsatz erhélt somit die Form

dU =TdS — PdV . (2.35)
Man kann die Entropie wiederum (als Konvention) extensiv wéihlen,
S(AU,AV) = AS(U,V) ,

I2Fiir eine Berechnung siehe Ubungsaufgabe 2.11 und Abschnitt [4.2.1].

13 Allgemein ist Riemanns Zetafunktion durch ¢(s) = 332 ; k~° mit Re(s) > 1 definiert.

MDer Vergleich von Gleichung (2.33) und (2.34) zeigt sogar, dass im Fall des Photonengases
die Entropie S oc VT3 und die Teilchenzahl N « VT3 proportional zueinander sind und somit
bis auf einen Vorfaktor physikalisch die gleiche physikalische Gréf$e beschreiben.
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und erhélt nun die Beziehungen
S(U,V) = %(U +PV) uls,vy=7Ts-PVv. (2.36)

Kombination des Differentials von U(S,V) in (2.36) mit dem ersten Hauptsatz
in der Form (2.35) ergibt nun 0 = SdT — VdP fiir die Gibbs-Duhem-Beziehung.
Beispielsweise fiir das Photonengas erhélt man durch Kombination von (2.32) und
(2.33) die expliziten Ausdriicke

4 (40V N\, 37 3¢\ .
_ /4 _ 4/3 9
SW.V) =, ( C ) vVt UsV) = (160‘/) S (2.37)

fiir die Entropie S(U, V) und die innere Energie U(S, V). Ausgehend von den all-
gemeinen Beziehungen P = f(gg) gund T' = (gg)v iiberpriift man leicht die
Formeln (2.33) fiir den Druck und die Entropie des schwarzen Strahlers.

2.11 Thermodynamische Potentiale

Thermodynamische Potentiale sind Energiefunktionen, die sich voneinander durch
die Wahl der unabhéngigen Variablen unterscheiden. Zwei Beispiele sind die in-
nere Energie U(S,X,N) und das ,,grofkanonische Potential“ Q(T, X, u), die also
durch die unterschiedlichen Variablensétze (S, X, N) und (7, X, ) charakterisiert
werden. Alle thermodynamischen Potentiale sind mathematisch dquivalent, da sie
mit Hilfe von Legendre-Transformationen auseinander bestimmt werden konnen.
Sie erhalten daher grundsétzlich alle dieselbe physikalische Information. Von den
unzihligen, im Prinzip definierbaren thermodynamischen Potentialen haben nur
einige wenige praktische Bedeutung. Neben der inneren Energie sind wichtig: die
Enthalpie H(S,Y,N), die Helmholtz’sche freie Energie F(T, X, N), die Gibbs’sche
freie Energie oder auch freie Enthalpie G(T,Y,N) und das bereits genannte grof-
kanonische Potential Q(T, X, ). Wir erortern im Folgenden die verschiedenen Po-
tentiale und ihre physikalische Relevanz.

2.11.1 Die innere Energie U(S,X,N)

Die innere Energie U héngt laut (2.29) gemif U = TS + X Y + p - N mit
den verschiedenen thermischen, mechanischen und chemischen thermodynamischen
Variablen zusammen. Das Differential von U ist fiir reversible Prozesse durch den
ersten Hauptsatz in der Form (2.23) gegeben:

dU =TdS+Y -dX + p - dN

sodass U = U(S, X, N) eine Funktion der extensiven Variablen ist. Aus den Ablei-
tungen der inneren Energie:

oU oUu oUu
T(@S)X,N ’ Y(@X)S,N ’ “(aN)s,x
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folgen sofort die Mazwell-Relationen
oT 0 (oU\ 0 [oU\ [0Y
0X Js N ~ox\oas) oas\ox) \as XN
oT 0 (oUN 0 (OU\ [Op
ON )¢ x -~ ON\oS/) 0S\oN/) \os XN
aY\ 9 (oUu\ [ [ouN]" [(on B
ON s,xi ON\0X ) |0X\ON - \oxX SN ’

wobei wir mit AT die Transponierte einer Matrix A andeuten und im zweiten und
dritten Schritt der letzten Zeile die iibliche Notation

8a) Oai
_ (2.38)
(ab I

fiir die Matrix der Ableitungen (Jacobi-Matrix) verwenden.

Die physikalische Bedeutung der inneren Energie wird klar, wenn man kleine
irreversible Zustandsinderungen betrachtet. Wir wissen bereits aus (2.25), dass in
diesem Fall dS > dQ/T gilt. Es folgt also aufgrund des ersten Hauptsatzes:

dU =Y -dX — pu-dN =dQ < TdS
oder auch
dU <TdS+Y -dX+p-dN.

Fiir irreversible Zustandsénderungen bei konstantem S, X und N (man denke z. B.
an spontane Dichtefluktuationen in einem isolierten System, das keine Arbeit ver-
richtet) gilt also:

dUu < 0.

Da solche spontanen Zustandsénderungen im Gleichgewichtszustand per defini-
tionem nicht moglich sind, ist die innere Energie im Gleichgewichtszustand eines
Systems mit festem (.5, X, N) offenbar minimal.

2.11.2 Die Enthalpie H(S,Y,N)

Die Enthalpie!® ist niitzlich bei der Beschreibung von irreversiblen Prozessen in
Systemen mit konstantem (S,Y,N). Die Enthalpie folgt aus der inneren Energie
durch eine Legendre-Transformation:

ou

HEU—X~<8X

) —U-X-Y=TS+pu N,
S,N

wobei (2.29) verwendet wurde. Das Differential von H folgt fiir reversible Prozesse
aus (2.23) als:

dH =d{U -X-Y)=TdS— X -dY + p - dN .

15Das griechische Wort 8dArog bedeutet ,Hitze, Warme®.
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Die Ableitungen von H nach den unabhéngigen Variablen (S,Y,N) sind also ge-
geben durch:

0H 0H 0H
= (os ) X lov) e (),

und die Maxwell-Relationen folgen als:
(90X
98 )y N

(6T) 0 (8H) ) (8H> B
0Y Jsn  OY\0S ) 05\0Y
(8T) 0 (8H) ) (8H> B (au)
ON)sy ON\85)  0s5\oN 05 )y n

(oo = anw) = [ ()] = [()..)

wobei im zweiten und dritten Schritt der letzten Zeile wieder die Konvention (2.38)
verwendet wurde. Fiir irreversible Prozesse gilt die Ungleichung

dH <TdS —X-dY + p-dN
sodass fur spontane Prozesse bei konstantem (S,Y,N)
dH <0

gilt. Da solche Prozesse in einem Gleichgewichtszustand nicht moéglich sind, ist die
Enthalpie in einem Gleichgewicht bei festem (.S, Y, N) offenbar minimal.

2.11.3 Die (Helmholtz’sche) freie Energie F(T',X,N)

Um die Helmholtz’sche freie Energie F'(T, X, N) zu erhalten, fiihren wir wiederum
eine Legendre-Transformation durch, nun beziiglich der Entropievariablen:

8U) =U-TS=Y -X+pu-N.

F=U-
v S<85 X,N

Fiir reversible Prozesse folgt aus (2.23):
dF =d(U —-TS)=—-8SdI'+Y -dX + p-dN .

Die ersten Ableitungen der freien Energie sind also:

oF oF oF
S“(@T) ’ Y‘(@X) ’ “‘(8N)T,x’

und die Maxwell-Relationen folgen mit (2.38) als:
(o) o) = )~ G )
(on ) a?;< > {a <§N>] [E3mg

0X
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Fiir érreversible Prozesse gilt:
dFF < =SdT'+Y -dX + p-dN

sodass fir spontane Prozesse bei konstantem (7, X, N)
dF <0

gilt. Wir schliefen hieraus, dass die freie Energie F' in einem Gleichgewichtszustand
bei festem (7, X, N) offenbar minimal ist.

Die Bezeichnung von F(T,X,N) als ,freie* Energie (oder auf Englisch als
savailable energy*) geht auf Hermann von Helmholtz (1882) bzw. James Clerk Max-
well (1871) zuriick. Die Idee hinter der Formulierung ist, dass die interne Arbeit
AWin, = dW 4+7Y - dX, die bei einer infinitesimalen Zustandsdnderung bei konstan-
tem (T, X, N) geleistet werden kann, hochstens gleich —dF ist:

AWine = dW+Y-dX = —(dU —dQ—p-dN) < —(dU—-TdS) = —d(U~TS) = —dF .

Im zweiten Schritt verwendeten wir dX = 0 und den ersten Hauptsatz, im dritten
dN = 0 sowie die Ungleichung dS > dQ/T aus (2.25) und im vierten Schritt den
isothermen Charakter des Prozesses: SdT" = 0. Das Gleichheitszeichen, dWi,, =
—dF, gilt fir reversible Prozesse. Hierbei ist die Energie —dF also ,frei“, in Arbeit
umgesetzt zu werden.

2.11.4 Die freie Enthalpie G(T',Y,N)

Auch die Gibbs’sche freie Energie oder freie Enthalpie ist mit Hilfe einer Legendre-
Transformation aus den anderen thermodynamischen Potentialen herleitbar:

oF

=F-X.
a=rx(Ox

) —F-X.Y=U-TS-X-Y=p-N (2.39)
T,N

oder alternativ:
oOH

=H-
G S(@S

) =H-TS=U-X-Y-TS=p-N.
Y,N

Das Differential von G fiir reversible Prozesse ist:
dG=d(F - X-Y)=-SdT—X-dY + p-dN ,

sodass die ersten Ableitungen von G gegeben sind durch

oG oG oG
S“(@T)Y,N ’ X“(@Y)T,N ’ ”“(aN)T,Y'

Die Maxwell-Relationen lauten mit (2.38):
(0S8 _ 0 (0G\ _ 0 (0G\ _ [(0X
Y Jpn OYNOT)  9T\JY)  \OT )y
- oS 0 (OGN 0 [(0G\ _ [Om
ON/)py ON\OT) O9T\ON) \OT )y

() (o) = [ ()] = 1(5%),.)
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Fiir érreversible Prozesse gilt:
dG < =9dT' = X -dY +p-dN ,

sodass fiir spontane Prozesse bei festem (7,Y,N)
dG <0

gilt. Fiir Gleichgewichtszustédnde von Systemen mit fest vorgegebenem (T,Y,N)
ist die freie Enthalpie G also minimal. Die Enthalpie und die freie Enthalpie sind
besonders in der Chemie sehr wichtig, da chemische Reaktionen normalerweise bei
konstantem Y (nédmlich bei konstantem Druck) stattfinden.

Die Bezeichnung von G(T,Y,N) als ,freie Enthalpie wird nun [analog zur
Bezeichnung fir F(T, X, N) im letzten Abschnitt] dadurch erklért, dass die Arbeit
dWint, die bei einer infinitesimalen Zustandsdnderung bei konstantem (7',Y,N)
geleistet werden kann, héchstens gleich —dG ist:

Wit =dW +Y - dX = (-+-) < —dF +Y -dX = —d(F - Y - X) = —dG .

Im zweiten und dritten Schritt verwendeten wir dW < —dF aus Abschnitt [2.11.3]
und im vierten dY = 0. Das Gleichheitszeichen, dWi,t = —dG, gilt fiir reversible
Prozesse. Nun ist hierbei die Energie —dG ,frei”, in Arbeit umgesetzt zu werden.

2.11.5 Das grofikanonische Potential Q(T', X, u)

Das grofikanonische Potential ist relevant fiir Systeme, in denen das chemische
Potential statt der Teilchenzahl vorgegeben wird, fiir Systeme also, die an ein Teil-
chenbad angekoppelt sind. Man erhélt 2 aus der Helmholtz’schen freien Energie
mit Hilfe einer Legendre-Transformation:

oF

Q—FN~<8N

) =F-N-pu=U-TS-N-p=X-Y.

T,X

Das Differential von 2 ist fiir reversible Prozesse gegeben durch
dY=d(F —N-pu)=-SdT'+Y  -dX-N-du.

Die ersten Ableitungen sind:

S(@Q) 7 Y(@Q) 7 N(E)Q) ,
o' )x ,. OX )1, o) rx

und die Maxwell-Relationen lauten mit (2.38):
(0S8 0 (09N 0 [0\ [0Y
X )y, OX\OT) 9T\0X) \OT )x,
(0S8 _ 0 (o _ 9 (0 _ (ON
o) rx S op\oT) or\om) oT X

(G o) = [ (G = [(%),.)
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Fiir érreversible Prozesse gilt:
dQ < -SdT’'+Y -dX -N-du,

sodass fiir spontane Prozesse bei konstantem (7', X, pt) folgt:
dQ < 0.

In Systemen mit festem (7, X, p) ist das grofkanonische Potential daher im Gleich-
gewichtszustand minimal.

2.11.6 Weitere thermodynamische Potentiale?

Die Frage, ob es neben (U, H, F,G,$2) noch andere physikalisch relevante ther-
modynamische Potentiale gibt, ist durchaus berechtigt. Natiirlich kann man im
Prinzip noch unzédhlige weitere Potentiale konstruieren, indem man beziiglich ei-
niger X- oder Y-, u- oder N-Komponenten Legendre-transformiert und beziiglich
aller anderen nicht. Alle diese Potentiale kdnnten — abhéngig von der physikalischen
Situation — prinzipiell von Interesse sein. Falls wir uns der Einfachheit halber auf
Potentiale beschranken, die entweder vollstdndig von X oder vollstandig von Y
und entweder von N oder von g abhingen, wéiren noch die folgenden Potentiale
denkbar:

‘DG(S’X,H) ; (1)7(‘5'7Y7H) ’ (I)S(TaY,H) .

Die Potentiale ®g und ®7; wiren relevant fiir Systeme, die Teilchen, aber keine
Wiérme, mit der Umgebung austauschen kénnen. Eine solche Situation ist zwar
vielleicht nicht unmoglich (man denke an den thermomechanischen Effekt in fliissi-
gem *He, siehe z. B. Ref. [48]), aber doch so speziell, dass ®s und @7 in der Praxis
kaum interessant sind. Der Grund, weshalb ®g nicht interessant ist, wird spétestens
dann klar, wenn man dieses Potential mit Hilfe einer Legendre-Transformation aus
Q oder G herleitet:

@S(T,Y,M)QX-(GQ) =0-X-Y=
X )1,

Dies hatte man auch leicht oh-
ne Berechnung sehen kénnen. Ein
nicht-triviales extensives thermo-
dynamisches Potential kann na-
tirlich nicht nur von rein intensi-
ven Variablen abhingen.

Die durch Legendre-
Transformationen definierten
Verkniipfungen zwischen den
verschiedenen  thermodynami-
schen Potentialen sind unter
Angabe der Variablen, beziiglich

derer transformiert wird, in
Abbildung 2.14 dargestellt. Abb. 2.14 Thermodynamische Potentiale
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2.11.7 Thermodynamische Potentiale fiir Photonen
und Phononen

Aus Abschnitt [2.10] ist bekannt, dass fiir Photonen- und Phononengase eine re-
duzierte Thermodynamik (ohne chemische Variable) gilt, da die Teilchenzahl in
diesem Fall nicht unabhéngig von den thermischen und mechanischen Variablen
variiert werden kann. Das Differential der inneren Energie U(S, V') ist fiir Photonen
und Phononen bekanntlich durch dU = T'dS — PdV gegeben, sodass sich Tempe-
ratur und Druck aus der inneren Energie geméfs T = (gg)v und P = —(gg) s
berechnen lassen. Es gilt die Euler-Gleichung U = T'S — PV, und es gibt in dieser

reduzierten Thermodynamik nur eine einzige Maxwell-Relation:

(ov), = (56),

Durch Legendre-Transformation erhélt man die Enthalpie des Photonen- oder Pho-
nonengases:

ou
ov

Das Differential der Enthalpie ist dH = T'dS + VdP, sodass die Ableitungen durch
(g‘g ) p =1 und (gg ) s = V gegeben sind. Die Maxwell-Relation lautet in diesem

H(S,P)UV( ) —U+PV=TS.
S

Fall (gg)s = (gg)P Ebenfalls durch Legendre-Transformation, nun allerdings
beziiglich der thermischen Variablen S, erhdlt man aus der inneren Energie die
Helmholtz’sche freie Energie,

F(T,V):U—S(8U> =U-TS=-PV,

o8 ),
mit dem Differential dF' = —SdT — PdV und den Ableitungen S = f(gg)v und
P = —(gg)T. Die Maxwell-Relation ist in diesem Fall durch (35) r = (g?)v

gegeben.

Das einzige andere thermodynamische Potential, das in dieser reduzierten Ther-
modynamik definiert werden kann, ist die freie Enthalpie, die z. B. aus F(T,V)
durch Legendre-Transformation beziiglich V' folgt. Fiir Photonen und Phononen
ist die freie Enthalpie G(T, P) jedoch nicht sonderlich interessant:

oF
GT,P)=F-V =F+ PV =0.
ov ),
Wiederum kann ein extensives thermodynamisches Potential, das lediglich von in-
tensiven Variablen abhédngen soll, nur gleich null sein.

Fiir das Photonengas in einem schwarzen Strahler kann man die thermody-
namischen Potentiale auch explizit angeben. Die innere Energie U(S,V) findet
sich bereits in (2.37). Die Enthalpie H(S, P) und die Helmholtz’sche freie Energie
F(T,V) sind gegeben durch
3cP
4o
und die freie Enthalpie G(T, P) ist, wie gesagt, gleich null. Es ist klar, dass die

extensiven Potentiale H und F lineare Funktionen von S bzw. V sein miissen, da
S und V die einzigen extensiven Variablen dieser Potentiale sind.

1/4 Ao
H(S,P)S( ) , F(T,V):fchT“,
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2.12 Antwortfunktionen

Antwortfunktionen oder Suszeptibilitdten beschreiben die Reaktion eines Systems
beim Anlegen eines Felds. Beispiele solcher Felder sind die Temperatur, der Druck,
das Magnetfeld usw., also die iiblichen intensiven thermodynamischen Variablen.
Die Struktur der Antwortfunktion, die wir hier mit x bezeichnen, ist immer diesel-
be:

0?®

X == Of2 (f € {T7Y7“}) ) (240)

wobei @ ein thermodynamisches Potential ist, das von der intensiven Variablen f
abhéngt. Die restlichen unabhéngigen Variablen von & sollen bei der Differentiation
konstant gehalten werden.

Sei nun F die zu f konjugierte extensive Variable, die durch einmalige Differen-
tiation aus ® hergeleitet werden kann, dann hat die Antwortfunktion y die Struktur
einer einmaligen Ableitung von F nach f:

0P OF

Diese Formel zeigt also, dass eine Antwortfunktion ein Maf dafiir ist, wie emp-
findlich ein System auf ein Feld reagiert, d.h., wie schnell F beim Anlegen von f
anwachst. Wir diskutieren im Folgenden die wichtigsten Beispiele.

2.12.1 Die Warmekapazitat

Die Wiarmekapazitit C = dQ/dT bestimmt die Warmemenge d@, die benotigt
wird, um die Temperatur des Systems um dT zu erhdhen. Es gibt verschiedene
Varianten Cq g, abhéingig davon, welche thermodynamischen Variablen (c, 3) bei
der Wiarmezufuhr konstant gehalten werden sollen. Wir betrachten im Folgenden
die zwei wichtigsten Varianten, Cx n und Cy n. Es wird angenommen, dass alle
auftretenden Zustandsdnderungen reversibel sind.

Die Wirmekapazitdt Cx n folgt sofort aus dQ) = T'dS und der Beziehung
S(T, X, N) = 7(8F/8T)X’N als:

aqQ a5 O0%F
CxN (dT )X,N (aT)X,N <8T2 )X,N (241)

Analog folgt aus der Beziehung S(T,Y,N) = —(0G/0T )y~ zwischen Entropie
und freier Enthalpie fiir die Warmekapazitdt Cy n:

aqQ 08 %G
= = T = —T . 2.42
O (dT )Y,N (aT)Y,N <8T2 )Y,N (242)

Offensichtlich haben die Grofsen

1 0’F 1 0°G
CX,N = —( ) und CY,N = —( )
T 01?2 X.N T 01?2 Y.N

genau die Struktur von thermischen Antwortfunktionen, fiir die das allgemeine Feld
f lediglich eine einzelne Komponente f = T besitzt.
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2.12.2 Mechanische Antwortfunktionen

Wie der Name schon andeutet, iibernimmt bei der mechanischen Antwortfunktion
das mechanische Feld Y die Rolle von f in (2.40). Die wichtigsten Varianten sind die
isotherme Suszeptibilitat, die aufgrund der Beziehung X = —(0G/9Y)r N gleich

0X 0%G
= () = (79) o
PNTAOY )N Y2 )N
ist, und die adiabatische Suszeptibilitit, die aufgrund von X = —(0H/0Y)sNn

gleich

_(0X\  (o°H
X$N = oY S,N_ & SN

ist. Beide Suszeptibilititen haben offensichtlich die Struktur einer Antwortfunktion.
Eine gemischt thermisch-mechanische Variante der Antwortfunktion ist

oX 0%2G
= = — 2.44
N (aT )Y,N (aTaY)N ’ (244

wobei also nach zwei unterschiedlichen intensiven Variablen (Feldern) abgeleitet
wird. Die Formeln (2.42), (2.43) und (2.44) kann man auch kompakt miteinander
kombinieren, indem man ein verallgemeinertes angelegtes Feld f = (T,Y) einfiihrt:

XN = %CY’N ag = — G .
aN XT,N of? ) &
In dieser kompakten Darstellung tritt die gemischt thermisch-mechanische Ant-
wortfunktion an als Nichtdiagonalelement der Antwortfunktion xn auf.

Beispiel: Das klassische ideale Gas

Als erstes Beispiel betrachten wir ein klassisches ideales Gas, das die Zustands-
gleichung PV = NkgT erfiillt. Die isotherme Kompressibilitit, die die Form einer
isothermen Suszeptibilitdt pro Volumeneinheit hat, folgt mit p = N/V sofort aus
der Zustandsgleichung:
1 <8V> 1 ( 0 NkBT> _ NkpgT 1 1

T,N

RT,N

N v oP ).y V\eP P P2V P pkgT

Der thermische Ausdehnungskoeffizient ist eine gemischt thermisch-mechanische
Antwortfunktion pro Volumeneinheit und hat die folgende Form:

1 /oV\ 1Nk 1
NTv\or ),y Vv P T T

Die Warmekapazitit des dreidimensionalen klassischen einatomigen Gases bei kon-

3 a ouU 3
stantem Volumen folgt aus U = 5 NEkpT als Cy,n = (dg)v,N = (BT)V,N = ,Nkg.
Wir werden in Abschnitt [2.12.4] sehen, dass die adiabatische Kompressibilitét kg n
und die Warmekapazitat bei konstantem Druck Cp y aus den bereits bekannten

Grofen k7 v, &y und Cy,n hergeleitet werden kénnen.
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Beispiel: Das Photonen- oder Phononengas

Als zweites Beispiel betrachten wir das Photonen- oder Phononengas mit seiner
reduzierten Thermodynamik. Da der Druck fiir ein solches Gas eine reine Funktion
der Temperatur ist, konnen die Variablen P und 7" nicht unabhéngig voneinander
variiert Werder}. Folglich sind die Antwortfunktionen ,.Cp = ( GT) pr = ( aT) P
und xp = f(gg)T fiir ein Photonen- oder Phononengas alle nicht definiert. We-
gen der Relationen k. = ll/XT und & = ‘1,oz gibt es fiir solche Gase auch keine
isotherme Kompressibilitdt und keinen thermischen Ausdehnungskoeffizienten. Tat-
séchlich gibt es fiir Photonen- und Phononengase nur zwei nicht-triviale Antwort-

funktionen, ndmlich die Warmekapazitét %CV = f(g;f )v und die adiabatische
(82H

Suszeptibilitdt xg = —(p2 ) 5 - Konkret findet man zum Beispiel

P7/4 4P

39 3 /3\* s 3y
T c T 71640

fiir den Spezialfall eines Photonengases in einem schwarzen Strahler.

2.12.3 Chemische Antwortfunktionen

Analog zur thermischen und mechanischen Antwort kann man die chemische Ant-
wort bei Anderungen des chemischen Potentials p untersuchen. Mit Hilfe von
N(T,X, p) = —(0Q/0p)r x erhalt man:

(QN ) (829 )
X1.x = = -
X op X op? X

mit der {iblichen Struktur einer Antwortfunktion. Wir werden in Abschnitt [2.12.4]
zeigen, dass es fiir den Spezialfall eines einkomponentigen Systems mit eindimen-
sionalen mechanischen Variablen eine einfache Beziehung zwischen der chemischen
und der mechanischen Antwort des Systems gibt.

2.12.4 Beziehungen zwischen den Antwortfunktionen

Die letzte Bemerkung deutet bereits darauf hin, dass die bisher definierten Antwort-
funktionen offenbar nicht génzlich unabhéngig voneinander sind. In der Tat gibt es
zwei allgemein giiltige und fiir praktische Berechnungen sehr niitzliche Relationen
zwischen den verschiedenen Antwortfunktionen, ndmlich:

aNaﬁ

T
_ T, -1 _
Cyn—CxN= TonXrNON 5 XTN — XsN = C
YN

sowie eine dritte Beziehung, die die chemischen Variablen (g, N) mit der mechani-
schen Antwortfunktion X, n verkniipft:

opn _
N (aX)T o TN
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Diese Beziehungen beruhen alle entweder auf den Maxwell-Relationen oder auf der
Gibbs-Duhem-Gleichung. Wir méchten diese Beziehungen nun nachweisen.

Die erste Relation, die die Warmekapazitdten Cy n und Cx n miteinander
verkniipft, erhilt man aus der Maxwell-Beziehung (05/0X)rn = —(0Y /0T)x N:

95 05 05 ox
Cyn—Cxn=T |:<8T>Y,N N (aT)X,N:| B T(8X>T,N . <8T >Y,N

L [(OY L [(0Y 09X
- T(@T )X,N on =Ton (aX)T,N ( T >Y,N

Y
= Tay (8 > oy = TagxilNaN . (2.45)

In der ersten Zeile wurde verwendet, dass fiir die Entropie, aufgefasst als Funktion
von Y oder alternativ X, also fir S(7,Y,N) =S(T,X(T,Y,N),N), gilt:

as [0S n as 0X

' )y n \or XN X )rn \OT )y~ '
Auflerdem wurde im jeweils zweiten Schritt der zweiten und der dritten Zeile ver-
wendet, dass fiir zwei Funktionen X(7,Y) und Y(T,X) gilt:

(), =(%), = (@)=, (), e

Diese Gleichungen ergeben sich aus der Kombination der Differentiale

0X 0X oY oY
dX (5‘Y)TdY+ <8T)Yd , dyY <8X)de+(3T)Xd

zur folgenden, allgemein giiltigen Identitéat:

o= |G ), (o), 2o [Gov ), Gor ) Gor ) o

Da die Variablen X und T unabhéngig sind, missen die Vorfaktoren [--:| ihrer
Differentiale null sein. Daraus ergeben sich die beiden Gleichungen in (2.46).

Die zweite Beziehung, die die mechanischen Antwortfunktionen ., n und x g 5
miteinander verkniipft, folgt aus den Differentialen der Funktionen X(7T,Y) und
X(S,Y), abhiingig von den konjugierten Gréfen Temperatur und Entropie, ¢

0X 0X 0X 0X
dr dY =dX = s dy .
(o )+ (v, (56 )25+ (v,

Man erhélt zunéchst:

X\  (0X\ [oT X\  (9X 8ST+ dX

as ), ~ \or ) \os ), * \ov ), \as ), \av ), " \oy /),

16Da die Teilchenzahlen bei der Berechnung von X7 N und Xs,N konstant sind (dN = 0),

unterdriicken wir der Einfachheit halber die N-Abhéngigkeit von X(T',Y,N) und X(S,Y,N).
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wobei ‘3)5( (g‘S()T als Dyade zu interpretieren ist. Wegen Cy n = T(05/0T)y ~ und

der Maxwell-Relation (05/0Y)rn = (0X/0T)y ~ folgt also:

B B oxX B oxX B 0X oS T
XrN = XsN = | gy rn \OY Jon \0S )y \OY )y

aT\ (X ax\" T .
B ((‘35’ >N ( or >Y,N ( or >Y,N a Cy N NN (247)

wobei aal wiederum als dyadisches Produkt zu interpretieren ist. Gleichung (2.47)
stellt eine zweite Beziehung zwischen den Antwortfunktionen dar.

Der dritte Ausdruck folgt sofort durch Einsetzen des Differentials der intensiven
mechanischen Variablen Y(7,X,N) = (0F/0X)r N,

av = (YY) ar+ (YY) ax+(9Y) an,
T )x n 0X ) ON )1 x

in die Gibbs-Duhem-Gleichung (2.30) in der Form N - dpy = —SdT — X - dY:

op Y _
NT( ) = —XT< ) = XTy L. (2.48)
X )N X )1 N TN

Hierbei werden die Temperatur 7" und die Teilchenzahlen IN konstant gehalten. Die
dritte Gleichung verkniipft (@, N) mit der mechanischen Antwortfunktion XT.N-

Spezialfille mit eindimensionalen mechanischen Variablen

Wie bereits in Abschnitt [2.12.3] erwéhnt, ist der Ausdruck (2.48) besonders hilf-
reich im einfachen Fall eines einkomponentigen Systems (N — N,u — p) mit
eindimensionalen mechanischen Variablen (X — X, Y — Y'), sodass das chemische
Potential die Form p = u(T, p) hat mit p = N/X. Man erhilt:

_ ou ou
Xvol — N _ 2

Da auch die chemische Antwortfunktion xp x = (%1: ) 7 x Vvollstindig durch die

Grofe (Op/0p)r bestimmt ist:

-1 o _ (Ou
Hxrx _X<8N)T,X a (8P)T’

erhilt man eine einfache Beziehung zwischen der mechanischen und der chemischen
Antwort des Systems:

1 1 1 1/ dp
b% = ,X bzw. X = X = ( ) . (2.50)
T,N P2 T,X X AT.N sz T,X P2 8# T

Diese Relation ist allgemeingiiltig, unabhingig von der Natur der mechanischen
Variablen X.
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Auch die Relationen (2.45) und (2.47) werden einfacher fiir Systeme mit eindi-
mensionalen mechanischen Variablen (X — X,Y — Y), da der Tensor x und der
Vektor o aus der allgemeinen Formulierung in diesem Fall reellwertige Funktionen
sind:

XT,N(CY,N - CX,N) = T(CYN)2 = CY,N(XT,N - XS,N) :

Die beiden relevanten Warmekapazititen Cy  und Cy  verhalten sich daher
genauso zueinander wie die isotherme und die adiabatische Suszeptibilitét:

CY,N X7 N

CX,N Xs,N

Wiederum ist dieses Ergebnis fiir beliebige konjugierte mechanische Variable (X,Y")
giiltig.

Das einkomponentige Gas Als Beispiel betrachten wir ein einkomponentiges
Gas mit (X,Y) = (V, P) und p = N/V. Die isotherme und die adiabatische
Kompressibilitat Kp N = VXT N und Kg N = VXS y dieser Gase sind dann durch
kr.n/ks,Nn = Cp, N/CVN miteinander verkniipft. Auferdem folgt aus (2.50) der
einfache Ausdruck

dp
-2
= 2.51
wr =0 (50 ), (2.51)
fiir die isotherme Kompressibilitdt. Diese Beziehungen sind allgemein giiltig fiir
einkomponentige Gase, also auch fiir reale Gase, unabhéngig davon, ob diese nun
»klassisch* oder quantenmechanischer Natur sind.

Fiir den Spezialfall eines einkomponentigen klassischen idealen Gases folgt noch
aus Gleichung (2.45):

TV(an)? _ 5 N 4+ TVT?

Cpn=Cyn+
PN V,N o~ 5 (pksT)~1

= SN]CB,

sodass dann
3 3 —1
ks, N = shr,N = ; (pksT)

gilt. Hiermit sind auch die letzten beiden, in Abschnitt [2.12.2] noch unbestimmten,
Antwortfunktionen %C’ p,ny und kg n des klassischen idealen Gases bekannt.

2.13 Fluktuationen um den Gleichgewichtszustand

Wir betrachten ein isoliertes System (d@Q = 0, dN = 0), das keine Arbeit leistet
(dX = 0). Wir wissen bereits, dass die Entropie im Gleichgewichtszustand eines
solchen Systems mazimal ist. Interne Fluktuationen im System kénnen die Entropie
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also nur absenken (oder evtl. gleich
lassen). Wir untersuchen solche Fluk-
tuationen um den homogenen Gleich-
gewichtszustand (U, X,N), indem
wir die Entropie um ihr Maximum
S(U,X,N) = Sy entwickeln.

Zur Illustration solcher interner
Fluktuationen nehmen wir an, dass
das Gesamtsystem zweigeteilt ist, wo-
bei das Teilsystem ,,1¢ im Gleich-
gewicht einen Anteil A des Gesamt-
systems umfasst und Teilsystem ,,2*

Kapitel 2 Thermodynamik

Ui, S1 Us, So

X1,N1 X2, N2

Abb. 2.15 Modell zum Gleichgewichts-
zustand: Die beiden Bereiche sind durch
eine bewegliche, pordse und thermisch
leitende Wand voneinander getrennt.

einen Anteil 1 — A:

Uio U U2o U
(Xm) = /\<X> , <X20> =(1-X) (X) [Ae (0,1)] .
Nio N Noo N

Die Gleichgewichtsentropien der beiden Teilsysteme,

Si0 = S(AU,AX,AN) S = S((1 =AU, (1-N)X,(1-NN),

summieren sich zur Gleichgewichtsentropie Sy des Gesamtsystems auf:
S04+ S20 = [A+ (1 =N)]S(U,X,N) = 5U,X,N) =5 .

Nehmen wir nun an, es tritt eine interne Fluktuation im System auf derart, dass
die thermodynamischen Grofen im Teilsystem ,,1¢ die Werte (U, X1, N7) erlangen
und die GroRen im Teilsystem ,,2¢ die Werte (U, X2, N3). Hierbei miissen sich
die thermodynamischen Grofen (Uy, X, N1) und (Us, X2, N3) der Teilsysteme zu
(U,X,N) im Gesamtsystem addieren:

U=U,+U; , X=X;+X2 , N=N;+Ny.

Die Fluktuationen (6U;, 6X;, 6N;) um den Gleichgewichtszustand des Teilsystems
,1 (mit 7 = 1,2) sind dann definiert als:

5Ui=UZ‘—UZ‘0 s (SXi:Xi—XiO s (SNZ‘:Ni—Nio (i:1,2).

Da die Gesamtgrofen (U, X, N) fest vorgegeben sind, muss gelten:
oUy = =0Uy

6X; = —0Xs , ON;=—ON,.

Die Entropien S7 und Ss der beiden Teilsysteme sind bei dieser Fluktuation durch:
Sl ES(Ul,Xl,Nl) ) SQ ES(UQaXQaNQ)

gegeben, sodass die Gesamtentropie S des Systems, an der wir interessiert sind,
und ihre entsprechende Fluktuation .S durch

S=> 8 , 68=8-S=Y_ 68 , 88 =S-S0 (i=12)

i=1,2 i=1,2
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gegeben sind. Wir moéchten im Folgenden die Frage beantworten, inwiefern die
Gesamtentropie S durch die interne Fluktuation abgesenkt wird. Hierbei ist physi-
kalisch klar, dass nicht alle Fluktuationen (6U;, 6X;, dN;) zu einer Entropieabsen-
kung fiihren werden, da z. B. die Fluktuation

oUy U o0Us U
<§xl>ﬁ<x> | (5)@)&(){)
0N N ON2 N

den homogenen Gleichgewichtszustand des Gesamtsystems unverletzt lisst und An-
derungen des Parameters )\ daher keinen Einfluss auf die Gesamtentropie haben:

S1 4S5 = (A+3N)S(U,X,N) + (1 - A —6N)S(U,X,N) = S(U,X,N) = 5 .

Nur von Fluktuationen (6U;, 06X, dN;), die linear unabhéngig von (U, X, N) sind,
kann man eine Entropieabsenkung erwarten.

2.13.1 Konsequenzen der Stationaritit der Entropie

Entwickeln wir die Entropie nun mit Hilfe von (2.28) bis zur linearen Ordnung in
den Abweichungen vom Gleichgewichtszustand:

5S=>" Kan)xi,NfUz + <8Xi)U71,Ni C6X + <8Ni)Ui,X7¢ .(sNz} T+

i=1,2

1 1 Y, Y My | Mo
= — oU- — - 0X — 0Ny +---
(T1 Tz) 1+< T1+T2) 1+( T1+T2 1+ )

dann folgt aus der Stationaritédt von S bei beliebigen Fluktuationen 6Uy, §X; oder
6N, dass im Gleichgewicht

Tv=T, , Yi=Yy , p=p,

gelten muss. Im Gleichgewicht miissen die intensiven Variablen der Teilsysteme
also unbedingt gleich sein. Dies ist eine Erweiterung des nullten Hauptsatzes, der
lediglich die Gleichheit der Temperaturen postulierte.

2.13.2 Die Stabilitat des Gleichgewichts x

Die Entropie kann im Gleichgewichtszustand nur dann maximal sein, wenn die zwei-
ten Ableitungen von S nach den Abweichungen (6U;, 6X;, 6N;) nicht-positiv sind.
Nun kann man eine Funktion f(x), die in x = x¢ stationér ist, sodass gi (x0) =0
gilt, allgemein wie folgt entwickeln:

0%f
0x2

of
= ;5XT6(8X(X)) +-- , X=EX—X0.

0f(x) = f(x) — f(xo) = gi(xo)-éx—kééxT (x0)0x + - -+
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Dabher gilt speziell fiir die Entropie, die im Gleichgewicht mazimal ist:
5= 25y Bl (o)) ool (o)

i=1,2 i=1,2
aS;
0N, -9
o (o), )

1 1 Yz M,
= i —0X; - — 0N, - R
2;:2{6(]6(%-) X 6<Ti) ’ 6<Ti)}

Mit Hilfe des ersten Hauptsatzes in der Form (2.23) folgt:

5S=; Z {(6U1—Yi.5xi—ui-5Ni)5< 1)_ 1 (5Xi'5Yi+5Ni'5lii)}

, T; T;
i=1,2
1
=~ igz((m 8S; +0X; - 6Y; + 0N, - op;) (2.52)
wobei wir §(7; ') = —T~26T; verwenden und in (2.52) nur Fluktuationen bis zur

zweiten Ordnung mitberiicksichtigen. Gleichung (2.52) zeigt, dass die Entropiefluk-
tuation 4S5 in relativ einfacher Weise durch die Fluktuationen in den Teilsystemen
bestimmt ist, wobei jeweils die Fluktuationen der intensiven an die Fluktuatio-
nen der konjugierten extensiven Variablen gekoppelt werden. Trotz dieser relativ
einfachen Struktur ist Gleichung (2.52) nicht besonders transparent, da die Fluk-
tuationen nicht voneinander unabhéngig sind: Es gibt Beziehungen zwischen den
intensiven und den extensiven Variablen und auch zwischen den Variablen der bei-
den Teilsysteme (wie z. B. §X; = —§X5 usw.). Aus diesem Grund wéhlen wir zuerst
einen Satz von unabhdngigen Variablen.

Wahl der unabhingigen Variablen

Als unabhéngige Variable wihlen wir die Variablen (7Y, N;), die das thermody-
namische Potential G charakterisieren, und die entsprechenden Fluktuationen 677,
0Y; und 6N;. Um eine quadratische Form fiir §S in den Variablen (673, §Y;, 6N;)
herzuleiten, verwenden wir z. B. fiir die Fluktuation du; des chemischen Potentials
in (2.52) die Relation

(O . o . op 4
op; = (aT)iéTZ + (5‘Y);§Yt + (aN)iéNZ .

Hierbei definieren wir

on\ _ [Op N aAE _
(8T>i = <6T>Y,N(T’Y’Nl) - <8T8N>Y(T’Y’Nl)

und analog fiir (g{‘()z und (i‘;}l’\‘l)Z Man sieht an dieser Stelle explizit, dass der Zu-
stand des Teilsystems i € {1,2} durch die Variablen (T, Y, N;) charakterisiert wird.
Fiir die Fluktuationen 6.S; der Entropie und §X; der extensiven mechanischen Va-
riablen in (2.52) verwenden wir analoge Relationen. Einsetzen dieser Beziehungen
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in Gleichung (2.52) ergibt:

58 = _21Tz 12{ ( i)_wn[(gi)ﬁ (g);” .5,
+6T[<a ) ( )] ~6Ni+6YiT<g§)i6Yi
+§YT[< > ( >T] SN; +§N?<§;)i§Ni} .

Hierbei sind die Matrizen
0X 0°G o 9°G
E— und =
oY TN IY? TN ON 7Y ON? 7Y

offensichtlich symmetrisch. Wegen der Maxwell-Relationen fiir die freie Enthalpie
(siche Abschnitt [2.11.4]):

s\  [9X s\ _ (om ox\ _ (owm\"

oY T$N_ o )y~ " \ON T’Y_ o )y n " \ON T$Y_ Y )rn
und der Beziehung (95/0T)y N = %C’Y’N reduziert sich die Entropiefluktuation
6S auf:

_ 1 1 & 2 [ 0X _
05=—,. Z{TCYN((STZ) +25T1<8T oY

i=1,2
). o
T . T
+6Y] (aY)iéYz + 6N (aN) SN, } (2.53)

Wir haben nun also erreicht, dass die Entropiefluktuation 6.5 lediglich von den
Fluktuationen 07}, Y; und 0N; abhéngt. Trotz dieses grofen Fortschritts ist die
rechte Seite von (2.53) noch nicht optimal transparent, da erstens die unterschied-
lichen Fluktuationen (wie 67; und §Y;) und zweitens die beiden Teilsysteme ,,1¢
und ,,2“ noch miteinander gekoppelt sind. Wir werden daher im Folgenden zuerst
die quadratische Form 4.5 diagonalisieren und dann schlieflich die verbleibenden
Abhéngigkeiten zwischen den Teilsystemen eliminieren.

Diagonalisierung der quadratischen Form

Der erste und der letzte Term auf der rechten Seite in Gleichung (2.53) sind bereits
diagonal (nur von 67; bzw. 0N, abhéingig). Um auch den zweiten und dritten Term
diagonalisieren zu kénnen, verwenden wir die Notationen:

0X ; X ,
(8T )i B al(‘zf) ’ <8Y )i - ng,)N o (0Xi)N, = XTZ)N5Y + af\?éTi .
Wir erhalten nun fiir die Summe des zweiten und dritten Terms in Gleichung (2.53):

20T o) - 65 + 0¥ TNNOY: = 20T al) W] (GOY)
+ (n0Y3) ] (YD)
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= (0¥ +aioT) " [uifn] ™' (0 Y + e oT)
- (T e [y o

. _ T A _ .
= X0k, [xin] T (0%, — OT)%al [ oy

sodass auch diese Terme nun diagonal sind [in (0X;)y, bzw. ¢73]. Mit Hilfe der
Relation

i DT @) -1 (@ i
Cyin —Tor) [xrn] on = O
erhélt man insgesamt den folgenden Ausdruck fiir §.5:
1 L 6 (i) -1 O
55 = =y 3 { RN+, i) X, +onT (G0 ) N}

der nun diagonal in den Fluktuationen 673, (6Xi)Ni und dN; ist. Die beiden Teil-
systeme ,,1“ und ,,2* sind jedoch noch miteinander gekoppelt. Wir sollten daher
noch die verbleibenden Abhéngigkeiten zwischen diesen Teilsystemen eliminieren.

Reduktion auf einen minimalen Variablensatz

Da die Wirmekapazitit C9), die Suszeptibilitit x(? und auch (ON/9u); alle ex-
tensiv sind, gilt:

ON ON
O¥n = xn + XrN=Mrn ( ) A( ) :
X,N X,N TN T,N ow ), op Ty

wobei Cx n, X7 und (ON/ Gu)ﬂY die entsprechenden Grofien des Gesamtsystems
darstellen. Analoges gilt fiir ¢ = 2 (mit Vorfaktoren 1 — X statt A). Es folgt:

1 (Oxn -
58 = _QT{ T [/\(6T1)2 +(1- A)(&Tz)z} LV RGN0 SN
1 o
Ny N 2.54
-y’ 1<6N)1Y6]}’ (2.54)
wobei die Beziehungen 6X; = —0Xy und IN; = —¢Ny verwendet wurden, um

die Abhéngigkeiten zwischen den mechanischen und chemischen Variablen in den
Teilsystemen ,,1“ und ,,2* zu beseitigen. Auch die Temperaturfluktuationen 675
in Gleichung (2.54) sind vollstindig durch die Temperaturfluktuationen 677 im
Teilsystem 1 festgelegt. Dies siecht man durch eine Betrachtung der Stationaritéts-
bedingung fiir die Entropie .S im Gleichgewichtszustand. Es folgt ndmlich mit Hilfe
der Maxwell-Relationen fiir die Helmholtz’sche freie Energie:

a5\ a5\ as\"
= T; 56X, . 6N,
0= 3 (or ) (o3 7 (o),

i=1,2
1 oY op
CO\ oT; 5K, — 0N,
T XN (6T )X,N <8T X,N

= ;C’x,N [AOT1 + (1 — N\)dT5] und daher: 0Ty = — )\§T1 .

i=1,2
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2.13 Fluktuationen um den Gleichgewichtszustand

In der letzten Zeile wurde wieder 0X; = —6X5 und 6N; = —6N5 verwendet. Wir
lernen also, dass 677 und 075 linear voneinander abhéngig sind: 675 = — 1 :\ A6T1.
Das Endergebnis der Berechnung ist, dass sich Gleichung (2.54) vereinfacht auf

1 A2
0S5 = — Cx N ((STl) (6X1)N1XT N((SXl)

N1 —NT | T o (2.55)
+O6NT ( ) 6N1} )
PA\ON ),y

Die quadratische Form 45 ist nun diagonal, und die Fluktuationen 674, (0X1)n,
und 0N, die alle im Teilsystem ,,1“ definiert sind, sind unabhéngig voneinander.

2.13.3 Konsequenzen aus der Berechnung der Entropiefluk-
tuation

Wir analysieren die Konsequenzen des Ergebnisses fiir die Entropiefluktuation,
Gleichung (2.55), fiir die in dieser Formel auftretenden Antwortfunktionen. Die
Entropie des Gleichgewichtszustands des Gesamtsystems kann nur dann fiir alle
A € (0,1) maximal sein, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

CxN=>0 (2.56)

_ op
Xrn =0 und (aN)TY >0, (2.57)

wobei die symbolische Notation > 0 fiir die Matrizen in Gleichung (2.57) bedeutet,
dass sie positiv semidefinit sein sollen. Nur dann ist das System thermisch, me-
chanisch und chemisch stabil. Durch Kombination von (2.56) und (2.57) mit der
Beziehung fiir Antwortfunktionen (2.45) findet man sofort:

Cyn>CxN=>0. (2.58)

Falls XT n Positiv definit ist, gilt dasselbe natiirlich fiir die Antwortfunktion XTN-
Die Matrix (Op/ON)p y ist Jedoch mit Sicherheit nicht positiv definit, sondern nur
positiv semidefinit, denn aus der Gibbs-Duhem-Gleichung (2.30) folgt die Iden-
titat 0 = NT((?N/(?N)T,Y. Falls 6N; = AN gilt, tragt der letzte Term auf
der rechten Seite in (2.55) nicht zum Ergebnis bei. Fiir die spezielle Fluktuati-
on (6U1,0X1,0N7) = dA (U, X,N) erhilt man 673 = 0 und §Y; = 0, sodass auch
(0X1)n; = 0 und daher insgesamt 65 = 0 gilt. Wie erwartet tritt in diesem Spe-
zialfall keine Entropieabsenkung auf.

Die Einstein’sche Fluktuationstheorie

Erwdhnt sei noch, dass in der Einstein’schen Fluktuationstheorie angenommen
wird, dass die Grofie

W = ¢5/kB — (S0+85)/kn (2'59)

proportional zur Wahrscheinlichkeitsdichte der Fluktuationen ist. Mit seiner Fluk-
tuationstheorie baute Einstein auf Boltzmanns beriihmter Formel S = kg In(W)
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auf, die die Entropie S mit der Zahl W der dem System zur Verfiigung stehen-
den Zusténde verkniipft. Jeder verfiigbare Zustand wird in Gleichung (2.59) also
a priori als gleich wahrscheinlich angesehen.!” Aufgrund von Gleichung (2.59) lie-
fern Fluktuationen mit §S = O(1) die wichtigsten Beitriige zu Erwartungswerten
in dieser Theorie. Solche Fluktuationen werden durch

6Ty = o( > , 0X1=0(v/Ni) , N =0(/N) (2.60)

1
VN,
charakterisiert, wobei N7 die Gesamtteilchenzahl im Teilsystem ,,1¢ darstellt. Ein-
setzen der Entropiefluktuation 6.5 in (2.55) in Gleichung (2.59) zeigt, dass die
Wahrscheinlichkeitsdichte der Fluktuationen 674, (6X;)n, und éN; in der Ein-
stein’schen Fluktuationstheorie eine Gauf’sche Form hat.

Wir erldutern Gleichung (2.60) und die Gauf’sche Form der Wahrscheinlich-
keitsdichte der Fluktuationen fiir den relativ einfachen Fall einer reinen Tempera-
turfluktuation: Da die Beitrdge von 671, (6X1)N, und 6Ny zu 65 in (2.55) additiv
und diejenigen zu W in (2.59) daher multiplikativ sind, kann man die Effekte der
unterschiedlichen Fluktuationen sauber trennen; die Argumente fiir (§X;)n, und
6N, verlaufen analog. Eine Temperaturfluktuation 677 erzeugt einen Faktor

ACx N

21— N2 (6T )? (2.61)

exp |—

in der Wahrscheinlichkeitsdichte der Fluktuationen, die also proportional zu W in
Gleichung (2.59) ist. Dieser Faktor hat offensichtlich eine Gauft’sche Form. Nun ist

die Warmekapazitat C';)N = ACx,n im Exponenten in (2.61) extensiv und daher
proportional zur Gesamtteilchenzahl Ny im Teilsystem ,, 1

/\CX,N = le'B CX,N .

Die so definierte dimensionslose Gréfse cx n ist intensiv.'® Die Temperaturfluktua-
tion d7) erzeugt daher einen Faktor

 Nikp(3T1)?

N1 (6Ty)?

T2
in W, und dieser Faktor ist nur dann betrichtlich [von O(1)], wenn Ny (671)2/T>
selbst von O(1) und 673 daher von O(T/y/Ny ) ist.

Weitere Konsequenzen der Stabilitdtsbetrachtungen

Wir erldutern noch einige Konsequenzen fiir die zweiten Ableitungen einiger ther-
modynamischer Potentiale. Aus der Nichtnegativitit von Cx n und Cy N folgt:

0%F 0S5 1
= — = — <
(8T2 )X,N <6T>X,N XN =0

17 Auf diesen Zusammenhang zwischen S und W gehen wir in Kapitel [7] bei der Behandlung
von Boltzmanns (ebenfalls beriihmtem) H-Theorem ausfiihrlicher ein.

18Die Grofe cx,N ist im Wesentlichen (bis auf einen konstanten Faktor, der u.a. von der Mas-
sendichte abhingt) gleich der spezifischen Wirme von Teilsystem ,,1¢
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9*G _ (908 _ lev <o
012 )y \OT )y T YN=T
2
() (Dl chuze
952 Jx n 9S8 Jxn  CxN
(82H) (GT) T
9 - - 207
05? )y n 08 )y n Oy

sodass F' und G konkave Funktionen der Temperatur und U und H konvexe Funk-
tionen der Entropie sind. Auferdem folgt aus:

PF\  (9YN  [ox\ '
()= ()= (o) =750
G\ [(oX\

(aw )T,N o (aY)T,N s

(on),, = (%)
ON? TY ON T7Y’

dass F' eine konvexe Funktion von X und G eine konkave Funktion von Y und
eine konvexe Funktion von N ist, wobei ,konvex“ nun bedeutet, dass die Matrix
der zweiten Ableitungen positiv semidefinit ist.

Da die thermodynamischen Potentiale (U, H, F,G,$2) durch Legendre-Trans-
formationen miteinander verkniipft sind und die hier definierten Legendre-Trans-
formationen konvexe in konkave und konkave in konvexe Funktionen iiberfiihren,
kénnen wir generell schliefsen, dass alle thermodynamischen Potentiale konkave
Funktionen ihrer intensiven und konvexe Funktionen ihrer extensiven Variablen
sind. Dass die Potentiale als Funktionen ihrer jeweiligen Variablen entweder kon-
vex oder konkav sind, wurde natiirlich bereits implizit bei ihrer Definition in Ab-
schnitt [2.11] angenommen, da sonst die Legendre-Transformationen zwischen den
verschiedenen Potentialen iiberhaupt nicht definiert wéren.

2.14 Anwendung: Die Maxwell-Konstruktion

Als Anwendung unserer Stabilitdtsiiberlegungen betrachten wir ein Van-der-Waals-
Gas. Wie in Ubungsaufgabe 2.1 gezeigt wird, lautet die Zustandsgleichung mit den
dimensionslosen Variablen p = P/P,, t =T /T, und v = V/V:

<p+52)(3v1)8t

mit PV, = gN kpTe. Der kritische Punkt liegt in diesen dimensionslosen Einheiten
bei (pe,te,ve) = (1,1,1). Einige Isothermen fiir Temperaturen ¢ > t., t = t. und
t < t. sind in Abbildung 2.16 in einem p-v-Diagramm dargestellt. Bemerkenswert
ist, dass die Isotherme fiir ¢ < t. zwei stationidre Punkte hat: ein lokales Mini-
mum fiir v = v_ und ein lokales Maximum fiir v = v4. Fiir t = ¢, gibt es nur einen
einzelnen stationdren Punkt, und zwar einen Sattelpunkt fir v = v, = 1. Fiir ¢ > ¢,
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gibt es keine stationdren Punkte. Wir
mochten im Folgenden iiberpriifen, ob p(v)
bzw. inwiefern die Vorhersagen der Van-
der-Waals-Gleichung fiir die Gleichge-
wichtseigenschaften eines realen Gases

mit dem in Abschnitt [2.13] gewonne-

nen Verstindnis iiber die Stabilitdt des
Gleichgewichts im Einklang sind.

Wir betrachten hierzu die freie Enthal-
pie G des Van-der-Waals-Gases. Da die
Teilchenzahl konstant ist (dN = 0), ver-
einfacht sich das Differential dG auf:

t = 0,93t0

O T e e 4
dG = —-SdT +VdP 3
Abb. 2.16 P-V-Kurven des

oder, ausgedriickt mit Hilfe der dimensi- Van-der-Waals. Gases

onslosen freien Enthalpie g = G/(PV;)
und der dimensionslosen Entropie s = 85/(3Nkp):

_ _ op dp
dg = —sdt + vdp = [ S+U<6t)J dt—i—v(av)tdv

Integration entlang einer Isotherme ergibt:
p
olpl0) = o) = [ o3P (0 = [op(e) = vo()] — [ 't

Aufgrund unserer allgemeinen Uberlegungen zur Stabilitiit von Gleichgewichtszu-
stdnden wissen wir, dass die freie Enthalpie unbedingt eine konkave Funktion des
Drucks sein muss. Tragen wir jedoch g(p) iiber p wie in Abbildung 2.17 auf, so
finden wir, dass

(a2),~ ()
op? ), op/,
fiir Temperaturen unterhalb der kritischen Temperatur (¢t < t.) nur fiir v > v und

v < v_ negativ ist; fiir v_ < v < vy ist die freie Enthalpie konvex. Aufierdem gibt
es fiir v; < v < vy, wobei v; und vo durch die Bedingungen

g(v1) = g(v2) , plvr) = p(v2)

festgelegt sind, zu jedem Zustand auf der Van-der-Waals-Kurve einen thermody-
namisch stabilen Zustand mit niedrigerer freier Enthalpie. Der Teil der Kurve mit
v1 < v < vy ist daher offenbar thermodynamisch instabil.

Es ist jedoch leicht einzusehen, wie man fiir Volumina mit v; < v < wvg einen
thermodynamisch stabilen Zustand konstruieren kann: Die Konkavitéit der freien
Enthalpie erfordert, dass die freie Enthalpie und der Druck in diesem Bereich fiir
eine fest vorgegebene (dimensionslose) Temperatur ¢ konstant und gleich

gum(t) = g(v1) = g(va) , py(t) =pv1) = p(v2) (2.62)
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sind. Die Interpretation dieser Gleichungen ist, dass im Intervall v; < v < vy eine
Koexistenz zweier Phasen, Gas und Fliissigkeit, vorliegt. Falls v = Avy + (1 — v
mit A € [0,1] gilt, kann A interpretiert werden als Bruchteil derjenigen Teilchen,
die sich in der Flissigkeit aufhalten, und (1 — ) als Bruchteil der Teilchen, die sich
in der Gasphase befinden.

Die Gleichung g(v1) = g(v2) lésst sich einfach geometrisch interpretieren, denn

V2 v2

(va —v1)p(v2) = | dv p(v) bzw. dv [p(v) —p(v2)] =0 (2.63)

v1 v1

bedeutet lediglich, dass die beiden getonten Fliachen im p-v-Diagramm der Abbil-
dung 2.18 gleich sind. Diese geometrische Konstruktion des Koexistenzbereichs ist
(nach James Clerk Maxwell) als die Mazwell-Konstruktion bekannt.

9(p) (Par> 9a) p(v)
A t = 0,83t.
U= ! t = 0,93t
1 t=tc=1
| t = 1,07t
i
|
|
|
|
|
|
|
|
0“”1):1;6:1 P 0 1
Abb. 2.17 Thermodynamische Abb. 2.18 Die Maxwell-Konstruktion

Instabilitat der

fii . B _ ls- .
Van-der-Waals-Isothermen (¢ < ¢.) iir das Van-der-Waals-Gas

Ausgehend von (2.62) und (2.63) kann man den Dampfdruck py(t) im Ko-
existenzbereich und auch die sogenannte ,Koexistenzkurve*, die aus den beiden
Zweigen v (t) und wva(t) im p-v-Diagramm aufgebaut ist, analytisch oder nume-
risch berechnen. Dies wird in Ubungsaufgabe 2.19 gezeigt. Nahe dem kritischen
Punkt, d.h. fir ¢t 1 1, erwartet man py(¢) T 1, v1(¢) T 1 und va(¢) | 1. Fiir sehr
tiefe Temperaturen (¢ | 0) erwartet man py(¢) | 0, v1(t) | é und v (t) — oco. Hier
fassen wir die Ergebnisse der Untersuchung der Gleichungen (2.62) und (2.63) aus
Aufgabe 2.19 zusammen. Gerade unterhalb der kritischen Temperatur (fiir ¢ 1 1)
klingt der Dampfdruck bei einer Temperaturabsenkung zunéchst linear ab:

pm(t) ~1—4(1—1t) (t11).
Die Koexistenzkurve ist nahe dem kritischen Punkt gegeben durch
vi(t) ~1—=2V1—t , wpt) ~1+2vV1—t (t11)

und hat somit in diesem Temperaturbereich eine anndhernd symmetrische Form.
Im entgegengesetzten Grenzfall, d.h. fiir sehr tiefe Temperaturen (¢ | 0), ist der
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Dampfdruck ezponentiell niedrig, pym(t) ~ 27e=27/8 fiir ¢ | 0, und wird die Koexis-
tenzkurve gegeben durch

9 32 8t —
v1(t) ~ 15 [1*\/1* 2;}7816 27/88 (t10).

Ug(t) ~ gi e27/8t

Der Koexistenzbereich im p-v-Diagramm ist bei tiefen Temperaturen daher sehr
breit: [va(t) — v1 ()] ~ va(t) ~ §e?7/8 fiir ¢ | 0.

Abbildung 2.18 zeigt aukerdem, dass sich das Van-der-Waals-Gas fiir einen
Druck p = pum(t)—07, der also geringfiigig niedriger als der Dampfdruck im Koexis-
tenzbereich ist, bei einem dimensionslosen Volumen vy in der Gasphase befindet.
Analog befindet sich das Gas fiir einen Druck p = pum(t) 407, geringfiigig hoher als
der Dampfdruck im Koexistenzbereich, bei v1 in der Flissigkeitsphase. Wir stellen
daher fest, dass v als Funktion des Drucks bei py(t) eine Unstetigkeit aufweist.
Wichtig ist aufserdem, dass das dimensionslose Volumen v einer ersten (partiellen)
Ableitung der freien Enthalpie g entspricht: v = (0g/dp):. Ein Phaseniibergang,
bei dem eine erste Ableitung des relevanten thermodynamischen Potentials einen
Sprung macht, wird generell als Phaseniibergang erster Ordnung bezeichnet. In
einem solchen Fall kann mit Hilfe einer (verallgemeinerten) Maxwell-Konstruktion
die Koexistenz mehrerer Phasen nachgewiesen werden. Im Gegensatz zu einem
Phaseniibergang erster Ordnung wird ein Phaseniibergang, bei dem die ersten Ab-
leitungen des thermodynamischen Potentials stetig sind, aber eine Unstetigkeit in
einer zweiten Ableitung vorliegt, als Phaseniibergang zweiter Ordnung bezeichnet.

2.15 Die Clapeyron-Gleichung

Wir mochten in diesem Abschnitt die Koezistenz zweier Phasen besser verstehen
und betrachten deshalb (analog zum Van-der-Waals-Gas) ein einkomponentiges
System (N — N), in dem ein Phaseniibergang erster Ordnung auftritt. Hierbei
bedeutet ,Phaseniibergang erster Ordnung* also, dass eine erste Ableitung des
thermodynamischen Potentials unstetig ist und im System mehrere Phasen mit-
einander koexistieren. Beim Van-der-Waals-Gas in Abschnitt [2.14] sind dies die
zwei Phasen ,, 1 und ,2“ bzw. ,Fliissigkeit* und ,,Gas®. Fiir einkomponentige Syste-
me wissen wir, dass die freie Enthalpie pro Teilchen aufgrund der Euler-Gleichung
(2.39) gleich dem chemischen Potential ist: g = G/N = u(T,Y), und dass das Dif-
ferential des chemischen Potentials aufgrund der Gibbs-Duhem-Gleichung (2.30)
gegeben ist durch

dp=—-sdT —x-dY , s=S/N , x=X/N.

Wir wissen aufserdem, dass die koexistierenden Phasen ,,1 und ,2% die miteinan-
der im Gleichgewicht sind, die gleichen intensiven Variablen haben, also die gleiche
Temperatur T = Ty .., den gleichen verallgemeinerten Druck Y = Y, . und
das gleiche chemische Potential p(7,Y). Die Abhéngigkeit der freien Enthalpie
9(T,Y) = p(T,Y) von der Temperatur T' und dem verallgemeinerten Druck Y
kann also — analog zu Abb. 2.17 fiir das Van-der-Waals-Gas — dargestellt werden
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wie in Abbildung 2.19 skizziert.

Bezeichnen wir das chemische Po-

tential in Phase ,1¢ als pi(7,Y) T(YK“’“QK“")
und in Phase ,2 als us(7,Y), so g(T,Y) /
gilt daher in jedem Punkt (7,7Y)
der Koexistenzfliche: u(T,Y) =
w2(T,Y), da Y nun im Allgemei-
nen mehrdimensional ist. Analog
gilt in einem infinitesimal benach-
barten Punkt (T'+dT,Y +dY) die-
ser Flache: pu1 (T 4+ dT,Y +dY) =
po(T 4+ dT,Y + dY). Folglich sind
auch die mit der Zustandsidnderung o [ [Ty
(dT,dY) einhergehenden Differen-

tiale der chemischen Potentiale in Abb. 2.19 Freie Enthalpie pro Teilchen
den beiden koexistierenden Phasen g(T,Y) fiir ein einkomponentiges System
exakt gleich:

Ty >To =Tc > T3 > Ty

|
|
|
|
|
!
!
|
|
!
!
|
|
!
!
]
T

Y. -Y

duy = /,Ll(T—l—dT,Y-i-dY) —/,Ll(T,Y) = ,ug(T—l—dT,Y—i—dY) _,U/Q(T,Y) =dus .
Hieraus folgt wiederum aufgrund der Gibbs-Duhem-Gleichung:
—s1dT —x1 - dY =dp) =dus = —sodl — %2 -dY .

Kombination der beiden thermischen und der beiden mechanischen Terme in dieser
Gleichung ergibt:

Ax-dY = —AsdT mit As=s3—851 , AX=Xy—X1.

Aus der Entropiedifferenz der beiden Phasen pro Teilchen As = s — s1 folgt noch
die Enthalpiedifferenz pro Teilchen Ah:

Ah=hyg —hy =A(Ts+p) =TAs,

sodass die Gleichung Ax - dY = —AsdT auch als

or Ax TAx
<8Y>Koex T As Ak (2.64)

geschrieben werden kann. Dieser Ausdruck (2.64) fiir die Temperaturvariation bei
Druckinderungen entlang der Koexistenzfliche wird (nach Emile Clapeyron) als
die Clapeyron-Gleichung bezeichnet.

Es ist moglich, dass nicht alle Y-Komponenten relevant fiir den Phaseniibergang
sind. Falls die mechanischen Variablen z. B. die Struktur Y = (Y«,Ys) und x =

(X<,%x>) mit Axs = 0 haben, folgt aus (2.64), dass die Koexistenztemperatur
nicht von Y~ abhéngt: ( 0‘22 )Koex = 0. Man kann sich bei der Untersuchung von

(2.64) daher auf die Y .-Variablen beschréinken: ( 8‘%2 )Koex =— Tﬁ’}f .
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2.15.1 Die Clapeyron-Clausius-Gleichung

Fiir den Spezialfall eindimensionaler mechanischer Variabler, (x,Y) — (z,Y), er-
hilt die Clapeyron-Gleichung (2.64) die einfachere Gestalt

dT B TAzx
dY Koex_ Ah

und fiir den weiteren Spezialfall eines Gases mit (z,Y) — (v, —P), wobei v also
das Volumen pro Teilchen darstellt, ergibt sich daraus:

dP Ah
( dT)Koex = o (2.65)

Dieser fiir Anwendungen wichtige Spezialfall wird in der Form (2.65) als Clapeyron-
Clausius- oder Clausius-Clapeyron-Gleichung bezeichnet.

Die Clapeyron-Clausius-Gleichung (2.65) hat den Vorteil, dass sie keine Nahe-
rungen enthélt, aber den Nachteil, dass sie nicht ohne Weiteres 16sbar ist. Da die
Abhéngigkeiten des Enthalpiesprungs Ah und des Volumensprungs Av von den
Variablen (P,T) unbekannt sind, stellt (2.65) keine geschlossene Differentialglei-
chung dar. Man kann Gleichung (2.65) jedoch mit Hilfe von weiteren Annahmen,
also im Rahmen einer Niherung, durch eine (l6sbare) Differentialgleichung appro-
ximieren. Hierzu nimmt man iiblicherweise zweierlei an, ndmlich erstens, dass der
Enthalpiesprung Ah konstant (unabhéngig von P und T') ist, und zweitens, dass
das Volumen pro Teilchen in der fliissigen Phase im Vergleich zum Gasvolumen pro
Teilchen vg vernachléssigbar ist, sodass der Volumensprung Av effektiv gleich vg
ist:

kT

Ah ~ konstant und Av ~vg ~ .
PKoex

Eine Annahme wie Av ~ vg kann bestenfalls weit unterhalb der kritischen Tem-
peratur (T < T¢) giiltig sein, und tatséichlich stellt man fest, dass die beiden
Annahmen z. B. fiir das Van-der-Waals-Gas bei sehr tiefen Temperaturen korrekt
sind. Mit Hilfe dieser beiden Annahmen erhilt man die Differentialgleichung;:

dP _ PAh
AT kpT?’

die entlang der Koexistenzkurve gelost werden kann. Die Losung hat die Form
P(T) — Poe—Ah/k:BT

und zeigt, dass der Dampfdruck im Tieftemperaturlimes exponentiell niedrig ist.
Die Exponentialfunktion e=2"/#3T hat die Gestalt eines Boltzmann-Faktors und
zeigt, dass angeregtes Verhalten vorliegt, wobei ein Gasmolekiil effektiv eine um
Ah héhere Energie als ein Molekiil in der fliissigen Phase hat. In Ubungsaufgabe
2.19 wird (analytisch und numerisch) gezeigt, dass die Losung der Van-der-Waals-
Gleichung bei tiefen Temperaturen genau dieses angeregte Verhalten aufweist.
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2.16 Die Gibbs’sche Phasenregel

Wir mochten die Koexistenz mehrerer Phasen in diesem Abschnitt weiter untersu-
chen und konzentrieren uns auf die folgende Frage:

Falls ein thermodynamisches System ¢ verschiedene Teilchensorten ent-
héilt und durch m unabhéingige (intensive oder extensive) mechanische
Variable charakterisiert wird, wie groft kann dann die Zahl p der in
diesem System miteinander koexistierenden Phasen maximal sein?

Diese Frage lisst sich mit elementaren Uberlegungen beantworten und fiihrt
zur Gibbs’schen Phasenregel. Falls das System — wie angenommen — durch ¢ ver-
schiedene Teilchensorten und m-dimensionale mechanische Variable charakterisiert
wird, haben das chemische Potential, die Teilchenzahlen und die verallgemeiner-
ten Kréfte und Koordinaten in jeder Phase die Struktur t- bzw. m-dimensionaler
Vektoren:

11 N Yi X1
B = , N= : , Y = , X=

it N, Yo, Xom

Neben den Teilchenzahlen N in jeder Phase fiihren wir auch noch Teilchendichten
p ein, die den Anteil der verschiedenen Teilchensorten am Gemisch in der jeweiligen
Phase beschreiben und daher auf eins normiert sind:

t 1 o1 t
NEZNZ' , NN—p<;> , Zpizl.
i=1

Pt

Von zentraler Bedeutung in unserem Argument ist nun, dass im Gleichgewicht die
intensiven Variablen aller miteinander koexistierender Teilsysteme gleich sind. Dies
bedeutet, dass die Werte (T;,Y;, ;) in allen Phasen (i = 1,--- , p) gleich sind. Wir
konnen den gemeinsamen Wert dieser Variablen daher als (T',Y, pu) bezeichnen:

BB

Hierbei ist insbesondere die Gleichheit der chemischen Potentiale der verschiede-
nen Phasen interessant: py = py = --- = p,,. Das chemische Potential p,; der
i-ten Phase héngt nicht nur von den thermischen und mechanischen Variablen
(T3,Y;) = (T,Y) dieser Phase ab, sondern auch von entsprechenden intensiven
chemischen Variablen. Diese chemischen Variablen konnen also nicht die Teilchen-
zahlen IN; der i-ten Phase selbst sein, da diese extensiv sind. Stattdessen kann man
aber die intensiven Teilchendichten p; verwenden, da diese alle moglichen Zusam-
mensetzungen des Gemisches der i-ten Phase beschreiben kénnen. Die Gleichge-
wichtsbedingung, dass die chemischen Potentiale aller p Phasen gleich sein sollen,
lautet nun:

u(T,Y,p1) = po(T, Y, po) = =, (T, Y, p,) -
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Dies ist ein Satz von ¢(p — 1) Gleichungen fiir die 1 +m + p(t — 1) Unbekannten T,
Y und py, -+, p,. Dieser Satz ist nur dann 16sbar, wenn die Zahl der Gleichungen
hochstens gleich der Zahl der Unbekannten ist:

tp—1)<1+m+p(t—1) bzw. p<l4+m+t.

Diese Ungleichung ist die Gibbs’sche Phasenregel in verallgemeinerter Form: Die
Hochstzahl der moglichen koexistierenden Phasen ist daher 1 + m + t. Auf Gibbs
selbst geht der Spezialfall fiir eindimensionale mechanische Variable (m = 1) zu-
riick: Ublicherweise wird die entsprechende Ungleichung p < 2 + ¢ dann auch als
Gibbs’sche Phasenregel bezeichnet. Komplementér zur Zahl p der Phasen definiert
man fiir m = 1 noch die Zahl der Freiheitsgrade: f = 2 4+t — p, die natiirlich
nicht-negativ sein muss. Ein Beispiel fiir das Konzept eines Freiheitsgrads folgt im
néchsten Abschnitt.

2.16.1 Der Tripelpunkt als Beispiel fiir die Phasenregel

Die Gibbs’sche Phasenregel p < 2 4 t fiir Systeme mit eindimensionalen mecha-
nischen Variablen (m = 1) besagt also, dass die Hochstzahl der moglichen koexis-
tierenden Phasen gleich 2 + ¢ ist. Als Spezialfall dieser Gibbs’schen Phasenregel
betrachten wir nun einkomponentige Systeme (m =t = 1). Die Phasenregel lautet
in diesem Fall p < 3, sodass in einem solchen System héchstens drei Phasen mitein-
ander koexistieren konnen. Die Zahl der Freiheitsgrade ist durch f = 3 —p gegeben.
Aus der Phasenregel 1 < p < 3 folgt 2 > f > 0, sodass bis zu zwei Freiheitsgrade
aktiv sein koénnen.

P P
Pc Y K Pc I K

fest i fest i

| |

| |

1 1

gasformig i gasformig i

| |

| |

0 t 0 t
0 . T 0 . T
Abb. 2.20 P-T-Diagramm eines Abb. 2.21 P-T-Diagramm eines
Stoffes ohne ,,Anomalie“ (z.B. COz2) Stoffes mit ,,Anomalie“ (z. B. H20)

Als Beispiel betrachten wir ein einkomponentiges Gas, das in fliissiger oder fester
Form kondensieren kann und durch die eindimensionalen mechanischen Variablen
Volumen und Druck beschrieben wird: (X,Y) = (V, —P). Das typische Phasendia-
gramm eines solchen Stoffes ist in zwei Varianten in den Abbildungen 2.20 und 2.21
dargestellt. Der wesentliche Unterschied zwischen den beiden Abbildungen ist, dass
die Koexistenzkurve zwischen der festen Phase und der Fliissigkeit in Abb. 2.20 eine

positive Steigung (‘;5) > 0 hat und in Abb. 2.21 eine negative (dp < 0.

Koex dT ) Koex
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Die negative Steigung in Abb. 2.21 ist ungewohnlich und wird daher als ,,Anomalie*
bezeichnet. Das P-T-Diagramm von Abb. 2.20 ist z. B. qualitativ bei Kohlendioxid
(COy) realisiert, dasjenige von Abb. 2.21 bei Wasser (H20). In jedem der beiden
Diagramme gibt es drei Koexistenzkurven (gasformig-fliissig, gasformig-fest und
fest-fliissig), wobei die Gasformig-flissig-Koexistenzkurve (Dampfdruckkurve) fiir
(P, T) = (P, T¢) in einem kritischen Punkt (K) endet. Die drei Koexistenzkurven
schneiden sich in einem Tripelpunkt (T). Wir sehen nun, dass die Zahl der Frei-
heitsgrade die Dimensionalitét des Koexistenzbereichs beschreibt: Fiir den nulldi-
mensionalen Tripelpunkt, in dem drei Phasen koexistieren, ist f = 0. Fiir die drei
eindimensionalen Koexistenzkurven, entlang derer zwei Phasen koexistieren, gilt
f = 1. Und in den zweidimensionalen Bereichen aufserhalb des Tripelpunkts und
der Koexistenzkurven, wo nur eine Phase mit sich selbst ,koexistiert”, ist f = 2.

2.17 Der dritte Hauptsatz

Der dritte Hauptsatz der Thermodynamik, wie er 1906 von Walther Nernst formu-
liert wurde, lautet:

Die Entropiedifferenz stabiler thermodynamischer Zustdnde, die durch re-
versible Zustandsdnderungen verbunden sind, strebt gegen null fiir 7" — 0.

Spéter (1911) hat Nernst nachgewiesen, dass die spezifische Warme aller Materiali-
en fiir T' — 0 gegen null strebt. Wir werden im Folgenden sehen, dass dieses spéitere
Ergebnis bereits im dritten Hauptsatz enthalten ist.

Die thermodynamischen Zusténde, iiber die der dritte Hauptsatz eine Aussage
macht, kdnnen entweder durch (7)Y, N) oder durch (7, X, N) charakterisiert sein.
Der dritte Hauptsatz lautet also fiir beliebige Zustinde (Y1,N7p) und (Y2, Ns):

lim [S(T, Yl, Nl) - S(T, YQ, NQ)] =0 (266)
T—0

oder alternativ fiir beliebige Zustéinde (X1,N7) und (Xs, N3):

lim [S(T,X1,N;) — S(T,X2,N3)] =0. (2.67)

T—0

Alle solchen Zustdnde haben fiir T = 0 daher dieselbe Entropie, die wir mit Sy

bezeichnen konnen. Traditionell wiahlt man Sy = 0, da nur dieser Wert mit der

Extensivitdt der Entropie vertraglich ist, denn wenn fiir alle A > 0
S(0,Y,N)=5,=5(0,Y,A\N) = \Sy

oder

S(0,X,N) = S5 = S(0, \X, AN) = ASp

gelten soll, muss Sy = 0 sein. In der Herleitung wurde verwendet, dass die Variablen
N und X extensiv und die Variablen Y intensiv sind.
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Aus dem dritten Hauptsatz folgt sofort, dass die Wéarmekapazititen Cx n und
Cvy n fiir T'— 0 gegen null streben:

08 a5
= T =
CxN (aT)X,N [aanT)]x,N -0

08 a5
= T =
O (aT)Y,N {aanT)L,N -0

da in diesem Limes S — 0 und In7T — —oo gilt.!? Des Weiteren gehen auch der
verallgemeinerte thermische Ausdehnungskoeffizient:

o — X _ [0S o T
N\ ar Y,N’ Y ) n

und der verallgemeinerte thermische Span-

nungskoeflizient: To oo

oY oS
- _ X
(8T >X,N (8X )T,N 0 (—7

in diesem Limes gegen null.

Der dritte Hauptsatz impliziert aufer-
dem, dass es nicht moglich ist, den absolu- o
ten Temperaturnullpunkt (7' = 0) mit Hilfe
ein'es reyersiblen Pr.ozesses in endlich vielen Abb. 2.22 Alternicrende isotherme
adiabatischen und isothermen Schritten zu und adiabatische Schritte
erreichen. Dies ist iibrigens eine alternative zwischen zwei Isochoren
Formulierung des dritten Hauptsatzes. Man
betrachte zur Illustration (sieche Abbildung 2.22) einen abwechselnd isothermen
und adiabatischen Prozess zwischen zwei Isochoren? mit X; bzw. Xy im S-T-
Diagramm. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass die Teilchenzahlen N kon-
stant sind, und aufterdem, dass die Isochore, die durch X charakterisiert ist, bei der
Starttemperatur Ty die hohere Entropie hat: S(Tp, Xa,N) < S(Tp, X1, N) = So.
Da in einem ersten (isothermen) Arbeitsschritt von X; nach Xs die Entropie also
abnimmt:

I
I
I
1!
I
I
I
I
I
I
I
I
I
l
0 So S

As~(9%) ax <0 , AX=X,-X,, (2.68)
X ),

wird im néchsten (isentropischen) Arbeitsschritt von Xg nach X; die Temperatur
ebenfalls abgesenkt:2!

oT oT a5 oT
AT ~ (=A = -AX ~ A .
(aX)s( X) (aS)X<aX)T X (aS)x 50

Dass die stetig differenzierbare Funktion S(z), die durch S(InT) = S(T) mit S(—o0) = 0
definiert ist, auch limg s oo S’ (z) = 0 erfiillt, folgt aus dem Mittelwertsatz der Reellen Analysis.

20 Isochoren sind Kurven konstanten Volumens und Isobaren Kurven konstanten Drucks (womit
hier das ,verallgemeinerte Volumen* X bzw. der ,verallgemeinerte Druck Y gemeint sind).

21Wir verwenden die Beziehung (gg;)s = - gg)x(gi)r die fiir zwei Funktionen T'(S, X)
und S(T, X), analog zur Herleitung von Gleichung (2.46), aus der Kombination der Differentiale

dT = (92) 4 dS+ (5% ) g - dX und dS = (53) xdT + (53 ) - dX folgt.
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Im letzten Schritt wurde neben AS < 0 aus Gleichung (2.68) verwendet, dass
(gg)x = (35?);(1 = (%CX’N)f1 positiv ist. Fundamental wichtig ist, dass man
den absoluten Nullpunkt nicht in endlich vielen aufeinanderfolgenden isothermen
und isentropischen Arbeitsschritten erreichen kann, da die X;- und Xs-Kurven
aufgrund von (2.67) fiir T — 0 immer n&her zusammenriicken und die entspre-
chenden Entropie- bzw. Temperaturabsenkungen in den einzelnen Arbeitsschritten
stets kleiner werden. Auch dieser Sachverhalt ist in Abb. 2.22 grafisch dargestellt.

Eine alternative Betrachtung von abwechselnd isothermen und adiabatischen
Prozessen zwischen zwei Isobaren Y; und Y5 im S-T-Diagramm bringt keine neuen

Erkenntnisse: Man miisste im letzten Absatz lediglich iiberall X durch Y ersetzen

und verwenden, dass (gg)Y = (gg);l = ( %C’YN)_I ebenfalls positiv ist. Auch

in diesem Fall folgt also, nun allerdings aufgrund von Gleichung (2.66), dass man
den absoluten Nullpunkt nicht in endlich vielen aufeinanderfolgenden isothermen
und isentropischen Arbeitsschritten erreichen kann.

In Abschnitt [3.4] werden wir bei der Beschreibung der Grundlagen der Sta-
tistischen Physik auf den dritten Hauptsatz der Thermodynamik zuriickkommen.
Interessant ist dabei, dass der dritte Hauptsatz vor Kurzem (s. Ref. [40]) mit Me-
thoden der Vielteilchentheorie und der Quanteninformationstheorie nachgewiesen
werden konnte und dass die in Ref. [40] verwendeten Methoden auch den Zusam-
menhang der alternativen Formulierungen des dritten Hauptsatzes klarer machen.

2.17.1 Beispiel: Das Photonengas

Als konkretes Beispiel betrachten wir
das Photonengas, das durch nur eine
.. . . . T
einzige extensive mechanische Variable Va
X = V beschrieben wird, sodass sich
der abwechselnd isotherme und adiaba- To +------2 ;
tische Prozess aus der allgemeinen For- Vi
mulierung in diesem Spezialfall zwischen i
den zwei Isochoren S = 1:?5 ViT3 und !
S = 1??: VoT? im S-T-Diagramm abspielt. |
Dies ist in Abbildung 2.23 grafisch dar- i
gestellt. Wir nehmen an, dass V; > V, !
gilt und dass der Abkiihlungsprozess im 0 SL S
Zustand (Sp,Tp) auf der V;-Kurve im S-
T_Diagramm anféngt. Im ersten Arbeits- Abb. 2.23 Alternierende isotherme

schritt wird das Photonengas isotherm und adiabatische Schritte
komprimiert, im zweiten adiabatisch ex- fiir ein Photonengas
pandiert:

(maSO)TO) l> (‘/QaslaTO) 3> (‘/1351)711) .

Allgemeiner gilt fiir den (2n + 1)-ten bzw. (2n + 2)-ten Arbeitsschritt:

(Vi S, To) 2255 (Vo Sty Tn) 2252 (Vi St Tust)

wobei stets Sp11 < S, und Tj,4+1 < T, gelten soll. Da bei der isothermen Kom-
pression im (2n + 1)-ten Arbeitsschritt per definitionem die Temperatur 7;, und
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bei der adiabatischen Expansion im (2n + 2)-ten Arbeitsschritt per definitionem
die Entropie konstant gehalten wird, folgt:

310(35;‘21 =T = 1360:;7}1 ’ 1??:‘/1T7?+1 = Sny1 = 15:%@?
und daher
Sn+1 _ Va Thi1 _ ({/2)1/3
Sn Vi T, i
und somit

1 Vi
Sn = 6_)\n50 s Tn = e_SA"TO s A=1In (Vl) >0.
2

Wir stellen also fest, dass die Entropie und die Temperatur des Photonengases ezpo-
nentiell als Funktion der Anzahl der Arbeitszyklen abklingen, sodass dieses System
unendlich viele Arbeitszyklen durchlaufen miisste, um zum Temperaturnullpunkt
zu gelangen.

2.18 Thermodynamik von Phaseniibergangen

Phaseniibergénge sind eines der zentralen Themen in der Thermodynamik und der
Statistischen Physik. Bereits im einfiihrenden Kapitel [1] wurden einige wichtige
Beispiele genannt, etwa die Bose-Einstein-Kondensation, der Magnetismus, die Su-
prafluiditdt und die Supraleitung. Einige der grundlegenden Konzepte, wie Symme-
triebrechung, Ordnungparameter und kritisches Verhalten, wurden in Ubungsaufga-
be 1.5 anhand eines elementaren Problems der Statik (des ,hart gekochten Eis*) il-
lustriert. In Kapitel [2] sind weitere Beispiele hinzugekommen: Wir haben den Pha-
seniibergang zwischen einer gasformigen und einer fliissigen Phase in den Abschnit-
ten [2.1.1] und [2.14] sowie in Ubungsaufgabe 2.19 anhand des (relativ) einfachen
Modells der Van-der-Waals-Gleichung untersucht. Wir haben festgestellt, dass es
Phaseniibergiinge unterschiedlicher Ordnung gibt. Der Gasformig-fliissig-Ubergang
ist ein Beispiel fiir einen Phaseniibergang erster Ordnung. Fiir solche Ubergéinge
erster Ordnung haben wir in den Abschnitten [2.15] bzw. [2.15.1] die Clapeyron-
und Clapeyron-Clausius-Gleichungen und in Abschnitt [2.16] die Gibbs’sche Pha-
senregel kennengelernt. In spateren Kapiteln werden noch etliche weitere Beispiele
fiir Phaseniibergéange folgen.

Das Ziel dieses Abschnitts ist, einen kohiirenten Uberblick iiber die thermody-
namischen Aspekte von Phaseniibergingen zu présentieren, damit die Leser(innen)
die bisherigen und die in spéteren Kapiteln noch zu behandelnden Ergebnisse bes-
ser einordnen konnen. Hierzu fithren wir zuerst in Abschnitt [2.18.1] die wich-
tigsten Definitionen, Begriffe und Notationen ein und erkldren das Konzept des
kritischen FExponenten. Zur Illustration dieser Begriffe und Notationen betrachten
wir in Abschnitt [2.18.2] einige konkrete Beispiele fiir Phaseniibergéinge. Der Pha-
seniibergang zweiter Ordnung wird dann in Abschnitt [2.18.3] konkret anhand der
Landau-Theorie behandelt und der Phaseniibergang erster Ordnung anhand einer
Variante dieser Landau-Theorie in Abschnitt [2.18.4].
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2.18.1 Was ist ein Phaseniibergang?

Ein Phaseniibergang ist ein Ubergang eines thermodynamischen Systems zwischen
zwei oder mehr Phasen im (B,T)-Diagramm, der durch Anderungen der Tem-
peratur T oder der intensiven mechanischen Variablen B hervorgerufen wird. In
typischen Anwendungen entspricht B einem duferen Feld und ist Teil der im ver-
allgemeinerten Druck Y zusammengefassten intensiven mechanischen Variablen.
Etwas allgemeiner kann man auch Phaseniiberginge als Funktion der chemischen
Zusammensetzung untersuchen. Wir werden uns jedoch der Einfachheit halber im
Folgenden auf Ubergéinge im (B, T)-Diagramm beschriinken.

Basiskonzepte

Mathematisch entspricht ein Phaseniibergang einer Nichtanalytizitit des thermo-
dynamischen Potentials des Systems. Der physikalische Grund fiir diese Nichtana-
lytizitéit ist in der Regel eine Anderung im Verhalten einer intensiven mechani-
schen Variablen am Phaseniibergang. Wir werden fiir diese intensive mechanische
Variable, die den Ubergang zwischen den Phasen des Systems beschreibt, im Fol-
genden die Notation & verwenden und sie als Ordnungsparameter bezeichnen.??
Typischerweise ist bei einem Ubergang zwischen zwei Phasen ohne duferes B-Feld
der Ordnungsparameter & in einer der beiden Phasen gleich null und in der ande-
ren ungleich null und temperaturabhéngig. Der Ordnungsparameter & entspricht
in der Regel dem rdumlichen und thermischen Mittelwert einer entsprechenden
Dichte o(x). Durch Integration iiber das Gesamtvolumen des Systems ergibt sich
aus dieser Dichte eine extensive mechanische Variable ¥ = [|, dx o(x), die nach
einer thermischen Mittelung gemiR V~1(X) = & mit dem Ordnungsparameter ver-
kniipft ist.?? Die extensive mechanische Variable (¥) und das dufere Feld B sind
thermodynamisch zueinander konjugierte Variable, sodass (3) und daher auch &
durch die Temperatur 7" und durch B gesteuert werden kénnen.

Die freie Enthalpie und ihre Ableitungen

Bereits aus dieser allgemeinen Formulierung eines Phaseniibergangs ist klar, dass
das thermodynamische Potential II des Systems, das am Ubergang nichtanaly-
tisches Verhalten zeigt, in der Regel die Form II(T,V,B,N) oder II(T, P, B,N)
hat. Hierbei wird also angenommen, dass sich das Volumen V und der Druck P
selbst am Phaseniibergang glatt verhalten, d.h., dass P nicht selbst eine der B-
Komponenten und V' nicht selbst eine der 3-Komponenten ist. Andernfalls, oder
auch wenn V und P thermodynamisch irrelevant sind, vereinfacht sich das Potential
auf die kompaktere Form II(T, B, N). Wir stellen also fest, dass das thermodyna-
mische Potential IT normalerweise die Form einer freien Enthalpie hat und dass

22Man denke beim Ordnungsparameter z.B. an eine raumlich gemittelte Magnetisierung. Der
Ordnungsparameter kann, wie im magnetischen Fall, Vektorcharakter haben, muss dies jedoch
nicht. Die Notation & kann in speziellen Anwendungen also auch eine skalare Grofie bezeichnen.

23Im magnetischen Fall entspricht o(x) der lokalen Magnetisierung, 3 dem magnetischen Mo-
ment, & der rdumlich und thermisch gemittelten Magnetisierung und B dem Magnetfeld. Bei
der Definition der Spindichte o (x) ist noch wichtig, dass die Thermodynamik als makroskopi-
sche Beschreibung das Atom und den einzelnen Spin nicht ,sieht“. Die Spindichte o (x) ist hier
daher als raumlicher Mittelwert der mikroskopischen magnetischen Momente iiber Raumbereiche
zu interpretieren, die mindestens eine Ausdehnung von mehreren Nanometern haben.
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das System im Druckensemble beschrieben werden muss, aufser wenn experimen-
tell statt des Drucks das Volumen vorgegeben wird und man ein Mischpotential
der Form TI(7T, V, B, N) benotigt. Beispielsweise konnen die extensive mechanische
Variable (2) und die entsprechende isotherme Suszeptibilitdt x wie folgt aus dem
thermodynamischen Mischpotential II(T', V, B, N) berechnet werden:

oIl 0211
2 (D) e ()0
oB T,V,N nvN oB? T,V,N

oder analog aus der freien Enthalpie II(T, B, N) bzw. II(T, P, B,N). Gelegentlich
wird statt der (extensiven) Suszeptibilitit y auch die Gréfe V =1y betrachtet, die
— ahnlich wie eine Kompressibilitat — intensiv ist.

Der Phaseniibergang fiir B =0

Sogar wenn man lediglich am thermischen Verhalten des Systems in Abwesenheit
eines dufseren B-Felds interessiert ist, ist B dennoch fiir die Definition eines Phasen-
iibergangs fundamental wichtig. Dies hdngt damit zusammen, dass die rdumliche
Ausrichtung des Ordnungsparameters o fiir B = 0 v6llig unbestimmt ist. In einem
realen System liegen ndmlich in der Regel Symmetrien vor: In einem isotropen Sys-
tem sind alle Zustédnde mit gleichem |6 |-Wert energetisch entartet. In einem axial
symmetrischen System sind analog alle Zusténde energetisch entartet, die einen
Ordnungsparameter senkrecht zur Symmetrieachse (d. h. mit ] = 0 und gleichem
|61 |-Wert) oder alternativ parallel zur Symmetrieachse (d.h. mit &, = 0 und
gleichem | |-Wert) haben. Falls eine Symmetrie unter Raumspiegelungen vorliegt,
sind z. B. die Zustdnde & und —& energetisch entartet. Die fundamental wichtige
Rolle des B-Felds ist daher, dass es diese Symmetrie bricht und eine bevorzugte
o-Richtung vorgibt. Nur durch diese Vorgabe einer bevorzugten Richtung kann die
Phase mit & # 0 iiberhaupt definiert werden. Fiir B — 0 kann man die oben
genannte, allgemeine Definition & = V~1(X) nun wie folgt priizisieren:

(3) 1011

7T im iy Sy TV BB (209

wobei die rdumliche Ausrichtung B im Limes B — 0 festgehalten werden soll. Falls
in diesem doppelten Limes & = 0 gilt, liegt eine symmetrische bzw. ungeordnete
Phase vor. Falls das Ergebnis des doppelten Limes & # 0 ist, spricht man von
spontaner Symmetriebrechung (,spontan®, da sie wegen B — 0 nicht vom B-Feld
hervorgerufen wird) und nennt die Phase symmetriegebrochen bzw. geordnet. Die
Temperatur T, die die beiden Phasen mit & = 0 und & # 0 trennt, wird als die
kritische Temperatur bezeichnet. Es ist bei der Definition von & fiir B — 0 {ibrigens
unbedingt notwendig, zuerst den Limes V' — oo und dann erst den Limes B — 0
durchzufiihren, da die umgekehrte Reihenfolge immer null ergibt. Bei einem endli-
chen Volumen V' gilt ndmlich immer limg, ,,(3)/V = 0, da in Abwesenheit einer
Vorzugsrichtung bei der thermischen Mittelung iiber alle moglichen Orientierungen
von X gemittelt wird. Analog zu (2.69) erhélt man

Lo ORI X
XrvNn = — lim lim B2 (T,V,BB,N) (2.70)

B—0V—co O

fiir die isotherme Suszeptibilitit in Abwesenheit eines B-Felds.
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Die Ordnung des Phaseniibergangs

Bereits am Ende von Abschnitt [2.14] wurde darauf hingewiesen, dass ein Pha-
seniibergang, bei dem eine erste Ableitung des relevanten thermodynamischen Po-
tentials unstetig ist, als Phaseniibergang erster Ordnung bezeichnet wird und ein
Phaseniibergang, bei dem die ersten Ableitungen des thermodynamischen Poten-
tials stetig sind, aber eine Unstetigkeit in einer zweiten Ableitung vorliegt, als Pha-
seniibergang zweiter Ordnung. Bei Phaseniibergéngen hoherer als zweiter Ordnung
gibt es zwei ,Schulen: Traditionell (in der Klassifikation nach Ehrenfest) fithrt man
Ubergiinge n-ter Ordnung ein, bei denen alle Ableitungen des thermodynamischen
Potentials bis zu den (n — 1)-ten stetig sind und eine Unstetigkeit in einer n-ten
Ableitung vorliegt. Bei einem Phaseniibergang unendlicher Ordnung liegt dann
zwar eine Nichtanalytizitdt des thermodynamischen Potentials vor, aber alle Ab-
leitungen endlicher Ordnung sind dennoch stetig. In der moderneren Klassifikation
unterscheidet man nur noch Phaseniibergénge erster und héherer Ordnung, wobei
die letzteren als kontinuierliche Phasentiberginge bezeichnet werden. Ein Beispiel
eines Phaseniibergangs unendlicher Ordnung ist der bereits in Kapitel [1| erwiahn-
ten Kosterlitz-Thouless-Ubergang, der z.B. in suprafliissigen und supraleitenden
Schichten auftritt.

Phaseniiberginge erster Ordnung

Der Phaseniibergang erster Ordnung wird anhand einer Variante der Landau-
Theorie in Abschnitt [2.18.4] illustriert. Einige Aspekte solcher Ubergiinge erster
Ordnung sind bereits aus den Abschnitten [2.14] und [2.15] bekannt. Entscheidend
fir das Auftreten eines Ubergangs erster Ordnung ist die Energie des Systems,
oder genauer: die freie Enthalpze Typischerweise gibt es dabei zwei konkurrie-
rende Zustéinde, die genau am Ubergang die gleiche Energie haben, aber durch
unterschiedliche Ordnungsparameter charakterisiert werden. In Abschnitt [2.18.4]
sind diese konkurrierenden Zustéande die symmetrische Phase mit 9 = 0 und eine
symmetriegebrochene Phase mit dem endlichen Wert &7 # 0. Bei der kritischen
Temperatur 7. haben beide Zustdnde die gleiche Energie, wobei der Zustand mit
o9 =0 fiir T > T, und der Zustand mit &1 # O fiir T < T, die niedrigere Energie
hat. Bei einer Temperaturabsenkung von 7' = T, + 07 zu T = T, — 0T springt
der Ordnungsparameter daher von &g auf den endlichen Wert 1. Die isotherme
Suszeptibilitdt x7 v in (2.70) weist nahe T, ebenfalls eine Unstetigkeit auf, ver-

hilt sich ansonsten aber unauffillig. Insbesondere divergiert sie an einem Ubergang
erster Ordnung nicht und liefert daher fiir T' | T, oder T 1 T, keine Hinweise auf
den bevorstehenden Phaseniibergang.

Vollstandigkeitshalber fligen wir hinzu, dass die Realitat oft komplexer ist und
auch innerhalb der symmetriegebrochenen Phase Ubergiinge erster Ordnung auftre-
ten konnen. In diesem Fall konkurrieren zwei symmetriegebrochene Zustande mit
Ordnungsparametern &1 # 0 und &2 # 0 miteinander. Der Ordnungsparameter
springt dann am Ubergang energiebedingt von einem endlichen Wert zum anderen.

Phaseniibergiinge zweiter Ordnung

Phasentibergénge zweiter Ordnung werden durch stetige erste Ableitungen des
thermodynamischen Potentials und durch eine Unstetigkeit in einer zweiten Ab-
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leitung charakterisiert. Solche Uberginge werden anhand der Ginzburg-Landau-
sowie der einfacheren Landau-Theorie in Abschnitt [2.18.3] besprochen. Eine fiir
das Auftreten einer spontanen Symmetriebrechung sehr wichtige erste Ableitung
ist der Ordnungsparameter & fiir B — 0, der allgemein durch Gleichung (2.69)
gegeben ist. Bei Ubergéingen zweiter Ordnung erwartet man & (7)) = 0 fiir T > T,
und & (7T') # 0 fir T < T¢, nun allerdings mit (7)) — 0 fiir T' 1 T¢. Das tempe-
raturabhéngige Verhalten des Ordnungsparameters fiir B — 0 und T 1 T ist in
der Regel algebraisch und kann daher mit Hilfe eines kritischen Ezponenten 8 > 0
beschrieben werden:

|6(T)| ~ B (T. —T)? (zuerst B — 0, danach T 1 T.) . (2.71)

Die Proportionalitdtskonstante B, > 0 wird dann als kritische Amplitude be-
zeichnet. Auch das Verhalten des Ordnungsparameters exakt am kritischen Punkt
(T = T) fiir kleine endliche Werte des dufseren Felds (B # 0) ist interessant. Der
Ordnungsparameter verhélt sich auch in diesem Fall algebraisch und kann daher
mit Hilfe eines weiteren kritischen Exponenten é > 0 beschrieben werden:

|&(T)| ~ DyBY? (T =T.,B0). (2.72)

Hierbei stellt D, > 0 die entsprechende kritische Amplitude dar.

Eine typische zweite Ableitung des thermodynamischen Potentials, die am Uber-
gang divergiert, ist die isotherme Suszeptibilitit XT.v.N fir B — 0 in (2.70). Im
Gegensatz zu ihrem Pendant beim Ubergang erster Ordnung liefert die isotherme
Suszeptibilitit also sowohl fiir T' | T, als auch fir T' 1 T, gerade sehr wertvolle
Hinweise auf einen bevorstehenden Ubergang zweiter Ordnung. Auch in diesem
Fall ist das Verhalten nahe T, in der Regel algebraisch mit kritischen Exponenten
~>0und v > 0:

C>

. (TLT

XT,v,N ™~ {(T_Cf) ( ) . (2.73)
@1y (TTTe)

Die kritischen Amplituden C, und C_ sind nun in der Regel Tensoren, haben aber
in vielen Anwendungen die einfache isotrope Form C, = C.1 bzw. C. = C_1.

Eine weitere zweite Ableitung, die am Ubergang divergieren kann, aber nicht
muss, ist die spezifische Wirme fir T ~ T, die allgemein durch

Cyn T /[0S T (6210
(aT) (aTz)V,N (B~ 0)

gegeben ist. Auch in diesem Fall ist das Verhalten nahe T, in der Regel algebraisch,
und die entsprechenden kritischen Exponenten werden als o und o bezeichnet:

vV Vv

cvN = =—
V,N 4

I Al 5
CV,NN{ V,N T (T-T.) (T']Te) (2.74)

0 Ao
CV’N + (Tc _T)u/



2.18 Thermodynamik von Phaseniibergéngen 73

Die kritischen Amplituden A, und A_ sind nun skalare GréRen. Fiir Ubergiéinge
mit o, o’ <0, sodass cy,y fiir T = T, endlich ist, stellt die Konstante COV$ y die spe-
zifische Warme cy, v (Tc) am kritischen Punkt dar, fiir Uberginge mit o, @’ > 0 de-
finieren wir ¢, y = 0. Bemerkenswert an der Landau-Theorie in Abschnitt [2.18.3]
ist, dass sie fiir die spezifische Wérme inkorrekterweise einen Sprung mit kritischen
Exponenten o = o' = 0 vorhersagt. Der Grund fiir diese inkorrekte Vorhersage
ist, dass die einfache Landau-Theorie nur den Beitrag eines rdumlich homogenen
Zustands zur freien Enthalpie beriicksichtigt und Fluktuationen génzlich vernach-
lassigt. Bereits die genauere Ginzburg-Landau-Theorie in Gauft’scher Néherung
korrigiert dieses Ergebnis und fithrt zu kritischen Exponenten «, o’ > 0.

Phaseniibergéinge unendlicher Ordnung

Phaseniibergénge unendlicher Ordnung sind in vielerlei Hinsicht untypisch. Auch
in diesem Fall weist das thermodynamische Potential des Systems eine Nichtana-
lytizitdt bei einer kritischen Temperatur T, > 0 auf, aber fiir T < T, liegt streng
genommen keine Symmetriebrechung mit einem endlichen Wert & des Ordnungs-
parameters vor. Stattdessen stellt man fest, dass sich die Korrelationen der Dichte
o(x) fir T > T, und T < T¢ qualitativ sehr unterschiedlich verhalten. Die Korre-
lationsfunktion (o (x)- o (y)) gibt Aufschluss dariiber, inwiefern die Dichte am Ort
y durch die Wechselwirkungen im System etwas von der Dichte am Ort x spiirt
und sich nach ihr richtet. Ein typisches Ergebnis bei einem Ubergang unendlicher
Ordnung ist dann, dass fiir |x — y| — oo die Korrelationsfunktion fir 7" > T, ex-
ponentiell abfillt und fir T' < T, wesentlich langsamer, ndmlich algebraisch. Auch
beim Ubergang unendlicher Ordnung sind die Dichten fiir T' < T also iiber grofie
Absténde miteinander korreliert, nur gelingt es dem System fiir alle 7' > 0 nicht,
einen endlichen Ordnungsparameter & # 0 aufzubauen. Die Nichtanalytizitdt bei
der kritischen Temperatur T, ist fiir solche Phaseniibergénge typischerweise expo-
nentiell schwach und hat die Form Ign, = 70 exp[—K/v/T. — T]O(T. — T) mit
K > 0, sodass alle Ableitungen dieses singuliren Beitrags zur freien Enthalpie fiir
T 1 T in der Tat null sind.

2.18.2 Beispiele von Phaseniibergiangen

Aus der langen Liste mittlerweile bekannter Phaseniibergénge mochten wir im Fol-
genden nur drei Klassen von Beispielen herausgreifen, ndmlich erstens den Magne-
tismus und insbesondere den Ferromagnetismus, zweitens den Gasférmig-fliissig-
Ubergang, der nahe dem kritischen Punkt im P-T-Diagramm einen vollig anderen
Charakter zeigt als nahe der Dampfdruckkurve, und drittens die makroskopischen
Quantenphdnomene Suprafluiditdt und Supraleitung. Der Grund fiir diese Auswahl
ist, dass diese drei Klassen von Phaseniibergéngen innerhalb der Theorie kritischer
Phénomene paradigmatisch sind.

Magnetische Phaseniiberginge

Als erstes Beispiel eines moglichen Phaseniibergangs moéchten wir den Ferromagne-
tismus in isotropen Systemen wie Eisen (Fe) oder Nickel (Ni) nennen. In diesem Fall
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entspricht die Dichte o(x) der Magnetisierung und hat somit in der Tat die Form ei-
nes (dreidimensionalen) Vektors. Die integrierte Dichte [{, dx o(x) entspricht dann
dem magnetischen Moment, der Ordnungsparameter & der rdumlich gemittelten
Magnetisierung und B dem Magnetfeld. Beispielsweise fiir Ni gilt T, ~ 631,58 K,
und es liegt ein Phaseniibergang zweiter Ordnung vor mit kritischen Exponenten
a=a ~-0,10, §~0,33, vy =7 = 1,32 und § ~ 4,2 (s. Ref. [38]).

Analog hierzu gibt es den planaren Ferromagnetismus in Systemen, die axial-
symmetrisch sind und einen Ordnungsparameter haben, der senkrecht auf der Sym-
metrieachse steht. Wir wihlen die é3-Achse entlang dieser Symmetrieachse. Beim
planaren Ferromagneten haben o(x), ¥, & und B zwar alle die gleiche Bedeutung
wie im isotropen Fall, nur ist die Energie des Systems fiir B — 0 lediglich invariant
unter Drehungen um die és-Achse. Fiir T' < T, wird diese SO(2)-Symmetrie spon-
tan gebrochen: Beschrénkt man sich auf B-Felder parallel zur €;-é;-Ebene, so zeigt
der Ordnungsparameter & fiir T < 7. mit B | 0 in die Richtung B L é3. Planarer
Ferromagnetismus kann z. B. aufgrund einer Anisotropie auftreten, die durch den
Aufbau der Probe in Form einer diinnen Schicht bedingt wird.

Als dritte Form des Ferromagnetismus nennen wir noch den wuniazialen Fer-
romagnetismus in Systemen, die ebenfalls axialsymmetrisch sind, wobei der Ord-
nungsparameter nun allerdings parallel zur és-Symmetrieachse ausgerichtet ist. Fiir
B — 0 ist die Energie des Systems invariant unter Spiegelungen an der é;-é,-Ebene.
Fir T < T, wird diese Z>-Symmetrie spontan gebrochen. Beschréinkt man sich auf
B-Felder in +é3-Richtung, so zeigt der Ordnungsparameter & fiir 7' < T, im Limes
B | 0 ebenfalls in +és-Richtung. Diese Form des Magnetismus tritt z. B. in YFeOs
auf. Die entsprechende kritische Temperatur ist 7T, ~ 643 K, und es liegt ein Pha-
seniibergang zweiter Ordnung vor, wobei u.a. die kritischen Exponenten 5 ~ 0,354,
v~ 1,33 und +' ~ 0,7 bekannt sind (s. Ref. [38]).

Von den vielen weiteren Erscheinungsformen des Magnetismus mochten wir
nur den Antiferromagnetismus nennen. Dieser kann z. B. in Systemen auftreten,
deren Kristallgitter zwei Untergitter hat, wobei die ndchsten Nachbarn von Gitter-
pldtzen auf dem einen Untergitter alle zum jeweils anderen Untergitter gehoren.
Wir bezeichnen die Spindichten auf den beiden Untergittern als o1 (x) und o2(x).
Charakteristisch fiir den Antiferromagneten ist dann, dass der ferromagnetische
Ordnungsparameter gy, der durch rdumliche und thermische Mittelung aus der
ferromagnetischen Spindichte opp(x) = o1(x) + o2(x) folgt, exakt gleich null
ist. Stattdessen wird der Phaseniibergang durch einen antiferromagnetischen Ord-
nungsparameter o ap beschrieben, der durch Mittelung aus der antiferromagneti-
schen Spindichte o ar(x) = 01(Xx) — 2(x) bestimmt wird. Alles Weitere ist dann
analog zum Ferromagneten. Ein Beispiel eines Phaseniibergangs zweiter Ordnung
in einem isotropen Antiferromagneten tritt in RbMnFg3 auf. Die kritische Tempera-
tur ist T, ~ 83,05 K, und es sind u.a. die kritischen Exponenten o = o/ ~ —0,139,
B ~ 0,316 und v ~ 1,397 bekannt (s. Ref. [38]).

Der Gasformig-fliissig-Ubergang

Als nicht-magnetisches Beispiel eines Phaseniibergangs zweiter Ordnung bespre-
chen wir zunichst den Gasférmig-fliissig-Ubergang nahe dem kritischen Punkt.
Dieser Ubergang ist in den Abbn. 2.20 (fiir Stoffe ohne Anomalie) und 2.21 (fiir
Stoffe mit Anomalie) grafisch dargestellt. Der kritische Punkt ist dort jeweils als
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LK gekennzeichnet und entspricht den kritischen Werten (Tk, Pk ) der Temperatur
und des Drucks. Der Ordnungsparameter hat nun die Form ¢ = p(T, P)— pk, wobei
pk die Dichte am kritischen Punkt (Tk, Px) darstellt. Das dufiere Feld definieren
wir durch B = P — P.(T), wobei P, (T) fir T < Tk die Dampfdruckkurve bezeich-
net, die in Abbn. 2.20 und 2.21 den Tripelpunkt , T* mit dem kritischen Punkt
LK verbindet. Oberhalb des Phaseniibergangs, d. h. fiir T' > Tk, legen wir P, (7))
implizit durch p(T, P.) = pk fest, sodass dort fiir B — 0 per definitionem & = 0
gilt. Unterhalb des Phaseniibergangs, d. h. fiir T' < Tk mit B — 0, misst man:

_ B . + fiir die Fliissigkeit: B =0T
g~+B (Tx —T)” mit B, > 0 und { fiir das Cas: B— _o+

Die Dichte in der Fliissigkeit ist also geringfiigig hoher und diejenige im Gas ge-
ringfiigig niedriger als die kritische Dichte pk. Bestimmt man die B-Abhéngigkeit
des Ordnungsparameters fiir 7" = Tk, so misst man:

oo BV (T=Tk,B—0).

Man kann aufierdem die kritischen Exponenten «,a’ und ~v,~’ experimentell be-

stimmen. Beispielsweise erhélt man fiir Xenon die kritische Temperatur T, =~
289,74 K und die kritischen Exponenten o = o/ ~ 0,08, 8 ~ 0,344, v = ' ~ 1,203
und ¢ ~ 4.4 (s. Ref. [38]).

Zusammenfassend stellen wir also fest, dass die Beschreibung des Gasformig-
fliissig-Ubergangs entlang der P,(T)-Kurve nahe dem kritischen Punkt ,K“ und
diejenige des uniaxialen Ferromagneten im schwachen Magnetfeld in der Ndhe von
dessen kritischem Punkt (,,Curie-Punkt®) vollkommen analog erfolgen.

Fundamental andere Ergebnisse erhélt
man fiir den Gasformig-fliissig-Ubergang
entlang der Dampfdruckkurve P, (T") mit
Tr < T < Tk und Pr < P < Pg. Wie
in Abbildung 2.24 dargestellt, bezeich-
net hierbei ,,T* den Tripelpunkt und , K
den kritischen Punkt. Wir wéahlen einen
Punkt (Tp, Py) mit Py = P.(Tp) und de-
finieren B = P — P,. Jeder Punkt nahe
der Dampfdruckkurve im P-T-Diagramm
kann daher mit Hilfe der ,Koordinaten® 0
(To, B) parametrisiert werden: 0

T T, —P!(Ty) Abb. 2.24 Definition der ,Koordinaten®
P)~ P.(Ty) +B 1 . (Ty, B) im P-T-Diagramm

Bei Variation von B bewegt sich der Punkt (7', P) also entlang einer Geraden, die
senkrecht zur Dampfdruckkurve ausgerichtet ist und diese in (Tp, Py) schneidet. Der
Ordnungsparameter wird nun definiert durch (7o, B) = p(To, B) — p(To, —07), so-
dass &(Tp, B) in der Gasphase gerade unterhalb der Koexistenzkurve exakt gleich
null ist. In diesem Fall springt der Ordnungsparameter & fiir T' = Ty bei einer
Druckerhéhung von Py — 0T auf Py + 0T, d.h. bei einer B-Erhéhung von —07 auf
+07, unstetig vom Wert Null auf den endlichen Wert

p(TO7 +0+) - p(T07 70+) = pFlﬁssigkeit(T07 0) - pGas(Tov 0) >0.
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Es liegt also ein Phaseniibergang erster Ordnung vor. Auch in dieser Hinsicht ist der
Gasformig-fliissig-Ubergang analog zum uniaxialen Ferromagneten im Magnetfeld,
nun aber fiir 7' < T, und mit einem Magnetfeld, das zwischen B = —0% und B = 0*
variiert wird.

Suprafluiditidt und die Supraleitung

Von den vielen anderen moglichen Phaseniibergéingen mochten wir nur noch die
Suprafluiditdt und die Supraleitung kurz anfiithren, gerade weil diese sich stark von
den bisher genannten Ubergiéingen unterscheiden. Fiir diese beiden makroskopischen
Quantenphénomene ist der Ordnungsparameter grundsétzlich komplezwertig und
kann als (rdumlich und thermisch gemittelte) Feldamplitude interpretiert werden.
Diese komplere Amplitude & ist selbst natiirlich nicht experimentell zugénglich.
Hiermit entféllt bereits die Moglichkeit, die kritischen Exponenten 8 und 6 zu
messen. Da an die komplexe Amplitude & auflerdem kein reales Feld ankoppelt,
existiert auch keine Antwortfunktion und somit kein kritischer Exponent ~ oder
~'. Die spezifische Wirme ist jedoch messbar. Fiir suprafluides *He beobachtet
man eine logarithmische Divergenz von cyn fir T — T, sodass o = o ~ 0
gilt. Aufgrund der Form dieser logarithmischen Divergenz der cy, ny-Kurve wird
die entsprechende kritische Temperatur als ,Lambdapunkt von *He bezeichnet.
In herkémmlichen BCS-Supraleitern beobachtet man dagegen experimentell einen
Sprung bei Tt.

Das Konzept der Suprafluiditdt ist eng verwandt mit demjenigen der Bose-
Einstein-Kondensation, die im Rahmen der Statistischen Physik ausfiihrlich in den
Abschnitten [4.4.2] und [6.4] behandelt wird. Auch die Supraleitung ist mit diesen
beiden Phdnomenen verwandt, allerdings sind die ,, Teilchen®, die in diesem Fall
kondensieren, nun zusammengesetzt und werden als Cooper-Paare bezeichnet.

2.18.3 Landau-Theorie von Phaseniibergingen 2. Ordnung

Bei Phaseniibergéngen zweiter Ordnung éndert sich der Ordnungsparameter & ste-
tig als Funktion der Temperatur oder des duferen Felds. Wir nehmen im Folgen-
den der Einfachheit halber an, dass & als rdumlicher Mittelwert einer Spindichte
o (x) interpretiert werden kann, aber #hnliche Uberlegungen kénnen auch fiir nicht-
magnetische Phaseniibergénge angestellt werden. Da der Ordnungsparameter & am
Phaseniibergang (d. h. fiir T ~ T, und B — 0) stetig variiert und daher klein sein
muss, erwartet man, dass auch die Spindichte o (x) im Raumbereich um den Ort
x in der Nihe des kritischen Punkts als klein angesehen werden kann.

Die Ginzburg-Landau-Theorie

Diese Einsicht motiviert eine Beschreibung von Phaseniibergéingen zweiter Ord-
nung, in der die Energie des Systems nach Potenzen der Spindichte und ihren
Ableitungen entwickelt wird. Eine solche Beschreibung wird als Ginzburg-Landau-
Theorie bezeichnet. In dieser Theorie hat die Energie H[o] des Systems die Form

BHo] = /dx {ao(T)Jraz(T)O'Z(X)+a4(T)[U'2(X)]2JrC(T)(VU‘)z(X)7B~U‘(X)} ,
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wobei f = kng gilt und (Vo)? in der Einstein-Konvention als (8;0,)(8;0;) zu in-
terpretieren ist. Der o-unabhéngige Term ag(7T) stellt den Beitrag des Systems zur
Energiedichte ohne Symmetriebrechung dar und ist daher analytisch als Funktion
der Temperatur. Es ist zu beachten, dass die so definierte Energie H[o] ein Funk-
tional der Spindichte o ist. Das Magnetfeld B bestimmt die rdumliche Ausrich-
tung des Ordnungsparameters . Bei der Entwicklung nach Potenzen von o treten
nur Terme auf, die gerade (d.h. quadratisch, quartisch, ...) und rotationsinvariant
sind, da man erwartet, dass die Energie ohne B-Feld invariant unter Drehungen und
Raumspiegelungen von o ist. Die as-a4-c-Terme beschreiben einen anharmonischen
Oszillator. Im Rahmen der Ginzburg-Landau-Theorie folgt die freie Energie (oder
die freie Enthalpie, falls auch ein B-Feld vorliegt) dann durch eine geeignete Mitte-
lung des Energiefunktionals H|[e] tiber alle Spinkonfigurationen. Damit die Energie
nach unten beschrankt ist, muss der Vorfaktor des anharmonischen Terms positiv
sein: aq(T) > 0.

Die zentrale Idee der Ginzburg-Landau-Theorie ist nun, dass sie den Phasen-
iibergang zweiter Ordnung als eine Instabilitéit des harmonischen Anteils der Ener-
gie beschreibt. Hierzu nimmt man an, dass der Koeffizient a2(T") des harmonischen
Anteils bei der kritischen Temperatur T, exakt null wird und nahe T, linear ap-
proximiert werden kann:

as(T) = ab (T —T.) mit a)H, >0.

Dies ist intuitiv plausibel, da der Ordnungsparameter & dadurch fiir 7' < T, aus
der instabilen Gleichgewichtslage & = 0 herausrutscht und einen endlichen Wert
erhélt. Der Einfachheit halber nehmen wir im Folgenden an, dass die Koeffizienten
a4 und c hinreichend nahe an der kritischen Temperatur T, als konstant angesehen
werden konnen.

Die Landau-Theorie

Man kann die Ginzburg-Landau-Beschreibung von Phaseniibergéngen zweiter Ord-
nung stark vereinfachen, indem man annimmt, dass der wichtigste Beitrag zur
freien Energie oder freien Enthalpie von rdumlich homogenen Spinkonfigurationen
kommt: o(x) = o. Da hierbei o(x) durch ein gemitteltes Feld ersetzt wird, bezeich-
net man eine solche Annahme auch als Theorie des gemittelten Felds oder Moleku-
larfeldtheorie. Mit dieser Annahme erh&lt man die einfachere Landau-Theorie:

Bh(e) = ag(T) + az(T)o* + ay(6®)> —B-o , h(e)=Hle]/V . (2.75)

Wir verwendeten, dass der (Vo )2-Beitrag aus der Ginzburg-Landau-Theorie fiir
eine rdumlich homogene Spinkonfiguration exakt null ist. Die Energie pro Volu-
meneinheit wird durch k(o) bezeichnet und ist eine Funktion der nunmehr ortsun-
abhingigen Spinvariablen o € R3. Der thermodynamisch stabile Wert von o wird
durch Minimierung der Energiefunktion h(o) bestimmt:

_ 9Bh

0
oo

(Oeq) = 20cq[az(T) + 2as(0eq)?] — B . (2.76)

Hieraus folgt direkt, dass o¢q = aeq]g parallel zu B ausgerichtet ist, wobei wir den
Betrag ooq der Spindichte sowie den Einheitsvektor B in B-Richtung eingefiihrt
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haben: B = B/|B|. Wie in der Ginzburg-Landau-Theorie nehmen wir an, dass
as(T) = abh (T — T,) mit ah, > 0 sowie aq > 0 gilt.

Gleichgewichtslésungen: Man erhélt nun qualitativ unterschiedliche Gleichge-
wichtslésungen fiir as > 0 bzw. T > T, und as < 0 bzw. T' < T¢: Fir as > 0 bzw.
T > T, folgt fiir kleine, endliche Magnetfelder aus (2.76):
B B?
~ h ~ao(T) — B=|B|—0).

T guriry + OO ~aolT) = P (B=[BI=0)
Die Magnetisierung ist in diesem Fall also eine lineare Funktion des Magnetfelds,
und die Energie wird durch Anlegen eines Magnetfelds proportional zu B? abge-
senkt. Diese Absenkung proportional zu B? ist intuitiv plausibel, da sie rotations-
invariant ist. Fiir ag < 0 bzw. T' < T, erhélt man aus (2.76) zunéchst einmal ohne
Magnetfeld (B = 0) die Gleichgewichtslosung

1/2 2
ra= (") = L o) —an(m -

Unter Beriicksichtigung eines kleinen endlichen Magnetfelds folgt dann:

B aa(D?

Oeq = 00 + Sas(00)? Bh(Teq) = ao(T) ooB (B—=0).

4(14
Fiir den Spezialfall T = T, bzw. aa = 0 erhilt man aus (2.76) die Bedingung
daso3, ~ B, d.h. 0eq ~ (B/4as)'/? fiir B — 0.

Kritische Exponenten: Aus den bisherigen Ergebnissen folgen direkt die kri-
tischen Exponenten im Rahmen der Landau-Theorie. Wir betrachten zuné&chst
T = T, und dann die ungeordnete Phase mit T' > T sowie die Phase mit der
gebrochenen Symmetrie (T < T¢). Fiir T = T, wissen wir bereits:

Ooq ~ (B/4as)"? o BY® mit 6§=3 fir B0,

sodass der kritische Exponent § im Rahmen der Landau-Theorie nun bekannt ist.
Fir T > T, sind der Ordnungsparameter und die isotherme Suszeptibilitiat xy durch
B/2a/2c V—lx — ao'eq — (2al2c)_1 1 C(>

~ - ]1
T-T. ° 0B T-1T. (T —To)

Oeq

gegeben, sodass fiir B = 0 der Ordnungsparameter gleich null ist, ooq = 0. Aufer-
dem ist auch der kritische Exponent ~ fiir T > T, nun bekannt: v = 1. Fir T < T,
sind der Ordnungsparameter und die isotherme Suszeptibilitdt x durch
. B 1 (4(1/ )71 C<

eq — B 5 Vil = ]]_ = 2¢ ]1 = , ]1
Tea = 0B F g1 (00)? T Sau(o0)2” ~ T.—T (T, —T)
gegeben. Wir lernen, dass der kritische Exponent ' fiir T' < T, gleich v ist: v =1,
und auflerdem, dass die kritische Amplitude Cs im Rahmen der Landau-Theorie
doppelt so groft wie C. ist. Insbesondere gilt fiir B = 0:

%:CMWDW:C&m—ﬂyp:&m_ﬂﬁ

2(14 2(14
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sodass auch der kritische Exponent g = é des Ordnungsparameters innerhalb der
Molekularfeldtheorie und die entsprechende kritische Amplitude B. = (ab,./2a4)"/?
nun bekannt sind. Der kritische Exponent der spezifischen Wérme folgt schliefilich
flir B=0und T ~ T, aus

Cyn T [0S T [ 92G A*h(0eq)
CY N = — = — =T
: v oov\ar ),y Vv\ar?),, dT?
d? (af )2(T — T)2
_ 2 _ 2c c _
= —kelT? ., [aO(T) t, o(T. T)}

/)2
= —kpT2a(T.) + kgT? (C;:) o(T.—-T).
4
Wir lernen also, dass die spezifische Warme cy, n(T), abgesehen von einem kon-
stanten Beitrag —kpT2ay(T.), der aus Stabilitiitsgriinden positiv sein muss, fiir
T ~ T. einen Sprung der GroRe —kpT?2(ab.)?/2a4 aufweist. Diese Diskontinuitiit
bedeutet, dass der kritische Exponent der spezifischen Wéarme im Rahmen der Mo-
lekularfeldtheorie durch o = o/ = 0 gegeben ist, allerdings mit unterschiedlichen
Amplituden A< und A..

Einfluss der Fluktuationen: Es wurde bereits bei der Einfiihrung der kriti-
schen Exponenten in Abschnitt [2.18.1] darauf hingewiesen, dass das Ergebnis
a = o = 0 der Landau-Theorie inkorrekt ist und durch die Vernachliassigung
von Fluktuationen hervorgerufen wird. Genauere Untersuchungen im Rahmen der
Ginzburg-Landau-Theorie fiihren zu kritischen Exponenten a, @’ > 0. Fiir die iibri-
gen kritischen Exponenten erhélt man in der Ginzburg-Landau-Theorie (zumindest
in ,Gaul’scher Naherung®) die gleichen Ergebnisse wie in der Landau-Theorie.

Die Hystereseschleife Bei der Untersuchung der Landau-Theorie fiir Phasen-
iibergéinge zweiter Ordnung haben wir uns bisher auf schwache Magnetfelder und
die direkte Umgebung des kritischen Punkts konzentriert. Dies war auch sinnvoll,
da die Landau-Theorie auf einer Entwicklung der freien Energie nach Potenzen des
Ordnungsparameters o beruht. Hierbei wird also angenommen, dass dieser Ord-
nungsparameter klein ist, und diese Bedingung ist nur fiir schwache Felder nahe
T, erfiillt. Dennoch méchten wir im Folgenden kurz die Vorhersagen der Landau-
Theorie fiir endliche Magnetfeldstirken deutlich unterhalb des kritischen Punkts
erwahnen, da diese qualitativ im Einklang mit Experimenten an ferromagnetischen
und ferroelektrischen Systemen sind und das Auftreten von Hysterese bei Variati-
on des B-Felds erklaren. Als Beschreibung fiir das Auftreten von Hysterese ist die
Landau-Theorie also ausdriicklich nur ein approzimatives Modell.

Wir nehmen dementsprechend an, dass die Energie pro Volumenenheit k(o)
auch fiir endliche Magnetfeldstarken unterhalb des kritischen Punkts durch die
Landau-Theorie (2.75) beschrieben wird. Hierbei gilt T' < T, und folglich as(7T) =
ab (T —T.) < 0. Mit der Definition ¢ = & - B vereinfacht sich Gleichung (2.75) auf
die Form

Bh(c) — ao(T) = as(T)o* + as(0*)? — Bo .

Ein Vergleich der verschiedenen Terme zeigt, dass die physikalischen Dimensio-
nen von o2, B und Bh durch [0?] = [|as|/a4], [B] = [|az|o] = [|a2]?/?//as] und
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[BR] = [|az|0?] = [|a2]?/as] = m~3 gegeben sind. Wir kénnen daher die folgenden
dimensionslosen Grofen t, s, b und F fiir die Temperatur, den Ordnungsparameter,
das Magnetfeld und die Energie einfiihren:

T 6ay 6a4 Bh(o) — ao
t= <1l , s= c , b= . B , E= .
T. \/|az| \/|¢12|‘3 |a2[?/(6a4)

Die Beziehung zwischen der Energie und dem Ordnungsparameter lautet in diesen
dimensionslosen Einheiten:

E(s,b) = —s* + ts* —bs.

Es ist bemerkenswert, dass die Energie in diesen dimensionslosen Einheiten {iber-
haupt nicht von der (dimensionslosen) Temperatur ¢ abhéngt, die in der urspriing-
lichen Formulierung in 3, ag(7") und as(7') enthalten ist. Die Energie F(s, b) hingt
aukerdem nicht vom Verhéltnis as /a4 und somit nicht von den materialspezifischen
Details des Modells ab. Ahnlich wie bei der Van-der-Waals-Gleichung, gilt also auch
in dieser Landau-Beschreibung der Hystereseschleife ein ,Gesetz der korrespondie-
renden Zustande".

b:*bc:*ji
b=0

Abb. 2.25 Energie als Funktion von s fiir verschiedene b-Werte

Die Gleichgewichtslosung seq fiir den Ordnungsparameter folgt durch Minimie-
rung der Energie F(s,b) nach der Variablen s. Die extremalen Punkte der Funktion
E(s,b) sind durch die Bedingung

0= ((%E) (Seqab) = 2(_5861 + 21’,8261) —-b

festgelegt. Beispielsweise hat die Funktion E(s,b) fir b = 0 ein lokales Maximum
fiir s = 0 und zwei konkurrierende Minima fiir s = ++v/3. Fiir b = 07 hat s =
++/3 die niedrigere Energie, sodass Seq(b) bei ansteigendem b-Feld streng monoton
ansteigt mit Seq(0F) = +v/3 und seq(b) ~ (3b/2)/3 fiir b — oco. Generell gilt
die Symmetrieeigenschaft s(—|b|) = —s(|b]): Bei Umkehrung des Magnetfelds zeigt
auch die Gleichgewichtsmagnetisierung in die entgegengesetzte Richtung.

Die Energie E(s,b) als Funktion des Ordnungsparameters s ist fiir einige Werte
des Magnetfelds b in Abbildung 2.25 skizziert. Die (blaue) Kurve fiir b = 0 ist
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symmetrisch als Funktion von s und weist das oben diskutierte lokale Maximum
fiir s = 0 und die zwei konkurrierenden Minima fiir s = ++/3 auf. Die Kurven fiir
b > 0 weisen ein eindeutiges globales Minimum fiir seq(b) > 0 auf, beispielsweise
fiir seq = 2, falls b = § gilt. Die (griine) Kurve fiir b = § zeigt neben dem globalen
Minimum fiir s = s¢q und dem lokalen Maximum auch ein lokales Minimum mit
negativem s-Wert. Ein solches lokales Minimum entspricht zwar nicht dem Gleich-
gewichtszustand, aber die entsprechende Losung ist zumindest metastabil in dem
Sinne, dass das System ldngere Zeit in diesem Zustand verharren wiirde, bevor es
durch thermische Fluktuationen letztlich den Ausweg aus dem lokalen Minimum
findet. Die (orangefarbene) Kurve fiir b, = § zeigt, dass das lokale Maximum und
das lokale Minimum fiir diesen b-Wert zu einem Sattelpunkt bei s = —1 verschmel-
zen, sodass b, = g einen Ubergang markiert und in diesem Sinne kritisch ist (daher
auch der Index ,,c“). Die (rote) Kurve fiir b = 2 weist nur noch ein globales Mi-

nimum auf. Man erhélt die (magentafarbene) Kurve fiir b = —b, = —3 durch
Spiegelung der Kurve fiir b, = g an der vertikalen Achse; folglich weist die Kurve
einen Sattelpunkt fiir s = +1 und ein globales Minimum fiir s¢q = —2 auf.

Fiir ein Experiment, in dem das Magnetfeld hinreichend langsam zwischen den
Werten bpin < —be = fg und bpax > be = g variiert wird, sodass sich das Sys-

tem stets ndherungsweise im Gleichgewicht befindet, sagt die Landau-Theorie also
Folgendes vorher (siehe Abbildung 2.26): Fiir b = byax liegt eine Gleichgewichts-
magnetisierung Seq(bmax) > Seq(be) = 2 vor. Bei abklingender Magnetfeldstérke
durchléuft das System den Magnetisierungswert soq = 2 fiir b = b, und erreicht
den Wert soq = ++/3 fiir b | 0. Fiir noch kleinere (d.h. fiir negative) Werte der Ma-
gnetfeldstéirke verharrt das System zunéchst bei positiven s-Werten im metastabilen

lokalen Minimum der Funktion E(s,b), bis dieses bei b = —b, = —é verschwindet
und das System spontan in das globale Mi- s

nimum bei s¢q = —2 hmemruts.cht. Bei wei- gl .
terer Absenkung des b-Felds klingt auch die | — |
Magnetisierung weiter ab bis zum Minimal- / ARV bm‘ax
wert Seq(bmin) < Seq(—bc) = —2. Erhéht 777777 1

man ab diesem Punkt die Magnetfeldstar- 5 — -~ N b
ke wieder, so findet der umgekehrte Prozess o N
statt: Die Magnetisierung steigt an, ver- 3
harrt fir 0 < b < b, im lokalen Minimum, b -1 4------

springt bei b = b, unstetig auf den Wert Hllm —V3 /

Seq = +2 und steigt dann weiter an, bis fiir /_*w’,_t,/:f,’* -2

b = bmax der Ausgangswert Seq(bmax) > 2
erreicht wird. In diesem Kreisprozess tritt Abb. 2.26 Magnetfeldabhingigkeit
also Hysterese auf, d.h., es gilt ¢ dbs(b) <O0. des Ordnungsparameters

Wir fiigen noch ein paar Bemerkungen {iber die kritische Magnetfeldstérke b. =
§ hinzu: Der hierbei angegebene Wert des kritischen Magnetfelds folgt aus den
Bedingungen 0 = (05 E) (s, bc) = 2(—s+ 35°)—be und 0 = (92E) (s, bc) = 2(—1+57)
fiir die Existenz eines Sattelpunkts. Es gilt daher s = 1 und b = 2(—s + 3s°) =
:F§~ Wiéhlt man nun b. per definitionem positiv, so erhilt man zwei Sattelpunkte
fiir b =b. = g und b = —b. = —é. Fir b =0, = ;L lautet die Bedingungsgleichung
fiir die extremalen Punkte der Funktion F(s,b):

0 = (aSE)(SGQ’ 3) - 2(78'311+ ;,sgq) - ;L = §(3+ 1)2(3 - 2) i
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sodass das globale Minimum in der Tat fiir s¢q = 2 und der Sattelpunkt bei s = —1
auftritt. Fir b = —g liegt das globale Minimum analog bei s.q = —2 und der
Sattelpunkt bei s = 41. Fiir ferromagnetische und ferroelektrische Systeme wird die
kritische Magnetfeldstirke b, als Koerzitivfeldstirke bezeichnet. Diese Feldstérke ist
genau genommen definiert als die Feldstéirke, die bendtigt wird, um ein Material mit
remanenter Magnetisierung oder Polarisation vollstdndig zu entmagnetisieren bzw.
depolarisieren, sodass b = b, dem Wert s = 0 des Ordnungsparameters entspricht.?*
Das Landau-Modell ist diesbeziiglich ungewthnlich, da fiir b = b, ein Sprung von
s = —1 auf s = 42 auftritt, sodass die Funktion b(s) = b, = 3 im Intervall
—1 < s < 2 konstant ist. Insbesondere gilt dann natiirlich auch b(0) = b, = g,
sodass b in der Tat als Koerzitivieldstarke identifiziert werden kann.

2.18.4 Einfaches Modell fiir Phaseniibergéinge 1. Ordnung

Auch einige wichtige Aspekte von Phaseniibergéngen erster Ordnung, bei denen
der Ordnungsparameter o (T') bei der kritischen Temperatur T;. einen Sprung auf-
weist, konnen im Rahmen einer erweiterten Landau-Theorie beschrieben werden.
Dies ist zunéchst etwas verwunderlich, da die Landau-Theorie fiir die Beschreibung
von Phaseniibergédngen zweiter Ordnung in der Nédhe des kritischen Punkts verwen-
det wird und der Ordnungsparameter o hierbei als klein angesehen werden kann.
Folglich braucht man im Landau-Funktional nur die niedrigsten Potenzen des Ord-
nungsparameters o zu beriicksichtigen. Bei Ubergéingen erster Ordnung ist o (T)
fir T = T. — 07 jedoch nicht notwendigerweise klein. Wenn wir solche Ubergéinge
dennoch mit einer verallgemeinerten Landau-Theorie der Form

Bh(o) = ao(T) + az(T)o?* + as(0?)? + ag(0?)* - B - o (2.77)

beschreiben, kann es sich dabei nur um ein approrimatives Modell handeln, das
zwar die wesentliche Physik, aber nicht die quantitativen Details erfassen kann.2?
Wir nehmen in (2.77) wieder an, dass die Temperaturabhéngigkeit von as(7") im
relevanten Temperaturintervall nahe T, effektiv linear ist. Aufterdem nehmen wir
nun — im Gegensatz zu vorher — an, dass a4 negativ ist:

az(T) =ab (T —T-) mit ab. >0 , as<0.

Die Annahme a4 < 0 wird sich im Folgenden als wichtig herausstellen. Wegen der
Eigenschaft ay < 0 muss unbedingt ag > 0 gelten, damit die Hamilton-Funktion
h(o) fiir |o| — oo nach unten beschrénkt ist. Schlieflich nehmen wir noch an, dass
a4 und ag im relevanten Temperaturbereich nahe T, effektiv temperaturunabhéingig
sind. Diese letzte Annahme ist unwesentlich, erleichtert aber die Berechnungen.

Bestimmungsgleichung fiir den Ordnungsparameter

Der Wert geq(T") des Ordnungsparameters im Gleichgewicht wird durch Minimie-
rung der Hamilton-Funktion h(e) in (2.77) beziiglich o ermittelt:

~ 0Bh
o

24Die lateinischen Worter coércere und coércitio bedeuten etwa zusammenhalten, bindigen
bzw. Zwangsmittel: Der Ordnungsparameter wird mit ,,Gewalt“ auf Null gedriickt.
25 Ahnliches gilt fiir die Beschreibung der Hystereseschleife in Abschnitt [2.18.3].

0 (Oeq) = 20¢q [ag(T) + 2a40'3q + 3ag (qu)z] -B. (2.78)
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Sollten mehrere Losungen dieser Gleichung existieren, entspricht diejenige mit nied-
rigster Energie der Gleichgewichtslésung. Die Bestimmungsgleichung fiir o zeigt,
dass der Ordnungsparameter im Gleichgewicht parallel zu B ausgerichtet ist und
daher den Betrag goq = 0oq - B > 0 hat. Im Folgenden werden wir B = |B| als
infinitesimal betrachten: B = 0. Die Rolle des B-Felds in (2.77) ist somit lediglich,
die rdumliche Ausrichtung des Ordnungsparameters fiir 7' < T, zu bestimmen.

Lésungen der Bestimmungsgleichung: Die Bestimmungsgleichung (2.78) hat
hochstens drei reelle Losungen fiir ooq, ndmlich die Hochtemperaturlosung Uég) =
0, die fiir T' > T, physikalisch relevant ist, und die zwei positiven Losungen der
quartischen Gleichung

2 2&4 GQ(T)
(qu) + 3ag qu + 3ag 0. (2.79)

Von diesen beiden positiven Losungen ist allerdings nur

2
ot = Jlasl yp o p o (lasl)T D) (2.80)
ed 3(1(; ’ 3(1(; 3a6 ’ '

physikalisch akzeptabel, da die zweite Losung aég ) = \/ las|/3as — /D instabil ist,

d. h. einer Energie entspricht, die immer héher als diejenige von aég) oder aé{ ) ist.

Hierbei ist iibrigens anzumerken, dass die Losungen aé{ ) und oéa ) nur dann reell
sind, falls die Diskriminante D nicht-negativ ist. Hieraus erh&lt man die Bedingung

laal\* _ ab (T —T-) aj
bzw. T T =T 2.81
(3&6 > 3ag w < + 3agal, + ( )

fiir die Existenz eines lokalen Minimums von h(eo) fiir |o| = aé{ ) Damit die Lésung
aég ) reell ist, muss iibrigens auch a2(T) > 0 gelten, d.h., eine reelle Losung O‘é; )

existiert fir T' < T_ nicht.

Stabilitdt der Losungen: Die Energie h(o) bestimmt dariiber, ob die Lésung
Uég) oder alternativ die Losung aéj{) thermodynamisch stabil ist. Die kritische Tem-
peratur T, ist dadurch definiert, dass Uég) fir T > T, und aé{ ) fiir T < T. die
eindeutige thermodynamisch stabile Losung sein soll. Folglich wird 7, dadurch be-
stimmt, dass die o-abhéngigen Terme in (2.77) fir T = T, gerade null sind. Mit
der Definition

f(o) = as(T)o? + ag(0®)? + ag(c?)?

soll also f(ag)) > 0 fiir T > T, gelten, f(ag)) =0 flir T = 7. und f(aé;;)) <0
fiir T < T¢. Als T,-Kriterium ergibt sich daher:

(oD @Y + ot ) + 2T

=0. 2.82
as 0 (2.82)



84 Kapitel 2 Thermodynamik

Durch Elimination der (02)2-Terme aus (2.82) und (2.79) erhilt man zunichst
[aé:f) (T.))> = 2a2(T:.)/|as|. Einsetzen dieses Ergebnisses in (2.82) ergibt dann
noch die Identitéit as(T,) = (a4)?/4ag, die zum Alternativausdruck [aé:f) (T.))? =
|as|/2a6 bzw. O’é:lr) (T.) = \/|aa|/2a¢ fiihrt. Aus der Identitit as(T.) = (as4)?/4as
folgt auch der explizite Wert der kritischen Temperatur:

2 2
(a4) bzw. T.=T_+ (a4)

(T —T_) = .
age(Te ) 4ag dagal,

(2.83)

Wir lernen hieraus, dass der Gleichgewichtswert des Ordnungsparameters bei der
kritischen Temperatur 7. vom Hochtemperaturwert Uég) = 0 auf den endlichen

Wert Ug)(TC) = /|a4|/2as > 0 springt.

Tab. 2.1 Stabilitdt der moglichen Werte aég) und ag ) des Ordnungsparameters

Ordnungsparameter Uég) =0 Jé:f) = (las|/3as + VD) 1z
T>Ty stabil existiert nicht (D < 0)
T.<T < Tyt stabil metastabil
T <T<T, metastabil stabil
T<T_ instabil stabil

Vier Temperaturbereiche: Zusammenfassend gibt es also vier qualitativ un-
terschiedliche Temperaturbereiche, die durch die dre: Temperaturen 77y, T, und
T_ getrennt sind: Fir T > T hat die Energie h(o) ein eindeutiges Minimum
flir aég) = 0, sodass nur eine ungeordnete Phase moglich ist und keine Symme-
triebrechung auftritt. Fiir T, < T < T4 hat die Energie h(o) zwei Minima, ein

globales Minimum fiir aég) = 0, das das stabile Gleichgewicht beschreibt, und ein

lokales Minimum bei aé:f) (T). Falls das System also in einem Zustand mit dem

Ordnungsparameter aézlr) (T") prapariert wird, ist es zwar nicht thermodynamisch

stabil, wird aber langere Zeit in diesem Anfangszustand verharren, bevor es durch
grofe thermische Fluktuationen den Ausweg aus dem lokalen Minimum findet und
in die Gleichgewichtslosung hineinrutscht. Der Zustand aézlr) (T') wird als metastabil
bezeichnet und die Temperatur Ty, unterhalb derer diese Metastabilitdt moglich

ist, als Uberhitzungstemperatur.?® Fiir T_ < T < T. hat die Energie h(o) eben-
falls zwei Minima, aber nun entspricht aéj{ )(T) dem globalen Minimum und somit
der stabilen Gleichgewichtslosung, wihrend bei Uég) lediglich ein lokales Minimum

vorliegt. Falls das System also in einem Zustand mit Jég) = 0 prapariert wird, ist

es metastabil und wird langere Zeit in diesem Anfangszustand verharren, bevor es

durch thermische Fluktuationen in die Gleichgewichtslésung mit dem Ordnungspa-

rameter aé:f) (T) hineinrutscht. Man bezeichnet die Temperatur 7, oberhalb derer

diese Metastabilitdt moglich ist, als die Unterkihlungstemperatur. Fiir T < T_ hat

die Energie h(o) nur ein einziges Minimum bei aé{ )(T ) und ein lokales Mazimum

26Bei einem Gasformig-fliissig-Ubergang bezeichnet man die Uberhitzung auch als Siedeverzug
und die Unterkiihlung als Kondensationsverzégerung. Metastabile Zustédnde haben wir auch bei
der Beschreibung der Hystereseschleife in Abschnitt [2.18.3] kennengelernt.
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bei oég). Der Zustand mit Uég) = 0 ist daher instabil, sodass Unterkiihlung nicht

mehr moglich ist. Ein kompakter Uberblick iiber diese vier relevanten Temperatur-
bereiche und ihre wichtigsten Eigenschaften findet sich in Tabelle 2.1.

Korrespondierende Zustiinde: Um das Verhalten der Losung besser verstehen
zu konnen, ist es sehr hilfreich, dimensionslose Variable einzufiihren. Hierzu fithren
wir zunéchst dimensionslose Temperaturvariable ¢, t+ und t¢. ein. Auferdem be-
zeichnen wir den kritischen Wert der Lésung Jég) als o, = aéj{ )(TC) = /|as|/2a¢

und definieren damit einen dimensionslosen Ordnungsparameter 7 (¢):
T Ty . otq (T)

t= ty = te = , of(t
A ey AN LR T, —T. o(®) oo

Aus diesen Definitionen folgt bereits ¢4 = ¢_ + 1. AuBerdem ergibt (2.83) in Kom-
bination mit (2.81) die Beziehung T, — T_ = 3(T} — T_) bzw. t. = t_ + 3. Der
dimensionslose Ordnungsparameter &(t) = aéj{ )(T) /0. kann nun aus Gleichung

(2.80) berechnet werden:

o) = 2+ V1 (t—t2) , altd=1 , o(0)=/2(1+/1+1).

Aus Gleichung (2.77) (mit B — 0) erhalten wir noch einen Ausdruck fiir die di-
mensionslose Energiednderung E(o/o.) durch Symmetriebrechung:

sie = oo™ = () () w307

Diese Formeln fiir (t) und E(o/o.) zeigen, dass die entsprechenden Kurven ledig-
lich durch einen einzigen dimensionslosen Parameter ¢_ bestimmt werden. Insofern

gilt auch in diesem einfachen Modell fiir b=ty
Phaseniibergiinge erster Ordnung — wie bei E(o/oc)
der Van-der-Waals-Gleichung — ein ,,Gesetz
der korrespondierenden Zustande®. t=1ty
E'(t) t=tc
a(0)
t=1t_
| L 0 | oo
| o t= ot
| | |
| | |
0 SRR
0 tl tL tL_ t t=20
Abb. 2.27 Temperaturabhiingigkeit Abb. 2.28 Energie als Funktion
des Ordnungsparameters des Ordnungsparameters
Grafische Darstellung der Ergebnisse
Die Temperaturabhéngigkeit von &(t) ist fiir den Parameterwert ¢_ = 2 in Ab-

bildung 2.27 dargestellt. Bemerkenswert sind vor allem der erhebliche Sprung des
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Ordnungsparameters bei t. = t_ + i = 22 und die Einsicht, dass der Hochstwert
7(0) des Ordnungsparameters nicht viel grofer als der kritische Wert & (¢.) = 1 sein
muss: In diesem Beispiel gilt 5(0) ~ 1,35. Zum Vergleich mit dem (blau eingezeich-
neten) Tieftemperaturwert () des Ordnungsparameters ist in Abb. 2.27 auch die
Hochtemperaturlésung aég) Jo. =0 fiir t >t. grin eingezeichnet. Neben diesen
thermodynamisch stabilen Losungen sind auch die diberhitzten und unterkihlten

metastabilen Losungen blau bzw. griin gepunktet eingetragen.

Temperaturabhéngigkeit der Energiekurve: Die Energiekurve F(o/o.) ist
(ebenfalls fiir den Parameterwert ¢— = 2) fiir sechs verschiedene Temperaturen
in Abbildung 2.28 dargestellt. Wegen der Symmetrie E(o/o.) = E(—0 /o) sind
nur Ergebnisse fiir nicht-negative o-Werte eingezeichnet. Die Kurve fiir ¢ = §t+
hat ein eindeutiges Minimum bei ¢ = 0. Die Kurve fiir t = ¢4 entspricht der
Uberhitzungstemperatur und weist ein Plateau bei o /0, = \/ 2/3 auf, das sich bei
noch tieferen Temperaturen zu einem Minimum entwickelt. An den Kurven fiir
t = t. und t = t_ ist dies schon deutlich sichtbar. Fiir Temperaturen unterhalb
der Unterkiihlungstemperatur ¢t_ hat die Energiekurve E(o/o.) ein Maximum bei
o =0 und ein eindeutiges Minimum bei /o, = &(t). Die Kurven zeigen, dass sich
dieses Minimum mit abklingender Temperatur zu groferen o-Werten bewegt.

2.19 Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1 Die Van-der-Waals-Gleichung

Die kritische Temperatur T, eines aus einer Molekiilsorte bestehenden Gases, wie
z. B. des Van-der-Waals-Gases, ist die Temperatur, oberhalb derer bei Verkleine-
rung des Volumens ein kontinuierlicher Ubergang von der Gasphase in die fliissige
Phase moglich ist, wiahrend fiir T' < T, ein Phaseniibergang auftritt. In der Van-
der-Waals-Gleichung

2

N
(P+a

12 )(V = Nb) = NkoT

dufsert sich dieser Unterschied dadurch, dass fiir T > T, bei festem T zu jedem
P nur eine Losung fiir V' existiert, wiahrend fiir 7' < T, fiir manche P-Werte drei
Losungen fiir V' existieren. Fiir T' = T, fallen diese drei Wurzeln zusammen.

(a) Skizzieren Sie einige Isothermen fiir T > T, und T < T, und die kritische
Isotherme fiir 7' = T, in einem P-V-Diagramm.

(b) Zeigen Sie, dass gilt: kpT, = ;fb,Pc = L0

P.V./NEkpT. . Was fillt Thnen auf?

» und V./N = 3b. Berechnen Sie

Wir fithren nun die dimensionslosen Variablen p = P/P.,t = T /T, und v = V/V,
ein.

(c) Zeigen Sie, dass die Zustandsgleichung des Van-der-Waals-Gases in der Form
f(p,t,v) = 0 geschrieben werden kann, wobei f nicht von a und b abhéngt.
Erklédren Sie den Namen ,Gesetz der korrespondierenden Zustédnde.
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Aufgabe 2.2 Reales Gas bei niedriger Dichte

Betrachten Sie ein dreidimensionales einkomponentiges reales Gas, bestehend aus
N identischen Teilchen, eingesperrt in einem Volumen V' bei der Temperatur T'. Es
ist im Folgenden vorteilhaft, den Druck P, die innere Energie U, die Warmekapazi-
taten Cy, ny und Cp n sowie die Entropie S als Funktionen der Variablen (T, V, N)
aufzufassen.

(a) Zeigen Sie allgemein: (BU)T N= T(GP)VN —P= T2(0§4T)

v T V,N*

Nehmen Sie nun an, dass die Dichte p = N/V des realen Gases so niedrig ist,
dass die Virialreihe fiir den Druck nach dem p?-Term abgebrochen werden kann,
P = pkgT [1 + pB>(T)], und dass analog Cv,ny = Nkg [3 — pf(T)] fiir die Wr-
mekapazitit gilt.

(b) Bestimmen Sie die Form von f(T), sodass die angegebenen Ausdriicke fiir
P(T,V,N) und Cy n(T,V,N) thermodynamisch konsistent sind.

(c) Berechnen Sie Cp n. Hinweis: Allgemein gilt Cy n — Cx N = TagxilNaN .

(d) Nehmen wir an, die Entropie S(Tp, V, N) und die innere Energie U(Tp,V, N)
sind vorgegeben. Bestimmen Sie S(T,V, N) und U(T,V,N) fir T # Ty .

(e) Quantifizieren Sie die Bedingungen, unter denen die Dichte eines realen Gases
als ,niedrig” angesehen werden kann.

Aufgabe 2.3 Innere Energie eines realen Gases

Wir untersuchen die Konsequenzen der in Aufgabe 2.2 hergeleiteten, allgemein
_ (0P _ g2(0P/T ..
N = T(BT)V,N —-P=T ( ps )V’N fiir das Van-der-

Waals-Gas. Die Van-der-Waals’sche Zustandsgleichung lautet P = {,V E?VT;J — agz .

giiltigen Beziehung (gg)

(a) Zeigen Sie, dass aus der genannten Beziehung fiir die innere Energie des Van-
der-Waals- Gases (also mit T > T) folgt: U = ;NkBT — aly. Berechnen Sie
hieraus die Wérmekapazitét Cy,n (T').

(b) Wie kann man grundsétzlich die der Van-der-Waals-Gleichung entsprechende
innere Energie auch fir 0 < T' < T, bestimmen? (Eine explizite Berechnung
ist nicht erforderlich.)

Aufgabe 2.4 Der Otto-Motor

Ein Otto-Verbrennungsmotor kann ndherungsweise als periodisch arbeitende Wir-
memaschine dargestellt werden, wobei in jedem Zyklus die folgenden vier reversi-
blen Arbeitsvorginge durchlaufen werden: (a) adiabatische Expansion von Volumen
V1 auf Va, (b) Druckabnahme bei konstantem Volumen Vs, (c) adiabatische Kom-
pression von Volumen V; auf Vi, (d) Druckzunahme bei konstantem Volumen V.
Berechnen Sie den Wirkungsgrad n dieses Otto-Motors mit einem klassischen idea-
len Gas als Arbeitssubstanz, ausgedriickt mit Hilfe des Kompressionsverhéltnisses
Vo /Vi > 1. Welcher numerische Wert fiir 7 folgt hieraus fiir Vo/V; ~ 97 Skizzieren
Sie den Otto-Zyklus in einem P-V-Diagramm.
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Aufgabe 2.5 Thermodynamik der Gasfeder

Als einfaches Modell fiir eine Gasfeder betrachten wir ein Van-der-Waals-Gas in
einem Zylinder, der von einer beweglichen Trennwand geteilt wird. Jedes Teilvo-
lumen soll genau N Teilchen enthalten. Der Zylinder habe das Gesamtvolumen
2V, die Gesamtlange 2L und somit die Querschnittsfliche A = V/L. Der Zylinder
ist parallel zur a-Achse ausgerichtet; die z-Koordinate der Trennwand sei z,. Das
System sei angekoppelt an ein Wéarmebad der Temperatur 7. Eine Kondensation
sei ausgeschlossen.

(a) Zeigen Sie, dass die Riickstellkraft auf die Trennwand bei einer kleinen Auslen-

NksT o N?
(V—Nb)? V3
ist. Hierbei sind a und b die {iblichen aus der Van-der-Waals’schen Zustands-

gleichung bekannten Parameter.

kung x, aus der Gleichgewichtslage gleich —2AA2%z, mit A\ =

(b) Bestimmen Sie die vom System verrichtete Arbeit AW bei einer isothermen
Auslenkung der Trennwand von z = 0 bis * = z. Wie dndern sich die
freie Energie, die Entropie und die innere Energie des Systems infolge dieser
Auslenkung?

Aufgabe 2.6 Das Photonengas als Carnot-Maschine

Betrachten Sie eine Carnot-Maschine, die ein Photonengas als Arbeitssubstanz hat.
Die innere Energie und der Druck des in einem schwarzen Strahler eingeschlossenen
Photonengases sind als Funktionen der Temperatur und des Volumens gegeben
durch

72 ké
60h3c2

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit darstellt. Die Carnot-Maschine durchlduft wah-
rend einer Periode die iiblichen vier Arbeitsschritte, wobei die Temperaturen des
warmeren und des kilteren Warmebads durch T, bzw. T gegeben sind. Berech-
nen Sie die im ersten Arbeitsschritt absorbierte Wéarme AQy4 und die im drit-
ten Arbeitsschritt abgegebene Wéarme AQ_ sowie den Wirkungsgrad n = 1 —
AQ_/AQ; dieser Carnot-Maschine. Skizzieren Sie diesen Carnot-Prozess in ei-
nem P-V-Diagramm.

_ 4V0T4 . p— 4o
c 3c

U ™ |, o

Aufgabe 2.7 Exakte Differentiale

Ein auf einem einfach-zusammenhingenden Gebiet G C R? (also ohne ,Ldcher®)
definiertes Differential dF = ijl co(x)dxy mit x = (z1,22, -+ ,24) € G und
stetig differenzierbaren Funktionen cy(x) ist exzakt, falls fir alle (¢, m) gilt:

( Oey ) _ (acm) . (284)
O, {zk|k#m} Iz {zk | k#£E}

Hierbei deutet die Bezeichnung {xy | k # m} an, dass die entsprechenden Variablen
xi bei der Differentiation nach x,, konstant gehalten werden. Falls dF nicht exakt
ist, jedoch v(x)dF exakt ist, heifst v(x) ein integrierender Faktor. Eine zu (2.84)
dquivalente Definition lautet, dass dF' dann und nur dann exakt ist, wenn fiir jeden
geschlossenen Integrationsweg § dF = 0 gilt.
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(a) Uberpriifen Sie, ob die folgenden Differentiale exakt sind:
1. dF = zgjig dxy + l%ﬁ}l% dxs
2. dF = (z9 — 23)dzy + (21 + 23)dz2
3. dF = (223 — 321)dx; — 4x120d2s .

Bestimmen Sie eine Stammfunktion F'(x1, z2), falls das Differential exakt ist.

2
(b) Ist dF = z1dxy + i; dxo exakt? Wenn nicht, bestimmen Sie einen integrieren-
den Faktor und eine zugehérige Stammfunktion.

Anmerkung zur Jacobi-Determinante

Die Determinante det(gg) = det(Ou;/0v;) der Jacobi-Matrix ‘33 [mit n-dimen-
sionalen Vektorfunktionen u(v) und v(u)] ist bekanntlich sehr hilfreich bei Va-
riablentransformationen, insbesondere bei der Berechnung von mehrdimensionalen
Integralen (siche z. B. Ref. [12], Kapitel 9). Diese sogenannte Jacobi-Determinante
ist antisymmetrisch unter der Vertauschung zweier Zeilen oder Spalten und erfiillt
die ,,Kettenregel” det(g;) = det(gt]‘)det(gv‘; ) Auch in der Thermodynamik ist das
Konzept der Jacobi-Determinante sehr niitzlich, allerdings kénnen dort u und v in
der Regel physikalisch nicht sinnvoll als ,Vektorfunktionen“ interpretiert werden.
Deshalb wird oft auch eine andere (explizitere) Notation gewihlt. Wir illustrieren
typische thermodynamische Anwendungen daher in der nachfolgenden Aufgabe.

Aufgabe 2.8 Die Jacobi-Determinante und ihre Anwendungen

Die Jacobi-Determinante der Ableitungen zweier Funktionen f(x,y) und g(z,y)
nach z und y wird zunéchst einmal definiert durch

O0F:9) _ ger((or)y (1), (af) <8g> (8f> (ag)  es)
o(z,y) (ag)y (59, 9z /), \0y /, 9y ), \0z/,
Hierbei entspricht das 2-Tupel (f,g) also einer zweidimensionalen Vektorfunktion

u = (u1,uz) im allgemeinen mathematischen Formalismus und analog das 2-Tupel
(x,y) der zweidimensionalen Vektorfunktion v = (v1, va).

(a) Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften der in (2.85) definierten Jacobi-Deter-
minante:

a(f.y) <8f) ) a(f.9) a(g. f)

O(z,y) ~ \ oz

sowie die Kettenregel fiir Funktionen f(u,v), g(u,v), u(z,y) und v(z,y):

Wir betrachten nun als Anwendung ein thermodynamisches System, in dem der
Druck P(T,V) und die Entropie S(T, V) lediglich von der Temperatur T' und dem
Volumen V abhéngen. Hierbei wird die Teilchenzahl N als konstant angesehen.



90 Kapitel 2 Thermodynamik

(b) Beweisen Sie die folgenden Relationen mit Hilfe der Eigenschaften der Jacobi-
Determinante:

1 or *&mitdfl ov undliff1 oV
“\or),  wr “vi\ar), T~ vi\er),

9 6P o 83 aP 85 und daher- Cp o RrRT
' 8V57 8TP 8VT 8TV .Cvil‘is

a(S,V) o(T, P) TV (a)?
3. Cy =T =Cp — .
V= e,y o, vy " K

Als spezielle Anwendung betrachten wir ein Quantengas. Quantengase haben ge-
nerell die Eigenschaft PV = qU, wobei U die innere Energie ist und die reelle Zahl
q > 0 durch die Raumdimension und die Form der Energie-Impuls-Relation der
Teilchen bestimmt wird.
(c) Zeigen Sie, dass das ,Griineisen-Verhaltnis“ I' = RT&gV eines Quantengases

einfach gleich ¢ ist.

Aufgabe 2.9 Thermodynamik verdiinnter Gase

Fiir ein verdiinntes Gas sei gegeben: PV = NkgT und Cy,ny = g’Nk;B.
aV)

oP )T N>
und die Warmekapa-

(a) Berechnen Sie die isotherme Kompressibilitdt kp v = — ‘1/( den ther-
v )

oT ) P,N
zitét bei konstantem Druck und konstanter Teilchenzahl Cp n.

mischen Ausdehnungskoeffizienten ap ny = ‘1/(

(b) Zeigen Sie (evtl. mit Hilfe der Gibbs-Duhem-Gleichung):

OP it N
= mi = .
oy ’ ’ 14

Fiir das Gas sei des Weiteren gegeben: e/# = pA3, mit A\ = h

\/27\'7’)1 kT’
(c) Berechnen Sie kp n noch einmal, nun aber aus der Beziehung fiir u(7,p).
Stimmt das Ergebnis mit dem in (a) erzielten Resultat tiberein?

Aufgabe 2.10 (Ir-)Reversible Expansion realer Gase

Als einfaches Modell fiir ein reales Gas betrachten wir ein Van-der-Waals-Gas mit

der inneren Energie U = g’N ksT — al\‘f, das die Zustandsgleichung P = gﬁ‘?va -

az‘% erfiillt. Hierbei bezeichnen N, T,V und P die Teilchenzahl, die Temperatur,
das Volumen und den Druck, und a und b sind zwei positive Konstanten. Wir
nehmen an, dass das Van-der-Waals-Gas sich stets auch tatséichlich in der Gasphase
befindet, und betrachten zwei unterschiedliche Expansionsvorgéinge, wobei das Gas
anfangs das Volumen V; und nach Abschluss des Vorgangs das Volumen V; > V;
einnimmt.

Zunéchst untersuchen wir die irreversible adiabatische Ezxpansion des Van-der-
Waals-Gases. Das Gesamtsystem (Volumen V%) ist isoliert. Das Gas (Temperatur
Ti) befindet sich anfangs in einem Teil des Systems (Volumen V;) und ist durch
eine isolierende Wand vom komplementéren Teil (Volumen V; — V;) getrennt, der
zunéchst leer ist. Dann wird die Trennwand plotzlich weggezogen, das Gas dehnt
sich aus und erreicht nach einiger Zeit einen neuen Gleichgewichtszustand.
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(a) Berechnen Sie AW, AQ, AU, AT und AS, wobei AA = Af — A; die Differenz
der Werte einer Grofe A im End- bzw. Anfangszustand des Gases ist.

Nun betrachten wir die reversible isotherme Expansion des Gases. Das Gesamtsys-
tem (Volumen V) befindet sich in thermischem Kontakt mit einem Wéarmebad der
Temperatur 7. Das Gas befindet sich in einem Teil des Systems, dessen Volumen
im Laufe des Expansionsvorgangs reversibel von V; auf V; anwéchst.

(b) Berechnen Sie AW, AQ, AU, AT und AS fiir das Gas sowie die Entropieén-
derung ASp des Wiarmebads.

Aufgabe 2.11 Thermodynamik des schwarzen Strahlers

Wir betrachten elektromagnetische Strahlung in einem abgeschlossenen Hohlraum
(einem sogenannten ,schwarzen Strahler) und nehmen an, dass die Strahlung mit
den Wénden des Hohlraums im Gleichgewicht ist; die Temperatur der Wénde sei
T. Man findet experimentell, dass die innere Energiedichte ausschlieflich von der
Temperatur abhéngt, U/V = e(T), und dass die Funktion e(7T") auch den Strah-
lungsdruck auf die Winde vollsténdig bestimmt: P = }e(T). Bestimmen Sie die
Temperaturabhangigkeit von U, P und der Entropie S, ausgehend von diesen ex-
perimentellen Befunden und rein aufgrund thermodynamischer Uberlegungen.

Aufgabe 2.12 Innere Energie einer Spiralfeder

Eine Spiralfeder erfiillt das Hooke’sche Gesetz, d. h., die Ausdehnung x ist propor-
tional zur Kraft K = —kx. Der Koeflizient  soll geméaf

K(T)

a
- . a>0,Ty>0
To+T° ° 0

von der Temperatur abhdngen. Wie dndert sich die innere Energie U des Systems,
wenn die Spiralfeder reversibel bis zur Ausdehnung x bei konstanter Temperatur
gedehnt wird?

Aufgabe 2.13 Carnot-Prozess mit einem realen Gas

Wir nehmen wiederum an, dass das reale Gas die Van-der-Waals’sche Zustandsglei-
2
chung (P+a ]‘\,72 ) (V—=Nb) = NkgT erfiillt und dementsprechend die innere Energie

U= gN kgT —a ]\‘7/2 besitzt. Wir nehmen auflerdem an, dass das Gas sich stets auch
tatséchlich in der Gasphase (T' > T¢) befindet. Die Teilchenzahl N wird im Folgen-
den festgehalten, sodass die innere Energie U und der Druck P bei festem N als
Funktionen der zwei Verdnderlichen T" und V aufgefasst werden kénnen. Das Van-
der-Waals-Gas wird nun als Arbeitssubstanz in einem Carnot-Prozess verwendet.
Der Carnot-Prozess enthélt die iiblichen Arbeitsschritte:

1. isotherme Expansion von (T, V7) auf (T, Va),
2. adiabatische Expansion von (T, Vo) auf (T, V3),
3. isotherme Kompression von (7, V3) auf (7_, V) und

4. adiabatische Kompression von (17—, Vy) auf (T4, V1) .
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Bestimmen Sie den Wirkungsgrad dieser Carnot-Maschine durch eine konkrete Be-
rechnung der absorbierten Warme und der geleisteten Arbeit, und vergleichen Sie
das Ergebnis mit dem bekannten Ergebnis fiir den Carnot-Prozess mit einem klas-
sischen idealen Gas als Arbeitssubstanz.

Aufgabe 2.14 Allgemeine thermodynamische Relationen

Betrachten Sie ein allgemeines thermodynamisches System, das in der {iblichen
Notation durch thermische Variable (T, S), mechanische Variable (Y, X) und che-
mische Variable (u, N) charakterisiert ist.

(a) Zeigen Sie, dass die innere Energie U die Identitét

ou
=T Y
<8Y )T,N N T XTN

erfiilllt mit an = (?})T()YN und xp N = (%)TN

(b) Zeigen Sie mit Cx N = (gg)X,N:

B %Y 1 [0Cx N
o2 )xn T\ X )y
Aufgabe 2.15 Der Joule-Thomson-Prozess

Beim Joule-Thomson-Prozess wird ein Gas iiber ein Drosselventil vom Anfangs-
druck P; auf den Enddruck P, <
P, entspannt. Wahrend des Prozes-
ses konnen die Driicke P; und Ps
im linken bzw. rechten Behalter als
konstant angesehen werden. Im An-  —
fangszustand (zur Zeit ¢ = 0) ist

Vi (t) %) (t)

Lerill

LLIgL L

V1(0) = V4 und V2(0) = 0; im End- P Py

zustand (¢t = tg) ist V1(tg) = 0 und

Va(tg) = Vo > V4. Die Behilter

sind thermisch von der Umgebung Abb. 2.29 Der Joule-Thomson-Prozess

isoliert.

(a) Ist dieser Vorgang reversibel oder irreversibel? Warum?

(b) Zeigen Sie, dass die Enthalpien des Anfangszustands (¢ = 0) und Endzustands
(t = tg) gleich sind.

Wir betrachten nun einen reversiblen Pfad mit dH = 0 vom Anfangs- zum Endzu-
stand. (Sie brauchen diesen Pfad nicht explizit zu konstruieren.)

(c) Zeigen Sie, dass der differentielle Joule-Thomson-Koeffizient 5 = ( gIT’)H,N
fiir diesen reversiblen Prozess durch pj = C}"/N (apnT — 1) mit apy =
é(?%)PN gegeben ist.



2.19 Ubungsaufgaben 93

(d) Berechnen Sie py fiir ein ideales Gas.

(e) Bestimmen Sie das Verhalten von uJ fiir ein Van-der-Waals-Gas mit P =
kel agj und U = 3NkgT—a”, : (i) fiir V = V, bei variabler Temperatur
[T = Te(1 4 t) mit £ > 0] und (ii) fir 7' = T, bei variablem Volumen [V =
Ve/(1—gy) mit =2 <y < 1].

Aufgabe 2.16 Adiabaten und Isothermen

Beweisen Sie, dass sich eine Adiabate und eine Isotherme im P-V-Diagramm fiir
T > 0 nur hiéchstens einmal schneiden kénnen. Was passiert bei 7' = 07

Hinweis: Nehmen Sie an, dass es mehr als einen Schnittpunkt gibt, und zeigen Sie
dann, dass der entsprechende Kreisprozess zu einem Widerspruch fiihrt.

Aufgabe 2.17 Ein magnetisches Material

Wir betrachten ein magnetisches Material, das das Curie’sche Gesetz erfiillt, sodass
das magnetische Moment m geméf m = “71,\/ H (mit der Konstanten a > 0) mit
dem Magnetfeld H verkniipft ist. Die Teilchenzahl N wird konstant gehalten.

(a) Zeigen Sie, dass die Warmekapazitit Cy, = (gg)m und die innere Energie
lediglich von der Temperatur (und nicht von m) abhéngen, und bestimmen
Sie die Entropie .S, die Enthalpie sowie die Helmholtz’sche und die Gibbs’sche
freie Energie als Funktion von T und m. Inwiefern vereinfachen sich die Er-
gebnisse, falls Cyy, (T') temperaturunabhéngig ist?

Wir nehmen nun an, dass die Warmekapazitit Cp, tatsichlich temperaturunab-
héngig ist.

om

(b) Bestimmen Sie ag = (?}T) die Antwortfunktionen yr = (aH) und xs =

(g‘;l‘) g sowie die Warmekapazitit Cu = T( T)H als Funktion von T und
m. Inwiefern dndern sich die Ergebnisse, wenn der Parameter a aus dem
Curie’schen Gesetz ein symmetrischer, positiv definiter, konstanter Tensor

ist?
Aufgabe 2.18 Die Dieterici-Gleichung

Ein einfaches phanomenologisches Modell fiir dreidimensionale reale Gase, das eng

mit der Van-der-Waals-Gleichung P = g k?\?; — a]‘\/fj verwandt ist, wird durch die

Dieterici-Zustandsgleichung P = y k‘?\?; exp( Vk T) definiert. Hierbei gilt a > 0

und b > 0.

(a) Zeigen Sie, dass bei einer Entwicklung der Dieterici- und Van-der-Waals-Glei-
chungen nach Potenzen der Dichte p = J‘\,[ die ersten beiden Virialkoeffizienten
identisch sind. Wie interpretieren Sie die Parameter a und b physikalisch?

(b) Zeigen Sie, dass der kritische Punkt (P, V¢, T¢) des Dieterici-Modells gegeben
ist durch
ae” a
P. = TR Ve =2Nb | kBTC74b.
Bestimmen Sie (mit Begriindung), ob in diesem Modell ein ,Gesetz der kor-
respondierenden Zustédnde“ gilt, und geben Sie dieses ggf. an.
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(c) Skizzieren Sie drei Isothermen der Dieterici-Gleichung, jeweils fir T > T, T =
T.und 0 < T < T, in einem P-V-Diagramm. Ist die Maxwell-Konstruktion
auch auf diese Gleichung anwendbar? Falls nein: Warum nicht? Falls ja: Ge-
ben Sie die entsprechenden Bestimmungsgleichungen an und zeichnen Sie
diese Konstruktion im P-V-Diagramm mit ein.

(d) Zeigen Sie zuerst allgemein: (gg)T N= T(g;)VN — P und leiten Sie hieraus

fiir das Dieterici-Gas (also mit T' > T,) ab:

00 —Ba/v’ 1
— 3NkpT — aN / d' ° =V/N =
U= Nkg a : v V(o —b) v=V/ , B kT
Berechnen Sie hieraus die Wéarmekapazitét Cy, v (T) und diskutieren Sie das
Ergebnis bei fester Temperatur fiir die Grenzfiille V' — co und V' | Nb.

Aufgabe 2.19 Die Dampfdruckkurve des Van-der-Waals-Gases (PP)

Ausgedriickt mit Hilfe der dimensionslosen Variablen p = P/P., t = T/T. und
v = V/V, lautet die Zustandsgleichung des Van-der-Waals-Gases bekanntlich (siche
Aufgabe 2.1):

(p + 52) (3v—1) =8t. (2.86)

Fiir Temperaturen unterhalb der kritischen Temperatur (t < 1) beschreibt die
Van-der-Waals-Gleichung das Auftreten eines Phaseniibergangs von einer gasfor-
migen zu einer fliissigen Phase. Der Koexistenzbereich beider Phasen wird durch
die Maxwell-Konstruktion beschrieben, die zeigt, dass der Druck py(t) bei fester
Temperatur ¢ < 1 fiir Volumina im Bereich v; < v < vy volumenunabhéngig ist.
Hierbei sind v; und vs durch die Gleichungen

) £ o) = plo2) (o2 = v(en) = [ o p(o) (2.87)

festgelegt. Die Funktion p(v) ist durch (2.86) gegeben.

(al) Berechnen Sie den Dampfdruck py(t) im Koexistenzbereich analytisch, aus-
gehend von den Gleichungen (2.86) und (2.87), erstens fiir kleine, aber end-
liche t-Werte und zweitens nahe der kritischen Temperatur. Skizzieren Sie
pm(t) fiir 0 < ¢t < 1 qualitativ in einem p-t-Diagramm.

Alternativ konnen Sie auch (a2) 16sen:

(a2) Berechnen Sie den Druck pm(t) im Koexistenzbereich fiir 0 < ¢t < 1 nume-
risch, ausgehend von den Gleichungen (2.86) und (2.87), und plotten Sie das
Resultat in einem p-t-Diagramm.

(b) Vergleichen Sie Ihre Kurve py(t) mit den experimentell bestimmten Dampf-
druckkurven von HyO, COs, ‘He und 3He (verwenden Sie hierzu z. B. Ref.
[53], Abbn. 3.28 und 3.29, oder suchen Sie entsprechende Informationen im
Internet) und erdrtern Sie die Gemeinsamkeiten und/oder Diskrepanzen. Ge-
ben Sie eine physikalische Interpretation fiir das Verhalten bei T'— 0 an.
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Aufgabe 2.20 Der dritte Hauptsatz

Von einem idealen einatomigen klassischen Gas ist bekannt, dass es in der iiblichen
Notation die Gleichungen PV = NkgT und Cy ny = ;’N kg erfillt.

(a) Bestimmen Sie die Entropie S(T,V, N) des klassischen Gases. Legen Sie die
hierbei auftretende additive Konstante durch die Forderung der Extensivitéit
von S fest. Bestimmen Sie nun die Entropie des Gases fiir T' = 0. Erfiillt das
klassische Gas den dritten Hauptsatz?

FEin ideales dreidimensionales Bose-Gas hat bei geniigend tiefen Temperaturen die
Entropie

¢(3) oo (2
I

wobei ¢(5) ~ 1,342 eine Konstante?” und m > 0 die Masse der Bose-Teilchen ist.
Von einem idealen dreidimensionalen Fermi-Gas ist gegeben, dass es die Entropie

w2 k2 K2 (372N 2/3
S="_NBT =
2 ey ’ T om ( Vv )

5
S = 2kBV

hat, wobei m > 0 nun die Masse der Fermionen bezeichnet.

(b) Skizzieren Sie jeweils zwei Isochoren (fiir die Volumina Vi und Vo mit V3 >
Vo > 0) im S-T-Diagramm fiir (i) das klassische Gas, (ii) das Bose-Gas und
(iii) das Fermi-Gas. Erfiillen das Bose- und das Fermi-Gas den dritten Haupt-
satz?

(c) Zeigen Sie, dass aus Dimensionsgriinden kg7 = Qﬁ:l (5)2/3]‘(]\,%]3 ) gelten muss,
und geben Sie die Funktionen f(z) fiir das klassische, das Bose- und das
Fermi-Gas an.

27Zur Erklarung der Notation: Allgemein stellt ¢(z) = 3°°2 ; n~? mit z € C und Re(z) > 1 die
Riemann’sche Zetafunktion dar.
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