Kapitel 2
Versuchsplane

2.1 Einleitung

Oft wird die statistische Versuchsplanung fast ausschlieBlich mit der Konstruktion
von Versuchspldnen in Verbindung gebracht. In der Tat ist dies ein sehr wichtiger
und eigenstindiger Teil der Methode. Im Gegensatz zu den Anfingen der statisti-
schen Versuchsplanung, bieten die verfiigbaren Auswerteprogramme eine hervor-
ragende Unterstiitzung mit vorkonfektionierten Feldern und beherrschen vielfach
auch die Erstellung maBgeschneiderter Versuchspléne fiir den speziellen Anwen-
dungsfall. Wichtig ist nach wie vor die Vermittlung der Strategien hinter den jewei-
ligen Feldkonstruktionen, damit der Anwender weif3, welche Auswahlmoglichkeit
besteht.

Nach Anwendungsfall gruppiert, behandelt dieses Kapitel alle gingigen Feld-
konstruktionen. Zunéchst stehen Screening-Versuchsplidne auf dem Programm, mit
denen eine hohe Zahl von Faktoren untersucht werden kann. Detailuntersuchun-
gen werden oft mit einem quadratischen Beschreibungsmodell durchgefiihrt, um
den vorhandenen Nichtlinearititen Rechnung zu tragen. Auch diese Modelle haben
Grenzen, was in einem eigenen Abschnitt diskutiert wird. Mischungspline verwen-
det man oft in der Verfahrenstechnik, denn sie beriicksichtigen die Randbedingung,
dass bei Mischungen die Summe aller Anteile der beteiligten Komponenten 100%
ergibt. In Sonderfillen sind malgeschneiderte Versuchsplidne erforderlich. Fiir die
automatische Erstellung dieser Versuchsplidne gibt es mehrere Optimierungskriteri-
en, die in einem eigenen Abschnitt vorgestellt werden. Als kleiner Exkurs in die Ge-
schichte der Versuchsplanung bilden die umstrittenen Latin Squares den Abschluss
dieses Kapitels.
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2.2 Screening Versuchspliine

Zu den wesentlichen Stirken der statistischen Versuchsplanung gehort Effizienz,
also die Moglichkeit, mit minimalem Versuchsaufwand viele Faktoren zu untersu-
chen. Hierzu gibt es speziell konstruierte Versuchspline, die nahezu alle in der Pra-
xis auftretenden Anforderungen abdecken und eine sichere Analyse gewihrleisten.
Nur in Ausnahmefillen ist eine Sonderkonstruktion notig. In diesem Abschnitt wird
zunichst die grundsitzliche Strategie dieser Versuchsplédne erldutert. AnschlieBend
erfolgt eine Vorstellung der gebrauchlichen Feldkonstruktionen mit Direktvergleich
der Ergebnisse anhand eines Fallbeispiels.

2.2.1 Konzept

Bei einer hohen Zahl von Faktoren ist der Vollfaktorplan nicht mehr durchfiihrbar.
Screening Versuchsplidne haben die Aufgabe, bei minimalem Informationsverlust
mit moglichst wenigen Versuchen auszukommen. In der Literatur finden sich dafiir
verschiedene Bezeichnungen, unter anderem: screening designs, fractional factori-
al designs, Screening Versuchspline, teilfaktorielle Versuchspline, Teilfaktorplédne
oder fraktionelle faktorielle Versuchspline.

Grundsitzlich stellt der Versuchsplan ein lineares Gleichungssystem dar. Jeder
Versuch liefert eine Gleichung. Daher ist es moglich, Beschreibungsmodelle anzu-
passen, deren Parameterzahl der Zahl der Versuchsldufe entspricht. Giinstiger ist
jedoch ein Uberschuss an Gleichungen. Dies hat den Vorteil, dass eine Kontrolle
des Beschreibungsmodells moglich ist. Einzelheiten dazu finden sich im Kapitel
Kontrollverfahren.

Ausgehend von einem Vollfaktorplan fiir vier Faktoren auf jeweils zwei Stufen,
lasst sich ein Beschreibungsmodell mit 16 Konstanten aufstellen. Eine Konstante ist
der Gesamtmittelwert, vier Konstanten entfallen auf die Haupteffekte, sechs Kon-
stanten auf die Zweifachwechselwirkungen, vier auf die Dreifachwechselwirkungen
und eine auf die Vierfachwechselwirkung. Unter der Annahme, dass die Terme ho-
herer Ordnung keine signifikanten Werte erreichen, sind letztlich nur zehn Modell-
konstanten relevant. Die Feldkonstruktion liefert jedoch 15 ! orthogonale Spalten.

Nur vier dieser 15 Spalten werden als Einstellungsmuster fiir die Faktoren ge-
nutzt, und zwar die Spalten mit den Haupteffekten. Die verbleibenden Spalten die-
nen zunichst nur dazu, die Modellkonstanten hoherer Ordnung zu berechnen. Hier
setzt die Strategie der Teilfaktorpldne an und deklariert eine fiir das Beschreibungs-
modell unbedeutende Spalte zur Einstellungsvorschrift fiir den nichsten Faktor.
Dieser Strategie folgend, besteht ebenso die Moglichkeit, von einem kleineren Feld
auszugehen und es mit einem zusitzlichen Faktor zu belegen.

1" Zur Berechnung des Gesamtmittelwertes konnte man eine 16. Spalte bilden, die vollstindig

mit + kodiert ist.
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Tabelle 2.1 Vollfaktorieller Versuchsplan mit vier Faktoren auf zwei Stufen und 16 Versuchen.
Jede Zeile liefert eine Gleichung und in jeder Spalte steht eine Unbekannte.

A B AB C AC BC ABC y
BCD ACD CD ABD BD AD D
- - - - - + - 0
- — — — — - - Y2
- + - - + - + Ys
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+ - - + + - - Yo
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Tabelle 2.2 Teilfaktorieller Versuchsplan mit vier Faktoren auf zwei Stufen und 8 Versuchen. Jede
Zeile liefert eine Gleichung und in jeder Spalte steht eine Summe aus zwei Unbekannten.

Der Vollfaktorplan fiir drei Faktoren auf jeweils zwei Stufen besteht aus acht Ver-
suchsldufen und liefert sieben orthogonale Spalten. Drei dieser Spalten sind durch
Haupteffekte besetzt, drei durch Zweifachwechselwirkungen. In der siebten Spal-
te befindet sich die als vernachléssigbar klein eingestufte Dreifachwechselwirkung.
Nutzt man diese Spalte als Einstellungsvorschrift fiir den vierten Faktor, dann erhoht
sich natiirlich auch die Zahl der Unbekannten. Durch Multiplikation der entspre-
chenden Spalten lésst sich leicht nachweisen, dass Haupteffekte und Dreifachwech-
selwirkungen in den gleichen Spalten stehen. In den tibrigen Spalten befinden sich
jeweils zwei Zweifachwechselwirkungen. Letztlich entsteht ein Gleichungssystem
mit 16 Unbekannten und 8 Gleichungen, bei dem jeweils zwei Unbekannte auf der
linken Seite stehen. Eine Trennung der jeweiligen Zweiergruppen ist unmoglich,
die Zweiergruppen sind miteinander vermengt. In der Praxis ist dies jedoch weniger
schwerwiegend, als es zunichst erscheint, da die Terme hoherer Ordnung in guter
Néherung zu Null gesetzt werden konnen. Gesamtmittelwert und Haupteffekte las-
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sen sich also sicher bestimmen. Bei den Zweifachwechselwirkungen bleibt jedoch
die Unsicherheit der Zuordnung. Das ist der Preis fiir die gesteigerte Effizienz.

Trotz der Einschrinkung ist das gezeigte Feld mit acht Versuchsldufen bei vier
Faktoren in der Praxis extrem erfolgreich. Immer dann, wenn es auf eine schnelle
Durchfiihrung der Versuchsreihe ankommt, kann dieser Versuchsplan punkten. Acht
Versuchsldufe bilden die untere Grenze fiir eine statistische Auswertung, vier Fak-
toren finden sich praktisch immer und die Einstellungsmuster sind relativ simpel.
Es gibt erfolgreiche Anwendungsberater der statistischen Versuchsplanung, die nie
ein anderes Feld eingesetzt haben.
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— + — — + — + ys  plan mit sieben Faktoren auf zwei Stu-
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Yo Versuchsplan sinnvoll, um eine hohe
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+ + + + + + Y8  wand zu sichten.

Im Extremfall ldsst sich dieses Feld mit sieben Faktoren belegen. Dann sind alle
Spalten als Einstellungsvorschrift genutzt und nur 6,25% aller moglichen Kombi-
nationen werden getestet. Eine Auswertung der Wechselwirkungen ist in diesem
Fall vollig unmoglich und alle Haupteffekte sind mit mehreren Zweifachwechsel-
wirkungen vermengt. Das Feld ist nun gesdrtigt. Trotz dieser Einschrankungen ist
der Versuchsplan leistungsfihiger als die traditionelle “ein Faktor nach dem anderen
Methode”, die bei sieben Faktoren exakt gleich viele Versuchsldufe benétigt. Jeder
Faktor wird bei diesem Versuchsplan viermal verstellt, also reduziert sich bei der
Effektberechnung durch Mittelwertbildung die Versuchsstreuung. Auflerdem erfolgt
die Verstellung jeweils aus einer unterschiedlichen Ausgangsposition. Der traditio-
nelle Ansatz kann diese Vorteile nicht bieten, ohne dass sich der Aufwand vervier-
facht.

Unter Vernachldssigung der Terme hoherer Ordnung benétigt das lineare Be-
schreibungsmodell bei fiinf Faktoren genau 16 Konstanten, also sollte es moglich
sein, mit 16 Versuchen alle erforderlichen Informationen zu bekommen. Der ge-
zeigte Versuchsplan erfiillt genau diese Aufgabe. Im Vergleich zum Vollfaktorplan
ergibt sich immerhin eine Ersparnis von 50%, da nur jede zweite Kombination vor-
kommt. In den Zeilen 1,2,3,5 und 9 befinden sich tibrigens die Einstellungen der
“ein Faktor nach dem anderen Methode”, insofern kann dieser Versuchsplan hilf-
reich sein, wenn man sich erst spét fiir die statistische Versuchsplanung entscheidet
oder auf jeden Fall die Variation der einzelnen Faktoren testen méchte 2. Dieser

2 Bei Computermodellen tritt deser Fall mitunter auf, wenn die Variation einzelner Faktoren
mit einer gravierenden Modelldnderung einhergeht.
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Tabelle 2.4 Teilfaktorieller Versuchsplan mit fiinf Faktoren auf zwei Stufen und 16 Versuchen.
Alle Haupteffekte und Zweifachwechselwirkungen sind sicher voneinander trennbar.

Versuchsplan ist sehr gut auszuwerten [10]. Alle Haupteffekte und Wechselwirkun-
gen liegen frei und das Feld ist grol genug fiir eine sichere statistische Analyse.
Mit fiinf Faktoren besteht meistens ausreichender Spielraum fiir die Untersuchung
der wichtigsten Parameter und der Gesamtaufwand bleibt im praktikablen Rahmen.
Jeder Faktor wird acht Mal auf + und acht Mal auf — getestet. Die Effektberech-
nung ist daher so stabil, dass in der Regel auf eine Versuchswiederholung verzichtet
werden kann.

Der Begriff Auflosung bewertet die Vermengungsstruktur. Man unterscheidet
grob in vier Grundtypen. Die Auflosungsstufen sind international genormt. Aus-
werteprogramme geben die Auflosungsstufen der zur Auswahl stehenden Felder in
der Regel an.

Auflésung Eigenschaften

I Haupteffekte sind mit Zweifachwechselwirkungen vermengt. Das Feld ist
dicht besetzt und nur zum Screening geeignet.
v Haupteffekte sind mit Dreifachwechselwirkungen vermengt und Zweifach-
wechselwirkungen untereinander. Das Feld ist geeignet, um Haupteffekte
sicher zu bestimmen, Zweifachwechselwirkungen lassen sich jedoch nicht
eindeutig zuordnen.
v Haupteffekte sind mit Vierfachwechselwirkungen vermengt und Dreifach-
wechselwirkungen mit Zweifachwechselwirkungen. Ein derartiges Feld
kann ohne Schwierigkeiten das lineare Beschreibungsmodell versorgen.
V+ Haupteffekte und Zweifachwechselwirkungen sind praktisch unvermengt.
Im Vergleich zur Auflosungsstufe V ist jedoch kein groBer Genauigkeitsge-
winn zu erwarten.

Tabelle 2.5 Auflosung von Versuchsplédnen.
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Die Auflosungsstufen (engl. resolution) sind international genormt und alle Aus-
werteprogramme kennzeichnen die zur Auswahl stehenden Felder entsprechend.
Der Versuchsplan nach dem YATES-Standard mit acht Versuchen und vier Fakto-
ren hat die Auflosungsstufe I'V. Bei einer Belegung mit sieben Faktoren reduziert
sich die Auflésung auf Stufe ITI. Das Feld mit 16 Versuchen hat bei einer Belegung
mit fiinf Faktoren die Auflosungsstufe V.

Einen Hinweis auf die Auflosungsstufe liefert der sogenannte Generator des Fel-
des. Der Generator ist die Kombination der Faktorspalten, die bei einer Multipli-
kation eine Spalte erzeugt, die nur + enthilt [7]. Beim Feld mit 8 Versuchsldaufen
und vier Faktoren ist dies die Kombination ABCD. Multipliziert man eine Spalte
mit sich selbst, entsteht ebenfalls diese “Identitétsspalte” /. Daraus ldsst sich eine
Rechenregel ableiten, um die vermengten Effekte zu finden: Multiplikation mit dem
Generator und Kiirzung der doppelt auftretenden Spalten. In unserem Beispiel ist
A mit BCD vermengt, denn AABCD entspricht BCD. Dieser Generator liefert die
Auflosungsstufe IV. Je nach Belegung gibt es mehrere Generatoren. Der kiirzeste
Generator bestimmt die Auflosungsstufe.

In der Literatur finden sich verschiedene Bezeichnungen fiir die gleichen Ver-
suchspline. Ublich ist die Bezeichnung nach Zahl der moglichen Kombinationen
mit Angabe der Reduktionsstufe. 27~ beispielsweise kennzeichnet einen Versuchs-
plan fiir sieben Faktoren auf zwei Stufen, mit der Reduktionsstufe 4, also werden
274 =23 = 8 Versuchsliufe notig sein. 25! kennzeichnet einen Versuchsplan fiir
fiinf Faktoren, mit 16 Versuchsldufen und der Reduktionsstufe 1. Hierbei werden
50% aller Kombinationen getestet.

Oft werden die Felder auch einfach nach ihrer Grofe benannt, mit dem Zusatz
L als Symbol fiir die vorhandene Orthogonalitit. L8 beispielsweise bezeichnet den
Versuchsplan nach YATES mit acht Zeilen und sieben Spalten, unabhiingig von der
Belegung. Die nichst grolere Konstruktion heifit L16, gefolgt von L32, L64 usw. .

2.2.2 Regulire Felder nach dem Yates-Standard

Die bislang vorgestellten Felder sind nach dem YATES-Standard aufgebaut. Frank
Yates hat in den Dreifligerjahren des vorigen Jahrhunderts eine leicht erlernbare
Systematik entwickelt, um beliebig grofle orthogonale Felder zu konstruieren. Das
Prinzip erinnert ein wenig an die ineinander verschachtelten russischen Holzpiipp-
chen, denn in jedem groferen Feld sind kleinere Felder enthalten. Die Verdopplung
erfolgt durch Addition einer Zusatzspalte und vierfacher Kopie des Ausgangsele-
mentes, wobei eine Kopie invertiert wird. Die Zusatzspalte ist in der oberen Hilfte
mit — besetzt und in der unteren Hilfte mit + .

Auch dieses Feld ldsst sich schnell verdoppeln, wenn man es als neues Ausgangs-
element auffasst und die gleichen Verdopplungsregeln anwendet. Je nach Bedarf
entstehen auf diese Weise beliebig groBe Felder, die alle orthogonal und ausgewo-
gen sind. Versuchsplidne nach diesem Standard haben lediglich den Nachteil, dass
die GroBenabstufung recht grob ist (4, 8, 16, 32, 64, ...).
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Abb. 2.1 Verdopplung der FeldgroBe von vier auf acht Versuche durch Kopie des Basisfeldes. Der
YATES-Standard stellt sicher, dass auch das vergroBerte Feld orthogonal ist.
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Abb. 2.2 Verdopplung der Feldgrofe von acht auf 16 Versuche durch Kopie des vergroBerten
Basisfeldes.

2.2.3 Irreguliire Felder nach Plackett-Burman

PLACKETT und BURMAN haben 1946 eine neue Feldkonstruktion veroffentlicht,
die bis heute duBlerst erfolgreich ist. Ernsthafte Konkurrenz dazu ist im Bereich der
zweistufigen Felder nicht in Sicht. Die PLACKETT-BURMAN-Konstruktion erzeugt
sogenannte irreguldre Felder der Auflosungsstufe III. Irregulidr heif3t, dass das Pro-
dukt zweier Spalten nur zu diesen Spalten orthogonal ist, aber nicht zu den anderen
Spalten des Feldes. Die Haupteffekte sind daher mit Anteilen der Zweifachwechsel-
wirkungen vermengt. Wechselwirkungen schlagen also nicht zu 100% in die Haupt-
effektberechnung durch, verfilschen aber alle Haupteffekte der nicht an der jeweili-
gen Zweifachwechselwirkung beteiligten Faktoren. A x B beispielsweise findet sich
abgeschwicht in allen Haupteffekten, auBBer in A und B.
PLACKETT-BURMAN-Felder entstehen durch zyklische Vertauschung der Ko-
dierungskette von Spalte zu Spalte. Im abgebildeten Beispiel fillt das dadurch ent-
stehende diagonale Streifenmuster auf. Die letzte Zeile wird jedoch fiir alle Spalten
auf - gesetzt. Die Linge der Kodierungskette bestimmt die Feldgroe. PLACKETT-
BURMAN-Felder gibt es in sehr feinen Abstufungen von 8 - 96 Versuchsldufen mit
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Tabelle 2.6 Versuchsplan nach PLACKETT-BURMAN mit 12 Versuchen und bis zu 11 Faktoren.
Alle Spalten sind orthogonal, also bleiben die Haupteffekte auch bei voller Belegung eindeutig
trennbar. Die Wechselwirkungen sind jedoch abgeschwécht mit den Haupteffekten vermengt.

dem Inkrement 4. Sehr géngig sind die Felder fiir 12, 20 und 24 Versuche, offenbar
weil diese Grofe in der Praxis am hédufigsten benétigt wird. Die grundsétzlichen
Eigenschaften der Felder sind jedoch von der Grofe unabhingig.

TAGUCHI hat sich oft der PLACKETT-BURMAN-Felder bedient, diese aber um-
sortiert, um die Versuchsdurchfithrung zu vereinfachen[5]. Orthogonale Felder blei-
ben orthogonal, auch wenn man Zeilen und Spalten vertauscht. Diese Regel lasst
sich ausnutzen, um die Zahl der Stufenwechsel zu minimieren. Oft sind einzelne
Faktoren nur mit hohem Aufwand zu verstellen, andere hingegen mit wenig Miihe.
Die vorsortierten Versuchspldne tragen dem Rechnung und bieten eine von links
nach rechts ansteigende Zahl von Stufenwechseln an. Aufwindige Faktoren kom-
men in die erste Spalte und miissen nur noch ein einziges Mal verstellt werden.

Ein PLACKETT-BURMAN-Feld mit 12 Versuchen wird auch L/2 genannt und
lasst sich mit bis zu 11 Faktoren belegen. In diesem Fall testet man weniger als 0,6%
aller moglichen Kombinationen, kann aber in der Regel die signifikanten Faktoren
entdecken. Empfehlenswert ist, 1-3 Spalten unbelegt zu lassen, um die auftretende
Verfilschung durch kummulierte Wechselwirkungsanteile abschitzen zu konnen.
Die leeren Spalten enthalten nur Uberlagerungen der Zweifachwechselwirkungen,
die belegten Spalten die Summe aus Haupteffekt und Uberlagerung.

Bei groeren Feldern wird die Effizienzsteigerung noch dramatischer. Das mit 19
Faktoren belegte L20-Feld nach PLACKETT-BURMAN testet nur noch 0,0038% aller
moglichen Kombinationen, bietet aber dennoch eine sehr stabile Effektberechnung,
weil fiir jeden Faktor bei allen Stufen Daten mit vollig unterschiedlichen Ausgangs-
positionen vorliegen.

In manchen Fillen reicht die Auflosungsstufe III nicht aus, weil die auftreten-
den Wechselwirkungen zu stark sind. Dann ist die Auflosungsstufe IV erforderlich.
Es gibt eine einfache Methode, um jedes beliebige Feld der Auflosungsstufe III in
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Das Feld enthilt weniger als 0,004% aller Kombinationen, ist also sehr effizient.
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die Auflosungsstufe IV zu tiberfithren. Die sogenannte Faltung (fold over) besteht
aus einer schlichten Kopie des urspriinglichen Versuchsplans mit gleichzeitiger In-
vertierung. 3 Durch diesen Trick lassen sich alle Vermengungen von Haupteffekten
und Zweifachwechselwirkungen auflosen. Fiir die Praxis bedeutet dies, dass man
getrost mit einem Versuchsplan der Auflosungsstufe III die Untersuchung beginnen
kann und erst im Bedarfsfall mit einer zweiten Versuchsreihe gleichen Umfangs die
Haupteffekte freilegen muss. Hierbei geht kein Ergebnis verloren, denn der erwei-
terte Versuchsplan beinhaltet auch die vorangegangene Versuchsreihe.

2.2.4 Fallstudie

Vor der Entscheidung fiir einen Versuchsplan stellt sich natiirlich die Frage, inwie-
weit das Ergebnis eines Teilfaktorplans vom Ergebnis des Vollfaktorplans abweicht.
Welcher Versuchsplan ist der beste? Kann man durch die Wahl des “falschen” Ver-
suchsplans auf die falsche Fihrte gelangen? Einsteiger in die Methode der statis-
tischen Versuchsplanung sind hier oft sehr verunsichert, insbesondere dann, wenn
sie unmittelbar vor der Entscheidung einen Einblick in die Vielfalt der Versuchspli-

3 Dies bedeutet: Vorzeichenwechsel bei der Kodierung.
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Tabelle 2.8 Gefalteter Versuchsplan mit nun 16 Versuchen und 7 Faktoren. Das urspriingliche
Feld mit acht Versuchen wurde erweitert. Dadurch lassen sich die Wechselwirkungen von den
Haupteffekten trennen.

ne erhalten haben *. Jedes Problem ist anders gelagert und es gibt kein Kochrezept
fiir die Auswahl des optimalen Versuchsplans. Der nachfolgende Direktvergleich
mehrerer Versuchsplidne an einem konkreten Beispiel zeigt jedoch, dass man auf
verschiedene Weise zum gleichen Ziel gelangen kann. Die Methode der statisti-
schen Versuchsplanung ist verbliiffend robust und oft auch dann erfolgreich, wenn
der Anwender sie nicht vollstandig verstanden hat.

Symbol |Parameter|Einheit| Einstellung
- 0 +
A o o 15 45
B B o 0 30
C Ay mm? | 2 4
D d mm | 100 200
E Mpg; Nm (0,01 0,02
F Mgy Nm10,01 0,02
G Din bar 1 2
dzul mm 7,5

Tabelle 2.9 Einstellungstabelle. Sieben der acht Pa-
rameter wurden in der folgenden Studie variiert. Der
Zuleitungsdurchmesser blieb konstant.

Manchmal ist es besser, wenn die Auswahl nicht zu grof ist. Deshalb wird in diesem Buch

auch der Ansatz verfolgt, nur “gute” Versuchspldne vorzustellen.



2.2 Screening Versuchsplidne

37

Mgy, Mpy

Din

Abb. 2.3 Schematische Darstellung eines Rasensprengers.

vertikaler Diisenwinkel
tangentialer Diisenwinkel
Diisenquerschnitt
Durchmesser, Spriithkopf
Zuleitungsdurchmesser
Reibungsmoment, fliissig
Reibungsmoment, trocken
Eingangsdruck

Das bereits vorgestellte Rasensprengerbeispiel bietet die Moglichkeit, sieben
Faktoren zu variieren. Der zugehorige Versuchsplan besteht aus 128 Versuchsldufen.
Das vollbesetzte L8 Feld nach YATES und das L/2-Feld nach PLACKETT-BURMAN
nutzen jeweils nur einen Bruchteil dieser Kombinationen. Im Folgenden wird auf-
gezeigt, wie sich die Haupteffekte im Direktvergleich darstellen, wobei der Vollfak-

torplan quasi die “Musterlosung” liefert.

VAN

Abb. 2.4 Ergebnis des teilfaktio-
riellen Versuchsplans mit 8 Ein-
stellungen (L8). Auswertung des
Qualitdtsmerkmals Drehzahl.

Die Abweichungen liegen in Anbetracht des drastisch reduzierten Versuchsauf-
wandes bei beiden Teilfaktorpldnen sehr nah an den Ergebnissen des Vollfaktor-
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Abb. 2.5 Ergebnis des teilfaktio-
riellen Versuchsplans mit 12 Ein-
stellungen (L12). Auswertung des
Qualitdtsmerkmals Drehzahl.

Abb. 2.6 Ergebnis des teilfaktio-
riellen Versuchsplans mit 128 Ein-
stellungen (L128). Auswertung
des Qualititsmerkmals Drehzahl.

Abb. 2.7 Ergebnis des teilfaktio-
riellen Versuchsplans mit 16 Ein-
stellungen (L8 + fold over). Aus-
wertung des Qualitdtsmerkmals
Drehzahl.

Abb. 2.8 Ergebnis des teilfaktio-
riellen Versuchsplans mit 24 Ein-
stellungen (L12 + fold over). Aus-
wertung des Qualitdtsmerkmals
Drehzahl.

plans. Die stirksten Effekte werden in der richtigen Reihenfolge erkannt und haben
das richtige Vorzeichen. Unsicher ist lediglich die Berechnung des Effektes von Fak-
tor E. Das L8-Feld uiberschitzt den Effekt, wiahrend das L7/2-Feld den Effekt etwa in
der richtigen Stirke, aber mit falschem Vorzeichen angibt. Dies liegt an der Vermen-
gung der Haupteffekte mit Wechselwirkungen. In beiden Fillen wird durch Faltung
die Genauigkeit stark verbessert, ohne den Versuchsaufwand allzu stark in die Hohe
zu treiben. Die Angst, durch die falsche Wahl des Versuchsplans alle Chancen auf

den Erfolg zu verspielen, ist also vollig unbegriindet.
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2.3 Versuchspline fiir ein quadratisches Beschreibungsmodell

Bei nichtlinearen Zusammenhingen zwischen Faktor und Qualititsmerkmal stof3t
das lineare Beschreibungsmodell an seine Grenzen. Mit dem quadratischen Be-
schreibungsmodell bietet sich eine leistungsfiahige Erweiterung an. Hierzu wird das
lineare Modell um die quadratischen Terme der Haupteffekte erginzt.

D
AR
T
QIR
iR

R
IR
R

Abb. 2.9 Beispiel einer quadratischen
Funktion zur Beschreibung des Qualitits-
merkmals in Abhingigkeit von zwei Fak-
toren A und B.

Zweistufige Versuchspline beinhalten keine mittlere Einstellung, reichen also fiir
ein quadratisches Beschreibungsmodell nicht aus. Mit der Zahl der Einstellungsstu-
fen steigt die Zahl der Kombinationen erheblich. Bei fiinf Faktoren beispielsweise
ergeben sich 243 Kombinationen bei drei Stufen, im Vergleich zu 32 Kombinationen
bei zwei Stufen. Umso wichtiger ist nun die passende Strategie fiir einen Teilfaktor-
plan, weil Vollfaktorpline in der Praxis nicht mehr handhabbar sind. Der folgende
Abschnitt stellt einige Strategien zur Konstruktion von Teilfaktorplinen fiir nichtli-
neare Zusammenhinge vor und beleuchtet deren Vor- und Nachteile.

Dieser Abschnitt beschrinkt sich auf die Betrachtung eines quadratischen Be-
schreibungsmodells. Bei Computersimulationen besteht oft die Moglichkeit, sehr
viele Berechnungsldufe durchzufiihren und weitaus komplexere Beschreibungsmo-
delle zu verwenden. Das Kapitel Versuchspldne fiir nichtlineare Zusammenhdnge
spannt den Bogen weiter und beschreibt eine multivariate Analyse ohne vorherige
Festlegung auf ein Beschreibungsmodell.

Die Zahl der Unbekannten steigt beim quadratischen Modell im Vergleich zum
linearen Modell > nur geringfiigig an. Fiir jeden Faktor bendtigt man einen zusitz-
lichen Term. Bei acht Faktoren stehen also 45 Modellkonstanten den 6561 Kombi-
nationen eines dreistufigen Vollfaktorplans gegeniiber. Somit ist eine Reduzierung
des Aufwandes ohne Informationsverlust moglich. Die Zahl der Modellkonstanten
steigt progressiv mit der Zahl der Faktoren an (siche Abb. 2.10).

5 Mit Wechselwirkungen.
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2.3.1 Central-Composite-Design

Das Central-Composite-Design (CCD) baut auf einem zweistufigen Versuchsplan
auf. Dadurch entsteht die Moglichkeit, zunédchst das System mit einem zweistufigen
Versuchsplan zu untersuchen und erst bei Bedarf die fehlenden Versuchslidufe zu
erginzen. Das Central-Composite-Design besteht immer aus einem “Wiirfel” und
einem “Stern”. Der “Wiirfel” ist ein zweistufiger Versuchsplan, in der Regel ein
Teilfaktorplan der Aufiosungsstufe IV oder V. Ein “Stern” entsteht durch Variation
der einzelnen Faktoren, ausgehend von der Mittelstellung, dem sogenannten center
point. Der Stufenabstand dieser Variation tibersteigt den Stufenabstand des Wiirfels,
also wird letztlich jeder Faktor auf fiinf Stufen getestet.

Der iiber den Wiirfel hinausragende Stern stellt in der Praxis oft ein Problem dar,
weil die vom Versuchsplan verlangten Einstellungen mitunter nicht durchfithrbar
sind. Wenn im konkreten Fall daher die Stufenbreite nicht iiber die Stufenbreite des
Wiirfels hinaus vergroflert werden kann, greift man auf das face centered CCD zu-
riick und bleibt damit bei einer auf die Wiirfeldimensionen reduzierten Abmessung
des Sterns. Allerdings sind die Eigenschaften dieser Konstruktion im Vergleich zum
reguldaren CCD schlechter, weil die quadratischen Effekte untereinander korrelieren.
Ein Blick auf die Korrelationsmatrix empfiehlt sich also, im Rahmen der Versuchs-
auswertung. Der Quotient der Stufenbreiten heifit Verldngerungsfaktor. Orthogona-
litat und Drehbarkeit (rotatability) verlangen vorgegebene Verldngerungsfaktoren in
Abhingigkeit von der Zahl der Faktoren. Drehbar ist ein Design dann, wenn die



2.3 Versuchspline fiir ein quadratisches Beschreibungsmodell 41

Y2

Abb. 2.11 Central-Composite-Design. Aufbauend auf einen zweistufigen Versuchsplan (Wiirfel)
bieten zusitzliche Versuche (Stern), die Moglichkeit, auch nichtlineare Zusammenhénge zu unter-

suchen.
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Tabelle 2.10 Central-Composite-Design. Aufbauend auf einen
zweistufigen Versuchsplan (Wiirfel) wird zunéchst der Zentral-
punkt getestet. Dann folgen Variationen fiir jeweils einen Faktor,
die iiber die Wiirfelgrenzen hinaus gehen konnen. Drei Faktoren
lassen sich auf diese Weise mit nur 15 Versuchen auf jeweils fiinf
Stufen untersuchen.

Varianz der Vorhersage nur noch vom Abstand zum Zentralpunkt abhingt und nicht
von der Richtung. Dies ist ein Anspruch, der tiber die Orthogonalitit hinaus geht. In
der Praxis sind die dafiir erforderlichen Verldngerungsfaktoren selten realisierbar.
Das DRAPER-LIN CCD arbeitet mit dichter besetzten zweistufigen Teilfaktor-
plénen als Wiirfel. Dies reduziert die Zahl der Versuchsldufe bis knapp an das theo-
retische Minimum zur Versorgung des quadratischen Modells, geht aber mit einer
deutlich schlechteren Korrelationsmatrix einher. Hier korrelieren sogar Haupteftek-
te mit Wechselwirkungen, also ist das Feld nur unter Vorbehalt einsetzbar. An dieser
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|Faktoren | Olorth | Qror |

3

[cBE N N RV, N

1,29
1,48
1,61
1,78
1,94
2,05

1,68
2,00
2,00
2,38
2,83
2,83

2 Versuchsplidne

Tabelle 2.11 Verldngerungsfaktor o beim Central-Composite-Design in
Abhingigkeit von der Faktorenzahl. Das drehbare Design stellt noch ho-
here Anspriiche als das orthogonale Design.

Abb. 2.12 Face-Centered-Central-Composite-Design. Der
zusitzliche Stern ragt nicht iiber den Wiirfel hinaus. Dies ver-
meidet Probleme bei der Versuchsdurchfiihrung, liefert aber
eine schlechtere Trennung der quadratischen Effekte unter-
einander.

Stelle sei der Rat gestattet, im Zweifelsfall lieber ein sauberes zweistufiges Feld zu
verwenden, als ein mit starken Kompromissen behaftetes mehrstufiges Feld. Oft
werden die Nichtlinearititen {iberschitzt, oder es geniigt nach sorgfiltiger Vorunter-
suchung eine Detailuntersuchung mit einer geringeren Faktorenzahl.

Das Central-Composite-Design wird hdufig eingesetzt [9], weil die Zahl der be-
notigten Versuchsldufe nur moderat mit der Faktorzahl ansteigt und die Eigenschaf-
ten der Felder insgesamt sehr gut sind [2].

|Faktoren | Unbekannte | CCD | Dr aper—Lin| Tabelle 2.12 Zahl der benétigten Einstellungen beim

3

[c BRI NV, N

10
15
21
28
36
45

15
25
27
45
79
81

17
23
29
39
53

Central-Composite-Design in Abhingigkeit von der
Faktorenzahl. DRAPER-LIN-CCD verwenden als
Wiirfel einen dichter besetzten Teilfaktorplan.

2.3.2 Box-Behnken-Design

Das Box-Behnken-Design geht auf BOX und BEHNKEN zuriick. Immer dann, wenn
die Ecken des Faktorraums kritisch sind, bietet sich das Box-Behnken-Design an,
denn es ldsst genau diese aus. Natiirlich muss dem Anwender dann klar sein, dass die
Beschreibungsfunktion nicht mehr in den Ecken gilt, weil diese auflerhalb des unter-
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suchten Bereichs liegen und Extrapolationen grundsétzlich unzuldssig sind. Bei be-
kannt nichtlinearen Zusammenhingen kann jedoch bereits zum Zeitpunkt der Ver-
suchsplanung das Optimum im mittleren Bereich des Faktorraums vermutet werden,
weshalb die oben genannte Einschridnkung in der Praxis vielfach nicht ins Gewicht
fallt. So wird zum Beispiel dieses Feld sehr erfolgreich bei der Motorenentwicklung
eingesetzt. Die Zusammenhinge sind bei dieser Anwendung immer nichtlinear und
die Eckpunkte in vielen Fillen nicht ansteuerbar, weil die Motoren in den extremen
Betriebspunkten nicht mehr starten.
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Abb. 2.13 Box-Behnken-Design. Die Ecken werden nicht besetzt, sondern die Mittelpunkte der
Wiirfelkanten und der Zentralpunkt. Alle Kombinationen von jeweils zwei Faktoren auf den Stufen
—1 und 1 bilden einen Ring. Hierbei bleiben die iibrigen Faktoren bei einer mittleren Einstellung.
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Tabelle 2.13 Box-Behnken-Design. Dieser Versuchsplan ist vollig
eigenstindig und baut nicht auf einem zweistufigen Versuchsplan
auf. Um den Zentralpunkt werden ringférmig jeweils zwei Faktoren
in allen Kombinationen getestet. 13 Versuche geniigen fiir 3 Fakto-
ren. Bei realen Versuchen (kein CAE) fiigt man Wiederholungen des
Zentralpunktes hinzu, um die Teststreuung abschitzen zu konnen.
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Das Box-Behnken-Design setzt sich aus “Ringen” zusammen. Jeweils zwei Fak-
toren werden in allen Kombinationen auf zwei Stufen variiert, die tibrigen Faktoren
bleiben auf einer mittleren Einstellung. Dadurch entsteht ein sehr gut konditionier-
tes Feld mit sauberer Auflosung der Wechselwirkungen und der quadratischen Ef-
fekte. Im Gegensatz zum face centered Central-Composite-Design korrelieren die
quadratischen Effekte nur schwach, mit Werten zwischen 0,07 und 0,2. Nachteilig
ist bei groBer Faktorenzahl der Uberhang der mittleren Einstellung im Vergleich zu
den Randeinstellungen ©. Daher wird diese Konstruktion in der Literatur nur fiir 3-5
Faktoren ohne Einschrinkung empfohlen, ldsst sich jedoch im Bedarfsfall auch fiir
eine hohere Zahl von Faktoren verwenden. Das Box-Behnken-Design ist ebenfalls
sehr effizient und absolut praxistauglich.

[Faktoren|Unbekannte|BBD|

3 10 13

4 15 25 Tabelle 2.14 Zahl der benétigten Einstellungen beim Box-
5 21 41 Behnken-Design in Abhéngigkeit von der Faktorenzahl.

6 28 49

7 36 57

8 45 81

2.3.3 Monte-Carlo-Verfahren

Der Name dieses Verfahrens erinnert nicht ohne Grund an ein Spielkasino. Man
nutzt den Zufallsgenerator, um die Faktoreneinstellungen quasi “auszuwiirfeln”. Da
alle Spalten unabhingig voneinander ausgewiirfelt werden, ergeben sich bei genii-
gend groBen Feldern nur schwache Korrelationen. Das auf zunichst sonderbar er-
scheinende Weise erzeugte Feld ist sozusagen von Natur aus weitgehend orthogonal.
Die groBite Stirke dieser Konstruktion liegt in der Tatsache, dass sehr viele Einstel-
lungen fiir jeden Faktor gefahren werden. Ein “over-fit” ist damit ausgeschlossen.

Nachteilig ist die hohe Zahl der erforderlichen Versuchsldufe. Die zufillige Fest-
legung der Faktoreneinstellung arbeitet natiirlich weitaus weniger effizient als eine
speziell ausgekliigelte Feldkonstruktion. Eine gleichmifige Abdeckung des mehr-
dimensionalen Faktorraumes erfordert also sehr viele Versuchsldufe. Latin Hyper-
cubes reduzieren den Aufwand ohne Verlust der Vorteile um etwa 50%. Bei realen
Versuchen wird man selten die gewiirfelten Einstellungen umsetzen konnen, wes-
halb dieses Verfahren iiblicherweise den CAE-Studien vorbehalten bleibt. Wenn die
Zahl der Versuchsldufe keine grof3e Rolle spielt, zum Beispiel bei schnellen CAE-
Modellen mit automatisierter Ablaufsteuerung, ist das Monte-Carlo-Verfahren eine
gute Wahl.

6 Dadurch ist die Dimpfung der Teststreuung an den Riindern schlechter als bei zweistufigen
Feldern gleicher Grofie. Dies kann im Einzelfall die Auswertung behindern.
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Abb. 2.14 Monte-Carlo-Design. Per Zufallsgenera-
tor werden die Faktoreinstellungen bestimmt. Der
Versuchsplan ist weitgehend orthogonal und nicht
auf ein bestimmtes Beschreibungsmodell festgelegt.
Allerdings bendtigt man viele Versuchsldufe. In die-
sem Fall zeigen sich selbst bei 200 Einstellungen
noch relativ grofe “Locher”.

Abb. 2.15 Space-Filling-Design. Gezeigt werden
die ersten drei Dimensionen eines Space-Filling-
Designs mit 500 Versuchen. Das Feld wurde von
JMP fiir acht Dimensionen gerechnet.

Eine weitere Variante zur Reduktion der erforderlichen Versuchszahl sind die
sogenannte Space-Filling-Designs. Hier geht man zunéchst von zufélligen Kombi-
nationen aus, sorgt aber parallel dazu fiir eine moglichst gleichmé@Bige Verteilung im
Faktorraum, um “Locher” zu vermeiden. Das Kapitel Versuchspline fiir komplexe
Zusammenhdnge geht darauf im Detail ein.

2.3.4 Fallstudie

Vor der Entscheidung fiir einen Versuchsplan stellt sich natiirlich die Frage, inwie-
weit die Feldkonstruktion das Endergebnis beeinflusst. Welcher Versuchsplan ist
der beste? Kann man durch die Wahl des “falschen” Versuchsplans auf die falsche
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Féhrte gelangen? Dies sind die gleichen Fragen wie im Abschnitt Screening Ver-
suchspline. Es gibt keine allgemein giiltige Antwort darauf, ansonsten hitte ja nur
eine Feldkonstruktion iiberlebt.

Symbol |Parameter | Einheit | Einstellung . )
min  max Tabelle 2.15 Einstellungstabelle, Fallstudie Rasen-
sprenger. Alle acht Parameter wurden in der folgenden
A o 15 45 Studie variiert. Es gab jeweils mehr als zwei Stufen,
B B ) 0 30 daher die Angabe von min und max, anstelle von —
C Ay mm 2 4 und +.
D d mm 100 200
E Mg, Nm 10,01 0,02
F Mgy Nm 10,01 0,02
G Pin bar 1 2
H dy mm 5 10

Das bereits vorgestellte Rasensprengerbeispiel (siehe Abb. 2.3) bietet die Mog-
lichkeit, acht Faktoren zu variieren. Erprobt wurden vier verschiedene Felder. Als
Musterlosung dient ein Space-Filling-Design mit 500 Versuchen. Hier kann ein
over-fit mit Sicherheit ausgeschlossen werden. Als zweites Feld geht ein Space-
Filling-Design mit 82 Versuchslidufen in’s Rennen. Der dritte Kandidat ist ein Latin-
Hypercube-Design mit 129 Versuchen. Zum Abschluss wurde noch ein klassisches
flachenzentriertes (face centered) Central-Composite-Design verwendet.

651 .

NN

55 4

oM

45l 1 Abb. 2.16 Ergebnis der Simulation

mit 500 Versuchen, Space-Filling-

Factor_A Factor_C Factor_E Factor_G Design. Effekt—Diagramm fir das
Factor_B Factor_D Factor_F Factor_H Qualitﬁtsmerkmal: Reichweite

Die Unterschiede sind erstaunlich gering, in Anbetracht der vollig unterschied-
lichen Feldkonstruktionen, bei denen de facto keine einzige Versuchseinstellung in
mehr als einem Feld vorkam. Letztlich kommt man auch in diesem Fall auf mehre-
ren Wegen zum gleichen Ziel. Dies ist ein Verdienst des vergleichsweise robusten
quadratischen Modells. Der unerfahrene Anwender braucht also keine Angst vor
Misserfolgen zu haben und dem erfahrenen Anwender steht jederzeit eine reiche
Auswahl an Versuchsplidnen zur Verfiigung.
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Abb. 2.17 Ergebnis der Simulati-
on mit 82 Versuchen, Space-Filling-
Design. Effekt-Diagramm fiir das
Qualitdtsmerkmal: Reichweite

Abb. 2.18 Ergebnis der Si-
mulation mit 129  Versuchen,
Latin-Hypercube-Design.  Effekt-
Diagramm fiir das Qualitdtsmerk-
mal: Reichweite

Abb. 2.19 Ergebnis der Simula-
tion mit 82 Versuchen, Central-
Composite-Design (face-centered).
Effekt-Diagramm fiir das Qualitits-
merkmal: Reichweite

Das quadratische Modell konnte diese Aufgabe iibrigens souverdn meistern.
Selbst beim 500er Feld lisst sich iiber 99 % der Gesamtvarianz mit dem Beschrei-
bungsmodell abdecken. Die kleineren Felder liegen naturgemif} bei diesem Indi-
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kator tiber den groflen Feldern, weil weniger Freiheitsgrade im System vorhanden
sind und sich das Modell dann besser an die vorhandenen Versuchsdaten anpas-
sen kann. Immerhin wurde im acht-dimensionalen Raum und bis an den Rand der
numerischen Stabilititsgrenzen des Rasensprengermodells variiert. Es gibt ausge-
priagte Wechselwirkungen und Nichtlinearititen. Dies bezieht sich auf die Basis-
variante des Rasensprengermodells. Fiir die aufwendigeren Untersuchungen in den
CAE-Kapiteln wurde das Modell erweitert, um die einfachen Beschreibungsmodel-
le tiber ihre Leistungsgrenzen zu bringen. Natiirlich hat das quadratische Modell
seine Grenzen. Es ist grundsitzlich stetig und differenzierbar. Daher kann es weder
“Spriinge” noch “Knicke” abbilden.

beobachtet
~ [e0]
T T T T T T B S S S S

vorhergesagt

Abb. 2.20 Residual-Plot. Simulation mit 500 Versuchen, Space-Filling-Design. Bis auf vereinzelte
Ausreifler kann das Beschreibungsmodell die Versuchsreihe gut abbilden.

2.4 Grenzen des Beschreibungsmodells

Wenn das quadratische Beschreibungsmodell nicht mehr ausreicht, kann ein kubi-
sches Beschreibungsmodell in vielen Fillen das Problem 16sen, ohne einen Metho-
denwechsel in Richtung neuronaler Netze [3] oder Kriging zu erzwingen. An den
Versuchsplan werden dann allerdings hohere Anforderungen gestellt und auch die
Zahl der Unbekannten steigt drastisch an. Die Gefahr eines over-fits ist hier gegeben,
daher empfehlen sich Versuchspline mit sehr vielen Zwischenstufen, zum Beispiel
Space-Filling-Designs oder Latin-Hypercubes.
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Abb. 2.21 Beispiel einer kubischen Funktion zur
Beschreibung des Qualitdtsmerkmals in Abhidngig-
keit von zwei Faktoren A und B.

Die Handhabung kubischer Beschreibungsmodelle ist aufwendig. Hilfreich ist
dann eine Software 7, die automatisch alle unbedeutenden Terme kiirzen kann, um
die Beschreibungsfunktion einigermafen kompakt zu halten.

r ]
6,51 .
6L S — ]
s [ / r ]
o 55[ ] Abb. 2.22 Ergebnis der Simula-
[ ] tion mit 500 Versuchen, Space-
5 b B Filling-Design, kubisches Be-
r ] schreibungsmodell. Dargestellt
r ] ist das Effekt-Diagramm fiir das
45t I Qualititsmerkmal: Reichweite.
Die Unterschiede zum quadrati-
Factor A Factor C  Factor E  Factor G schen Modell sind in diesem Fall
Factor B Factor D  Factor F Factor_H nur gering.
n_f+l 5
nm=Y i+ni+(ny—2) fir np>1 (2.2)

i=1

Bei drei Faktoren ergeben sich bereits 20 Modellkonstanten, bei vier Faktoren
35, bei fiinf Faktoren 55, usw. . Eine Beschreibungsgleichung fiir zwei Faktoren x;
und x, sieht dann folgendermafen aus:

2 2 3 2 2 3
y=co+cix1+c2x2+crax1xp +C11X] +C22X5 +C111X7] +C112X7X2 + C122X1X5 + €220
(2.3)

7 Design Expert® ist beispielsweise dazu in der Lage.
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61 ] Abb. 2.23 Residual-Plot des ku-

] bischen Beschreibungsmodells am
Beispiel Rasensprenger. Simulati-
on mit 500 Versuchen, Space-
Filling-Design. Das Modell drit-
al- ] ter Ordnung erreicht einen R?, Justed
[ ] Wert von 99,95 %, wobei noch iiber
300 Freiheitsgrade verbleiben, um

beobachtet

S S P EPO O eine stabile Statistik aufzubauen. In
3 4 5 6 7 8 diesem Fall lagen tatséchlich signi-
vorhergesagt fikante Dreifachwechselwirkungen

und kubische Effekte vor.

Abb. 2.24 Reichweite des Ra-
sensprengers als Funktion vom
vertikalem Diisenwinkel o und
Diisenquerschnitt. Space-Filling-
Design, kubisches Beschreibungs-
modell. Die iibrigen Faktoren
stehen in der mittleren Einstellung.

02 06 1

1
Factor C = -1 06 02

Factor_A

Auch ein Beschreibungsmodell vierter Ordnung ist méglich (quartic). Die Zahl
der Modellkonstanten steigt dann rasant an, also erfordert dies groe Felder und
eine automatisierte Elimination der nicht signifikanten Terme. Bei einer geringen
Zahl von Faktoren kann das Modell vierter Ordnung jedoch sehr hilfreich sein und
erweitert den Anwendungsbereich der DoE. Wo sind die Grenzen? Eine allgemein-
giiltige Antwort gibt es nicht, allerdings einige grundsitzliche Uberlegungen. Hier-
zu hilft die Betrachtung eines eindimensionalen Problems. Nur wenn der grund-
satzliche Verlauf der Messdaten durch diese Funktionsklasse abbildbar ist, kann die
Regression erfolgreich sein.

Im Einzelfall kann eine logarithmische Transformation des Qualitdtsmerkmals
(also der Ergebnisgrofie) die Grenzen noch etwas weiter treiben, ist also immer
einen Versuch wert. Allerdings wird die Regression nicht grundsitzlich besser. Da-
her ist in diesen Fillen eine sorgfiltige Priifung des Beschreibungsmodells notwen-
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f(x)

Abb. 2.25 Progressiver Verlauf. Dies ist kein Problem
und erfordert in der Regel nur ein Modell zweiter Ord-
nung, auch wenn das Extremum nicht am Rand liegt.
Die Terme dritter und vierter Ordnung bieten weitere
Mbglichkeiten, also ist diese Kategorie unkritisch.

Abb. 2.26 Degressiver Verlauf. Dies ist ebenfalls mog-
lich, jedoch nur mit einem Modell dritter oder vier-
ter Ordnung. An den Réndern liduft die Regression aus
dem Ruder, also wird jede Extrapolation mit Sicherheit
scheitern. Insgesamt tun sich Polynome mit degressi-
ven Verldufen ein wenig schwer.

Abb. 2.27 Wendepunkt mit lokalen Extrema. Ein Mo-
dell dritter Ordnung kommt damit zurecht. An den
Réndern ist auch hier Vorsicht geboten. Die Lage der
Extrema wird moglicherweise nicht exakt vorherge-
sagt. Bei Optimierungen sind Bestdtigungsldufe ange-
bracht.

Abb. 2.28 Wannenformiger Verlauf. Ein Modell vier-
ter Ordnung kann dies iiberraschend gut abbilden, weil
sich die Terme hoherer Ordnung gegenseitig kontrol-
lieren.

CRANN

dig. Sollten die Polynome als Funktionsklasse scheitern, kann auch eine allgemei-
ne Regression in Betracht gezogen werden. Dies ist kein DoE Standard, aber mit

f(x)

<

Abb. 2.29 Nicht differenzierbarer Verlauf. Hier ist
Schluss. Auch ein Modell vierter Ordnung kommt
nicht in die Ecke hinein und wird den vermutlich in-
x teressantesten Teil der Daten nicht gut abbilden.
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Abb. 2.30 Sprungfunktion. Auch an diesem Fall beif3t

sich selbst das Modell vierter Ordnung die Zihne aus.
o/ e Eine grobe Abbildung ist machbar, jedoch kommt es zu
Uberschwingern und unrealistischen Verldufen an den
x Réndern.

der gleichen Software und den gleichen Versuchsdaten machbar. Im Wesentlichen
erweitert sich dadurch die Auswahl an Funktionstermen und in Folge dessen die
Flexibilitit bei der Anpassung an die Testdaten. Wer in der Praxis mit derart nicht-
linearen Zusammenhéngen zu tun hat, kennt in der Regel sein System schon aus
Vorversuchen und hat eine qualitative Idee vom erwarteten Verlauf. Normalerwei-
se sind die realisierbaren Stufenabstéinde jedoch begrenzt, insbesondere dann, wenn
viele Faktoren gleichzeitig variiert werden. Daher arbeiten auch einfache Modelle
zweiter Ordnung in erstaunlich vielen Fillen absolut zuverléssig.

2.5 Mischungspléine

Anwendungen in der Chemie und der Verfahrenstechnik beziehen sich oft auf Mi-
schungen. Im Gegensatz zur allgemeinen Anwendung liegt hier eine zusétzliche
Randbedingung vor, die der Faktorraum eingrenzt: Die Summe aller Mischungsan-
teile ist 100%. Diese Randbedingung reduziert den Faktorraum um eine Dimensi-
on. Zum Beispiel steht bei drei Faktoren letztlich nur noch ein zweidimensionaler
Bereich zur Verfiigung, der die Randbedingung erfiillt. Sehr héufig ist der Faktor-
raum noch durch weitere Randbedingungen eingeschrinkt, weil nicht jedes mogli-
che Mischungsverhiltnis in der Realitit darstellbar ist bzw. einen Sinn ergibt. Diese
Einschriankungen sind jedoch von Fall zu Fall unterschiedlich. Daher ist dieser Ab-
schnitt nur kurz, denn die allgemeinen Mischungspléine sind nur dann anwendbar,
wenn der Faktorraum keine weiteren Einschrinkungen enthilt, ansonsten kommen
mafigeschneiderte Versuchspline zum Einsatz.

nf

Y=l 2.4)

i=1

2.5.1 Simplex-Lattice-Design

Das Simplex-Lattice-Design (Simplexgitterplan) testet zunichst die Ecken des ver-
bleibenden Faktorraums, also die Mischungen mit jeweils vollem Anteil einer Kom-
ponente. Die verbleibenden Komponenten haben dann den Anteil 0. In Abhéngig-
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X1 [ X2 | X3
11010 [
0,603 0 |y
0,6/ 0 (0,33
0,30,6] 0 |4
linear quadratisch kubisch  0,3]0,3/0,3] ys
03] 0 (0,6 ys
ol1]0]y
0 10,6] 3 |ys
0 10,3| 6 |y
010]1|yo

Tabelle 2.16 Simplex-Lattice-Design fiir drei Mischungskomponenten und verschiedene Be-
schreibungsmodelle. Die Bildung der Beschreibungsmodelle erfolgt analog zur Bildung bei kon-
ventionellen Versuchsplidnen. Allerdings ist der Faktorraum eingeschrénkt, weil in jedem Fall die
Randbedingung fiir die Mischung eingehalten werden muss.

keit vom gewiinschten Beschreibungsmodell kommen weitere Punkte hinzu, wobei
die Mischungsanteile in jeweils gleichen Stufenabstinden variieren. Fiir das qua-
dratische Modell kommt der Anteil 0,5 hinzu, beim kubischen Modell werden die
Anteile 0,3 und 0,6 getestet.

2.5.2 Simplex-Centroid-Design

Xll )2)2 )2)3 Tabelle 2.17 Simplex-Centroid-Design fiir drei Mischungskomponen-
ol1lo i ; ten. Dieser Versuchsplan ist geeignet fiir ein lineares, ein quadratisches
001 |y ur?d ein reduzierte.s kubisches Beschreibungsmodell, ohne die Wechsel-
0,5(0,5] 0 [vs wirkungsterme dritter Ordnung.

0,5| 0 10,5|ys

0 10,5|0,5|ye

0,3]0,3|0,3|y7

Das Simplex-Centroid-Design sieht grundsitzlich die Verwendung des Zentral-
punktes vor. Die Bildungsvorschrift orientiert sich an einer gleich gewichteten Auf-
teilung mit steigender Zahl von Komponenten in jeweils allen Permutationen. Zu-
néichst kommen alle Permutationen fiir eine Komponente auf 100% , dann alle Per-
mutationen mit jeweils zwei Komponenten auf 50%, dann alle Permutationen mit
drei Komponenten auf 33% usw. .
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Abb. 2.31 Simplex-Centroid-Design fiir drei Mi-
schungskomponenten. Aus dem dreidimensionalen
Faktorraum wird ein zweidimensionaler Bereich,
der die Randbedingung fiir die Mischung erfiillt.
In diesem Bereich sind die sieben Versuchspunk-
te verteilt. Die Eckpunkte entstehen, wenn nur eine
Komponente eingesetzt wird. Auf den Kanten des
Dreiecks liegen Mischungen von jeweils zwei Kom-
ponenten. Der Zentralpunkt entsteht durch die Mi-
schung aller drei Komponenten.

Komp_A=1,0

Zielgr_1

[ -8
KompﬁB:‘P ,0 .
~ Komp_C=1,0

Abb. 2.32 Typische Ergebnisdarstellung eines Simplex-Centroid-Designs fiir drei Mischungskom-
ponenten.

2.6 Individuell erstellte Versuchspline

In der Praxis kann es gute Griinde geben, von den vorkonfektionierten Versuchs-
pldnen abzuweichen und einen Versuchsplan zu erstellen, der quasi fiir das aktu-
elle Experiment mafigeschneidert wird. In Chemie und Verfahrenstechnik kommt
dies allein deshalb oft vor, weil Mischungen nicht in beliebiger Zusammensetzung
zu brauchbaren Ergebnissen fiihren, sondern nur in eingegrenzten Gebieten. Ge-
mischtstufige Felder sind ebenfalls nicht trivial und werden dann erforderlich, wenn
die Faktoren in unterschiedlich vielen Stufen zu testen sind. Mitunter ist die Zahl
der durchfiihrbaren Versuche auch so begrenzt, dass man bestrebt ist, exakt das er-
forderliche Minimum an Versuchen durchzufiihren.
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In diesen Fillen kommen sogenannte optimale Versuchspliane zum Einsatz, die
nach bestimmten Kriterien aus einem Vollfaktorplan die wichtigsten Einstellungen
herauspicken. An die Stelle eines Vollfaktorplans kann auch eine Kombination aus
zweistufigem Vollfaktorplan und weiteren Kandidaten treten. Als Kandidat gilt hier
eine mogliche Einstellung der Faktoren, die nicht im zweistufigen Vollfaktorplan
enthalten ist, zum Beispiel Zentralpunkt oder Kantenmitten (vgl. Box-Behnken-
Plan). Natiirlich muss auch hier gewihrleistet sein, dass die Effekte voneinander
zu trennen sind.

An dieser Stelle taucht eine grofle Hiirde auf, da der Anwender vor der Ver-
suchsreihe sein Beschreibungmodell festlegen muss. Der Auswahlalgorithmus be-
riicksichtigt nur die Effekte des vorher ausgewihlten Beschreibungsmodells bei der
Selektion der optimalen Kombinationen. Kennt man sein System gut, ergibt sich
dadurch im Vergleich zu vorkonfektionierten Plidnen ein gewisses Einsparpotential.
Kennt man sein System nicht so gut, wird der optimale Versuchsplan die vorkon-
fektionierten Plidne kaum schlagen konnen, bringt aber moglicherweise zusitzliche
Komplikationen mit sich. Der Anwender muss neben dem Beschreibungsmodell
auch die Zahl der verfiigbaren Versuchsldufe und das Auswahlkriterium festlegen.
Aus diesen Angaben errechnet der Computer dann den bestmoglichen Kompromis
in Bezug auf das Auswahlkriterium. In jedem Fall ist es ratsam, sich das resultie-
rende Feld genau anzusehen und die Eigenschaften zu priifen. Oft wird leider die
Zahl der fiir eine saubere Untersuchung erforderlichen Versuche unterschitzt oder
der Anwender kennt den Unterschied der Auswahlkriterien nicht. Blindes Vertrauen
in den optimalen Versuchsplan fiihrt dann zur Enttduschung.

2.6.1 Auswahlkriterien

Gingig ist das sogenannte D-optimale Design. Hierzu wird die Koeffizientenmatrix
X analysiert, die in Abhéngigkeit vom Beschreibungsmodell und dem Versuchsplan
entsteht. Um zu verstehen, was es damit auf sich hat, ist ein kleiner Exkurs in die
Regressionsanalyse [8, 4, 11] notwendig. Letztlich laufen alle alle bislang gezeig-
ten Beschreibungsmodelle auf eine lineare Regression hinaus. Auch die Wechsel-
wirkungen und quadratischen Effekte sind formal wie lineare Effekte berechenbar,
wenn man sogenannte transformierte Eingangsgrdfien einfiihrt. Eine transformierte
Eingangsgrofle entsteht aus einer oder mehreren Eingangsgrofien durch eine fes-
te mathematische Verkniipfung, zum Beispiel Multiplikation. Im Gleichungssystem
erfordert jede transformierte Eingangsgrofle eine zusitzliche Spalte. De facto muss
also ein Gleichungssystem mit n. Spalten und n, Zeilen gelost werden.

ne=ng+n+1 2.5)

Zur Faktorenzahl ny kommt noch die Zahl der zusitzlichen transformierten Ein-
gangsgrofen n, hinzu. AuBlerdem erfordert der Gesamtmittelwert eine Konstante. n,
ist die Zahl der Versuchsldufe. Die Ergebnisse der Versuchsldufe bilden einen Vek-
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tor y. Dieser wird durch das Beschreibungsmodell angenihert, wobei ein Restfehler
€ bleibt. Das Beschreibungsmodell seinerseits ist eine Linearkombination der Ein-
gangsgrofien (inclusive der transformierten Eingangsgroflen) und der Konstanten.
Die Linearkombination entsteht einfach durch Multiplikation der Matrix X mit dem
Vektor c.

y=Xc+¢ (2.6)

Um an die Modellkonstanten ¢ zu kommen, muss die folgene Gleichung gelost
werden:

c= (X'X)"'Xly Q2.7)

An dieser Stelle setzen die Bewertungsverfahren an. Der D-optimale Versuchs-
plan minimiert die Determinante des Terms (X’ X)fl. Dies entspricht einer Maxi-
mierung der Determinante von (X'X). (X'X) wird auch als Informationsmatrix be-
zeichnet. Lapidar ausgedriickt bringt die maximale Determinante auch die maximale
Information. So wird eine moglichst stabile Berechnung der Modellkonstanten er-
reicht. Der Suchalgorithmus stellt bei vorgegebenem Beschreibungsmodell jeweils
die Kandidatenliste zusammen und rechnet eine neue Matrix X aus. Die Optimie-
rung nach dem oben genannten Kriterium liefert dann die bestmogliche Auswahl
der Faktoreinstellungen. D-optimale Versuchspldne minimieren das Volumen des
gemeinsamen Vertrauensbereiches des Vektors c.

Alternativ dazu kann auch die mittlere Varianz der Regressionskoeffizienten op-
timiert werden. Dies geschieht im A-optimalen Design. Hierzu wird die Summe der
Hauptdiagonalenelemente von (X’ X)7l minimiert, die Spur (trace) dieser Matrix.

Das G-optimale Design minimiert das grofite Element der Hauptdiagonale in
der sogenannten Hutmatrix X (X’ X)_1 X'. Dies beeinflusst die maximal auftreten-
de Varianz der Vorhersagewerte im gesamten Faktorraum. Es gilt ndmlich folgende
Beziehung zwischen den vorhergesagten Ergebnissen § und den tatsdchlichen Er-
gebnissen y:

§=X(X'X) ' XYy 2.8)

I-optimale und V-optimale Versuchspline richten hingegen ihr Augenmerk auf
die mittlere Vorhersagegiite im Faktorraum.

Eine genaue mathematische Beschreibung der verschiedenen Kriterien, mit Her-
leitungen und Vergleich in Bezug auf ihre Auswirkung auf den letztendlich resultie-
renden Versuchsplan sprengt den Rahmen dieses Buches. Zur Regressionsanalyse
gibt es eigene Biicher [4], die im Detail alle Rechenschritte durchgehen.
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2.6.2 Einschrinkungen des Faktorraums

Es gibt zwei mogliche Varianten: Einschrinkungen, die jeweils nur einen Faktor
betreffen, oder Einschrinkungen die sich auf eine Kombination aus Faktoreinstel-
lungen beziehen. Im Endeffekt fithren beide Restriktionstypen dazu, dass ein Teil
der moglichen Kombinationen von vornherein ausscheidet, also bei der Suche nach
dem optimalen Versuchsplan nicht weiter betrachtet wird.

Die erste Variante lésst sich leicht durch die Wahl der Einstellgrenzen klédren.

ximin S Xi S ximax (29)

Die zweite Variante erfordert zusitzliche Restriktionen, die in der Regel implizit
ausgedriickt werden, zum Beispiel:

X1 +x <10 (2.10)

Nicht alle Versuchsplanungsprogramme gestatten es, die Restriktionen derart de-
tailliert einzugeben. Hier sollte der Anwender vor einer Kaufentscheidung mit dem
Softwareanbieter Riicksprache halten, soforn diese Funktionalitit von Bedeutung
ist. Alternativ dazu kann man im Einzelfall mit Pseudofaktoren durchaus zum Ziel
kommen. Pseudofaktoren sind mathematische Konstrukte, die reale Faktoreinstel-
lungen miteinander verkniipfen. Im Versuchsplan und der nachfolgenden Auswer-
tung werden sie wie reale Faktoren behandelt. Fiir den tatsdchlichen Test muss man
natiirlich aus der verlangten Einstellung der Pseudofaktoren wieder die Einstellun-
gen der realen Faktoren ausrechnen, was bei einfachen Verkniipfungen aber kein
Hexenwerk ist.

2.7 Die Mutter aller Versuchspliine

Obwohl diese Kategorie von Versuchsplinen keine besonders gute Vermengungs-
struktur aufweist 8, gelten die griechisch-lateinischen Quadrate von Leonhard Euler
(1707 bis 1783) als die iltesten brauchbaren Versuchsplidne. Arabische und india-
nische Schmuckstiicke mit Mustern vergleichbarer Anordnungen datieren zwar zu-
riick bis ca. 1200, wurden jedoch nicht mathematisch analysiert.

Shall| we | all [dye ? Tabelle 2.18 Schon vor langer Zeit wurden diistere Gedanken
We [shall| dye | all! mit Mathematik verkniipft. Diese Inschrift findet sich in Corn-
Al | dye [shall| we? wall auf dem Grab von Hannibal Basset (1686-1708). 291 Jahre
Dye | alll | —we [shall. spater prigten die Gebriider Wachowski den Ausspruch: “The

matrix is everywhere.”

8 1989 sah sich Stuart HUNTER [6] dazu veranlasst, vor diesen Feldern in einer Publikation
zu warnen: Let’s All Beware the Latin Square.



58 2 Versuchsplidne

Was hat das alles mit einem Versuchsplan zu tun? Nun, kommen wir zuriick zum
Ursprung der DoE und die Arbeiten von R. Fisher, ca. um 1920. Fisher hatte zwei-
dimensionale Gebilde als Testfelder zur Verfiigung. Dies im wahrsten Sinne des
Wortes, denn er betrieb landwirtschaftliche Ziichtungsforschung. Auf diesen zwei-
dimensionalen Gebilden wollte er natiirlich mehr als zwei Faktoren untersuchen,
idealerweise auch auf mehr als zwei Stufen. Die Euler’schen Quadrate waren als
mathematische “Spielerei” damals bekannt. Ihr Einsatz zur Festlegung der Bepflan-
zung auf einem Acker war hingegen innovativ. Eine wunderbare Zusammenstellung
der historischen Entwicklung findet sich iibrigens bei ANDERSON [1].

ac[b8[cBdy Tabelle 2.19 Griechisch-lateinisches Quadrat nach Leonhard Euler
dBlcy[balas (1707-1783) In jeder Zeile und in jeder Spalte kommen alle Buch-
by[ap|ds|car staben genau einmal vor. Dieses Feld ist ausgewogen.

co|da|ay|bp

Vereinfachend betrachten wir nun ein Feld mit neun Segmenten. Trivial ist die
Belegung mit zwei Faktoren auf jeweils drei Stufen. Diese werden einfach zeilen-
weise bzw. spaltenweise angeordnet. Mit der Idee von Euler ergibt sich nun die
Moglichkeit, zwei weitere Faktoren einzubringen, ohne die Zahl der Segmente zu
erhohen.

+|C+ D+|C— DO |CO D—

B|0({CO DO |C+ D—|C— D+

—|C— D—|CO D+|C+ DO

— 0 +
A

Tabelle 2.20 L9 Versuchsplan mit neun Einstellungen und vier Faktoren auf jeweils drei Stufen.
Fiir A- kommt jede Stufe von C und D genau einmal vor, bei B+ ebenso. Bei CO oder D- findet
man jede Stufe von A und auch von B. Jede beliebige Kombination funktioniert. Das Feld ist
ausgewogen.

Felder dieser Art sind sehr dicht besetzt, daher klein, aber auch schwer auszu-
werten. Taguchi hat diese Felder sehr gerne eingesetzt [5], war damit jedoch bei
Statistikern umstritten. Trotz aller Kritik war Taguchi erfolgreich, was letztlich auch
ein wenig auf die Robustheit der Methode zuriickzufiihren ist. Nur die Stufenmittel-
werte der Faktoreinstellungen lassen sich aus den Ergebnissen sicher ablesen, keine
quadratischen Effekte und keine Wechselwirkungen.
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