Signale und Systeme

Zusammenfassung

Das Wissen iiber die Signale als Triger der Information und ihre Ubertragung bzw.
Verarbeitung durch Systeme gehoren zur Kernkompetenz der Nachrichtentechnik. Da-
bei werden Signale als mathematische Funktionen und Systeme durch ihre Wirkung
auf eben diese Signale, den Eingangs-Ausgangsgleichungen, definiert.

Eine zentrale Rolle spielen dabei die linearen zeitinvarianten Systeme, wie sie sich
beispielsweise in der Elektrotechnik aus RLC-Netzwerken ergeben. Das Ausgangssi-
gnal resultiert dann aus der Faltung des Eingangssignals mit der Impulsantwort des
Systems. Im Frequenzbereich ergibt sich das (Fourier-)Spektrum des Ausgangssignals
aus dem Produkt des (Fourier-)Spektrums des Eingangssignals mit dem Frequenz-
gang des Systems. Darauf griindet sich auch der bekannte Begriff des Filters: Ist der
Frequenzgang null, so wird die entsprechende Frequenzkomponente unterdriickt. Im-
pulsantwort und Frequenzgang bilden ein Fourier-Paar.

Die Darstellung der Signale in Zeit- und im Frequenzbereich und die Ubertragung
des Konzepts auf die charakteristischen Systemfunktionen Impulsantwort und Fre-
quenzgang liefern den Zugang zu wichtigen Kenngrofien und Methoden der Nachrich-
tentechnik, wie der Bandbreite und der Filterung eines Signals.
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Abb. 2.1 System als Abbil- Eingangssignal Ausgangssignal
dung von Signalen ——» System —»
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Dem Mitbegriinder der modernen Informationstheorie N. Wiener! wird die Feststellung
zugeschrieben: ,,Information is information, not matter or energy*. Die Information be-
sitzt ihre eigene Qualitdt. Wie Materie oder Energie, ist sie ein grundlegendes Phdnomen
unserer Welt. Jedoch wird Information als Signal stets durch Materie bzw. Energie getra-
gen.

Der eher philosophische Ausspruch Wieners deutet auf die Schwierigkeit hin, Infor-
mation greifbar zu machen. Die Nachrichtentechnik unterscheidet deshalb zwischen der
Information im Sinn einer Nachricht und ihrer physikalischen Darstellung, dem Signal,
dessen Eigenschaften gemessen werden konnen.

Die Untersuchung von elektrischen Signalen und deren Ubertragung durch elektrische
Netzwerke ist seit der elektrischen Telegrafie ein Kernthema der Nachrichtentechnik. Mit
ihren Ergebnissen tréigt sie bis heute zur fachiibergreifenden Theorie der Signale und
Systeme, der Systemtheorie, bei. Die Systemtheorie erklért die Systeme funktional, als
Abbildungen von Signalen (Abb. 2.1).

»  Die Systemtheorie beschreibt

e Signale als mathematische Funktionen und macht sie der mathematischen
Analyse und Synthese zugdnglich. Physikalische Signale werden durch Mo-
delle in Form mathematischer Idealisierungen angendhert.

e Systeme und deren Reaktionen auf Signale. Physikalische Systeme werden
durch mathematisch idealisierte Modelle beschrieben, die in einem einge-
schrankten Arbeitsbereich das reale Systemverhalten approximieren.

In diesem Kapitel wird eine Einfiihrung in den Themenkreis der Signale und Systeme
aus nachrichtentechnischer Sicht gegeben. GemiB dem A. Einstein? zugesprochenen Wor-
ten ,,alles so einfach wie moglich, aber nicht einfacher* soll iiber die folgenden Beispiele
hinaus auch eine solide Grundlage fiir eine spitere fachliche Vertiefung gelegt werden.

Zunichst werden in Abschn. 2.1 grundlegende Signalarten vorgestellt. Danach werden
in Abschn. 2.2 einfache elektrische Netzwerke mit den konzentrierten Bauelementen R, L
und C als typische Beispiele linearer zeitinvarianter Systeme betrachtet. Es wird gezeigt,

! Norbert Wiener (1884—1964), US-amerikanischer Mathematiker, grundlegende Arbeiten zur Ky-
bernetik.

2 Albert Einstein (1879-1955), Nobelpreis fiir Physik (1921), emigrierte vor der Verfolgung durch
die Nationalsozialisten in die USA.



2 Signale und Systeme 23

wie das Ausgangssignal fiir ein beliebiges Eingangssignal berechnet werden kann. Ausge-
hend von der komplexen Wechselstromrechnung wird zunichst mit der Fourier-Reihe in
Abschn. 2.3 das Losungsverfahren auf periodische Signale erweitert, auf die Methode der
Ersatzspannungsquellen in Abschn. 2.4. Darauf aufbauend werden in Abschn. 2.5 anhand
einfacher physikalischer Vorstellungen das Spektrum und der Frequenzgang eingefiihrt.

In Abschn. 2.6 wird anschlieBend mit der Verallgemeinerung, der Fourier-Transfor-
mation, die Betrachtung auf den eigentlich interessanten Fall der aperiodischen Signale
ausgedehnt. Durch die Fourier-Transformation wird die Signalbeschreibung im Frequenz-
bereich mit dem Spektrum als charakteristische Funktion definiert. Komplementir zum
Spektrum werden die linearen zeitinvarianten Systeme durch ihren Frequenzgang be-
schrieben und das Konzept der linearen Filterung demonstriert. Typische Beispiele wie
Tiefpass und Hochpass werden erldutert. Der fundamentale reziproke Zusammenhang
zwischen der Bandbreite und der Dauer eines Signals und seine Bedeutung fiir die Nach-
richtentechnik werden herausgestellt.

Zum Schluss wird in Abschn. 2.7 das Konzept der linearen zeitinvarianten Systeme
nochmals aufgegriffen. Mit der Definition der Impulsfunktion als mathematische Idea-
lisierung eines sehr kurzen aber energiereichen Signals wird die Impulsantwort als die
zentrale Systemfunktion eingefiihrt. An der Impulsantwort lassen sich wichtige System-
eigenschaften erkennen. Dariiber hinaus konnen Impulsantwort und Frequenzgang als
Fourier-Paar ineinander transformiert werden. So schliet sich der Kreis zwischen den
Systembeschreibungen im Frequenzbereich und im Zeitbereich.

Die Organisation dieses Kapitels veranschaulicht die Mindmap in Abb. 2.2. Sie gibt
auch einen Uberblick iiber die zu klirenden Fachbegriffe.

— Zeitkontinuierliche und zeitdiskrete Signale
— Analoge und digitale Signale

— Periodische und aperiodische Signale
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2.1 Klassifizierung von Signalen

Signale treten in der Nachrichtentechnik an verschiedenen Stellen bei unterschiedlichen
Randbedingungen auf. Es bietet sich deshalb an, die Mathematik zur Vereinheitlichung
zu nutzen, d.h. die Signale als mathematische Funktionen zu modellieren und anhand
gemeinsamer Eigenschaften in Signalklassen zu ordnen und dann jeweils die passenden
Methoden als Werkzeuge bereitzustellen.

2.1.1 Zeitkontinuierliche und zeitdiskrete Signale

Ein Signal ist eine mathematische Funktion von mindestens einer unabhéingigen Varia-
blen. Wir schreiben fiir ein Signal allgemein x (¢); falls es sich um Spannung oder Strom
handelt auch u(z) bzw. i (¢). Die Variable ¢ steht i.d.R. fiir die Zeit. Ist ¢ kontinuierlich,
so liegt ein zeitkontinuierliches Signal vor. Ist die Zeitvariable nur fiir diskrete Werte de-
finiert, so spricht man von einem zeitdiskreten Signal und schreibt x[n]. Der Laufindex n
Wwir normierte Zeitvariable genannt.

Im Beispiel der Telefonie liefert das Mikrofon eine sich zeitlich dndernde elektrische
Spannung. Deren prinzipieller Verlauf konnte wie in Abb. 2.3 aussehen, einer Aufnahme
des Worts ,,Ful-da“. Darin gut zu erkennen, die zwei energiereichen Abschnitte zu den
beiden Vokalen ,,u“ und ,,a“.

In vielen Anwendungen entstehen zeitdiskrete Signale durch gleichformige zeitliche
Diskretisierung zeitkontinuierlicher Signale, wie im Stabdiagramm in Abb. 2.4 illustriert.
Man spricht von der (Signal-)Abtastung und der Abtastfolge x [n] = x (t =n - Tx) mit
dem Abtastintervall T,. Der Ubergang vom zeitkontinuierlichen zum zeitdiskreten Signal
wird in Kap. 3 noch ausfiihrlich behandelt.

Anmerkungen

e Fiir zeitdiskrete Signale sind auch die Schreibweisen x (n) verbreitet. Anzutreffen
ist ebenfalls die in der Mathematik iibliche Indexschreibweise x,,.
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Abb. 2.3 Mikrofonspannung als Funktion der Zeit
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Abb. 2.4 Zeitkontinuierliches a
Signal und Abtastintervall T4
(a) und zeitdiskretes Signal im
Stabdiagramm (b)

e Viele Signale sind von Natur aus zeitdiskret, wie der tdgliche Borsenschlusswert
einer Aktie. Oder Audiosignale werden am Computer (Synthesizer) erzeugt und
dann erst horbar gemacht.

e Die Systemtheorie ist interdisziplinir. Die Variable ¢ bzw. n muss nicht der Zeit ent-
sprechen. Beispielsweise in der Bildverarbeitung und der Geologie sind die Signale
vom Ort abhingig, man spricht dann von der Ortsvariablen.

2.1.2 Analoge und digitale Signale

Betrachtet man die Funktionswerte der Signale, wird zwischen wertkontinuierlichen und
wertdiskreten Signalen unterschieden. Letztere erhilt man stets bei der Signalverarbeitung
an Digitalrechnern aufgrund der endlichen Wortlinge der Zahlendarstellung. Sie werden
dort taktgesteuert verarbeitet. Man nennt derartige wert- und zeitdiskrete Signale digitale
Signale im Gegensatz zu analogen Signalen, die wert- und zeitkontinuierlich sind.

Kann ein Signal nur zwei Werte annehmen, so spricht man von einem bindren Si-
gnal. Solche Signale treten hiufig in der Digitaltechnik auf und werden dort, abweichend
von der Sprechweise hier, als digitale Signale bezeichnet. Die Abb. 2.5 zeigt ein bi-

Abb. 2.5 Binires zeitkon-

» 5 -
tinuierliches Signal zur L+ 2 28
Ubertragung des ASCII- u(?t) S1001101 = §
Zeichens Y mit Paritétsbit 12V o 0
(10011010)

> [
-12v Wl
e 833 ms ——»

Bitnummer 1 2 3 4 5 6 7
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nires Signal der frither am PC und auch heute noch an manchen Messgeriten iiblichen
RS-232-Schnittstelle. Es wird das Zeichen Y in der ASCII-Darstellung 89 = 20 + 23 +
2% 4 26 iibertragen. Das Akronym ASCII steht fiir den bekannten American Standard Co-
de for Information Interchange, der von der ITU als Internationales Alphabet Nr. 5 (IAS)
eingefiihrt ist. Die Schrittgeschwindigkeit im Beispiel betrigt 1200 Baud® pro Sekunde,
was in Kap. 4 noch genauer erldutert wird.

Fiir ein Beispiel eines digitalen Signals betrachten wir ein Thermometer, das zur Pro-
zessiiberwachung einmal pro Minute abgelesen wird. Das Thermometer habe eine Anzei-
genauflosung von 1 °C. Ein Messprotokoll konnte Abb. 2.6 enthalten. Es liegt ein digitales
Signal vor, das sich in der Mengenschreibweise kurz so darstellt:

x[n] =1{2.2,3,4,6,9,9,8,6,3,5} fir n=0,1,2,...,10.

Das letzte Beispiel macht deutlich, das Konzept der Signale und Systeme kann iiberall
da angewendet werden, wo geordnete Zahlenfolgen anfallen. Derartige Signale werden,
insbesondere in den Wirtschafts-, Sozial- und Humanwissenschaften, oft Zeitreihen ge-
nannt. Thre Auswertung im Rahmen der Zeitreihenanalyse, beispielsweise das Erkennen
von Zyklen und Trends zur Priadiktion von Entwicklungen in Rohstoff-, Waren- oder Ak-
tienmirkten oder das Entfernen von Storungen in Elektrokardiogramm(EKG)-Signalen,
ist Gegenstand der Systemtheorie.

Man beachte auch den prinzipiellen Unterschied zwischen den durch einen Laufindex
geordneten gleichartigen Daten der Informationstechnik und den in Datenbanken ver-
kniipften Daten der elektronischen Datenverarbeitung (EDV) der Informatik, wie Adres-
sen, Kontonummern, bestellte Artikel etc.

»  Analoge Signale sind wert- und zeitkontinuierlich, digitale Signale wert- und
zeitdiskret. Die technische Umsetzung eines analogen Signals in ein digitales
erfolgt mit einem Analog-Digital-Umsetzer (ADU) bzw. umgekehrt mit einem
Digital-Analog-Umsetzer (DAU).

3 Jean Maurice Emile Baudot (1845-1903), franzosischer Entwickler eines Schnelltelegrafen und
Schopfer des internationalen Fernschreibcodes Nr. 1.
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Abb. 2.7 Rechteckimpuls der a L X1(0)
Dauer 7' (a) und periodischer

Rechteckimpulszug mit Peri- .
ode Tp (b) « T »

b 4 (1)

*«— To >

2.1.3 Periodische und aperiodische Signale

In der harmonischen Analyse ist die Unterscheidung der Signale in periodische und aperi-
odische wichtig. Bei einem periodischen Signal wiederholt sich jeder Signalwert nach ge-
nau einer Periode. Ist das Signal nicht periodisch, so spricht man von einem aperiodischen
Signal. Als Beispiel fiir ein aperiodisches Signal zeigt Abb. 2.7a einen Rechteckimpuls mit
der Impulsdauer T . Darunter wird der Rechteckimpuls periodisch im Abstand 7 wieder-
holt. Man erhilt einen periodischen Rechteckimpulszug mit dem Tastverhdlmis T / Ty, also
dem Verhiltnis von eingetastetem Zustand (an, 1) zu ausgetastetem Zustand (aus, 0) in-
nerhalb einer Periode.

Eine wichtige Anwendung fiir periodische Signale liefert in Abschn. 2.2 die komplexe
Wechselstromrechnung. Dort werden sinusformige bzw. exponentielle Signale vorausge-
setzt. Die eulersche Formel* liefert fiir die (allgemein) Exponentielle den Zusammenhang

x () = e = ¢ -[cos (wt) +j-sin (w?)]

mit der komplexen Frequenz
s =0+ jw.

Man unterscheidet drei Fille: die angefachte Exponentielle mit o > 0, die harmonische
Exponentielle mit 0 = 0 und die geddmpfte Exponentielle mit o < 0. Die Signalverldufe
sind in Abb. 2.8 veranschaulicht. Das Bild oben zeigt einen Ausschnitt des Realteils von
x(¢) im geddmpften Fall. Zusitzlich ist der Verlauf der Einhiillenden e°’ eingezeichnet.
Die Einhiillende begrenzt das Signal von oben. Mit zunehmender Zeit verschwindet das
Signal schlieBlich anschaulich in der Abszisse. Man spricht auch von einem transienten
Signal. Mit 0 = 0 erhélt man den harmonischen Fall. Die sinusformige Funktion bleibt
bestindig. Schlielich ist unten der Signalverlauf des Realteils fiir den angefachten Fall
mit ¢ > 0 zu sehen. Die Einhiillende wéchst schnell exponentiell und damit auch das
Signal iiber alle Grenzen.

4 Leonhard Euler (1707-1783), Schweizer Mathematiker.
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Abb. 2.8 Beispiele zur zeit- v Re[x(9)] firc <0
kontinuierlichen allgemeinen
Exponentiellen

ARe[x(9)] firc = 0

\ Re[x(7)] fira >0

2.1.4 Deterministische und stochastische Signale

Bei der bisherigen Unterscheidung der Signale wurden die Funktionstypen (Grafen) zu-
grunde gelegt. Eine weitere, in den Anwendungen wichtige Unterscheidung ergibt sich
aus der Art bzw. der Quelle ihrer Entstehung, was sich u. a. darin duflert, ob das jeweilige
Signal exakt vorhergesagt werden kann oder nicht. Im ersten Fall handelt es sich um ein
deterministisches Signal. Sind beispielsweise Amplitude, Frequenz und Phase der Sinus-
funktion bekannt, ist der Funktionswert fiir jeden beliebigen Zeitpunkt festgelegt.

Lassen sich fiir ein Signal nur statistische Kenngroflen, wie Mittelwert, Varianz und
(Auto-)Korrelation angeben, so spricht man von einem stochastischen Signal oder Zufalls-
signal. Typische Beispiele fiir stochastische Signale sind die thermische Rauschspannung
eines Widerstands, die elektrische Spannung am Mikrofonausgang eines Fernsprechappa-
rats (Abb. 2.3), biologische Signale, z. B. die Signale einer EKG-Ableitung, oder Umwelt-
signale, wie die Bilder einer Webcam.

Das charakteristische Verhalten eines regellosen stochastischen Signals zeigt Abb. 2.9
links, wohingegen das stochastische Signal rechts im Bild, ein Tonsignal, neben einem An-
und Abklingen eine gewisse periodische Grundstruktur aufweist. Stochastische Signale
spielen eine herausragende Rolle, weil alle informationstragenden Signale stochastischer
Natur sind. Andernfalls wire die Nachricht bereits bekannt und eine Mitteilung konnte
unterbleiben.
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a Rauschsignal b Tonsignal
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Abb. 2.9 Rauschsignal (a) und Tonsignal (b) der Dauer von etwa 1 s

Streng genommen handelt es sich bei allen abgebildeten Signalen um deterministische
Signale, da sie durch die Abbildung per se eindeutig bestimmt sind. Man spricht hier tref-
fender von einer Musterfunktion eines stochastischen Prozesses. Letzterer steht fiir eine
prinzipiell unendliche Schar von Musterfunktionen und der Zufall bestimmt, welche Mus-
terfunktion gerade beobachtet wird. Man spricht allgemein von einem stochastischen Pro-
zess, wenn die Auswahl der Musterfunktion noch offen ist. Die Nachrichtentechnik, oder
allgemein die Systemtheorie, beschiftigt sich intensiv mit stochastischen Signalen und
deren Verarbeitung mit Systemen. Die moderne Nachrichtentechnik ist ohne die Wahr-
scheinlichkeitstheorie nicht moglich. Das Kap. 4 stellt grundlegende stochastische Kon-
zepte soweit vor, dass ihre Anwendungen in der Nachrichtentechnik verstdandlich werden.

»  Ein stochastisches Signal ist prinzipiell nicht vollstdndig vorhersagbar. Seine
Realisierung als Musterfunktion hdangt von einem Zufallsereignis ab.

2.1.5 Energie- und Leistungssignale

Fiir die Analyse von Signalen und Systemen, d. h. der Anwendbarkeit bestimmter mathe-
matischer Methoden, ist die Unterscheidung von Energie- und Leistungssignalen wichtig.
Dabei orientieren wir uns zunichst an bekannten physikalischen Groflen. Betrachtet wir
die Spannung u(z) und den Strom 7 (¢) an einem Widerstand R, so resultiert die (elektri-
sche) Momentanleistung

p@)=u()-i@®)=R-i*@).
Die Energie E und die mittlere Leistung P sind

too +T/2

1
E:R-[iz(t)dt bzw. P =R- lim — - / i2(t)dr.
T—oo T
—o0 -T/2
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Betrachtet man dimensionslose Signale — gegebenenfalls nach Normierung der zugrun-
de liegenden physikalischen GroBen, z. B. durch Bezug auf einen Referenzwiderstand von
1 2, der Referenzstromstérke 1 A oder der Referenzspannung 1V — so definiert man all-
gemein die normierte Energie und die normierte Leistung

o . +T/2
E = [ |x (t) |2dt bzw. P = lim — - [ x (¢) |2dt.
T—oo T
> -T2

Man spricht von Energiesignalen und Leistungssignalen, wenn E bzw. P als nichtne-
gativer endlicher Wert existiert.

Energiesignale sind alle betragsmifig quadratisch integrierbaren Signale, also zeit- und
amplitudenbegrenzte Signale, wie der Rechteckimpuls. Leistungssignale sind periodische
Signale wie die Sinus- und Kosinusfunktion oder der periodische Rechteckimpulszug.
Insbesondere sind alle spéter noch betrachteten Signale (Musterfunktionen) stationérer
stochastischer Prozesse ebenfalls Leistungssignale.

Das Konzept der Energie- und Leistungssignale ldsst sich unmittelbar auf die Folgen
tibertragen. Dazu ersetzt man oben die Integrale durch entsprechende Summen. Damit
kann auch fiir die Folgen an der Bedeutsamkeit von Energie und Leistung, wie sie aus der
Physik bekannt ist, angekniipft werden.

2.2 RLC-Netzwerke

Denkt man an die analoge Telefonie oder die Funktechnik, dann ist die Bedeutung elek-
trischer Netzwerke fiir die Nachrichtentechnik offensichtlich. Standen friiher elektroma-
gnetischer Phinomene im Mittelpunkt, so haben sich heute in der Informationstechnik
die Gewichte zwar verschoben, trotzdem bleibt das Wissen um elektrische Netzwerke,
z. B. die Vierpoltheorie, Leitungstheorie etc. eine Kernkompetenz der Nachrichteniibertra-
gungstechnik. Dariiber hinaus liefern die elektrischen Netzwerke wichtige, physikalisch
nachvollziehbare Anwendungsbeispiel zur Systemtheorie. Die Beschreibung der elektri-
schen Netzwerke fiihrt zudem zur zentralen Theorie der linearen zeitinvarianten Systeme.
Im Folgenden kniipfen wir kurz an den elektrotechnischen Grundlagen an.

2.2.1 Bauelemente und Quellen

Die Grundlagen zur Analyse und Synthese von RLC-Netzwerken bilden die aus der Phy-
sik bzw. Elektrotechnik bekannten Beziehungen zwischen den Spannungen und Strémen
an den idealen konzentrierten Bauelementen Widerstand R, Induktivitiit L und Kapazi-
tit C.In Abb. 2.10 sind die Definitionsgleichungen zusammengestellt. Hinzu kommen die
Definitionen der idealen Strom- und Spannungsquellen sowie die kirchhoffsche> Maschen-

> Gustav Robert Kirchhoff (1824—1887), deutscher Physiker.
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Grundgleichungen

Bezeichnungen und

Schaltzeichen Komplexe Energie

Zeitfunktionen Wechselstrom-
rechnung
Widerstand R
[R1=V/A=Q (0Ohm) /
2
() u(t)=R-i(r) Z(s)=k | W)= [ R-P*(r)de

i(t)=G-u(r) Y(s)=G s

 ——
i > F—

— in Warme umgesetzt

R=1/G
Induktivitat L
[L]1=Vs/ A =H (Henry) d 1 2
u(t)=L-i(0) 2(s)=sr | ()= Er0)
u(t) dt (s)=s 2
A L Y(s)=-
. S)=— . .
i l(t) = Z J. u(r)dz' oL — im magnetischen Feld
L - gespeichert
Kapazitat C
[C]1=As/V =F (Farad) p 1 5
1T wo (1) == C-u* (1)
)=—. d 1 ¢
u(l) u( ) c J.I(T) T Z(s)z— 2
_— —o0 sC
d = — im elektrischen Feld
i(r) —»—{ }7 i(t)=C-—u(r) Y(s)=sC ' '
dt gespeichert
C
Komplexe Frequenz s = o+ jm, Impedanz Z(s), Admittanz Y(s) =1/ Z(s)
(A) André-Marie Ampeére (1775-1836) (Q) Georg Simon Ohm (1789-1854)
(F) Michael Faraday (1791-1867) (V) Alessandro Volta (1745-1827)

(H) Joseph Henry (1779-1878)

Abb. 2.10 Lineare elektrische Zweipole — Definitionsgleichungen

regel fiir die Zweigspannungen und die kirchhoffsche Knotenregel fiir die Zweigstrome in
Abb. 2.11.

Die Analyse von RLC-Netzwerken mithilfe der komplexen Wechselstromrechnung als
Operatorrechnung wird im Folgenden anhand des elektrischen Reihenschwingkreises in
Abb. 2.12 kurz vorgestellt.
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Spannungsquelle Zeitfunktion
i(?) =7 - .
Sinusférmige Spannungsquelle mit Uq (t)_ Uq cos(a) I+ (/7)
el_ngepragter Spannung und Innen- Komplexe Amplitude
uq(t) widerstand null }
— 5 Lel?
Uq =ug-¢
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i () Zeitfunktion
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_7 L ele
Iq =iq-e
Kirchhoffsche Maschenregel
uz(t)
Die Summe aller Zweigspannungen
einer Masche ist null. Zu” (t) =0
n
uy () l l u;(0) Die Spannungen im Umlaufsinn der
Masche werden positiv und die im ZUn =0
Gegensinn negativ gezahlt. n
—_—
u4(t)
Kirchhoffsche Knotenregel
i Die Summe aller Zweigstrome eines : —
Knotens ist null. zl” (t) 0
. n
i(1) Die hineinflieRenden Stréme werden
. positiv und die herausflieRenden nega- z[n =0
f i(0) tiv gezahlt. n
13(0

Abb. 2.11 Quellen und Grundgleichungen der RLC-Netzwerkanalyse

Abb. 2.12 Reihenschwing-
kreis

C=6631pF

T

uq(?)

Wir betrachten eine sinusférmige Erregung mit der Spannungsquelle
uq (1) =1 -cos(wt 4+ ¢) =100V -cos (27 - 50Hz - 1)

und berechnen die Zeitfunktion des Stroms i (¢) im Kreis. Aus der kirchhoffschen Ma-
schenregel erhalten wir zunédchst den Zusammenhang der Zweigspannungen

ug (t) = ur (1) +up (t) +uc ().
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Weil der Strom des Reihenschwingkreises alle Bauelemente der Masche durchflief3t,
kann mit den in Abb. 2.10 dargestellten Beziehungen seine Bestimmungsgleichung als
Integrodifferenzialgleichung angegeben werden:

t

uq(t):R~i(l)+L~d%i(t)+é~/i(t)dt.

—00

Differenziert man die Gleichung einmal nach der Zeit, ergibt sich eine lineare Diffe-
renzialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

d*. d. 1 d
L'd—tzl(t)+R'El(t)+E'l(l)—Euq(t)

Aus der Mathematik ist das allgemeine Losungsschema fiir lineare Differenzialglei-
chungen bekannt. Wegen der sinusféormigen Inhomogenitit kann hier die Losung iiber
die Operatormethode relativ einfach bestimmt werden. In der Elektrotechnik bildet diese
Methode die Grundlage fiir die komplexe Wechselstromrechnung. Weil die Inhomogenitit
sinusformig ist, wird als Losungsansatz ein ebenfalls sinusformiger Strom gewéhlt. Damit
erscheint in der Differenzialgleichung auf der linken und rechten Seite der gleiche Funkti-
onstyp. Nur dann kann fiir alle Zeit ¢, d. h. im eingeschwungenen Zustand, die Gleichung
gelost werden, wenn sich beim Differenzieren und Integrieren der Funktionstyp reprodu-
ziert. Das genau leistet die sinusformige Gestalt. Die Uberlegungen fiihren unmittelbar
auf den Exponentialansatz fiir die Spannungsquelle

uq (1) = Re (Uy - ")

mit der komplexen Amplitude
Ug=1-e".
Anmerkung

e In der komplexen Wechselstromrechnung wir fiir gewohnlich der Realteil der kom-
plexen Frequenz zu null gesetzt, d.h. s = jw. Der Realteil ist erst von Bedeutung,
wenn die Laplace-Transformation zur Berechnung von Schaltvorgiingen zum Ein-
satz kommt oder Stabilitétsiiberlegungen wichtig werden.

Entsprechend wird fiir den Strom der Ansatz gewahlt

i(1) =Re(I-e").
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Die beiden Ansitze in die Bestimmungsgleichung (Integrodifferenzialgleichung) ein-
gesetzt liefert
t

R-I-e‘”-i—L-iI-e‘”-l-l-/I-e‘”dt:U e,
dr c d

—00

was nach kurzer Zwischenrechnung die Vorgehensweise rechtfertigt:
st st 1 1 st st
R-T-¢"+L-sl-e"+ —--1-¢e"=U;-e".

C s

Jetzt kann die Zeitabhingigkeit durch Kiirzen mit der Exponentialfunktion formal eli-
miniert werden. Die Zeitabhingigkeit der Losung ist davon nicht betroffen. Sie ist als
Exponentialfunktion definiert und wird der Losung fiir die komplexe Amplitude wieder
hinzugefiigt. Die komplexe Wechselstromrechnung setzt die Betrachtung im stationiren
Zustand, auch eingeschwungener Zustand genannt, voraus. Es resultiert die algebraische
Bestimmungsgleichung in s fiir die komplexe Amplitude des Stroms:

1
R-I+sL-I1+—-1=U,.
+ + C q
Sie ergibt schlieBlich die Losung

sC 1
I: 'U :Y ~U = —
PLC tsCR1 V=T -Ui=705

U,.

Der komplexe Faktor Y(s) wird Admittanz, auch komplexer Leitwert, genannt. Sein
Kehrwert Z(s) heifit Impedanz, auch komplexer Widerstand. Der Zusammenhang zwi-
schen den komplexen Grofien stellt eine direkte Erweiterung des bekannten ohmschen
Gesetzes dar. Unter Beriicksichtigung der Rechenregeln fiir komplexe Zahlen kann fiir
RLC-Netzwerke mit den komplexen Amplituden wie mit Gleichgrofen gerechnet werden.

Die Impedanz ist eine Funktion der Bauelemente R, L und C, sowie der komplexen
Frequenz s der sinusformigen Spannungsquelle. Im Zahlenwertbeispiel in Abb. 2.12 gilt
mit

s =j2mx -50Hz
fiir die Impedanz
Z=4Q-3Q=5.e70¢Q

und somit fiir die komplexe Amplitude des Stroms
1 =20-el"A,

Die gesuchte Zeitfunktion des Stroms erhalten wir durch Einsetzen in den Losungsan-
satz
i (1) =Re(I-¢") =20A-cos(2m -50Hz -1 + 0,64).
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Anmerkungen

e Wie spiter noch gezeigt wird, steht die Losung in engem Zusammenhang mit der
Ubertragungsfunktion und dem Frequenzgang von linearen zeitinvarianten Syste-
men.

e Der Schwingkreis zeichnet sich durch den Energieaustausch zwischen magneti-
schem und elektrischem Feld aus. Analoges gilt beispielsweise auch in der Mecha-
nik, in der die kinetische und die potenzielle Energie in wechselseitigen Austausch
treten konnen, z. B. beim mechanischen Pendel. Man spricht in diesen Fillen von
mechanischen Schwingkreisen.

2.2.2 Lineares zeitinvariantes System

In den folgenden Abschnitten werden elektrische Netzwerke betrachtet, die sich aus den
idealen Bauelementen Widerstand R, Induktivitit L und Kapazitit C und den idealen
Strom- und Spannungsquellen zusammensetzen. Trotz der Idealisierung haben derartige
Netze in der Nachrichtentechnik eine hohe praktische Bedeutung, weil sie reale Syste-
me im Arbeitsbereich oft gut beschreiben. So lassen sich reale Widerstinde, Spulen und
Kondensatoren in vielen Anwendungen durch RLC-Ersatzschaltungen modellieren. Ei-
ne wesentliche Eigenschaft der RLC-Netzwerke ist ihre Linearitit. Sie entspricht dem
physikalischen Superpositionsprinzip und garantiert eine relativ einfache mathematische
Beschreibung. Die Linearitit leitet sich hier allgemein aus den Beziehungen zwischen
Stromen und Spannungen an den Bauelementen in Abb. 2.10 ab. Es treten nur linea-
re Rechenoperationen auf: die Multiplikation mit einer Konstanten, die Differenziation
und die Integration. In der Elektrotechnik spricht man deshalb von der Linearisierung der
Schaltung. Eine weitere wichtige Eigenschaft wird meist stillschweigend vorausgesetzt:
die Zeitinvarianz. Das heif3t, die Netzwerke dndern im betrachteten Zeitraum ihre Eigen-
schaften nicht.

Anmerkung

e Wie der Techniker weil3, sind Temperaturschwankungen der Kennwerte, wie beim
sich im Betrieb erwidrmenden Widerstand, sowie Alterungsprozesse typische Feh-
lerquellen in realen Schaltungen. Derartige Fehler und der Umgang mit ihnen sind
hier auBerhalb der weiteren Uberlegungen.

Linearitdt und Zeitinvarianz fiihren unmittelbar zum Begriff des linearen zeitinvarian-
ten Systems, kurz LTI-System (,,linear time-invariant®). Hierzu betrachte man in Abb. 2.13
den passiven elektrischen Vierpol in seiner Darstellung als System mit je einem Ein- und
Ausgang und den elektrischen Spannungen als Eingangs- bzw. Ausgangssignal.

Zwei Eingangssignalen x;(z) und x,(¢) seien die Ausgangssignale y;(¢) bzw. y,(¢)
zugeordnet. Das System ist dann linear, wenn fiir eine beliebige Linearkombination der
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a i\(0) i(7) b Eingang Ausgang
—O—— —O—

RLC-
u](t)l Netzwerk l”z(t) x(#) —| system |—» V(O
—o0—] ——o—

Abb. 2.13 RLC-Netzwerk als Zweitor (a) und als System mit einem Eingang und einem Ausgang
(b)

Eingangssignale mit den Konstanten ¢ und o, stets die entsprechende Linearkombination
der Ausgangssignale zu beobachten ist:

ap-x; (1) Fox-x2(t) = -y (1) +az-ya (1)

Diese Bedingung muss streng genommen fiir die Uberlagerung von beliebig vielen,
in Summe leistungs- bzw. energiebegrenzten Signalen gelten, wie sie sich beispielsweise
durch die harmonische Analyse mit der Fourier-Reihe und der Fourier-Transformation in
den folgenden Abschnitten ergibt.

Fiir RLC-Netzwerke kann die Linearitit direkt aus den physikalischen Definitionsglei-
chungen fiir Strom und Spannung an den Bauelementen abgelesen werden. Weil diese
mathematischen Operationen linear sind, muss jede Linearkombination solcher Operatio-
nen, also praktisch die Verschaltung der Bauelemente, wieder ein lineares System sein.

»  Beschrédnken sich die Operationen im System auf die Addition von Signalen, die
Multiplikation der Signale mit Konstanten und die Differenziation oder Integra-
tion der Signale, so resultiert ein lineares System.

Die Linearitit ist deshalb so wichtig, weil dadurch das weitere Vorgehen wesentlich
vereinfacht wird. Will man die Reaktion eines LTI-Systems auf ein beliebiges Eingangs-
signal bestimmen, so bietet es sich an, das Eingangssignal in sinusformige Signalkompo-
nenten zu zerlegen. Fiir diese kann das jeweilige Ausgangssignal, z. B. mit den Methoden
der komplexen Wechselstromrechnung, gefunden werden. Die Systemreaktion ergibt sich
dann aus der Uberlagerung aller Ausgangs(teil)signale. Das Werkzeug hierzu liefert die
Mathematik mit der Fourier-Reihe in Abschn. 2.3 und ihrer Verallgemeinerung, der Fou-
rier-Transformation in Abschn. 2.6.

Anmerkungen

e In der komplexen Wechselstromrechnung wird vorausgesetzt, dass bei sinusformi-
ger Erregung mit einer festen Frequenz, alle Spannungen und Strome ebenfalls
sinusformig und mit gleicher Frequenz sind, nur Amplituden und Phasen unterschei-
den sich. Dem liegt bei den LTI-Systemen folgender allgemeine Zusammenhang
zugrunde: Ein Signal von der Form einer (allgemein) Exponentiellen am System-
eingang fithren auf die Exponentielle gleicher Frequenz am Ausgang; man spricht
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von der Eigenfunktion. Es ist deshalb nicht verwunderlich, dass wichtige Gleichun-
gen der Physik zur Ausbreitung von Wirme, mechanischer und elektromagnetischer
Energie durch komplex Exponentielle gelost werden, siehe Wellengleichungen bzw.
Telegrafengleichung der Nachrichtentechnik.

o Inder Systemtheorie stellt die Zeit als Variable nur einen Sonderfall dar. Man spricht
deshalb mathematisch von der Translationsinvarianz oder aus dem Englischen auch
von der Shift-Invarianz, kurz den LSI-Systemen.

2.3 Harmonische Analyse

Die Entwicklung einer Funktion in ihre Fourier-Reihe® bezeichnet man als harmonische
Analyse. Die Funktion wird dabei als Uberlagerung von sinusférmigen Schwingungen
oder allgemein Exponentiellen dargestellt. Ist die Funktion ein Eingangssignal eines LTI-
Systems, kann das Ausgangssignal relativ einfach berechnet werden. Die harmonische
Analyse ist deshalb ein wichtiges mathematisches Werkzeug in der Nachrichtentechnik
und spielt auch in anderen Fachgebieten eine grofle Rolle.

In diesem Abschnitt werden periodische reelle Signale betrachtet, wie der Rechteckim-
pulszug in Abb. 2.7. Ein periodisches Signal x(¢) kann stets durch eine Fourier-Reihe
dargestellt werden, wenn es den Dirichlet-Bedingungen’ geniigt:

e Innerhalb einer Periode T ist x(¢) in endlich viele Intervalle zerlegbar, in denen x (¢)
stetig und monoton ist.

e An jeder Unstetigkeitsstelle (Sprungstelle) sind die Werte x (¢ 4+ 0) und x (z — 0) defi-
niert.

Die in der Nachrichtentechnik wichtigen periodischen Signale erfiillen die beiden Be-
dingungen. Je nach Bedarf kann eine der drei nachfolgenden dquivalenten Formen der
Fourier-Reihe benutzt werden.

Trigonometrische Form
Die trigonometrische Form der Fourier-Reihe stellt das Signal x (¢) mit der Periode T als
Uberlagerung von Sinus- und Kosinusfunktionen dar

X (1) = 2+ 3" [ay - cos (kaot) + by - sin (kaot)]
2 k=1

mit der Grundkreisfrequenz
2

wy) = —
Ty

6 [Jean-Baptiste] Joseph Baron de Fourier (1768—1830), franzosischer Mathematiker und Physiker.
7 [Lejeune] Peter Dirichlet (1805-1859), deutsch-franzosischer Mathematiker.
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und den Fourier-Koeffizienten

to+To

ap = T%. / x (t)-cos (kwpt)dt firk =0,1,2,...
fo
10+ Ty

bk:%' [ x (1) -sin (koot) dr - fiirk = 1,2.3,.

fo

Harmonische Form
Die Sinus- und Kosinusterme gleicher Frequenz kénnen zu einer Harmonischen zusam-
mengefasst werden:

x(t)=Co+ Y Ci-cos (kant + 6;)
k=1
mit den Amplituden bzw. Phasen
b
Cy = %;Ck = ,/a,f +b,§ und 6, = arctan (—k) firk=1,2,3...
g

Das konstante Glied C entspricht dem Gleichanteil des Signals, also im Fall eines
elektrischen Signals dem Gleichstrom- bzw. dem Gleichspannungsanteil. Der Anteil bei
der Grundkreisfrequenz, fiir k = 1, wird Grundschwingung oder 1. Harmonische genannt.
Die Anteile zu k = 2,3,... heilen 1. Oberschwingung oder 2. Harmonische usw.

Komplexe Form
Alternativ konnen die Sinus- und Kosinusterme mit der eulerschen Formel als Linearkom-
binationen von Exponentialfunktionen geschrieben werden

o0
x(t) = Z ¢y - ekt

k=—00
mit den komplexen Fourier-Koeffizienten
| to+To
Ccr = — - / x () - e Tkeot g
Ty
fo
Dabei wird ohne Unterschied mit positiven und negativen Frequenzen gerechnet. Fiir
die iiblichen reellen Signale gilt die Symmetrie
c_k =cp
und der Zusammenhang mit den Koeffizienten der trigonometrischen Form

1
coza—zo und ckzi'(ak—jbk) firk =1,2,3,...
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Parsevalsche Gleichung

Die Sinus- und Kosinusfunktionen der Fourier-Reihe bilden ein vollstindiges Orthogonal-
system, das den mittleren quadratischen Fehler minimiert. Diese wichtige mathematische
Eigenschaft driickt sich in der parsevalschen Gleichung® aus:

oo

Ty
1 2 2
7 [k Pa = 3 lal
0

k=—00

Sie verkniipft die Signalleistung, die mittlere Signalleistung in einer Periode, mit der
Summe der Betragsquadrate der Fourier-Koeffizienten. Damit kann auch die Approxi-
mationsgiite einer abgebrochenen Fourier-Reihe beziiglich des mittleren quadratischen
Fehlers abgeschitzt werden.

Fourier-Reihe des Rechteckimpulszugs

Als wichtiges Beispiel betrachten wir den Rechteckimpulszug und seine Fourier-Reihe. In
der Nachrichteniibertragungstechnik werden Rechteckimpulse zur bindren Dateniibertra-
gung verwendet, siche Abb. 2.5:

1 |t|<T/2
0 sonst

xr (1) = ;

Dazu passend betrachten wir den periodischen Rechteckimpulszug x,(#) in Abb. 2.7
mit der Periode Ty, dem Tastverhiltnis 7/ Ty und der Amplitude A. Thn entwickeln wir
in eine trigonometrische Fourier-Reihe. Als Integrationsintervall nehmen wir eine Periode
t € [-Ty/2, To/2] symmetrisch um den Ursprung. Fiir die Fourier-Koeffizienten gilt

5 To/2 T
w=7- [ %0 -
~Ty/2
T/2
2
a = —- / A - cos (kwot) dt
Ty
~T/2

:%L sin kw—OT — sin —kaoT firk =1,2,...
T() ka)o 2 2

Da die Sinusfunktion ungerade ist, wird das Minuszeichen aus dem Argument vorgezo-
gen. Nach Zusammenfassen der beiden Sinusterme ergeben sich nach kurzer Umformung
die Fourier-Koeffizienten

T sin (k . r T T
. 1 ((U() 2) :2A~—'Si(k(l)0'5) fﬁrk=0,1,2,---s

T, kawo - L Ty

ak:2

8 Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836), franzosischer Mathematiker.
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ﬁl(rq\ /H\ /{ X0
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0
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Abb. 2.14 Approximation des periodischen Rechteckimpulszugs durch den Gleichanteil und den
ersten k Harmonischen

wobei als Abkiirzung die si-Funktion benutzt wird:

Fiir die Fourier-Koeffizienten zu den Sinusfunktionen resultiert hier stets null, weil
Xp(t) eine gerade Funktion ist. Im Beispiel treten keine Sinusfunktionen auf.

Ersetzen wir schlieflich noch die Grundkreisfrequenz wy durch 27/ Ty, hingen die
Fourier-Koeffizienten nur vom Tastverhiltnis ab. Die Fourier-Reihe des periodischen
Rechteckimpulszugs nimmt damit endgiiltig die kompakte Form

T |1 . T t
XP(I)=2AFO|:§+]§SI(7TICFO)COS(2]TICFO):|
an.

In vielen Anwendungen ist es oft ausreichend, Signale nur durch eine endliche Zahl
von Gliedern anzunidhern. In Abb. 2.14 veranschaulichen wir den entstehenden Appro-
ximationsfehler am Beispiel des periodischen Rechteckimpulszugs. Das Tastverhiltnis
betrigt 1/5. Es werden jeweils der Gleichanteil und die ersten £ Harmonischen benutzt
mit & = 1,3,7 und 13. Im Bild ist deutlich die Anndherung an den Rechteckimpuls-
zug bei wachsender Zahl beriicksichtigter Harmonischen zu sehen. An den Sprungstellen
zeigt sich das als gibbsches Phiinomen bekannte Uberschwingen der Approximation. Er-
hoht man die Zahl der beriicksichtigten Harmonischen, so ist das Uberschwingen von
etwa 9 % der Sprunghohe der Unstetigkeitsstelle weiter zu beobachten. Die maximalen
Abweichungen riicken dabei links und rechts immer niher an die Sprungstelle. Erst im
Grenzfall k — oo fallen sie zusammen und kompensieren sich. Das gibbsche Phinomen
spielt beispielsweise beim Entwurf digitaler Filter eine Rolle.
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Anmerkungen

e Mit der Regel von L'Hospital® oder mit der Potenzreihe fiir die Sinusfunktion lisst
sich zeigen, dass fiir die si-Funktion an der Stelle null gilt

sin(x) 1

si (0) = lim
x—0 X
e Fine quantitative Behandlung des Approximationsfehlers bei Abbruch der Fourier-
Reihe ist mit der parsevalschen Gleichung moglich. Sie stellt auch sicher, dass
mit jedem zusitzlich beriicksichtigten Glied der Approximationsfehler im quadrati-
schen Mittel abnimmt.

2.4 Methode der Ersatzspannungsquellen

In den letzten beiden Abschnitten wurden zwei allgemeine Prinzipien vorgestellt: die Li-
nearitit eines Systems und die harmonische Signalzerlegung. Nun zeigen wir anhand der
Methode der Ersatzspannungsquellen wie sich beide Prinzipien vorteilhaft verbinden las-
sen.

Die Signaldarstellung als Fourier-Reihe ermoglicht es, die Reaktion auf periodische
Spannungs- und Stromquellen in RLC-Netzwerken mit der komplexen Wechselstrom-
rechnung zu bestimmen. Grundlagen hierzu sind, dass das Superpositionsprinzips giiltig
ist und die Harmonischen die Eigenfunktionen der LTI-Systeme sind. Das heil3t, es darf
die Wirkung jeder einzelnen Harmonischen getrennt berechnet werden. Die Teillosun-
gen werden zur Gesamtlosung addiert. Das nachfolgende ausfiihrliche Beispiel stellt das
Verfahren vor. Dabei orientieren wir uns an einer typischen Aufgabe in der Nachrich-
teniibertragung, der Dateniibertragung iiber eine Zweidrahtleitung. Wir modellieren das
bindre Datensignal als periodischen Rechteckimpulszug, indem wir annehmen, es wird
fiir jede logische ,,1* ein Rechteckimpuls gesendet und sonst das Signal ausgetastet, d. h.
der Rechteckimpuls nicht gesendet. Dann entspricht der Datenfolge ...01010101... ein
Rechteckimpulszug mit dem Tastverhiltnis 7/Ty = 1/2. Nehmen wir weiter an, die
Ubertragungsstrecke lasse sich — zumindest niiherungsweise — durch das in Abb. 2.15 ge-
zeigte RC-Glied beschreiben, so kann das Signal am Ausgang berechnet werden.

Anmerkungen

e Mit der periodischen Bitfolge lésst sich natiirlich keine genuine Information iiber-
tragen. Der periodische Rechteckimpulszug spielt beispielsweise als Taktsignal in
der Digitaltechnik eine wichtige Rolle.

% Guillaume Francois Antonine, Marquis de L’Hépital (1661-1704), franzosischer Mathematiker.
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Eingangssignal Eingang RC-Glied Ausgang
[ u (1) —
v T 1
u(7) I R — lua(t)
| : > ! C
T, -T2 T2 T, O O

Abb. 2.15 Periodischer Rechteckimpulszug am RC-Glied

e Im Beispiel einer einfachen Zweidrahtleitung werden mit dem Widerstand R der
Spannungsabfall entlang der Leitung und mit der Kapazitit C die Querkapazititen
zwischen den Leitern modelliert.

e Die Aufgabe des Empfingers wire dann, die gesendete Nachricht, die Bitfolge, aus
dem Ausgangssignal zu rekonstruieren. Die sich aus dem Beispiel ergebenden Kon-
sequenzen fiir die digitale Ubertragung im Basisband werden in Kap. 4 behandelt.

Im ersten Schritt bestimmen wir die Ersatzspannungsquellen. Danach geben wir im
zweiten Schritt mit der komplexen Wechselstromrechnung die zugehorigen Spannungen
an der Kapazitit an. Deren Uberlagerung liefert schlieBlich das Ausgangssignal im dritten
und letzten Schritt.

Ersatzspannungsquellen
Entsprechend der Fourier-Reihe des Rechteckimpulszugs fassen wir die Eingangsspan-
nung als Uberlagerung von Spannungsquellen auf:

= t
Ue (1) = Uep + Z Ue ) - COS (anFO)
k=1
T |1 & T t
=2V.—. —+Zsi mk—)-cos|27nk— ||,
To |2 Pt T T
und zwar mit der Gleichspannungsquelle
T
Ue.O ==V
: T

und den Wechselspannungsquellen
Uek (1) = ﬁe,k * €COS (wkt) .
Die Scheitelwerte und Kreisfrequenzen sind

T T 2
ey =2-—-silm-k-— |V bzw. a)k=k-—ﬂ.
’ Ty Ty Ty
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Ersatzquellen

—0

Ueo l Gleichanteil ———
Impulsgenerator

G Modellierung tea (1) l() 1. Harmonische \/\
luca) -

I ue(f) l() 2. Harmonische \/\/\

| |
L -

Abb. 2.16 Ersatzspannungsquellen fiir den periodischen Rechteckimpulszug

Die Modellierung der Impulsquelle durch die Ersatzspannungsquellen veranschaulicht
Abb. 2.16.

Komplexe Wechselstromrechnung

Aus der Spannungsteilerregel der komplexen Wechselstromrechnung folgt mit den kom-
plexen Amplituden am Eingang U, fiir die komplexen Amplituden am Ausgang des
RC-Glieds, der Kapazitiit,

1
jorC 1

= Uepr
R+ -~ " l+ju-R-C

Upi = Ue firk =1,2,3,...

Daraus erhalten wir mit der Zeitkonstante des RC-Glieds
t=R-C

die zugehorigen Spannungen am Ausgang:

U : f
U,k (1) = Re (l;k -eJ‘“’") =Yk - cos (wyt — arctan (wy 7)) .
ot Y1+ (@)
Anmerkung

e Die Zeitkonstante des RC-Glieds t ist ein Mal fiir die Dauer des Ladevorgangs
an der Kapazitit mit in Reihe geschaltetem Widerstand. Je groer R und/oder C,
umso lidnger dauert der Ladevorgang. Beim Entladen eines Kondensators mit der
Anfangsspannung Uy betrigt die Spannung am Kondensator nach der Zeit t = 1
genau Uy - e~' &~ 0,3679 - U,.
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-1 0 1 4T, -1 0 1 4T,

Abb. 2.17 Ubertragung eines periodischen Rechteckimpulszugs (hinterlegt) durch ein RC-Glied
mit der Zeitkonstante t

Superposition
Die Uberlagerung der sinusférmigen Teilspannungen am Ausgang liefert mit der unverin-
dert iibertragenen Gleichspannungskomponente die gesuchte Spannung an der Kapazitit

o0 k-
() = 2V = e = _ N
Uy, ; Z ( ) 0s (an arctan (an ))
To P (2 L. )2 To To

Der Spannungsverlauf ist fiir zwei verschiedene Werte der Zeitkonstanten t in
Abb. 2.17 zu sehen. Im linken Teilbild ist die Zeitkonstante relativ grof3. Es wird die
Amplitude der ersten Harmonischen bereits so stark geddmpft, dass das Ausgangssi-
gnal im Wesentlichen einem unvollstindigen Lade- bzw. Entladevorgang der Kapazitit
entspricht. Ist, wie im rechten Teilbild, die Zeitkonstante gleich der Inversen der Grund-
kreisfrequenz, so wird die Kapazitit wihrend der Impulsdauer fast vollstindig geladen
bzw. entladen. Die Konsequenzen, die sich daraus fiir die Dateniibertragung ergeben,
werden in Kap. 4 noch diskutiert.

2.5 Spektrum und Frequenzgang

Das Beispiel mit der harmonischen Analyse des Signals am RC-Glied lésst sich verallge-
meinern. Es fiihrt uns auf die zentralen Begriffe: Spektrum, Frequenzgang und Filterung.
Bevor wir jedoch die grundlegenden Definitionen und allgemeinen Beziehungen behan-
deln, bleiben wir zunéchst bei unserem Beispiel und fiihren die Begriffe auf anschauliche
Weise ein.

2,51 Spektrum von Signalen mit Fourier-Reihe

Betrachtet man die Definition der Fourier-Reihe, so unterscheiden sich die Signale bei
gleicher Periode durch die Gewichtung der Harmonischen, den Fourier-Koeffizienten.
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Letztere enthalten, bis auf die Periode, die vollstindige Information iiber das Signal. Im
Beispiel des letzten Abschnitts entsprechen die Fourier-Koeffizienten den Amplituden der
Ersatzspannungsquellen. Sie haben somit eine physikalische Bedeutung. Die Methode
der Ersatzspannungsquellen in Abb. 2.16 liefert implizit eine Verteilung der Signalleis-
tung auf die Harmonischen. Indem jeder Ersatzspannungsquelle genau eine bestimmte
Frequenz zugeordnet ist, kann auch von Signalanteilen bzw. Leistungsanteilen bei dis-
kreten Frequenzen gesprochen werden. Hierzu stellen wir zunédchst den Zusammenhang
zwischen den komplexen Fourier-Koeffizienten und den bekannten Groflen der Wechsel-
stromrechnung her. Aus der harmonischen Form der Fourier-Reihe folgt fiir die Amplitude
des Gleichanteils
Up = co

und die Amplitude der k-ten Harmonischen
U =Cr =2+ || fir k=1,2,3,...

Damit sind auch die jeweiligen Anteile an der mittleren Leistung an einem Wider-
stand R bekannt:

Uger 2 e
R R

Der Betrag des k-ten komplexen Fourier-Koeffizienten ist proportional zur Amplitude
der k-ten Harmonischen. Und das Betragsquadrat des komplexen Fourier-Koeffizienten
ist proportional zur am Referenzwiderstand R umgesetzten thermischen Leistung. Da
dem k-ten Fourier-Koeffizienten genau die diskrete Frequenz k - f zugeordnet ist, spricht
man vom Amplitudenspektrum bzw. vom Leistungsspektrum des periodischen Signals und
nennt die zugeordneten Signalanteile Spektral- oder Frequenzkomponenten. Der Einfach-
heit halber wird kurz vom Spektrum gesprochen.

Die verschiedenen Formen der Fourier-Reihe lassen es zu, dass man je nach Zweck-
maBigkeit einseitige Spektren mit nur positiven ,,natiirlichen Frequenzen und zweiseitige
Spektren mit positiven und negativen Frequenzen verwendet. Letzteres bietet Vorteile
beim Rechnen und ist darum in der Physik und der Technik gebréduchlich.

Im Beispiel des periodischen Rechteckimpulszugs resultieren fiir die Spektren die Stab-
diagramme in Abb. 2.18. Darin sind die Fourier-Koeffizienten ¢, bzw. die (normierten)
Leistungen |c|* der Signalanteile iiber den Index k aufgetragen. Jedem Index k ist die
Frequenz f; = k - fy eindeutig zugeordnet. Deshalb kann Abb. 2.18 als Frequenzbe-
reichsdarstellung interpretiert werden. Es resultieren Linienspektren mit dquidistant im
Abstand fy verteilten Frequenzkomponenten. Man beachte auch, dass die si-Funktion die
Fourier-Koeffizienten im oberen Teilbild interpoliert.

Wichtig ist ebenfalls die Symmetrie der Fourier-Koeffizienten fiir reelle Signale. Fiir
die Betrdge der Fourier-Koeffizienten ergibt sich eine gerade Symmetrie. Betragsspektrum
und Leistungsspektrum werden deshalb meist nur fiir positive Frequenzen angegeben.

fir k=1,2,3,...
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Abb. 2.18 Amplituden- und Leistungsspektrum des periodischen Rechteckimpulszugs

Bemerkenswert ist der Zusammenhang zwischen dem Tastverhéltnis und der ersten
Nullstelle im Spektrum fiir positive Frequenzen. Mit

. T T
si{lm-k-— ) =0 nurfir k-— ==+1,4+2,+3,...
Ty Ty

ergeben sich mit dem Tastverhiltnis 7/T, = 1/5 Nullstellen bei k = +5, +10, £15,
usw. Der periodische Rechteckimpulszug besitzt keine Harmonischen bei diesen Frequen-
zen.

Die Verteilung der Leistungen auf die Frequenzkomponenten im unteren Teilbild zeigt,
dass die wesentlichen Anteile auf Frequenzen bis zur ersten Nullstelle k = +5 des
Spektrums beschrinkt sind. Man spricht deshalb von der Bandbreite des Signals und
gibt je nach Anwendung einen geeigneten Kennwert an, was spéter noch genauer aus-
gefiihrt wird. In vielen Fillen geniigt es, die Ubertragung oder Weiterverarbeitung der
Signale auf die Frequenzkomponenten innerhalb der Bandbreite zu beschrinken. Der
dabei vernachlissigte Leistungsanteil kann mit der parsevalschen Gleichung bestimmt
werden.
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2.5.2 Frequenzgang

In Abb. 2.15 ist das RC-Glied als Zweitor dargestellt. Mit den komplexen Amplituden an
Eingang U, und Ausgang U, kann fiir jede beliebige, fest vorgegebene Kreisfrequenz w
ein komplexes Ubertragungsverhiltnis im eingeschwungenen Zustand angegeben werden:

Ua ﬁa (00—
- = _Z. eJ((ﬂa (pe)|wﬁx-

UC ﬁe
Die Verallgemeinerung des Ubertragungsverhiltnisses der komplexen Amplituden, mit
der komplexen Frequenz s = jw als unabhingigem Parameter, fiihrt auf den Frequenz-

gang
H (jo) = |H (jo) | e,

Das Argument des komplexen Frequenzgangs liefern den Phasengang, oft kurz auch
nur Phase genannt,

b (w) = arctan (M) .
Re[H (jo)]

Die arctan-Funktion, ist beziiglich der vier Quadranten von 0 bis 27 auszuwerten. Der
Phasengang kann, wie noch gezeigt wird, mit der Signalverzogerung der Frequenzkom-
ponenten durch das System in Verbindung gebracht werden. Und anders als hier wird er
in der Literatur manchmal mit negativem Vorzeichen festgelegt.

Der Betragsgang gibt an, wie stark ein sinusformiges Signal bzw. eine Frequenzkom-
ponente bei der Ubertragung verstirkt oder gedimpft wird. Er wird hiufig im logarithmi-

schen MaB als Ddmpfungsgang angegeben:
ags (©) = —20 - log,o | H (jo)|dB.

Zur Unterscheidung wird die Pseudoeinheit Dezibel'® (dB) angehingt. Wird die Damp-
fung in dB angegeben, spricht man vom Ddmpfungsmaf;. Um Verwechslungen vorzubeu-
gen, konnen bei Formeln die Grofen, fiir die Werte im logarithmischen Mal einzusetzen
sind, durch den Index dB kenntlich gemacht werden.

Die Anwendung der Logarithmusfunktion hat zwei praktische Vorteile. Zum Ersten
werden bei der Multiplikation von Betragsgiingen, z. B. bei Hintereinanderschaltung von
Filtern, die Werte des Ddmpfungsmalles einfach addiert. Zum Zweiten ldsst die grafische
Darstellung der Ddmpfung in dB die Bereiche des Betragsgangs mit kleinen Werten, z. B.
im Sperrbereich von Filtern, vergrofert erscheinen.

10 Zusammensetzung von ,,Dezi* fiir den Zehnerlogarithmus und ,,bel* vom Namen Bell. Alexander
Graham Bell (1847-1922), US-amerikanischer Physiologe, Erfinder und Unternehmer schottischer
Abstammung; erhélt 1876 in den USA ein Patent fiir das Telefon.
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Anmerkung

e Aus der Physik ist bekannt, dass reale elektrische Netzwerke mit Widerstinden,
Spulen und Kondensatoren gut durch die idealen Bauelemente R, L und C und den
zugehorigen Beziehungen zwischen Stromen und Spannungen beschrieben werden
konnen. Will man den Zusammenhang zwischen den Stromen und Spannungen in
einem RLC-Netzwerk berechnen, so resultieren lineare Differenzialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten, wie z. B. beim Schwingkreis. Lésst man jedoch als Er-
regung nur sinusformige Spannungs- oder Stromquellen zu, vereinfachen sich die
Differenzialgleichungen mit dem Exponentialansatz der Operatormethode zu al-
gebraischen Gleichungen. Wie im Beispiel des Reihenschwingkreises erhilt man
Gleichungen mit Polynomen in s, die dann relativ einfach gelost werden konnen.
Die komplexe Frequenz s deutet hier den Zusammenhang mit der Laplace-Trans-
formation und der Ubertragungsfunktion an. Im Sonderfall ¢ = 0 ergibt sich mit
s = jow die bekannte komplexe Wechselstromrechnung. Um im Rahmen einer Ein-
fiihrung zu bleiben, wird hier der Themenkomplex Laplace-Transformation und
Ubertragungsfunktion nicht weiter vertieft.

2,53 Frequenzgang des RC-Glieds

Im Beispiel des RC-Glieds in Abb. 2.15 erhalten wir aus der erweiterten Spannungsteiler-
regel fiir das Verhiltnis der komplexen Amplituden an Aus- und Eingang

U, | . 1
U."™ ~ 1+jwRC
und daraus fiir den Frequenzgang des RC-Glieds

1

H(jo)=—
() =1 o r.C

Die Bedeutung der Frequenzgiinge des Betrags bzw. der Ddmpfung wird in Abb. 2.19

deutlich. Eine kurze Zwischenrechnung ergibt fiir den Betragsgang

1
1+ w?-R?.C2

|H (jo)| =

und den Ddmpfungsgang

ags (@) = =20 -log,, ( )dB =10-logy, (1 + w*- R*- C?)dB.

1
V1+ w?-R%-C?
Zur grafischen Darstellung der Frequenzginge ist hier die Frequenznormierung Q =
® - R - C giinstig. Dann hingt der Frequenzgang nur noch von der normierten Kreisfre-
quenz €2 ab, ist also in den Grafiken unabhiéngig von der konkreten Dimensionierung des
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Abb.2.19 Betragsgang und Dampfungsgang des RC-Tiefpasses iiber der normierten Kreisfrequenz

Widerstands und der Kapazitéit. Und weil der Betragsgang eines RLC-Netzwerks stets ei-
ne gerade Funktion ist, geniigt die Darstellung fiir positive Frequenzen. Dariiber hinaus
wird meist nur von der Frequenz gesprochen.

Der Betragsgang des RC-Glieds besitzt bei der Frequenz null sein Maximum und f&llt
bei wachsender Frequenz monoton. Das heif3t, eine Gleichspannung am Eingang wird oh-
ne Anderung iibertragen, wihrend sinusférmige Eingangsspannungen mit zunehmender
Frequenz immer schwécher am Systemausgang, an der Kapazitit, erscheinen. Im Grenz-
fall sehr hoher Frequenz wirkt die Kapazitit wie ein Kurzschluss und die (normierte)
Ausgangsspannung geht gegen null.

Der Frequenzgang der Ddmpfung beginnt fiir die Frequenz null (Gleichspannung) mit
dem Wert null und wichst mit der Frequenz monoton gegen unendlich (Kurzschluss der
Kapazitit). Fiir groere Frequenzen nimmt die Dampfung bei jeder Frequenzverdoppe-
lung um 6dB zu. Dies entspricht in Abb. 2.19 einem linearen Dampfungsverlauf mit
einem Anstieg von 6 dB pro Oktave, was sich fiir grole Frequenzen durch eine Abschit-
zung der Ddmpfung mit der Logarithmusfunktion erkliren lasst.

Der Dimpfungsgang zeigt insgesamt ein fiir einen Tiefpass charakteristisches Ver-
halten. Sinusférmige Signale (Frequenzkomponenten) bei relativ niedrigen Frequenzen
passieren nahezu ungeschwicht das System, wihrend solche bei relativ hohen Frequen-
zen so stark geddmpft werden, dass sie am Systemausgang keine Rolle mehr spielen. Man
spricht in diesem Zusammenhang von einem (elektrischen) Filter oder auch einer Sieb-
schaltung.

Zur groben Abschitzung des selektiven Verhaltens elektrischer Filter wird oft die
3 dB-Grenzfrequenz f34p bzw. die 3 dB-Grenzkreisfrequenz ws;gpg angegeben. Sie ist die
(Kreis-)Frequenz, bei der die Dampfung 3 dB bezogen auf den Maximalwert des Betrags-
gangs H,, betrigt:

|H (jwsas) |

max

agp (w3qs) = —20-logy, ( ) dB = 3dB.
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Die 3 dB-Grenzfrequenz gibt die Frequenz an, bei der die Leistung eines sinusformigen
Signals nur noch zur Hilfte {ibertragen wird. Die Amplitude wird in diesem Fall vom
System mit dem Faktor 1/+/2 bewertet:

|H (ja)3dB) | = ) Hmax-

1
V2
Streng genommen gilt damit —10 - log,,(1/2)dB ~ 3,0103 dB, was aber in Uber-
schlags- und Beispielsrechnungen i. d. R. der Rundung zum Opfer fillt.
Im Beispiel des RC-Glieds liegt der 3 dB-Punkt bei der normierte Kreisfrequenz 2 = 1.
Die 3 dB-Grenzfrequenz ergibt sich demnach zu

1 1
27-R-C  2m-tT
Man beachte, die 3 dB-Grenzfrequenz und die Zeitkonstante stehen in reziprokem Zu-
sammenhang. Wie in Abschn. 2.6.4 noch gezeigt wird, ist der reziproke Zusammenhang
zwischen der Zeitdauer eines Vorgangs und seiner Bandbreite von grundlegender Natur
und hat weitreichende Konsequenzen.

f3dB =

2,54 Rechnen mit Frequenzgang und komplexer Fourier-Reihe

Alternativ zur trigonometrischen Form der Fourier-Reihe kann mit der komplexen Form
gerechnet werden. Jede Frequenzkomponente wird mit dem Frequenzgang gewichtet
(Abb. 2.20). Dabei wird ohne Unterschied mit positiven und negativen Frequenzen ge-
rechnet. Das Ausgangssignal ist somit allgemein

+0oo

y(@) = Y H(jka) - crel".

k=—00

Anders als bei der komplexen Wechselstromrechnung eriibrigt sich hier der Ansatz mit
der Realteilbildung. Diese ist schon in der Symmetrie der komplexen Fourier-Koeffizien-
ten und des Frequenzgangs der RLC-Netzwerke enthalten. Fiir reellwertige Systeme, also

x(7) N LTI-System L O
Periodisches . Periodisches
Eingangssignal Frequenzgang H(jw) Ausgangssignal
v ' v
400 . 40 .
x(1)= Z I ekt Z H(jkawy)-c; et = y(1)
k=-o0 k=—0

Abb.2.20 Berechnung des Ausgangssignals eines LTI-Systems bei periodischem Eingangssignal
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Systeme die auf ein reelles Eingangssignal mit einem reellen Ausgangssignal antworten,
gilt ndmlich fiir den konjugiert komplexen Frequenzgang die Symmetrie

H* (jo) = H (mjo).
Der Betragsgang ist demzufolge eine gerade
|H (jo)| = |H (—jo) |
und der Phasengang eine ungerade Funktion
b(w) =—b(—w).

Fasst man nun im Ausgangssignal die Terme zu k und —k, also fiir positive und nega-
tive Frequenzen, paarweise zusammen
+00
y(t) = H(0)-co+ Z [H (—ikao) - c_xe KN 1 H (jkawy) - cke]kwm]
k=1
und beniitzt die Symmetrie der Fourier-Koeffizienten reeller Signale und des Frequenz-
gangs reellwertiger Systeme, so treffen jeweils zwei konjugiert komplexe Summanden
paarweise aufeinander:
+00
y (@) =H(0)-co+ Z [H* (jkawo) - ¢} - ekeot L g (jkawo) - cx .ejkwoz]_
k=1
Es resultiert stets das Zweifache des Realteils, wobei H(0) und ¢ fiir reelle Systeme
bzw. reelle Signale stets rein reell sind:

+0o0

y (1) = H (0) - co +2-ZRe [H (ko) - cx - '],
=1

Periodischer Rechteckimpulszug am RC-Tiefpass
Im Beispiel des periodischen Rechteckimpulszugs bestimmen wir die komplexen Fourier-
Koeffizienten des Eingangssignals mit der Umrechnungsformel aus den Fourier-Koeffizi-
enten der trigonometrischen Form

T T T
co=A-— und ¢ =A-——-si| k) firk=123..

TO T() 2
Und fiir den Frequenzgang des RC-Tiefpasses gilt

1 1

L+ ikeoRC [ o RC)

Im Beispiel erhalten wir aus obigem Ausgangssignal y(¢) in komplexer Form nach
kurzer Zwischenrechnung wieder die reelle Spannung am Ausgang des RC-Glieds wie
nach der Methode der Ersatzspannungsquellen in Abschn. 2.4.

H (jka)o) = —j arctan(kwoRC).

- €
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Abb.2.21 RC-Hochpass Eingang I Ausgang
O ” * O
(o}

u(f) J R luﬂ(t)

25,5 Beispiel: RC-Hochpass

Das RC-Glied in Abb. 2.21 stellt einen Hochpass dar, wie anhand von physikalischen
Uberlegungen schnell nachgepriift wird: Fiir niedrige Frequenzen, im Grenzfall fiir eine
Gleichspannung, wirkt die Kapazitit wie ein Leerlauf. Es fliet kein Strom und die Span-
nung am Widerstand, das Ausgangssignal, ist null. Dagegen kann fiir hohe Frequenzen die
Kapazitit als ein Kurzschluss angesehen werden. Eine entsprechende Eingangsspannung
fallt fast vollstindig am Widerstand ab, die Ausgangsspannung ist dann nidherungsweise
gleich der Eingangsspannung.

Der Frequenzgang des RC-Hochpasses bestimmt sich aus der erweiterten Spannungs-
teilerregel
joRC

[ : :
R+ja)_C 1 +joRC

H (jw) =
Fiir die weitere Rechnung ist es giinstig, ihn nach Betrag und Phase darzustellen:

|H (jo)| =

RC
@ und b (w) = arctan (
wR

— <)
J1 + (@RC)? ¢

Die oben diskutierte Hochpasseigenschaft erschlief3t sich schnell aus dem Betragsgang,
wenn man die Grenzfille w gegen 0 und oo betrachtet und beriicksichtigt, dass der Be-
tragsgang monoton ist. Im ersten Fall ist H(0) = 0 und im zweiten Fall gilt H(oc0) = 1.

Als Signalbeispiel verwenden wir wieder den periodischen Rechteckimpulszug aus
dem vorhergehenden Beispiel (Abb. 2.15). Im Fall der komplexen Fourier-Reihe wird jede
Frequenzkomponente mit dem Frequenzgang gewichtet (Abb. 2.20), wobei hier zu beach-
ten ist, dass der Gleichanteil nicht iibertragen wird. Ganz entsprechend zum Beispiel des
RC-Tiefpasses berechnet sich das Signal am Ausgang des RC-Hochpasses:

T . (kaoT kwgRC 1
y() =24 T Z si ( 0)20 ) . % -Ccos (kwot + arctan (m)) .
0 o 1 + (kwyRC)? @o

AbschlieBend werden Resultate fiir den RC-Tiefpass und den RC-Hochpass grafisch
verglichen. Zunichst ist in Abb. 2.22 das Eingangssignal dargestellt. Zu sehen sind links
zwei Perioden des Eingangssignals. Fiir die numerische Berechnung wurde die Fourier-
Reihe des periodischen Rechteckimpulszugs bei k = 99 abgebrochen, womit das gibb-
sche Phianomen deutlich zu erkennen ist. Rechts sind der Gleichanteil und die ersten sieben
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Abb.2.22 Eingangssignal: Abgebrochene Fourier-Reihe des periodischen Rechteckimpulszugs mit
dem Tastverhéltnis 7/ Top = 0,5 (a) und der Gleichanteil und die ersten sieben Harmonischen (b)
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Abb. 2.23 Ausgangssignal des RC-Tiefpasses mit der Zeitkonstanten t = T;/(27) (a) und der
Gleichanteil und die ersten sieben Harmonischen (b)

Harmonischen abgebildet. Man beachte auch, dass wegen des Tastverhiltnisses T/ T, =
1/2 alle Harmonischen geradzahliger Ordnung verschwinden.

Das Ausgangssignal des RC-Tiefpasses ist in Abb. 2.23 zu sehen. Es ergibt sich der be-
kannte exponentielle Verlauf der Spannung an der Kapazitit wihrend des Lade- und Ent-
ladevorgangs. Mit der gewihlten Zeitkonstanten T = T/ (27) ist die 3 dB-Grenzfrequenz
des Tiefpasses gleich der Frequenz der 1. Harmonischen des Eingangssignals. Im rech-
ten Teilbild werden wieder die ersten sieben Glieder der Fourier-Reihe dargestellt. Der
Gleichanteil wird unverédndert iibertragen. Man erkennt deutlich, wie unterschiedlich die
Harmonischen durch den Tiefpass geddmpft und in ihren Phasen verschoben werden. Die
Amplituden der Harmonischen werden mit zunehmender Frequenz (k) starker geddmpft.
Dadurch wird das Signal insgesamt geglittet, da die Signalkomponenten, die die schnellen
Anderungen repriisentieren, unterdriickt werden. Im Ausgangssignal treten keine Spriinge
mehr auf. Die glittende Wirkung ist typisch fiir Tiefpésse.

Das Ausgangssignal des RC-Hochpasses zeigt Abb. 2.24. Mit der gewédhlten Zeitkon-
stanten T = Ty/(2m) ist die 3 dB-Grenzfrequenz des Hochpasses gleich der Frequenz der
1. Harmonischen. Im rechten Teilbild werden die ersten sieben Glieder der Fourier-Reihe
dargestellt. Insbesondere wird der Gleichanteil vollstindig unterdriickt. Die verschiedenen
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Abb. 2.24 Ausgangssignal des RC-Hochpasses mit der Zeitkonstanten t = 7,/(27) (a) und der
Gleichanteil und die ersten sieben Harmonischen (b)

Abb. 2.25 RC-Schaltung Eingang Ausgang
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Déampfungen und Phasenverschiebungen der Harmonischen durch den Hochpass werden
deutlich sichtbar. Die Amplituden der 3., 5. und 7. Harmonischen werden durch den
Hochpass weniger stark gedampft als beim Tiefpass. Dies gilt erst recht fiir die Spektral-
komponenten bei hoheren Frequenzen. Insgesamt wird durch den Hochpass der Einfluss
der Harmonischen mit htheren Frequenzen auf den Signalverlauf stirker. Signaldnderun-
gen werden betont, wie sich deutlich im linken Teilbild zeigt. Da beim RC-Hochpass
am Ausgang der Spannungsabfall am Widerstand abgegriffen wird, ist das Ausgangssi-
gnal proportional zum bekannten Verlauf des Lade- bzw. Entladestroms der Kapazitit und
wechselt insbesondere das Vorzeichen. Man beachte auch hier wieder das gibbsche Phi-
nomen an den Sprungstellen des Signals aufgrund der numerischen Berechnung mit der
abgebrochenen Fourier-Reihe.

Aufgabe 2.1
Betrachten Sie die RC-Schaltung in Abb. 2.25.

a) Geben Sie den Frequenzgang analytisch an. Verwenden Sie die Zeitkonstante v =
R-C/2.

b) Bestimmen Sie den Frequenzgang der Dimpfung im logarithmischen MaB.

c) Skizzieren Sie den Frequenzgang der Ddmpfung im logarithmischen Mal} und tragen
Sie die Ddmpfung bei der 3 dB-Grenzfrequenz ein.
Hinweis: Wihlen Sie eine geeignete Einteilung der Frequenzachse.

d) Um welche Art von Frequenzgang handelt es sich?

e) Berechnen Sie die 3 dB-Grenzfrequenz fiir R = 50 Q und C = 796 nF.
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Abb.2.26 Periodische Sige- x(?)
zahnschwingung W
y ! > !
0 To
Aufgabe 2.2

Skizzieren Sie das Amplitudenspektrum, d.h. den Betrag der Fourier-Koeffizienten in
einseitiger Form, der in Abb. 2.26 gezeigten periodischen Sdgezahnschwingung mit der

Fourier-Reihe
1 i sin (kwot)
T = k

Hinweis: Beachten Sie die Zusammenhénge und die Symmetrie der Fourier-Koeffizienten;
1/7m ~ 0,32.

N =

x(t) =

Aufgabe 2.3

Die periodische Sdgezahnschwingung in Abb. 2.26 erregt ein System mit idealem Band-
passverhalten mit den Grenzfrequenzen fy, = 300Hz und fy, = 4,1 kHz. Die Periode
des Signals ist 7y = 1 ms.

a) Geben Sie die Reaktion am Ausgang des Systems im eingeschwungenen Zustand an.
b) Skizzieren sie das Amplitudenspektrum (einseitiges Betragsspektrum) des Ausgangs-
signals.

Aufgabe 2.4

a) Erkldren Sie den Begriff des Spektrums.

b) Warum ist die harmonische Analyse im Zusammenhang mit elektrischen RLC-Netz-
werken wichtig?

¢) Welche Bedeutung hat die parsevalsche Gleichung?

d) Erklédren Sie den Begriff der Bandbreite.

e) Welche Eigenschaft muss ein Signal haben, damit ein Linienspektrum entsteht?

f) In welchem Zusammenhang stehen Bandbreite und zeitliche Dauer eines Signals?

Aufgabe 2.5
Gehen Sie von der RC-Schaltung in Abb. 2.27 aus mit R = 100 2 und C = 796 nF.

a) Geben Sie den Frequenzgang analytisch an. Verwenden Sie dabei die Zeitkonstante
t=2-R-C.
b) Geben Sie den Frequenzgang der Ddmpfung in dB an.
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Abb. 2.27 RC-Schaltung Eingang Ausgang
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c) Skizzieren Sie den Frequenzgang der Dampfung in dB und tragen Sie den Wert der
Dampfung bei der 3 dB-Grenzfrequenz ein.

d) Um welche Art von Frequenzgang handelt es sich?

e) Berechnen Sie die 3 dB-Grenzfrequenz.

2.6 Fourier-Transformation und lineare Filterung

Am Beispiel von RLC-Netzwerken wurde gezeigt, wie die Fourier-Reihe vorteilhaft be-
nutzt wird, um die Reaktion von LTI-Systemen auf periodische Signale zu bestimmen.
Periodische Signale spielen zwar in der Nachrichtentechnik eine wichtige Rolle, z. B. als
Test- und Trigersignale, beinhalten jedoch als deterministische Signale keine eigentliche
Information. Deshalb wird im Folgenden die Analyse auf aperiodische Signale erwei-
tert. Ein Anwendungsbeispiel liefert die Ubertragung des ASCII-Zeichens in Abb. 2.5. Je
nach codierendem Zeichen erhélt man einen anderen Signalverlauf. Gemeinsam bleibt je-
doch die Grundstruktur, die jedes Bit durch einen Rechteckimpuls darstellt, mit positivem
Vorzeichen fiir die logische Null (0) und negativem Vorzeichen fiir die logische Eins (1).
Damit riickt der Rechteckimpuls als Grundelement des biniren Signals in den Mittelpunkt
des Interesses. Seine Beschreibung im Frequenzbereich ist Gegenstand des folgenden Ab-
schnitts.

2.6.1 Fourier-Transformation

Zunichst betrachten wir nochmals den periodischen Rechteckimpulszug und sein Spek-
trum in Abb. 2.7 bzw. Abb. 2.18. Letzteres zeigt das typische Linienspektrum mit dem
Frequenzabstand fy = 1/Ty. Wir stellen uns nun vor, die Periode 7 des Rechteckim-
pulszugs wiirde bei gleicher Impulsdauer 7" immer grofler, sodass die Periodizitit immer
weniger ins Gewicht fillt. Da fiir die Abstidnde der Spektrallinien f, = 1/Tj gilt, riicken
dabei die Spektrallinien immer dichter aneinander. Fiir 7, — oo ergibt sich mit fo — 0
ein kontinuierliches Spektrum fiir einen einzelnen Rechteckimpuls. Mathematisch gese-
hen findet der Ubergang von der Fourier-Reihe auf das Fourier-Integral statt. Um den
Rahmen einer Einfiihrung nicht zu iiberschreiten, verzichten wir auf die Herleitung der
Fourier-Transformation und stellen nur die im Weiteren benétigten Zusammenhénge vor.
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Durch die Fourier-Transformation werden zwei Funktionen miteinander verbunden.
Man spricht von einem Fourier-Paar

x (1) < X (jo)

mit der Fourier-Transformierten, auch kurz (Fourier-)Spektrum genannt,

+o0

X (jw) = / x (1) -e@dr

—00

und der inversen Fourier-Transformierten, hier auch kurz Zeitfunktion (Originalfunktion)
genannt

+00
1 .
x(t)=—- / X (jw) -eM*dw.
2
—00

Anmerkungen

Eine Funktion, die in jedem endlichen Teilintervall die dirichletschen Bedingungen
erfiillt und absolut integrierbar ist, besitzt eine Fourier-Transformierte. Eine ausfiihr-
liche Antwort auf die Frage nach der Existenz und den Eigenschaften der Fourier-
Transformation entnehme man den einschldgigen Lehrbiichern.

Die Formel fiir die Fourier-Transformation wird auch als Fourier-Integral bezeich-
net. Da das Integral, wie die Summe, eine lineare Operation darstellt, ist die Fourier-
Transformation eine lineare Transformation. Addiert man zwei Signale im Zeitbe-
reich, so addieren sich ebenso die Spektren im Frequenzbereich.

Der Vergleich des Fourier-Integrals und der Gleichungen zur Berechnung der Koef-
fizienten der Fourier-Reihe zeigt unter Beriicksichtigung der eulerschen Gleichung
die enge Verwandtschaft zwischen dem Fourier-Spektrum und den Fourier-Koeffizi-
enten. Tatsdchlich stellt die Berechnung der Fourier-Koeffizienten einen Sonderfall
des Fourier-Integrals dar. Entsprechend kann fiir die inverse Fourier-Transformation
argumentiert werden.

Bei der Fourier-Transformation spricht man auch von der Analysegleichung (Spek-
tralanalyse) und bei der inversen Transformation von der Synthesegleichung (Er-
zeugung des Zeitsignals).

Ist x (¢) eine Funktion der elektrischen Spannung, d.h. [x(¢)] = V/, so hat die Fou-
rier-Transformierte die Dimension [X(jw)] = Vs = V/Hz. In der Systemtheorie
wird fiir gewohnlich mit dimensionslosen Groflen gerechnet, indem alle Groflen auf
die iiblichen Einheiten, wie beispielsweise V, A, 2, W, m, s etc., normiert werden.
In der Literatur wird die Fourier-Transformation manchmal in leicht modifizierten
Schreibweisen angegeben. Wegen der festen Kopplung @ = 27 - f ist auch X(f)
fiir das Spektrum, insbesondere bei grafischen Darstellungen des Betragsspektrums,
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iiblich. Die im Buch gewihlte Form betont den Zusammenhang mit der Laplace-
Transformation und ist in der deutsch- und englischsprachigen Literatur weit ver-
breitet.

Fourier-Transformierte des Rechteckimpulses

Anhand des Rechteckimpulses lassen sich Ahnlichkeiten und Unterschiede der Fourier-
Transformation und der Fourier-Reihe gut verdeutlichen. Die Fourier-Transformation des
Rechteckimpulses x7 (#) mit Amplitude eins in Abb. 2.7 liefert

400 +T/2

[ x7 () -e3dr = [ e dt = — . [e’J‘“T/2 — eJ’”T/Z]
O ——

—00 -T/2 —2j-sin(wT/2)
_ 7y s1n'(wT/2) _T. sin (w - T/2) 7 ilw. T .
—jw w-T/2

Der Ausdruck in der eckigen Klammer fiihrt auf die Sinusfunktion und kann mit der si-
Funktion kompakter geschrieben werden. Der Rechteckimpuls und die si-Funktion bilden
ein Fourier-Paar:

xT(t)eT'si(w'g).

Die inverse Fourier-Transformation

+o00
1 T .
xr (t) = o [ T -si (a)z) e dw

—00

tibernimmt die Rolle der Fourier-Reihe in der Signalsynthese. Vergleichen wir das Ergeb-
nis mit der Fourier-Reihe des periodischen Rechteckimpulszugs, erkennen wir einen prin-
zipiell dhnlichen Verlauf. Die Impulsdauer 7 nimmt die Stelle des Tastverhiltnisses 7/ Ty
ein und statt der diskreten Kreisfrequenzen k - w tritt die kontinuierliche Kreisfrequenz o
auf.

Abgesehen von einem Skalierungsfaktor interpoliert die Fourier-Transformierte des
Rechteckimpulses in Abb. 2.28 das Linienspektrum der Fourier-Koeffizienten in Abb. 2.18.
Damit konnen wir den Grenziibergang vom periodischen zum aperiodischen Fall wieder
anschaulich deuten. Mit zunehmender Periode 7; nimmt der Abstand der Spektrallinien,
die Frequenzschrittweite, fy = 1/T, immer mehr ab. Im Grenzfall Ty — oo entsteht
schlieBlich das Frequenzkontinuum.

Auffillig ist auch der Einfluss der Impulsdauer 7" auf das Spektrum. Die erste Nullstelle
des Spektrums fiir f > 0 liegt bei fy = 1/T. Betrigt die Impulsdauer beispielsweise
1 ms, so liegt die erste Nullstelle im Spektrum bei der Frequenz 1 kHz.
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Abb. 2.28 Spektrum des Rechteckimpulses

Parsevalsche Formel
Ganz entsprechend zur Fourier-Reihe gilt fiir ein Fourier-Paar die parsevalsche Formel

+oo | +00
[ r@ra = [ 1x Go) Pao.

Die parsevalsche Formel gibt an, wie die Signalenergie auch im Frequenzbereich be-
stimmt werden kann. Insbesondere kann das Betragsquadrat des Spektrums als Energiebe-
legung auf der Frequenzachse angesehen werden. Man spricht von der Energiedichte des
Signals. Integriert man die Energiedichte | X (jw)I? iber ein bestimmtes Frequenzintervall,
so erhilt man die Gesamtenergie der darin enthaltenen Frequenzkomponenten.

Ganz entsprechendes gilt fiir Leistungssignale, wobei dann vom Leistungsdichtespek-
trum gesprochen wird, also der Verteilung der mittleren Leistung auf die Frequenzkom-
ponenten.

Die Fourier-Transformation ist in der Nachrichtentechnik und anderen naturwissen-
schaftlich-technischen Disziplinen von groer Bedeutung. Meist werden wenige Stan-
dardsignale benutzt, deren Fourier-Transformierte bekannt und in Tabellen géngiger ma-
thematischer Formelsammlungen oder einschldgiger Lehrbiicher der Systemtheorie zu
finden sind. Die Bedeutung der Fourier-Transformation in der Nachrichtentechnik griindet
sich auf die Tatsache, dass grundlegende Konzepte mit ihr hergeleitet und einfach formu-
liert werden, beispielsweise die Filterung und die Modulation von Signalen. Damit wird
es moglich, Zusammenhinge zu verstehen und quantitative Aussagen ohne lange Rech-
nungen zu treffen. In den beiden folgenden Abschnitten werden — ohne mathematische
Herleitungen — einige dieser Zusammenhiinge vorgestellt und angewendet.



60 2 Signale und Systeme

Anmerkungen

e In manchen Tabellenwerken wird die Fourier-Transformation in die Kosinus- und
Sinustransformation zerlegt. Mit der eulerschen Formel ldsst sich die komplexe
Form bestimmen.

e In der modernen Nachrichtentechnik (Messtechnik, Mustererkennung, Spracher-
kennung, Funkkommunikation usw.) ist die besonders fiir Digitalrechner geeigne-
te numerische Fourier-Transformation, die diskrete Fourier-Transformation (DFT)
bzw. schnelle Fourier-Transformation (FFT), nicht mehr wegzudenken. Wir werden
sie in Kap. 3 ndher kennenlernen.

2.6.2 Lineare Filterung

In Abschn. 2.4 wurde die Methode der Ersatzspannungsquellen mit der Fourier-Reihe
zur Berechnung des Ausgangssignals von RLC-Netzwerken vorgestellt. Mit der Fourier-
Transformation kann die Methode direkt auf aperiodische Signale erweitert werden. Das
allgemeine Verfahren ist auf alle LTI-Systeme mit Frequenzgang anwendbar.

Lineare Filterung im Frequenzbereich

Zunichst wird das Spektrum des Eingangssignals durch Fourier-Transformation be-
stimmt. Dann wird es mit dem Frequenzgang multipliziert. Man erhélt das Spektrum des
Ausgangssignals aus der Eingangs-Ausgangsgleichung im Frequenzbereich:

Y (jo) = H (jo) - X (jo).

Der Vorteil der Methode ist offensichtlich: Der Einfluss des Systems wird durch ein-
fache Multiplikation im Frequenzbereich beriicksichtigt. Die Berechnung der Fourier-
Transformation und ihrer Inversen kann jedoch im Einzelfall schwierig sein. In der Re-
gel greift man auf Korrespondenztafeln fiir Fourier-Paare zuriick. Auch eine numerische
Losung kann fiir eine konkrete Aufgabe hilfreich sein.

Die analytische Berechnung des Ausgangssignals ist jedoch eher untypisch. Im Vorder-
grund steht vielmehr das sich aus der Eingangs- Ausgangsgleichung unmittelbar ergebende
Konzept der linearen Filterung. Ist der Frequenzgang fiir eine Frequenz oder ein Fre-
quenzband null, so ist das Spektrum am Systemausgang fiir diese Frequenz oder dieses
Frequenzband ebenfalls null. Die entsprechende Frequenzkomponente im Eingangssignal
wird im System vollstindig herausgefiltert. Solche Systeme, die gewisse Frequenzkom-
ponenten mehr oder weniger unterdriicken, werden kurz (selektive) Filter genannt.

Entsprechendes gilt auch fiir die Verteilung der mittleren Leistung auf die Frequenz-
komponenten, dem Leistungsdichtespektrum stochastischer Signale (Prozesse). Liegt am
Filtereingang ein Signal mit einem bestimmten Leistungsdichtespektrum an, so werden
die Amplituden der Frequenzkomponenten durch das Filter jeweils mit | H (jw)| gewich-
tet. In das Leistungsdichtespektrum am Ausgang geht der Betragsgang deshalb quadra-
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Abb. 2.29 Schaltsymbole elektrischer Filter

tisch ein. Man bezeichnet demzufolge die Funktion | H (jw)|? auch als Leistungsiibertra-
gungsfunktion des Systems.

In der Nachrichtentechnik geniigt es fiir das Verstdndnis vieler Verfahren, das Konzept
der Filter in abstrakter, idealisierter Form anzuwenden. Die Abb. 2.29 zeigt die Schalt-
symbole der vier idealtypischen Filter: den Tiefpass, den Bandpass, den Hochpass und
die Bandsperre. Die Funktionen erkléren sich aus den Bezeichnungen. Beispielsweise un-
terdriickt die Bandsperre alle Frequenzkomponenten in einem bestimmten Frequenzband.

Selektive Filter

Ein wichtiger Anwendungsbereich selektiver elektrischer Filter ist die Frequenzmulti-
plextechnik, wie in Abschn. 5.2 noch niher erldutert wird. Dort werden verschiedene
Signale in jeweils nicht tiberlappenden Frequenzbidndern (Kanélen) gleichzeitig tibertra-
gen. Ein weiteres Beispiel fiir die Frequenzmultiplextechnik ist der Kabelanschluss fiir
Rundfunk und Fernsehen mit seinen verschiedenen Programmen. Um eine hohe Auslas-
tung der Ubertragungsmedien zu erreichen, werden die benutzten Frequenzbinder mog-
lichst nahe aneinandergelegt, sodass zur Signaltrennung im Empfinger besondere Filter
eingesetzt werden miissen. Diese werden mit speziellen mathematischen Methoden, Stan-
dardapproximationsverfahren genannt, entworfen. Die Butterworth!!-, Chebyshev!?- und
Cauer'*-Filter sind typische Beispiele. Thre Behandlung ist Gegenstand der Netzwerk-
und Filtersynthese. Wir beschridnken uns hier darauf, die charakteristischen Frequenzgin-
ge und die prinzipielle Realisierbarkeit anzusprechen.

Anmerkungen

e Zum Filterentwurf stehen heute auf dem PC leistungsfihige Programme zur Ver-
fiigung. Dabei konnen in den Realisierungen auftretende parasitire Effekte bereits
vorab mit beriicksichtigt werden.

o Butterworth- und Cauer-Filter werden entsprechend der analytischen Ldsungen
auch Potenzfilter bzw. elliptische Filter genannt.

1 Stephen Butterworth (1885-1958), britischer Physiker und Ingenieur.

12 Pafnuti Lwowitsch Tschebyschow (englisch Chebyshev; 1821-1894), russischer Mathematiker,
bedeutende Beitridge zur Approximations-, Integrations- und Wahrscheinlichkeitstheorie.

13 Wilhelm Cauer (1900-1945), deutscher Physiker, bedeutende Arbeiten zur theoretischen Nach-
richtentechnik.
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Der Frequenzgang des idealen Tiefpasses in Abb. 2.30 steht fiir die Wunschvorstellung.
Sein Betragsgang entspricht einem Rechteckimpuls und sein Phasengang ist linear. Bis zur
Grenzkreisfrequenz wp, der Durchlasskreisfrequenz, passieren alle sinusféormigen Signale
bzw. Frequenzkomponenten das System unveridndert bis auf eine in der Frequenz linearen
Phasenverschiebung. Alle Signale bzw. Frequenzkomponenten bei hoheren Frequenzen
werden gesperrt. Der lineare Phasenverlauf im Durchlassbereich erfiillt die Forderung der
verzerrungsfreien Ubertragung, wie spiter noch erliutert wird.

Die Aufgabe Filterentwurf besteht folglich darin, ein RLC-Netzwerk so anzugeben,
dass der zugehorige Frequenzgang den Wunschvorstellungen moglichst entspricht. Weil
der Frequenzgang eines RLC-Netzwerks aufgrund der physikalischen Randbedingungen
nicht vollig frei gewihlt werden kann, sind Kompromisse notwendig.

Wie am Beispiel des Reihenschwingkreises in Abschn. 2.2.1 gezeigt wurde, liefert
die Operatormethode fiir die infrage kommenden Admittanzen und Impedanzen Polyno-
me in s bzw. in jw. Polynome charakterisieren jedoch distinkte Nullstellen und konnen
damit nicht abschnittsweise konstant sein. Konsequenterweise ist der Betragsgang eines
idealen selektiven Filters nicht real darstellbar. Der Frequenzgang des idealen Tiefpasses
kann durch ein reales System nur angenihert werden. Eine sinnvolle Filterentwurfsaufga-
be muss deshalb anders gestellt werden. Fiir den Filterentwurf ist vielmehr festzulegen,
welche Abweichungen in der konkreten Anwendung tolerierbar sind. Dies geschieht typi-
scherweise mit dem Toleranzschema in Abb. 2.31. Im Toleranzschema wird die Frequenz,
bis zu der die Signalanteile durchgelassen werden sollen, die Durchlassfrequenz, und
die Frequenz, ab der sie gesperrt werden sollen, die Sperrfrequenz, festgelegt. Dazwi-
schen liegt der Ubergangsbereich, fiir den keine weiteren Vorgaben, als iiblicherweise ein
monotoner Ubergang, gemacht werden. Ebenso wichtig sind die (maximal) zul4ssigen Ab-
weichungen vom idealen Betragsgang, die Durchlasstoleranz und die Sperrtoleranz. Der

Abb. 2.31 Toleranzsche- Durchlassbereich
ma des Betragsgangs zum b 5Dl
Tiefpassentwurf (zuldssiger
Bereich hinterlegt) mit der
Durchlasskreisfrequenz wp,
der Durchlasstoleranz 8p, der
Sperrkreisfrequenz ws und der
Sperrtoleranz Js
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Abb. 2.32 Toleranzschema der Betragsginge fiir einen Hochpass und einen Bandpass (zuldssige
Bereiche hinterlegt)

Realisierungsaufwand eines elektrischen Filters steigt allgemein, je kleiner die Durchlass-
und die Sperrtoleranz und je schmaler der Ubergangsbereich vorgegeben werden.

Entsprechend definiert man das Toleranzschema zu einem Hochpass bzw. einem Band-
pass in Abb. 2.32. Durch geeignete Kombinationen von Tief- und Hochpass ergeben sich
auch Bandsperren, die jeweils ein bestimmtes Frequenzband unterdriicken.

Anmerkungen

e In der Netzwerk- und Filtersynthese wird der Filterentwurf hidufig nur beziiglich des
Betragsgangs vorgenommen und vorausgesetzt, dass das resultierende Filter einen
tolerierbaren Phasenverlauf im Durchlassbereich aufweist.

e Mit Bandpissen lassen sich bestimmte Signale (Rundfunk- oder Fernsehprogram-
me) auswihlen. Der Ubergangsbereich der Filter entspricht den Frequenzabstinden
zweier benachbarter Signale. Je schmaler der Ubergangsbereich, desto mehr Signale
lassen sich gleichzeitig libertragen.

e Schmalbandige Storsignale werden oft mit Bandsperren unterdriickt.

AbschlieBend werden realistische Betragsgénge fiir einfache Butterworth-, Chebyshev-
und Cauer-Tiefpisse vorgestellt. Um einen aussagekriftigen Vergleich zu ermoglichen,
sind die Durchlass- und Sperrtoleranzen und die Filterordnung, d.h. der Grad des Nen-
nerpolynoms in s, fiir die drei Beispiele in Abb. 2.33 gleich. Als Filterordnung wurde
fiinf vorgegeben. Die Frequenzachsen sind auf die Durchlasskreisfrequenz gleich eins nor-
miert.

Der augenfilligste Unterschied zeigt sich in den Breiten der Ubergangsbereiche. Be-
trachtet man zunéchst den Butterworth-Tiefpass, so erkennt man einen flachen Verlauf
aus H(0) = 1 heraus. Diesem Verhalten liegt ein bestimmter mathematischer Zusam-
menhang zugrunde. Butterworth-Tiefpidsse werden deshalb maximal flach genannt. Der
Betragsfrequenzgang biegt schlieSlich nach unten ab, beriihrt (idealerweise) die untere
Toleranzgrenze bei der Durchlassfrequenz und fillt weiter monoton. Dabei erreicht er
(idealerweise) die Sperrtoleranz bei der Sperrfrequenz. Dieses (Wunsch-) Verhalten bildet
die Grundlage zur Dimensionierung der Butterworth-Tiefpésse. Der Butterworth-Tiefpass
mit kleinster Filterordnung, der Filterordnung eins, ist der RC-Tiefpass.
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Im Gegensatz dazu schopft der Chebyshev-Tiefpass die zuldssige Toleranz im Durch-
lassbereich aus. Der Betragsfrequenzgang alterniert zwischen den Toleranzgrenzen. Dabei
ist die Zahl der lokalen Extrema im Durchlassbereich gleich der Filterordnung. Das Aus-
schopfen der Durchlasstoleranz wird durch einen im Vergleich zum Butterworth-Tiefpass
schmaleren Ubergangsbereich belohnt. Alternativ zu Abb. 2.33 (mittig) kann auch ein
Ausschopfen des Toleranzintervalls im Sperrbereich gewihlt werden. Zur Unterscheidung
spricht man dann von einem Chebyshev-II-Tiefpass oder vom inversen Chebyshev-Verhal-
ten.

Im Fall des Cauer-Tiefpasses werden die Toleranzen im Durchlass- und im Sperrbe-
reich genutzt. Man erhilt in Abb. 2.33 den schmalsten Ubergangsbereich mit der steilsten
Filterflanke.

Anmerkungen

e Fiir eine weitergehende Diskussion und insbesondere fiir eine Darstellung der Pha-
senginge wird auf Schiiller (1988) verwiesen. Dort findet man auch zwei Beispiele
fiir Tiefpésse, die nach Vorschriften beziiglich der Phase, d. h. im Durchlassbereich
moglichst konstante Gruppenlaufzeit, entworfen wurden, ein Bessel-Tiefpass und
ein Chebyshev-Laufzeitfilter.

e Die vorgestellten Zusammenhinge fiir RLC-Netzwerke gelten auch fiir digitale Fil-
ter, sodass sich die Ergebnisse in Abb. 2.33 auch in der digitalen Signalverarbeitung
wichtig sind (Kap. 3).
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zu Ubertragendes  Preemphase Rauscrlstorung Deemphase FM-demoduliertes

Tiefpasssignal - - Signal nach der
— (o) > FM-Ubertragung [ Hp(®@) > Deemphase

Abb. 2.34 Blockdiagramm der Anwendung der Preemphase und Deemphase im UKW-Rundfunk
mit FM-Ubertragung

Abb. 2.35 Preemphase- und R, R
Deemphase-Netzwerk fiir den 2
UKW-Rundfunk R
C ! C I
O
Preemphase-Netzwerk Deemphase-Netzwerk

Preemphase- und Deemphase-Netzwerke fiir den UKW-Rundfunk

Im Beispiel betrachten wir eine praktische Anwendung einfacher elektrischer Schaltungen
als Filter im UKW-Rundfunk. Der technische Hintergrund wird spéter noch genauer erldu-
tert. Hier ist wichtig, dass im UKW-Rundfunk die Frequenzmodulation (FM) eingesetzt
wird. Bei der FM-Ubertragung steigt die Leistung des additiven Rauschens mit zuneh-
mender Frequenz an. Somit werden die Frequenzkomponenten des Nachrichtensignals mit
zunehmender Frequenz stérker gestort. Hier setzt die Kombination aus Preemphase- und
Deemphase-Netzwerk an. Die Preemphase hat die Aufgabe, die hoherfrequenten Spek-
tralanteile des Nachrichtensignals vor der FM-Modulation leistungsmiBig anzuheben. Die
Deemphase senkt sie nach der FM-Demodulation wieder so ab, dass beide Systeme sich in
ihren Wirkungen aufheben (Abb. 2.34). Weil das erst bei der FM-Ubertragung hinzukom-
mende Rauschsignal durch das Deemphase-Netzwerk ebenfalls gedampft wird, verringert
sich die Stérung. Modellrechnungen fiir den UKW-Rundfunk im Monobetrieb zeigen,
dass die Anwendung der hier vorgestellten Kaskade von Preemphase- und Deemphase-
Netzwerk die Rauschleistung auf etwa ein Sechstel absenkt.

Im UKW-Rundfunk werden aus Kostengriinden relativ einfache Schaltungen einge-
setzt. Die Abb. 2.35 zeigt den verwendeten Hochpass und Tiefpass. Deren Frequenzginge
werden mit den aus der komplexen Wechselstromrechung bekannten erweiterten kirch-
hoffschen Regeln bestimmt:

. Ry - (1 + joR,C) . 1
Hp (jo) = d H -
PU0) = R iR e M o (0) = e

In der Rundfunktechnik ist es iiblich, die Frequenzginge in normierter Form anzuge-

ben. Mit
Ry

=———; Q=w-R-C
R+ R,

r
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Abb.2.36 Betragsginge (Bode-Diagramme) zur normierten Kreisfrequenz 2 der Preemphase- und
Deemphase-Netzwerke fiir den UKW-Rundfunk

erhilt man

14+jQ
L LA Hp (j©2) = —.
14 jrQ2 1+

Verwendet werden die Parameter

Hp (j2) =r-

Q3dB =1 und R2 -C =50 LS.
Daraus resultiert die 3 dB-Grenzfrequenz des Deemphase-Tiefpasses
1
= —— = 3,18kHz.
f3dB 2 - R2C g

Das ist ungefihr ein Fiinftel der Grenzfrequenz des UKW-Audiosignals von 15 kHz.
Die zugehorigen Frequenzginge sind in Abb. 2.36 in Form von Bode-Diagrammen skiz-
ziert. Dabei werden die Betrige der Frequenzginge stiickweise durch Geraden angenihert,

s. auch Abb. 2.19.

Anmerkung

e Die Preemphase und Deemphase wird auch bei der Magnetbandaufzeichnung und
in der analogen Fernsehtechnik fiir die Farbinformation eingesetzt. Dort werden
hohere Preise fiir die Gerite gezahlt und deshalb konnen aufwendigere Schaltungen
mit hoheren Gewinnen als hier gezeigt verwendet werden.

2.6.3 Verzerrungsfreie Ubertragung

In der Nachrichtentechnik soll das informationstragende Signal durch ein System (Kanal)
moglichst ohne Verzerrung iibertragen werden. Die Ubertragung ist dann verzerrungsfrei,
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wenn das Ausgangssignal bis auf einen Amplitudenfaktor a und einer tolerierbaren zeitli-
chen Verschiebung 7, dem Eingangssignal gleicht:

y()=a-x(—1).

Der Amplitudenfaktor a entspricht einer Ddmpfung und die zeitliche Verschiebung 7,
einer Laufzeit beim Durchgang des Signals durch das System. Der Frequenzgang eines
verzerrungsfreien Systems hat somit eine konstante Amplitude und einen linearen Pha-
senverlauf:

H (jw) = a-e ",

Dies zeigt man am einfachsten durch inverse Fourier-Transformation des postulierten
Frequenzgangs. Mit a = 1 erhiilt man den Verschiebungssatz der Fourier-Transformation

x(t —ty) < X (jw)-e 20,

Soll das Ubertragungssystem ein RLC-Netzwerk sein, folgt aus der Polynomdarstel-
lung des Frequenzgangs, dass eine verzerrungsfreie Ubertragung nicht realisiert werden
kann. Schrinkt man die Forderung auf das interessierende Frequenzband ein, wird eine
verzerrungsfreie Ubertragung niherungsweise moglich.

In der Nachrichtentechnik bezeichnet man die Verzerrungen, die durch ein LTI-System
entstehen, als lineare Verzerrungen. Man spricht von Ddmpfungsverzerrungen und Pha-
senverzerrungen, je nachdem, ob die Amplituden oder die Phasen der Frequenzkompo-
nenten des Nachrichtensignals betroffen sind. Da die Wirkungen von Phasenverzerrungen
nicht so offensichtlich sind, aber durchaus gravierend sein kdnnen, werden sie im Folgen-
den anhand eines Beispiels sichtbar gemacht.

Phasenverzerrungen

Wir betrachten der Anschauung halber den Gleichanteil und die ersten elf Harmonischen

des periodischen Rechteckimpulszuges in Abb. 2.37 oben als Eingangssignal eines LTI-

Systems mit dem Frequenzgang mit konstantem Betrag gleich eins und linearer Phase.
Fiir das Signal am Ausgang ergibt sich aus der Fourier-Reihe des Rechteckimpulszugs

und der Bewertung mit dem idealen Frequenzgang nach kurzer Zwischenrechnung

T [ . T 2k
yl(t)=2A'FO'|:§+;Sl(ﬂk'%)COS(TO'[I—l()]):|.

Das Signal wird unverzerrt iibertragen, wie Abb. 2.37 in der Mitte augenfillig zeigt.
Weil sich die Phasenverschiebungen der Frequenzkomponenten durch das System linear
mit der Kreisfrequenz dndern, stellt sich nach Ausklammern fiir alle Komponenten die
gleiche Signalverzogerung ty = 0,05 - T ein.
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Abb.2.37 Eingangssignal (a), Ausgangssignal des Systems mit linearer Phase (b) und des Systems
mit quadratischer Phase (c)

Fiir die storende Wirkung von Phasenverzerrungen wihlen wir ein System mit quadra-
tischem Phasenterm

H, (jw) = exp (—j - sgn (w) cw?- tg) .

Die Signumfunktion sgn(w) sorgt als Vorzeichenfunktion dafiir, dass der Phasenfre-
quenzgang, wie bei den reellwertigen RLC-Netzwerken gefordert, eine ungerade Funktion
ist. In diesem Fall ergibt sich das Ausgangssignal

yo (1) =24 - |: + Zm (nk ) cos (Z;Ok [t Z;rok ng} .

Die Laufzeiten in den Argumenten der Kosinusfunktionen wachsen jetzt mit steigender
Frequenz (k) linear. Damit erfahren die Frequenzkomponenten unterschiedliche Phasen-
verschiebungen, die in Abb. 2.37 anschaulich zu einem ,,Zerflieen* der Rechteckimpulse
fiihren. Obwohl alle Frequenzkomponenten noch mit gleicher Amplitude, d. h. auch Leis-
tung, vorhanden sind. Das urspriingliche Signal ist nicht mehr zu erkennen.

In der Nachrichtentechnik wird zur Beurteilung der Phasenverzerrungen durch LTI-
Systeme die Gruppenlaufzeit als Ableitung der Phase herangezogen:

d
T, (w) = —ab (w).

Man beachte die Definition der Gruppenlaufzeit mit negativem Vorzeichen. In der Lite-
ratur wird manchmal das negative Vorzeichen bereits in der Phase eingefiihrt und entféllt
dann hier.
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Ein phasenverzerrungsfreies System hat eine konstante Gruppenlaufzeit. Phasenver-
zerrungen machen sich besonders bei Audio- und Bildsignalen storend bemerkbar. Bei
Bildern fiihren Phasenverzerrungen zu rdumlichen Verschiebungen der Bildinhalte. Te-
lefonsprache zeigt sich hingegen relativ unempfindlich gegen Phasenverzerrungen, da es
hierbei v. a. auf die Verstdndlichkeit ankommt.

Klirrfaktor

Bei der Nachrichteniibertragung werden meist auch nichtlineare Komponenten einge-
setzt, wie beispielsweise Verstirker oder Modulatoren. In diesem Fall treten nichtlineare
Verzerrungen auf, die im Gegensatz zu den linearen Verzerrungen neue Frequenzkompo-
nenten verursachen. Ein besonders in der Audiotechnik verbreitetes Mal3 zur Beurteilung
von nichtlinearen Verzerrungen ist der Klirrfaktor d (Total Harmonic Distortion, THD).
Er ist gleich dem Quotienten aus der Wurzel der Summe der Leistungen der stérenden
Oberschwingungen (Effektivwert der Oberschwingungen) durch die Wurzel aus der Ge-
samtleistung (Effektivwert des Gesamtsignals):

J— Effektivwert der Oberschwingungen

Effektivwert aller Harmonischen

In der Audiotechnik wird der Klirrfaktor meist anhand des Eintonsignals mit der Fre-
quenz von 1 kHz gemessen, da bei etwa dieser Frequenz auch das menschliche Gehor am
empfindlichsten ist.

In der Ubertragungstechnik koénnen bei Vorhandensein von mehreren frequenzmiBig
getrennten Signalen, z.B. Rundfunksignale verschiedener Frequenzkanile, nichtlineare
Kennlinien zur Intermodulation und im Sonderfall auch zur Kreuzmodulation fiihren. In
der Telefonie kann es zum Ubersprechen, d.h. dem unbeabsichtigten Mithdren fremder
Telefonate, kommen.

>  Bei einer unverzerrten Ubertragung wird das Signal nur zeitlich verschoben
und/oder mit einem konstanten Faktor bewertet, @ndert also seine Form nicht.
Wird die Ubertragungsstrecke als LTI-System modelliert, treten durch den Fre-
quenzgang lineare Verzerrungen im Signal auf, die Ddmpfungs- und/oder Pha-
senverzerrungen. Am Ausgang treten keine neuen Frequenzkomponenten auf.
Enthilt die Ubertragungsstrecke nichtlineare Komponenten, treten nichtlineare
Verzerrungen auf. Es entstehen neue Frequenzkomponenten.

2.6.4 Zeitdauer-Bandbreite-Produkt

Bandbreite

Unter der Bandbreite eines Signals versteht man die Breite des Bereichs im Spektrum,
in dem die wesentlichen Frequenzkomponenten liegen. Was unter wesentlich zu verste-
hen ist, wird durch die jeweilige Anwendung bestimmt. Im Beispiel der Sprachtelefonie
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Abb. 2.38 Absolute Bandbreite B von Tiefpass- und Bandpassspektren

liefert die Verstidndlichkeit das Kriterium, bei Audiosignalen, zum Beispiel Musik, ist es
der Horeindruck. Haufig sind jedoch auch rein technische Aspekte, wie Systemspezifi-
kationen oder Koexistenz mit anderen Signalen, ausschlaggebend. In friiheren Beispielen
haben wir die Bandbreite mit der ersten Nullstelle im Spektrum (fiir positive Frequenzen)
abgeschitzt. Zwei gebriuchliche Definitionen sind die absolute und die 3 dB-Bandbreite.

Anmerkung

o Grafische Darstellungen der Spektren beschridnken sich oft auf den Betrag fiir po-
sitive Frequenzen, weil der Betrag der Spektren der iiblichen reellen Signale eine
gerade Funktion ist. Hiufig wird die verkiirzte Schreibweise | X ( f)| statt | X (27 f)|
oder | X (jw)| verwendet. Dariiber hinaus werden in den Beschriftungen manchmal
auch die Betragsstriche weggelassen, wenn die Darstellungen symbolisch gemeint
sind.

e Bei den eher seltenen, maBstiblichen Zeichnungen werden die Amplituden der Be-
tragsginge beziiglich der Frequenz f in der Literatur gelegentlich mit dem Faktor
27 normiert (Liike 1995).

e Meist werden Darstellungen des Betragsspektrums bzw. des Betragsgangs auf den
jeweiligen Maximalwert normiert. Dann heben sich die Skalierungsfaktoren weg.
Typisch sind Darstellungen im logarithmischen Maf} mit dem Maximum bei 0 dB.

Eine strikte Bandbegrenzung liegt vor, wenn das Spektrum fiir Frequenzen grofBer
gleich der Grenzfrequenz f, null ist. Im Fall des Tiefpassspektrums in Abb. 2.38 spricht
man von der absoluten Bandbreite B = f,. Liegt ein Bandpassspektrum vor, so ist die
Bandbreite B = fyo — fou-

Im Beispiel von mit dem RC-Tiefpass gefilterten Signalen oder des Spektrums des
Rechteckimpulses liegt keine strikte Bandbegrenzung vor. Die Bandbreite kann aber wie
in Abb. 2.39 durch die 3 dB-Grenzfrequenz abgeschétzt werden. Beim RC-Tiefpass ist die
3 dB-Grenzfrequenz B = figg = 1/(2nRC), s. Abschn. 2.5.3. Die 3 dB-Grenzfrequenz
der si-Funktion ist B = f345 ~ 0,44/T = 0,44 - f.

Einige typische Bandbreiten von Signalen in der Nachrichtentechnik sind in Tab. 2.1
zusammengestellt. Darin ist deutlich der wachsende Bandbreitenbedarf fiir die moderne
Kommunikation zu erkennen. Gentigten fiir die Sprachtelefonie noch etwa 4 kHz, so sind
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Abb. 2.39 3 dB-Bandbreite B von Tiefpass- und Bandpassspektren

Tab. 2.1 Ungefihre Bandbreiten einiger Nachrichteniibertragungskanéle

Anwendung Kanalbandbreite
Fernsprechen (analog) 4kHz

Audio fiir UKW-Rundfunk 15kHz

Audio fiir Compact Disc (CD) 20kHz
UKW-Rundfunk (Funksignal) 180kHz

Global System for Mobile Communications® (GSM) 200kHz
Digitaler Teilnehmeranschluss® (ADSL2+) 2,2MHz
Schnurlostelefonie® (DECT) 1,8 MHz
Universal Mobile Telecommunication System? (UMTS) 5MHz
Fernseh-Rundfunk (analog) 5,5-7MHz
Wireless Local Area Network®"¢ (WLAN) 20 und 40 MHz
Power Line Communication” (PLC) bis 40 MHz
Global Positioning System' (GPS) 2 und 20 MHz
Long Term Evolution! (LTE) 1,25-20MHz

2 Frequenzkanal fiir die gleichzeitige unidirektionale Ubertragung von 8/16 Full-/Half-Rate-Tele-
fongesprichen;

b Asymmetric Digital Subscriber Line,

¢ Frequenzkanal fiir die gleichzeitige bidirektionale Ubertragung von 12 Telefongespriichen;
4 Frequenzkanal im Codemultiplex fiir Sprache und Daten;

¢ IEEE 802.11a/b/g;

"IEEE 802.11n mit Kanalbiindelung;

¢ IEEE 802.11ac bis 160 MHz;

" IEEE P1901;

' L1- bzw. L2-Triger der Satellitensignale;

I Ubertragung von Sprache und Daten im Multiplex mit OFDM

es fiir das moderne WLAN oder die vierte Mobilfunkgeneration LTE bis zu 40 MHz und
mehr.

»  Die Bandbreite eines Signals gibt die Breite des Bereichs im Spektrum an, der
durch die wesentlichen Frequenzkomponenten des Signals belegt wird. Sie wird
i.d. R. anwendungsspezifisch durch Angabe der unteren und oberen Grenzfre-
quenz festgelegt.
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Abb. 2.40 Zcitdauer-Bandbreite-Produkt am Beispiel des Rechteckimpulses

Zeitdauer-Bandbreite-Produkt

Ein wichtiges physikalisches Phdnomen ist der Zusammenhang zwischen der Dauer und
der Bandbreite eines Signals. Wir veranschaulichen uns das anhand des Rechteckimpulses
und seines Spektrums in Abb. 2.40. Mit der Impulsdauer 7" und der Bandbreite B = f,
d.h. wir wihlen die erste Nullstelle im Spektrum als MalB, erhdlt man das konstante
Zeitdauer-Bandbreite-Produkt B - T = 1. Demzufolge stehen die Zeitdauer eines Vor-
gangs und die Breite des Spektrums in reziprokem Zusammenhang. Halbiert man wie
in Abb. 2.40 unten die Impulsdauer, so verdoppelt sich die Bandbreite. Bei der binéren
Dateniibertragung mit Rechteckimpulsen bedeutet das: Soll die Zahl der pro Zeiteinheit
gesendeten Impulse (Nutzen) verdoppelt werden, so ist die doppelte Bandbreite (Kosten)
zur Verfiigung zu stellen.

Die Theorie der Fourier-Transformation zeigt, dass zeitbegrenzte Signale nicht strikt
bandbegrenzt sein konnen und umgekehrt. Eine Definition des Zeitdauer-Bandbreite-Pro-
dukts fiir nicht zeit- bzw. bandbegrenzte Signale im Sinn einer effektiven Dauer und
effektiven Bandbreite gelingt mit den Varianzen des Signals bzw. seiner Dauer und seines
Spektrums (Werner 2008).

»  Die effektive Dauer und die Bandbreite eines Signals stehen in reziprokem Zu-
sammenhang. Je kiirzer ein Impuls und je steiler ein Signallibergang, umso gro-
Ber die Bandbreite.

2.7 Charakterisierung von LTI-Systemen

Zur Eingangs-Ausgangsgleichung im Frequenzbereich fehlt bisher das Gegenstiick im
Zeitbereich. In diesem Abschnitt wird der Kreis vom Frequenzbereich zuriick in den Zeit-
bereich geschlossen. Dem Frequenzgang wird die Impulsantwort an die Seite gestellt.
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Wurde bisher der Anschauung halber direkter Bezug auf die physikalisch interpretier-
baren RLC-Netzwerke genommen, so soll in diesem Abschnitt mit Blick auf die grund-
legenden Eigenschaften von zeitkontinuierlichen LTI-Systemen, die Linearitit und die
Zeitinvarianz, ein allgemeiner Standpunkt eingenommen werden. Die theoretischen Zu-
sammenhinge werden durch ausfiihrliche Rechenbeispiele nachvollziehbar gemacht. Da-
bei gelten die Definitionen fiir dimensionslose GréBen. Physikalische Grofen sind deshalb
vorab geeignet zu normieren, wie beispielsweise die Spannungen in Volt, die Zeit in Se-
kunden usw.

271 Impulsfunktion und Impulsantwort

Wir beginnen mit einer Messaufgabe: Ein im Wesentlichen bandbegrenztes LTI-System
mit der Grenzfrequenz f, soll mit einem Signal so erregt werden, dass am Ausgang der
Frequenzgang direkt beobachtet werden kann. Aus der Eingangs-Ausgangsgleichung im
Frequenzbereich (s. Abschn. 2.6.2 lineare Filterung) schlieen wir, dass das Spektrum des
erregenden Signals im interessierenden Frequenzband konstant sein muss. Wie konnte
folglich das Signal x (¢) aussehen?

Beispielsweise wie ein Rechteckimpuls mit entsprechend kurzer Dauer 7. Wihlt man
ndmlich T so, dass fiir die Bandbreite gilt B = 1/T > f,, dann ist das Spektrum am
Systemausgang niherungsweise proportional zum gesuchten Frequenzgang.

Betrachten wir nun ein System mit doppelter Grenzfrequenz, ist fiir die Messung die
Dauer des Rechteckimpulses zu halbieren. Ist das System nicht strikt bandbegrenzt, miiss-
te die Signalbandbreite B — oo und damit die Dauer des Rechteckimpulses 77 — 0
gehen. Wie in Abb. 2.40 zu sehen ist, geht jedoch ebenso die Amplitude des Spektrums
gegen null, da ja nun praktisch keine Signalenergie mehr aufgewendet wird.

Das kleine Gedankenexperiment zeigt das Problem auf — und deutet die Losung an. Mit
Blick auf die parsevalsche Formel ist festzustellen: Ein Signal, dessen Spektrum ungleich
null und konstant fiir alle Frequenzen ist, wiirde unendliche Energie aufweisen und kann
deshalb nicht physikalisch existieren. Es ist jedoch moglich, im Sinn eines Grenziiber-
gangs, ein derartiges Signal als mathematische Idealisierung zu konstruieren.

Impulsfunktion
Dazu betrachten wir in Abb. 2.41a die endliche Folge von gewichteten Rechteckimpulsen,
die bei konstanter eingeschlossener Fliche fiir wachsendes n immer schmaler und héher

werden:
+o00

/ n-xiy, @)dt=1 fir n=12,3,...,N.
—00
Die zugehorigen Spektren sind ebenfalls in Abb. 2.41b skizziert. Im Grenzfall n — oo

strebt das Spektrum fiir alle Kreisfrequenzen gegen eins, da die erste positive und die erste
negative Nullstelle sich nach 4-oco bzw. —oo verschieben. Jedoch strebt zugleich die Breite
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Abb. 2.41 Folge von flichennormierten Rechteckimpulsen und die zugehéorigen Spektren

des Rechteckimpulses gegen 0 und die Hohe gegen co. Die Flichennormierung bedeutet,
dass die Energie der Rechteckimpulse dann gleich n ist, und somit ebenfalls gegen oo
strebt.

Es ist offensichtlich, dass im Grenzfall das Integral oben im herkdmmlichen Sinn nicht
mehr existiert. Gut, dass das mathematische Problem des Grenziibergangs hier fiir sich
genommen nicht relevant ist. Denn fiir die Messaufgabe werden ein Signal und seine
Wirkung auf ein System gesucht. Es interessiert hier stets die Anwendung auf eine weitere
Funktion x (¢), die spiter den Einfluss des zu untersuchenden Systems widerspiegeln wird.
Wir machen uns das durch eine kurze Uberlegung deutlich.

Ist die (zu testende) Funktion x(¢) um ¢ = O stetig und beschrinkt, so erwarten wir
gemif} dem Mittelwertsatz der Integralrechnung fiir #» gentigend grof3 aber endlich fiir das

Testergebnis
+00

/ x(@)-n-xi,@)dt ~x(0).
Es ist deshalb vorteilhaft, den Grenziibergang n — oo im Sinn einer Abbildung auf-

zufassen, die der Funktion x(¢) ihren Wert an der Stelle t = 0 zuweist. Wir schreiben

formal
+o00

/x(t)'b’(t)dt:x(O)

—00

mit der Impulsfunktion oder diracschen'* Delta-Funktion §(¢).

Die Impulsfunktion ist keine Funktion im herkdmmlichen Sinn, sondern eine verall-
gemeinerte Funktion, auch Distribution genannt. Sie und das obige Integral werden im
Rahmen der Distributionentheorie erkldrt. Mit anderen Worten, das Integral wird nicht
durch Einsetzen der Funktionen und herkommliches Integrieren gelost, sondern ist als
Definitionsgleichung der Impulsfunktion aufzufassen. Man spricht von der Ausblendei-
genschaft der Impulsfunktion, da sie den gesamten Funktionsverlauf von x (¢) bis auf den
Wert x(0) an der Stelle ¢ = 0 ausblendet.

1 Paul Adrien Maurice Dirac (1902—1984), britischer Physiker, Nobelpreis 1933.
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Abb. 2.42 Tmpulsfunktion WeiRes
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Anmerkungen

e In der Literatur wird die Impulsfunktion auch als Dirac-Sto}, Dirac-Impuls oder
Delta-Funktion bezeichnet.

e Es sei noch angemerkt, dass in der Distributionentheorie der Grenziibergang nicht
mit einem Rechteckimpuls, sondern mit einer unbegrenzt oft differenzierbaren
Funktion, wie z. B. der gauB3schen Glockenkurve, gearbeitet wird. Dadurch wird es
moglich, auch Ableitungen, sog. Derivierte, der Impulsfunktion sinnvoll zu definie-
ren und die Impulsfunktion zur Losung von Differenzialgleichungen heranzuziehen,
wie sie in Physik und Technik typisch sind.

Die Impulsfunktion wird, wie in Abb. 2.42 gezeigt, als nadelférmiger Impuls darge-
stellt. Falls hilfreich, wird ihr Gewicht, die Impulsstérke, an die Spitze geschrieben. Thre
Fourier-Transformierte ist eine Konstante, wie man durch Einsetzen in das Fourier-Inte-
gral und Anwenden der Ausblendeigenschaft schnell zeigt:

()< 1V w
I1Vite2r-§(w).

In Anlehnung an die additive Farbmischung in der Optik wird ein konstantes Spektrum
auch vereinfachend weifles Spektrum genannt. Der Ausdruck weifles Spektrum wird insbe-
sondere im Zusammenhang mit Zufallsprozessen mit konstanten Leistungsdichtespektren
gebraucht. In Anlehnung an die Audiotechnik spricht man dann bei den entsprechenden
Prozessen vom weil3en Rauschen, dessen Musterfunktionen sich dhnlich wie rauschendes
Wasser anhoren.

In der Technik und der Physik niitzt man die formale Ubereinstimmung mit den ge-
wohnten Rechenregeln.

»  Dielmpulsfunktionist die mathematische Idealisierung eines Signals sehr kurzer
Dauer und sehr hoher Energie. Definiert wird sie Uiber die Ausblendeigenschaft.
Das Spektrum der Impulsfunktion ist konstant fiir alle Frequenzen.

Impulsantwort
Mit der Impulsfunktion als mathematische Idealisierung fiir ein Signal mit hoher Energie
und kurzer Dauer lassen sich zur Systembeschreibung wichtige Zusammenhénge ableiten.
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Erregt man das zunéchst energiefreie LTI-System mit der Impulsfunktion, so ist das Spek-
trum am Ausgang gleich dem Frequenzgang des LTI-Systems, siehe lineare Filterung. Im
Zeitbereich erhdlt man dazu, wie der Name sagt, die Impulsantwort. Die Impulsantwort
und der Frequenzgang bilden ein Fourier-Paar:

h(t) < H (jo).

Beide Systemfunktionen liefern die gleiche Information iiber das LTI-System, da sie
mit der Fourier-Transformation ineinander umgerechnet werden konnen.

Anmerkung

e Hierbei wird die Existenz des Frequenzgangs als Fourier-Transformierte der Im-
pulsantwort vorausgesetzt. Ein hinreichendes Kriterium dafiir ist, wie spéter gezeigt
wird, die absolute Integrierbarkeit der Impulsantwort.

Impulsantwort des RC-Tiefpasses

Am Beispiel des RC-Tiefpasses lassen sich die bisherigen Uberlegungen anhand be-
kannter Ergebnisse aus der Physik tiberpriifen. Wir betrachten dazu den RC-Tiefpass in
Abb. 2.15 mit der Zeitkonstanten t und setzen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
im Folgenden stets voraus, dass die Kapazitit sich anfangs im ungeladenen Zustand
befindet, also das System zu Beginn energiefrei ist. Wir starten mit dem Ubergang des
Eingangssignals vom Rechteckimpuls zur Impulsfunktion. Zunéchst wird die Ausgangs-
spannung u,(¢) bei Erregung mit einem Rechteckimpuls x7(¢) bestimmt:

ue (1) = Uq - x7 (1) .

Aus der kirchhoffschen Maschenregel und dem Zusammenhang zwischen Strom und
Spannung an der Kapazitit resultiert fiir die Ausgangsspannung die inhomogene lineare
Differenzialgleichung erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten

d 1 1
Eua(t)+;'ua(t) = ;'ue(t)'

Die Losung der Differenzialgleichung fiir eine rechteckformige Eingangsspannung mit
dem Einschaltzeitpunkt 7 = 0 ist aus der Physik bekannt oder kann mit der Methode
der Variation der Konstanten berechnet oder durch einfache Uberlegungen erraten werden
(Abb. 2.17):

0 fir r<0
u, (t) = 1 Ug- (1 —e7/7) fir 0<t<T .
Ug-(1—eT/7)e”@DT fiir 1 =T
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Abb. 2.43 Reaktion des RC-Tiefpasses mit der Zeitkonstanten 7 = R - C auf flichennormierte
Rechteckimpulse der Daver T = t/n

In Abb. 2.43b wird die Ausgangsspannung fiir verschiedene Rechteckimpulse (links)
als Eingangsspannung dargestellt. Man sieht deutlich die zuerst wachsende Spannung
an der Kapazitit im Ladevorgang und anschlieBend deren fallenden Verlauf beim Ent-
laden. Betrachtet man die Folge von Rechteckimpulsen, so erkennt man fiir wachsendes
n, dass sich der Ladevorgang immer mehr verkiirzt und sich der Endwert der Spannung
im Ladevorgang dem Wert U, annihert. Im Grenzfall n — oo, d. h. bei Erregung mit der
Impulsfunktion, scheint die Spannung an der Kapazitit auf den Wert U, zu springen und
es beginnt sofort der Entladevorgang.

Selbstredend ist fiir n — oo eine derartige physikalische Spannungsquelle nicht rea-
lisierbar. Die mathematische Idealisierung ist jedoch von grolem praktischem Wert. Bei
jedem physikalischen Experiment ist man auf Beobachtungen, hier die Messungen der
Zeit und der Spannung, angewiesen. Die Messgenauigkeit ist jedoch stets beschrinkt.
Unterschreitet man die Messauflosung, so ist der Unterschied zwischen Experiment und
Idealisierung nicht mehr festzustellen.

In Einklang mit den physikalischen Uberlegungen ist die Impulsantwort des RC-Tief-
passes
L.exp(—L) fir >0

hecp (1) = .
rere (1) 0 fir 7 <0

AbschlieBend verifizieren wir die gefundene Impulsantwort und die zugrunde liegen-
den theoretischen Zusammenhénge:

a) Die Impulsantwort und der Frequenzgang bilden ein Fourier-Paar.
b) Man erhilt die Impulsantwort, wenn in der systembeschreibenden Differenzialglei-
chung die Impulsfunktion als Erregung eingesetzt wird.
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Zu a): Zunichst wird die obige Impulsantwort des RC-Tiefpasses transformiert und mit
dem friiher bestimmten Frequenzgang des RC-Tiefpasses in Abschn. 2.5.3 verglichen:

/ hreop (1) -e79'dt = / - TLedetgr = Z . [ o/t Holt gy
T T
e o s
1 1
= — — H X : X
T 1/1 +jo 1 + jot rete (joo)

Zu b): Nun wird die Impulsantwort als Losungsansatz in die obige Differenzialgleichung
fiir # > 0 mit Impulserregung eingesetzt

da a U

ettt et/ = 2 g
[S € = t

dr t +r2 T @)

mit der positiven reellen Konstanten a. Die Integration vereinfacht die Gleichung

t

t
U,
g-e_’/f+%- /e_"/fdx =—q-f8(x)dx.
T T T
20

-0
—t-[exp(—t/7)—1] 1

Wie zu zeigen war, erhilt man mit a = Uy das Ausgangssignal
1 —t/t .
Ma(l)=Uq'l’lRC_Tp(l)=Uq-—-e fir > 0.
T

Anmerkungen

e Die untere Integrationsgrenze —0 soll den Grenziibergang von links an 0 symbolisie-
ren, sodass die Ausblendeigenschaft der Impulsfunktion angewendet werden kann.
In der Literatur sind auch Definitionen fiir den Grenziibergang mit rechtsseitigen
Rechteckimpulsen zur Impulsfunktion zu finden, die jedoch an anderer Stelle eine
entsprechende Interpretation verlangen.

e Man beachte, dass hier eine einfache Dimensionskontrolle nicht zuldssig ist, da mit
dimensionslosen Groflen gerechnet wird. Wiirde man mit Dimensionen rechnen, so
wire die Formel fiir die Ausblendeigenschaft der Impulsfunktion zu modifizieren.
Da eine Integration iiber der Zeit vorliegt, miisste das Resultat die Dimension der
Zeit aufweisen.

»  Die Reaktion eines energiefreien LTI-Systems auf die Impulsfunktion heif3t Im-
pulsantwort. Die Impulsantwort und der Frequenzgang eines LTI-Systems bil-
den ein Fourier-Paar.
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2.7.2 Lineare Filterung und Faltung

Mit der Impulsantwort kann die Eingangs-Ausgangsgleichung eines LTI-Systems im Zeit-
bereich angegeben werden. Die Impulsantwort ist dariiber hinaus die zentrale System-
funktion fiir die Systemeigenschaften. Die grundsitzliche Idee der Beschreibung von LTI-
Systemen besteht darin, zunéchst die Systemreaktion auf die Impulsfunktion, die Impuls-
antwort, zu bestimmen. Lisst sich spdter das Eingangssignal als Linearkombination von
gewichteten und verzogerten Impulsfunktionen darstellen, so folgt aufgrund der Linearitit
und der Zeitinvarianz des LTI-Systems, dass das Ausgangssignal eine Linearkombination
von ebenso gewichteten und verzégerten Impulsantworten sein muss. Diesen grundsitzli-
chen Zusammenhang wollen wir jetzt erfassen.

Anmerkung

e Die nachfolgend verwendeten mathematischen Interpretationen von Linearitit und
Zeitinvarianz konnen auch im Sinn einer Definition verstanden werden.

Im ersten Schritt wird mit dem Systemoperator T{.} die Impulsantwort definiert und
dabei ihre Existenz vorausgesetzt:

h(t) =TS8 (t)}.

Der Systemoperator bedeutet nichts weiter, als dass die Funktion in der geschweif-
ten Klammer das Eingangssignal ist und das Ausgangssignal als Ergebnis der Abbildung
(Transformation) durch das System zugewiesen wird. Wie diese Abbildung wirklich aus-
sieht, hiingt von dem jeweils betrachteten System ab. Voraussetzung ist hier nur, dass die
Funktionen sinnvoll existieren und die Abbildung linear und zeitinvariant ist.

Im zweiten Schritt wird zunichst das Eingangssignal als Uberlagerung von Impuls-
funktionen dargestellt:

+00 +o0
/x(r)-S(t—f)dt=x(t)-/8(t—t)dt=x(t).
—00 —00

1

Da, wegen der Ausblendeigenschaft der Impulsfunktion, das linke Integral nur dann
einen von null verschiedenen Wert liefert wenn ¢ = t, darf im Integral auch x(¢) ge-
schrieben werden; x(¢) ist jedoch unabhéngig von der Integrationsvariablen t, weshalb
x(t) vor das Integral gestellt wird. Es verbleibt die Integration iiber die Impulsfunktion,
die definitionsgemif3 den Wert eins hat. Das linke Integral gleicht somit dem Eingangssi-
gnal.
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Mit dieser Vorbereitung ergibt sich die Eingangs-Ausgangsgleichung eines Systems
auf ein weitestgehend beliebiges Eingangssignal

+o00

y(@)=T /x(r)—S(t—r)dr

—00

Man beachte, die Zeitvariablen ¢ betrifft die Abbildung durch das System und die Inte-
grationsvariable 7 die Darstellung des Eingangssignals als Uberlagerung von gewichteten
Impulsfunktionen. Nun kann die Linearitit genutzt werden, weil der Systemoperator nur
beziiglich der Variablen ¢ angewendet wird. Vertauscht wird die Reihenfolge aus linea-
rer Abbildung des Signals beziiglich der Zeitvariablen ¢ durch das System und linearer
Abbildung durch das Integral beziiglich der Integrationsvariablen t:

+00
y(t) = [x(t)~T{8(t—t)}dt.

Ist das System zeitinvariant, so hiingt das Ausgangssignal, die (System-)Reaktion, bis
auf eine zeitliche Verschiebung aufgrund des Einschaltzeitpunkts, hier t, nicht vom Zeit-
punkt der Erregung ab. Man erhilt die zeitlich um t verschobene Impulsantwort

+0o0o
y() = fx(t)-h(t—t)dr.
—00
Damit ist die gesuchte Eingangs-Ausgangsgleichung fiir den Zeitbereich gefunden.

Man bezeichnet das Integral als Faltungsintegral, oder kurz als Faltung, und schreibt mit
dem Faltungsstern ,,x* ebenso kurz

+00 +o0
x@)xh(@) = [x(r)-h(t—r)dt= /X(Z‘—’L’)-/’l(’[)d‘[.

Die Faltung erhilt ihren Namen daher, dass eine der Funktionen im Integranden mit
negativer Integrationsvariablen vorkommt. Das entspricht einem Umfalten (Spiegelung)
der Funktion an der Ordinate. Die Faltung ist kommutativ, wie noch gezeigt wird.

Zunichst verifizieren wir die Faltung als Eingangs-Ausgangsgleichung. Wir fiihren die
Fourier-Transformation durch und Vergleichen des Ergebnis mit der Eingangs-Ausgangs-
gleichung im Frequenzbereich eins.

Anmerkung

e Die folgende Herleitung stellt ein typisches Beispiel fiir die Anwendung der Fou-
rier-Transformation und der Impulsfunktion in der Nachrichtentechnik dar. Die
Anwendung beruht — abgesehen von einem gewissen Vertrautwerden mit den Zu-
sammenhingen — auf einfachen Rechenregeln. Die Giiltigkeit der Regeln wird
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LTI-System
Zeitbereich x(1) h(r) (1) = x() * h(1)
— ——
H(jo) . . .
Frequenzbereich  X(jo) Y(jo) = X(jw)-H(jo)

Abb. 2.44 Eingangs-Ausgangsgleichungen fiir LTI-Systeme in Zeit- und Frequenzbereich mit der
Impulsantwort /(¢) und dem Frequenzgang H (jo)

stillschweigend vorausgesetzt, was durch die physikalischen Randbedingungen und
den praktischen Erfahrungen in den technischen Anwendungen motiviert ist und
durch die Distributionentheorie mathematisch abgesichert wird.

Vertauschen der Integrationsreihenfolge, also der Zeitvariablen ¢ der Fourier-Transfor-
mation mit der Faltungsvariablen t, liefert nach einfacher Substitution der Variablen den
Frequenzgang und den Faktor e 7“7, Dieser Zusammenhang wird auch als Zeitverschie-
bungssatz der Fourier-Transformation bezeichnet:

+oo[” +oo
X(l)*h(t)(—)/ [x(f)'h(f—f)df _efjwtdt
S -
= [x(t)- [h(t—t).e*jwtd[ dt:H(ja))./x(.L—),efjwrdr.

H (jo)-exp(—jwt) X (jo)

Da der Frequenzgang beziiglich der Integration nach t als konstant anzusehen ist,
darf er vor das Integral gezogen werden und es verbleibt die Fourier-Transformation des
Eingangssignals. Damit ist gezeigt, dass die Fourier-Transformation die Faltung zweier
Funktionen im Zeitbereich in das Produkt ihrer Fourier-Transformierten im Frequenz-
bereich tiberfiihrt. Aus der Faltung des Eingangssignals mit der Impulsantwort wird das
Produkt des Eingangsspektrums mit dem Frequenzgang

x () xh(t) < X (jo) - H (jo).

Aus der Kommutativitit des Produkts im Frequenzbereich darf auf die Kommutativitit
der Faltung im Zeitbereich geschlossen werden. Die Eingangs-Ausgangsgleichungen von
LTI-Systemen im Zeit- und im Frequenzbereich ist in Abb. 2.44 zusammengestellt. Es sei
nochmals betont, dass die Eingangs-Ausgangsgleichungen nur die sinnvolle Existenz der
Impulsantwort des Systems und dessen Linearitit und Zeitinvarianz voraussetzen. Wegen
der Sparsamkeit der Voraussetzungen kann eine breite Anwendung der Theorie erwartet
werden.
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Wichtige Eigenschaften von LTI-Systemen werden nachfolgend nochmals zusammen-
gestellt. Die sinnvolle Wahl von Funktionen und Konstanten in den Gleichungen wird
vorausgesetzt.

Linearitit

Sind zwei beliebigen Eingangssignalen x () und x,(¢) jeweils die Ausgangssignale y;(¢)
bzw. y,(¢) zugeordnet, so folgt fiir lineare Systeme fiir jede Linearkombination mit belie-
bigen Konstanten ¢; und ¢,

T{ci - x1(t)+cr-x(@)}=cr-y1(t)+c2-y2(1).

Diese Eigenschaft muss im erweiterten Sinn auch fiir konvergente Funktionenfolgen,
wie Fourier-Reihen und Integrale gelten.

Zeitinvarianz
Ein System ist zeitinvariant, wenn fiir einen beliebigen Einschaltzeitpunkt 7, gilt

Tix(@y=y(@ und Ti{x(—t);=y—-1).

Kausalitiit
Man beachte im Beispiel der Impulsantwort des RC-Tiefpasses, dass die Impulsantwort
fiir t < 0 gleich null ist. Signale mit dieser Eigenschaft werden als rechtsseitige Signa-
le bezeichnet. Ist die Impulsantwort eines Systems rechtsseitig, spricht man von einem
kausalen System. In diesem Fall erfolgt die Reaktion zeitgleich mit oder erst nach der
Erregung und steht somit im Einklang mit der physikalischen Erfahrung der Reihenfolge
von Ursache und Wirkung.

Ist das System kausal, so kann die Rechtsseitigkeit der Impulsantwort in den Grenzen
des Faltungsintegrals beriicksichtigt werden:

t +00
y(t)z/x(r)'h(t—r)dt: //’l(‘L’)-X(l—l’)d‘C.
—00 0

BIBO-Stabilitéit
Ein System mit absolut integrierbarer Impulsantwort

+00
f [h(2)|dt < o0

bezeichnet man als BIBO-stabil. BIBO steht fiir Bounded-Input — Bounded-Output und
bedeutet, dass fiir jedes amplitudenbeschrinkte Eingangssignal |x(¢)] < M auch das
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Ausgangssignal in seiner Amplitude beschrinkt bleibt:

+00 400
()] = /x(r)-h(z—r)dr s/|x(f)-h<z_f>|df

+00 +o0
§/|x(f)|-|h(t—t)|dt§M-/|h(t—r)|dr<oo.
——

—00 <M

Ist die Impulsantwort absolut integrierbar, existiert der Frequenzgang.

Zum Abschluss betrachten wir zwei Beispiele fiir die Faltung: den Rechteckimpuls
am RC-Tiefpass und die Faltung zweier Rechteckimpulse. Fiir das erste Beispiel kennen
wir das Ergebnis, z.B. aus der Physik, und konnen so nochmals die Zusammenhinge
tiberpriifen. Im zweiten Beispiel geben wir eine grafische Losung an und erhalten ein
wichtiges Ergebnis aus der Nachrichteniibertragungstechnik.

Rechteckimpuls am RC-Tiefpass
Beispielhaft berechnen wir die Reaktion eines zunichst energiefreien RC-Tiefpasses bei
Erregung mit einem konstanten normierten Spannungsimpuls:

U, fir ¢€[0,T]

U (1) =
e () 0 sonst

Die Kausalitit des Systems, die Rechtsseitigkeit der Impulsantwort, wird in den Integrati-
onsgrenzen der Faltung beriicksichtigt. Da auch das Eingangssignal rechtsseitig ist, kann
die Systemantwort erst fiir # > 0 erfolgen. Das Integral ist nur fiir 7 > 0 zu 16sen:

+0oo

Uy (1) = ue (t) * hrere (1) = [ Ue (@) - hreotp (1 — ) da
t 1 B 1 ;
- /”e @ —e Fda=— et .[ue (@) - e do.
T T
0 0

Wegen des Rechteckimpulses ist eine Fallunterscheidung notwendig. Fiir 0 < ¢t < T
liegt die Spannung U, an und man erhilt die Spannung an der Kapazitit im Ladevorgang:

t
U,
u, (1) = ?q -e*’/f-[e“/fda =Uy-(1-e") fir 0<t<T.

0
————

T-exp(a/7)f
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Fiir # > T ist die Eingangsspannung null, die Kapazitit entlddt sich. Aus dem Ansatz
mit der Faltung wird

T
U
ua(l‘)z?q~e_f/f'/e‘)‘/’da:Uq'e_’/’-(e_T/r—l) fir t>T
0

——
r~exp(oc/r)|g
und somit das bekannte Ergebnis aus dem Beispiel in Abschn. 2.7.1.

Man beachte auch die Stetigkeit der Spannung an der Kapazitit fiirt = Ound ¢ = T'.
Da Kapazititen und Induktivititen Energiespeicher sind, kdnnen sich ihre Spannungen
bzw. Strome aus physikalischen Griinden nicht sprunghaft dndern. Die Ausnahme von
dieser Regel ist die mathematische Idealisierung der impulsférmigen Erregung.

Faltung eines Rechteckimpulses mit sich selbst
In der Nachrichteniibertragungstechnik werden im Empfinger oft auf das Sendesignal
angepasste Filter, sog. Matched-Filter, verwendet, um die Signale bei additiver Rausch-
storung gut detektieren zu konnen (Kap. 4). Dort liegt eine dhnliche Situation vor wie im
folgenden Beispiel.

In manchen Fillen ldsst sich die Faltung auf grafischem Weg veranschaulichen. Hierzu
betrachten wir das Beispiel zweier rechtsseitiger Rechteckimpulse

x(t):xr(t—g).

+0o0

yt)=x@)*xx () = fx(r)~x(t—t)dt

—00

Die Faltung

lasst sich grafisch durchfiihren. Die Methode wird nachfolgend erldutert und in Abb. 2.45
illustriert.

Fiir einen beliebigen, aber fest vorgegebenen Wert 7 ist im Integranden das Produkt aus
x(7) und x (t — t) zu bilden. Hierzu sind in Abb. 2.45 die beiden Signale fiir verschiedene
Werte von ¢ gezeigt. Fiir # = 0 erhélt man fiir x(—7) wegen des Minuszeichens im Ar-
gument den an der Ordinate gespiegelten Rechteckimpuls. Die Spiegelung wird im Bild
durch ein kleines Dreieck angedeutet.

Im Integranden ist das Produkt aus dem Rechteckimpuls und dessen gespiegelter und
verschobener Replik, x(t) - x (# — t), zu bilden. Im Beispiel werden vier Fille unterschie-
den:

i t<0
Der Integrand ist fiir # < 0 identisch null, da sich x (7) und x (t — 7) nicht iiberlappen.
Demzufolge liefert die Faltung den Wert null, wie in der rechten Bildhilfte gezeigt
wird.
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x(7) ¢
1 Faltungsprodukt
0 72 T x(t)*x(t)
t7
"OIM‘ 1<0
-T . 0 72 T ¢
(=112 5 (<12
| . _~ .
T
(=T I i<t 1 -
g 1
T
.
t=3T/2 b t<37/2 LN
> / >
T
3 3
t=2T — 1<2-T T
I > / \ >
0 T r 0 T 2.7 ¢

Abb. 2.45 Faltung eines Rechteckimpulses mit sich selbst

(ii)

0<t<T

Fiir wachsendes ¢ schiebt sich der Rechteckimpuls x (¢ — t) mehr und mehr unter
den Rechteckimpuls x (7). Da es sich um Rechteckimpulse handelt, nimmt die vom
Produkt der beiden Rechteckimpulse eingeschlossene Flidche linear zu.

(i) T<t<2-T

Fiir + = T decken sich die Rechteckimpulse vollstindig. Die Faltung liefert jetzt den
Maximalwert.

Allgemein gilt: Die Faltung eines reellen spiegelsymmetrischen Signals der Dauer 7'
mit sich selbst ergibt zum Zeitpunkt 7" die Energie des Signals. Die Energie ist auch
gleich dem Maximum des Faltungsprodukts.

Mit wachsendem ¢ schiebt sich x (# — 7) aus dem Abszissenbereich des Rechteckim-
pulses x (7). Die von den beiden Rechteckimpulsen gemeinsam eingeschlossene
Fldche nimmt linear ab.

Gv) 2-T <t

Fiir# > 2 - T ist der Integrand und damit das Ergebnis der Faltung identisch null.

Das Faltungsprodukt ist in Abb. 2.45 unten rechts gezeigt. Es resultiert ein Dreieckimpuls
mit der Breite 2 - T und der Hohe 7.
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Aufgabe 2.6
Eine Signalanalyse ergibt die ndherungsweise Darstellung

u(t) ~2V-cos(wpt) + 0,1V -cos(Lwyt) — 0,04V - cos Bwopt)

Berechnen Sie den Klirrfaktor. Geben Sie den Wert in Prozent an.
Aufgabe 2.7

a) Skizzieren Sie einen Rechteckimpuls x(¢) = A fiirt € [T, T] und O sonst.

b) Geben Sie die Fourier-Transformierte zu x (¢) analytisch an.

¢) Skizzieren Sie das Spektrum zu x(¢).

d) Geben Sie die erste Nullstelle im Spektrum (f > 0) an, wenn die Impulsdauer 1 s
betragt.

Aufgabe 2.8

a) Nennen Sie die drei Standardapproximationen fiir Tiefpassfilter.

b) Ordnen Sie die Standardapproximationen in a) nach steigender Breite des Ubergangs-
bereichs bei gleicher Filterordnung.

¢) Nennen Sie die vier Prototypen fiir selektive Filter.

Aufgabe 2.9
Skizzieren Sie das Toleranzschema zum Entwurf eines Tiefpasses. Tragen Sie alle relevan-
ten Parameter ein und benennen Sie die Parameter und die Bereiche des Toleranzschemas.

Aufgabe 2.10

a) Welche grundlegenden Eigenschaften charakterisieren ein LTI-System?

b) Was bedeutet es, wenn ein System linear ist?

¢) Nennen Sie die beiden (System-)Funktionen mit denen das Ubertragungsverhalten
eines LTI-Systems beschrieben wird. In welchem Zusammenhang stehen die beiden
Funktionen?

d) Wie wird bei einem LTI-System das Eingangssignal auf das Ausgangssignal abgebil-
det?

e) Wie hingt bei einem LTI-System das Spektrum am Ausgang mit dem Spektrum am
Eingang zusammen?

Aufgabe 2.11

a) Welche Bedeutung hat der Frequenzgang bei sinusférmiger Erregung eines LTI-
Systems?
b) Wann ist eine Ubertragung verzerrungsfrei?
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Abb. 2.46 Filterung eines x(1)
Basisbandsignals

1 | M x() W0 ()
0 > — 1 —>
-1 | |— 3 J 6 T :‘—>t

U &

c) Was bedeutet es, wenn ein System mit einem Eintonsignal mit 1 kHz erregt wird und
am Ausgang zwei Signalkomponenten bei der Frequenz 0 bzw. 2kHz gemessen wer-
den?

Aufgabe 2.12

a) Was versteht man unter der Ausblendeigenschaft der Impulsfunktion?

b) Wie kann man sich die Wirkung der Impulsfunktion anschaulich erkldren?

¢) Was ist das Ergebnis, wenn man eine Funktion x(#) mit einer verschobenen Impuls-
funktion 8(z—1,) faltet?

Aufgabe 2.13
In Abb. 2.46 wird das Basisbandsignal x(¢) auf das System mit der Impulsantwort /(z)
gegeben. Skizzieren Sie das Ausgangssignal y(¢).

Hinweis: Keine Rechnung

Aufgabe 2.14

In Abb. 2.2 findet sich eine Ubersicht iiber dieses Kapitel in Form einer Mindmap. Mind-
maps besitzen eine Baumstruktur, die thematische Querverbindungen nicht beriicksichtigt.
Alternativ bieten sich sog. kognitive Karten (,,cognitive maps*) an, die auch Querverbin-
dungen zulassen.

Gehen Sie anhand der Ubersicht in Abb. 2.2 nochmals im Uhrzeigersinn durch die The-
men des Kapitels und ergéinzen Sie schrittweise die Zusammenhingen (Voraussetzungen,
Bedingungen, Entwicklungen). Erstellen Sie sich selbst eine kognitive Karte, beispiels-
weise indem Sie sich Thre Gedanken beim Weg durch die Mindmap laut vorsprechen.
(Auch als Gruppenarbeit geeignet.)

2.8 Zusammenfassung

Die wesentlichen Schritte von der Gleichstromrechnung zur Theorie der linearen zeitinva-
rianten Systeme sind in Abb. 2.47 von unten nach oben zusammengestellt. Den Ausgangs-
punkt bilden unten die Gleichstrome bzw. -spannungen als Signale in Widerstandsnetzen.
Die interessierenden Zweigstrome und Zweigspannungen werden mit dem ohmschen Ge-
setz und den kirchhoffschen Regeln berechnet.
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Signale

Systeme

Methoden

Aperiodische Quelle x(7)

Spektrum

X(jo)= Tx(t)-e*jm dr

—00

Inverse Fourier-Transformation

+o0
x(t):i~ X(jo)-e do

—00

LTI-System mit
Impulsantwort /(7)

Kausalitat
h(1)=0 Y1<0
BIBO-Stabilitat
I ‘h(l)‘dt <o

Frequenzgang

+00

H(jo)= [ h(r)-e7 1 dt

—00

Eingangs-Ausgangsgleichung

— im Zeitbereich mit der Impuls-
antwort

y()=h(e)ex(t)

— im Frequenzbereich mit dem
Frequenzgang

Y(jow)=H(jo) X (jo)

Periodische Quelle x(f) mit der
Grundkreisfrequenz a

O .
x(1)= 3 ¢ etk
k=—0

x(®) | LTI- | ¥(?)
System

Eingangs-Ausgangsgleichung mit
Frequenzgang und Fourier-Reihe

0

y(0)= Y Hjkay)-c; -’

k=—00

Wechselspannungsquelle
ug (1)=1i-cos(wt +¢)
Wechselstromquelle

iq (1) =i-cos(wt+¢)

RLC-Netzwerk
— Widerstand R
— Induktivitat L

- Kapazitat C

Komplexe Wechselstromrechnung

mit erweitertem ohmschen Gesetz

und den kirchhoffschen Regeln fiir
komplexe Amplituden

Gleichspannungsquelle U,

Gleichstromquelle /

Widerstandsnetzwerk

— Widerstand R

Gleichstromrechnung mit dem
ohmschen Gesetz und den
kirchhoffschen Regeln

Abb. 2.47 Von der Gleichstromlehre (unten) zur Theorie der LTI-Systeme (oben)

Durch die Elemente Kapazitit und Induktivitit wird die Betrachtung auf die RLC-
Netze erweitert. Mit der komplexen Wechselstromrechnung lassen sich die Zweigstrome
und Zweigspannungen fiir sinusféormige Quellen berechnen.

RLC-Netzwerke sind ein Beispiel fiir lineare zeitinvariante Systeme. Deren Ubertra-
gungsverhalten kann vorteilhaft im Frequenzbereich durch den Frequenzgang beschrieben
werden. Damit lassen sich insbesondere in Verbindung mit der Fourier-Transformation die
Systemreaktionen auch fiir nichtperiodische Signale bestimmen.

Die Beschreibung der Signale und Systeme im Frequenzbereich liefert wichtige neue
Einblicke. Verbreitete Konzepte und KenngroBen nehmen im Beispiel anschauliche For-
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men an, wie das Spektrum, die Bandbreite, das Zeitdauer-Bandbreite-Produkt, der Tief-
pass oder die Bandsperre etc.

Mit der Definition der Impulsfunktion als mathematische Idealisierung eines sehr kur-
zen aber energiereichen Signals und der allgemeinen Betrachtung der LTI-Eigenschaften,
Linearitit und Zeitinvarianz, wird die Impulsantwort als die wesentliche Systemfunktion
eingefiihrt. Wichtige Systemeigenschaften, wie die Kausalitdt und die Stabilitit, lassen
sich an ihr erkennen. Mit der Faltung der Impulsantwort mit dem Eingangssignal erhilt
man die Eingangs-Ausgangsgleichung im Zeitbereich. Die Systemfunktionen Impulsant-
wort und Frequenzgang bilden ein Fourier-Paar.

Ausblick Die vorgestellten Begriffe und Zusammenhinge lassen sich in ihren Bedeutun-
gen unverindert in das Zeitdiskrete iibertragen. Fiir zeitdiskrete Signale kann ebenfalls die
harmonische Analyse mit der Fourier-Transformation vorgenommen werden. Die Begriffe
Frequenzkomponenten, Spektrum, Bandbreite und Zeitdauer-Bandbreite-Produkt finden
zeitdiskrete Entsprechungen. An die Stelle der Systembeschreibung mit Differenzialglei-
chungen treten bei zeitdiskreten LTI-Systemen Differenzengleichungen. Es existieren Im-
pulsantworten und Frequenzginge mit Eingangs-Ausgangsgleichungen im Zeit- und im
Frequenzbereich, die denen in Abb. 2.47 oben entsprechen.

Die digitale Signalverarbeitung macht von diesen Analogien ausgiebig Gebrauch und
hat die analoge Signalverarbeitung in vielen Anwendungen verdringt. Im néchsten Kapi-
tel wird ein kurzer Blick auf die digitale Signalverarbeitung geworfen. Beispielhaft wer-
den digitale Filter und die Kurzzeit-Spektralanalyse mit der DFT/FFT (Discrete Fourier
Transform/Fast Fourier Transform) vorgestellt. Der DFT/FFT kommt in der Nachrichten-
technik eine wichtige Rolle zu und ihr soll deshalb entsprechend Platz eingerdumt werden.

Mit den hier vorgestellten Begriffen und Zusammenhingen werden auch Grundlagen
fiir eine ziigige Einarbeitung in die digitale Signalverarbeitung gelegt.

2.9 Losungen zu den Aufgaben

Losung 2.1

a) Frequenzgang

1

PO - S S N N
! R—i—m 24+jwCR 2 14jwCR/2 2 1+jwt

b) Dampfungsgang
ags (@) = —20-1g|H(jw)|dB = 10-1g (1 + »*7*) dB + 6dB

c) Skizze des Dampfungsganges in Abb. 2.48 mit der 3 dB-Grenzkreisfrequenz ws 4 =
1/t
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Abb. 2.48 Dimpfungsgang 244
S 18
£
S
T 12 ,/
r‘/// 6dB Steigung
9 e pro Oktave
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1/4 1/2 1 2 w/me 8
Abb.2.49 Amplituden- 05 @ T e
spektrum
e ® T 0 }**Lk
0 4
Hinweis:
e Die 3dB-Grenzfrequenz bezieht sich auf das Maximum des Betragsgangs,
s. Abb. 2.19.

d) Tiefpass

e) 3 dB-Grenzfrequenz
1 1

J‘%dBZZ'm%SkHz
Losung 2.2
Amplitudenspektrum (Betrag der Fourier-Koeffizienten) zur periodischen Sigezahn-
schwingung in Abb. 2.49

Hinweis: Ergénzend sind die Werte auf der linken Seite, k < 0, eingetragen, um die
gerade Symmetrie hervorzuheben.

Loésung 2.3
a) Reaktion am Ausgang des Bandpasses mit wy = 27 - 1 kHz

‘ i sin (kwot)

1
)’(f)=; X

k=1

1 1 1 1
= — - |sin (wpt) + = sin Qwot) + = sin Bwpt) + — sin (4wyt)
b4 2 3 4
b) Skizze des Amplitudenspektrums (einseitig) in Abb. 2.50

Ergdnzung: Reaktion des Bandpasses, s. Ausgangssignal in Abb. 2.51
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Abb.2.50 Amplitudenspek- 0,2
trum des Ausgangssignals lel ‘
0,1 ’
0 .——lﬂ‘—.—> k
0 4
Losung 2.4
a) Die Fourier-Transformierte eines Signals bezeichnet man als (Fourier-)Spektrum. Das

b)

)

d)

Abb. 2.51 Ausgangssignal des y(0) 4
Bandpasses

Betragsquadrat des Spektrums gibt die Verteilung der (Signal-)Energie iiber der Fre-
quenz an.

Ist das Signal periodisch mit der Periode 7', so erhilt man aus der harmonischen Ana-
lyse eine Fourier-Reihe mit Gleichanteil bei der Frequenz null und Harmonischen bei
ganzzahligen Vielfachen der Grundkreisfrequenz wy = 27/ T. Es ergibt sich ein Lini-
enspektrum.

Bei periodischen Signalen wird zur Berechnung der Fourier-Koeffizienten eine Peri-
ode betrachtet. Man erhilt die Energie pro Periode, also die mittlere Leistung, s. auch
Leistung der Ersatzspannungsquellen.

In RLC-Netzwerken lassen sich fiir sinusformige Quellenstrome und Quellenspannun-
gen die Zweigstrome und die Zweigspannung im eingeschwungenen Zustand mithilfe
der komplexen Wechselstromrechnung bestimmen.

Die harmonische Analyse liefert eine mathematische Darstellung periodischer Stro-
me und Spannungen durch sinusférmige Ersatzquellen, sodass die bekannten Bezie-
hungen der komplexen Wechselstromrechnung, die verallgemeinerten kirchhoffschen
Regeln, angewendet werden konnen.

Die parsevalsche Gleichung stellt die Verbindung zwischen der Energie bzw. der Leis-
tung des Zeitsignals und dem Betragsquadrat seines Spektrums her. Damit konnen
Energie- und Leistungsbetrachtungen dquivalent sowohl im Zeit- als auch im Fre-
quenzbereich durchgefiihrt werden.

Unter der Bandbreite eines Signals versteht man die Breite des Bereiches im Spektrum,
kurz (Frequenz-)Band genannt, in dem sich die wesentlichen Frequenzkomponenten
des Signals befinden. Liegt eine strikte Bandbegrenzung vor, so besitzt das Signal
keine Frequenzkomponente aulerhalb des Bands.

12

/ ;
\/ ’
-1/2
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Abb. 2.52 Dimpfungsgang 24 i

a(w)
in dB
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e) Einem periodischen Signal mit der Periode T ist eine Fourier-Reihe und damit ein
Linienspektrum zugeordnet. Die Frequenzkomponenten finden sich bei der Frequenz
null fiir den Gleichanteil und den ganzzahligen Vielfachen der Grundkreisfrequenz
wo = 27/ T fiir die Harmonischen.

f) Die zeitliche Dauer eines Signals und dessen Bandbreite stehen in reziprokem Zusam-
menhang. Je schneller sich ein Signal dndert, umso grofer ist seine Bandbreite.

Losung 2.5

a) Frequenzgang

. R joCR 1 jort
R+ ==+ R l1+jwC-2R 2 1+4jort

b) Frequenzgang der Dimpfung

1 w?t?

1 2.2
%)dBjLédB
w°T

c) Skizze des Frequenzgangs der Ddmpfung mit der 3 dB-Grenzkreisfrequenz wsqg =
1/(2RC)

d) Hochpass

e) 3 dB-Grenzfrequenz

11
= —.——~ 1kH
faw = 5 SRC -
Losung 2.6
Klirrfaktor d = /530000 ~ 0,054 = 54 %
Losung 2.7

a) Siehe Abb. 2.53a
b) x(t) < X (jo) =2A4-T -si(wT)
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Abb. 2.53 Rechteckimpuls a ) b 24 7-p XD
und sein Spektrum '

T

¢) Siehe Abb. 2.53b
d) fy = 1/(2T) = 500kHz

Loésung 2.8

a) Butterworth- (Potenz-), Chebyshev- und Cauer- (Elliptische) Filter
b) Cauer-, Chebyshev- und Butterworth-Filter
c) Tiefpass-, Hochpass-, Bandpassfilter und Bandsperre

Losung 2.9
Siehe Abb. 2.31

Losung 2.10

a) LTI-Systeme sind linear (L) und zeitinvariant (TT).

b) Istein System linear, so erhilt man bei einer Linearkombination von Eingangssignalen
(Erregungen) die gleiche Linearkombination der zugehorigen Ausgangssignale (Reak-
tionen).

c¢) Das Ubertragungsverhalten eines LTI-Systems wird durch die Impulsantwort und
den Frequenzgang (bzw. Ubertragungsfunktion) beschrieben. Impulsantwort und Fre-
quenzgang bilden ein Fourier-Paar.

d) Das Eingangssignal wird mit der Impulsantwort zum Ausgangssignal gefaltet.

e) Das Eingangsspektrum wird mit dem Frequenzgang zum Ausgangsspektrum multipli-
ziert.

Losung 2.11

a) Der Frequenzgang charakterisiert die Ubertragungseigenschaften des LTI-Systems im
Frequenzbereich. Stellt man, wie in der komplexen Wechselstromrechnung, das sinus-
formige Eingangssignal als komplexe Amplitude dar, so ergibt sich die komplexe Am-
plitude des Ausgangssignals aus der komplexen Amplitude am Eingang mal dem Wert
des Frequenzgangs bei der entsprechenden Kreisfrequenz. Damit ist die Amplitude
des sinusformigen Ausgangssignals proportional zum Betrag des Frequenzgangs bei
der entsprechenden Kreisfrequenz. Die Phase des Frequenzgangs bei der entsprechen-
den Kreisfrequenz tritt im Ausgangssignal als Phasenverschiebung in Erscheinung.
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b)

¢)

Aufgrund des multiplikativen Zusammenhangs kénnen im Ausgangssignal keine Fre-
quenzkomponenten auftreten, die nicht im Eingangssignal vorhanden sind.

Eine Ubertragung ist verzerrungsfrei, wenn das Empfangssignal dem Sendesignal bis
auf einen konstanten Amplitudenfaktor und einer konstanten Zeitverschiebung gleicht.
Am Systemausgang liegen neue Frequenzkomponenten vor. Das Signal wird nichtli-
near verzerrt. Das System ist nichtlinear. (Fiir diese Aussage muss die Zeitinvarianz
vorausgesetzt werden.)

Im Zahlenwertbeispiel ist mit

sin? (a) = % [l —cos(2a)] und cos’ (&) = % - [1 4 cos Qu)]

zu vermuten, dass das System ein Quadrier ist, wie er beispielsweise zur Modulation
benutzt wird.

Losung 2.12

a)

b)

c)

Die Impulsfunktion stellt die mathematische Idealisierung eines sehr kurzen und sehr
energiereichen Signals dar. Am Beispiel der Aufladung der Kapazitit eines RC-Glieds
kann man sich die Impulsfunktion als Spannungsimpuls vorstellen, der die Kapazitit
so schnell l4dt, dass im Rahmen der Messgenauigkeit der Ladevorgang selbst nicht
mehr beobachtet werden kann.

Die Wirkung der Impulsfunktion ist unmittelbar mit ihrer Definition iiber die Aus-
blendeigenschaft verkniipft. Wird die Impulsfunktion auf ein (im Ursprung stetiges)
Signal angewendet, erhélt man den Signalwert im Ursprung. Der restliche Signalver-
lauf wird ausgeblendet.

Man erhilt die Funktion entsprechend verschoben, d. h. es resultiert x (¢t — f)

Losung 2.13

Das Signal x(¢) kann in eine Folge von Rechteckimpulsen der Dauer T zerlegt wer-
den. Wegen der Linearitit der Faltung, darf jeder einzelne Rechteckimpuls fiir sich mit
h(t) gefaltet werden. Es ergeben sich jeweils Dreieckimpulse der Dauer 27 und Hohe T,
s. Abb. 2.54. Das Ergebnis y(t) = x(t) * h(t) setzt sich aus der Uberlagerung der Drei-
eckimpulse zusammen.

Abb. 2.54 Ausgangssignal y(t)
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2,10 Abkiirzungen und Formelzeichen

Abkiirzungen

ADU Analog-Digital-Umsetzer

DAU Digital-Analog-Umsetzer

dB  Dezibel

LTI Linear Time-Invariant (linear zeitinvariant)
THD Total Harmonic Distortion

TP  Tiefpass

Formelzeichen — Parameter, Konstanten und Variablen

ar, by
B

C

Ck

d

dp. ds
E

S
JfaaB

fga f‘goa f:gu
Hmax

Fourier-Koeffizienten zu den Kosinus- bzw. Sinusfunktionen
Bandbreite

Kapazitit

Komplexe Fourier-Koeffizienten zu den Harmonischen
Klirrfaktor

Durchlass- bzw. Sperrtoleranz
(Signal-)Energie

Frequenzvariable

3 dB-Eckfrequenz/Grenzfrequenz
Grenzfrequenz, obere und untere
Maximum des Betragsgangs

Induktivitit

Normierte Zeitvariable

Kreisfrequenz

Grundkreisfrequenz periodischer Signale
Durchlass- bzw. Sperrkreisfrequenz
(Signal-)Leistung

Widerstand

Komplexe Frequenz

Zeitkonstante des RC-Glieds
Zeitvariable

Impulsdauer

Abtastintervall

Periode
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Formelzeichen — Funktionen, Signale und Operatoren

a(w) Diampfungsgang

b(w) Phasengang

8(.), 81 Impulsfunktion bzw. Impulsfolge

* Faltungssymbol/-stern

h(t) Impulsantwort

H(jw) Frequenzgang

sgn(.) Signumfunktion

si(.) si-Funktion

T{.} Allgemeiner Systemoperator

Tg(w) Gruppenlaufzeit

x(t), x[n] Allgemeine/s Funktion/Signal, zeitkontinuierlich bzw. zeitdiskret
xr(t) Rechteckimpuls

X(jw) Allgemeines (Fourier-)Spektrum, Fourier-Transformierte

x(t) < X(jw) Fourier-Paar
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