Capitolo 2
Esercizi

2.1 Successioni

1. Siaag, ay, as, ... la successione definita per ricorrenza da

ap=2, a1 =3;

an+1=M pernzl.
6
(i) Dimostrare che per ogni n > 2 si haa, = 17,1/6”’1 con b, = —1 (mod 6).

(ii) Pern >0, sia ¢, = 5a, + (—1)"4/3"~!. Dimostrare che per ogni n > 0 si ha
cp=22-27",

2. Sia ag, ay, az, ... la successione definita da

ap=0, a;=1;

an+1 =5a, —6a,_1 pern>1.
Dimostrare che

(1) (a,,6) =1 perognin > 0;
(i1) 5|ay, se e solo se n & pari.

3. Siaay,ap, as, ... la successione definita da

ar=1, ap=2;

1
apy1 = Edn +a,—1 pern>2.

(i) Dimostrare che a,4+1 > a, per ognin > 1.
(i) Dimostrare che az,+2 = 9as;, /4 — axy—> per ognin > 2.

4. Si consideri la successione ag, aj, az, . .. definita per ricorrenza da
apg=2, a; =1;
any1 =an+ay,—1 pern>1.
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Dimostrare che
@) a§+a%+-~-+a3:anan+1 + 2 per ogni n > 0;
(ii) a, ¢ parise e solose n =0 (mod 3).

5. Sia k > 0 un numero naturale. Dimostrare che esiste un’unica successione di
numeri reali ag, ap, az, ... che soddisfa le condizioni

ao=0, ax =1;

Qny1 =0an +ay—1 pern>1
e dimostrare che per questa successione si ha a; = 1/Fy, dove Fy ¢ il k—esimo
numero di Fibonacci.
6. Sia ag, ay, as, ... lasuccessione definita da

ap=9, a1 =12, ap =38;

apn+2 ="Ta, —6a,_1 pern > 1.

(i) Determinare per quali valori di n si ha 3 |a,.
(i) Determinare per quali valori di # si ha a,+1 > a,.

7. Definiamo induttivamente ag = 31, a,41 = afz per n > 0. Si dimostri che esiste un
intero positivo k tale che, per ogni n, a,+r = a, (mod 44) e si determini il minimo
valore possibile per k.

8. Siak eNesiaag,ap,as, ... lasuccessione di numeri naturali definita da
ay =k,
ap+1 =ap +(202,a,) pern>1.
Dimostrare che esiste un ng € N tale che per ogni n > ng si ha 202 | a,,.
9. Sia a un numero intero non divisibile per 3 e sia ag, aj, a> ... la successione
definita per ricorrenza da
ap=1, a1 =a;
an+1 =S5a, +3a,-1 pern>1.
Dimostrare che (a,+1,a,) =1 perognin > 1.

10. Per ogni intero n > 0, sia a, = 3" +5".
(i) Determinare dei numeri reali &, k tali che a,,+1 = ha, +ka,—1 perognin > 1.
(i) Determinare se esistono degli interi positivi n tali che 7| a,.

11. Sia ag, ay, as, ... la successione definita da

apg=2,a1=3, ap=5;

an41 =an —an—1 +2a,—» pern>2.

Dimostrare che a, < a,1 per ogni n > 0.
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12. Siano A, k numeri interi con (h, k) = 1 e sia ag, ai, a» . .. la successione definita
da

ap=1,a =1,
an+1 =ha, +ka,—1 pern>1.

(i) Dimostrare che (a,, a,+1) = 1 per ogni n > 0.
(i) Posto h = 35 e k =71, determinare il massimo comune divisore di tutti i
numeri dell’insieme {a,zl —1|n=0,1,2,...}.

13. Indicata con F,, la successione dei numeri di Fibonacci dimostrare che, per ogni
n=>0,

@ Q) F + ()2t (1) Fa ot () Fast = Fans

Q) ()VF1+ Q)P+ + (") Famt + () Fa = Fan.

14. Si consideri la successione ay, as, as, ... di numeri naturali cosi definita
a=1, aa =4
apy1 =an +3a,—1 pern>2.

(1) Dimostrare che esistono delle costanti reali «, 8 tali che, per ognin > 1,

ne () (Y.

(i) Determinare tutti i valori di n per cui a, ¢ un numero pari.

2.2 Combinatoria

15. Sia X ={1,2,...,n}.

(i) Calcolare il numero di terne ordinate (A, B, C) di sottoinsiemi di X a due a
due disgiunticon AUBUC = X.

(i1)) Dimostrare che il numero di terne ordinate (A, B, C) di sottoinsiemi di X
taliche AUBUC=XeT7".

16. Sia X I’insieme delle coppie (m, n) di interi primi tra loro con 1 <m,n < 100.
Dimostrare che | X| +1=2Y"1", ¢ (k).

17. Determinare la cardinalita dell’insieme X = {1 <n < 10000|(n,18) =6¢
n=2 (mod 7)}.

18. Determinare il numero dei divisori positivi di 3*° - 525 che sono congrui ad
1 modulo 7.

19. Determinare tutti gli interi positivi n per i quali ¢ (n) = 12.

20. Determinare il numero delle terne di interi (x, y,n) con 0 <x,y <50, n € N
tali che x + y = n?.
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21. Determinare tutti gli interi positivi n per cui

2
¢(n) = 3n.

22. Per ogni intero positivo n, sia d(n) il numero dei divisori positivi di .
(i) Dimostrare che d(n) + ¢ (n) <n + 1 per ogni intero positivo n.
(ii) Caratterizzare tutti gli interi positivi n per i quali d(n) + ¢ (n) =n.

23. Determinare tutti i numeri naturali n < 120 tali che (n, ¢ (n)) = 3.

24. Determinare il numero di terne ordinate (a, b, ¢) di numeri interi che soddi-
sfano simultaneamente le seguenti proprieta: 1 <a, b, ¢ < 60, esattamente due fra i
numeri a, b, ¢ sono pari e esattamente uno fra i numeri a, b, ¢ ¢ divisibile per 3.

25. Per ogni intero positivo m, sia w(m) il numero dei fattori primi distinti di m.
Dimostrare che

pm) 1
m — wm)+1

26. Determinare il numero degli interi n che soddisfano simultaneamente le se-
guenti proprieta: 1000 < n < 10000, nessuna delle cifre decimali di n ¢ uguale a 9
e almeno due tra le cifre decimali di n sono uguali.

27. Per ogni numero intero n > 0 sia S, I'insieme delle permutazionidi {1, ..., n}.
(i) Determinare la cardinalita dell’insieme

{(feSy|f)<i+1lperl<i<n).
(i1) Dimostrare che la cardinalita di
{(feSyli—1=<f(@)<i+1lperl<i<n}

¢ uguale all’ (n 4 1)—esimo numero di Fibonacci.

28. Sia X ={1,2,...,100}.

(i) Determinare il numero dei sottoinsiemi di X con 3 elementi, almeno due dei
quali congrui tra loro modulo 5.

(ii) Contare le applicazioni f : X —> X taliche f(n) =n+1 (mod 5) per ogni
neX.

29. Sia X ={1,2,..., 100}. Calcolare la cardinalita dei seguenti insiemi
() {(x.y) € X?|(xy,6)=1};
(i) {(x,y) € X?|x <y+6)}.

30. Sia X ={1,2,..., 100}. Calcolare la cardinalita dei seguenti insiemi
(i) A={f:X — X| f einiettivae fz(x) = f(x) (mod 2) Vx € X };
(ii) B:{f:X—>X|f2(x)=1VxeX}.

31. Calcolare la cardinalita dei seguenti insiemi

(1) X ={d e N |d|144000 e d ha un numero pari di divisori};
(i) Y =1{d e N | d|144000 e d ¢ un quadrato ma non ¢ un cubo}.
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