
Contents

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 General Description of Differential Equations

with Discontinuities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.1.1 Impulsive Differential Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.1.2 Differential Equations with Piecewise Constant

Argument . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.1.3 Differential Equations with Discontinuous

Right-Hand Sides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 Nonautonomous Bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3 The Bernoulli Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.4 Organization of the Book . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2 Hopf Bifurcation in Impulsive Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.1 Hopf Bifurcation of a Discontinuous Limit Cycle . . . . . . . . . . . . . 11

2.1.1 The Nonperturbed System. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.1.2 The Perturbed System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.1.3 Foci of the D-System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.1.4 The Center and Focus Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.1.5 Bifurcation of a Discontinuous Limit Cycle . . . . . . . . . . . . 21
2.1.6 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2 3D Discontinuous Cycles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.2.1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.2.2 The Nonperturbed System. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.2.3 The Perturbed System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.2.4 Center Manifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.2.5 Bifurcation of Periodic Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.2.6 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.3 Periodic Solutions of the Van der Pol Equation . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.3.1 Introduction and Preliminaries. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.3.2 Theoretical Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

ix



2.3.3 Center Manifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
2.4 Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3 Hopf Bifurcation in Filippov Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.1 Nonsmooth Planar Limit Cycle from a Vertex . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.1.1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.1.2 The Nonperturbed System. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.1.3 The Perturbed System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.1.4 The Focus-Center Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
3.1.5 Bifurcation of Periodic Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
3.1.6 An Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.2 3D Filippov System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
3.2.1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
3.2.2 The Nonperturbed System. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
3.2.3 The Perturbed System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
3.2.4 Center Manifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
3.2.5 Bifurcation of Periodic Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
3.2.6 An Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

3.3 Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4 Nonautonomous Bifurcation in Impulsive Bernoulli Equations . . . . . 97
4.1 The Transcritical and the Pitchfork Bifurcations . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.1.1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
4.1.2 Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.1.3 The Pitchfork Bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
4.1.4 The Transcritical Bifurcation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.2 Impulsive Bernoulli Equations: The Transcritical
and the Pitchfork Bifurcations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
4.2.1 Introduction and Preliminaries. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
4.2.2 Bounded Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
4.2.3 The Pitchfork Bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
4.2.4 The Transcritical Bifurcation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
4.2.5 Illustrative Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

4.3 Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

5 Nonautonomous Bifurcations in Nonsolvable Impulsive Systems . . . .. . . . 123
5.1 The Transcritical and the Pitchfork Bifurcations . . . . . . . . . . . . . . . 123

5.1.1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
5.1.2 Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
5.1.3 Attractivity and Repulsivity in a Linear Impulsive

Nonhomogeneous Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
5.1.4 The Transcritical Bifurcation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
5.1.5 The Pitchfork Bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

5.2 Finite-Time Nonautonomous Bifurcations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
5.2.1 Introduction and Preliminaries. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

x Contents



5.2.2 Attractivity and Repulsivity in a Linear
Nonhomogeneous Impulsive System. . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

5.2.3 Bifurcation Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
5.2.4 An Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

5.3 Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

6 Nonautonomous Bifurcations in Bernoulli Differential
Equations with Piecewise Constant Argument
of Generalized Type . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
6.1 Introduction and Preliminaries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

6.1.1 Attraction and Stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
6.2 Bounded Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
6.3 The Pitchfork Bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
6.4 The Transcritical Bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
6.5 Illustrative Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
6.6 Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

Contents xi



http://www.springer.com/978-981-10-3179-3


	Contents



