Stellenwertsysteme und Teilbarkeitsregeln

21 Friihe Zahlendarstellungen

Die éltesten schriftlichen Zahlendarstellungen sind mindestens 30.000 Jahre alt. Damals
haben Menschen Zahlen geschrieben, indem sie die entsprechende Anzahl von Steinchen
gelegt haben oder die entsprechende Anzahl von Kerben in einen Ast geschnitten haben.
All diese Zeugnisse sind natiirlich alle verloren. Gliicklicherweise hat man aber Knochen
aus dieser Zeit gefunden, die eine grofle Zahl von Einkerbungen enthalten. Beriihmt sind
der 30.000 Jahre alte Wolfsknochen aus Dolni Vestonice, einer gut dokumentierten Mam-
mutjdgersiedlung in Tschechien, auf dem die Zahlen 25 und 30 dargestellt sind (siche
Abb. 2.1), und der geheimnisvolle Ishango-Knochen (siehe Abschn. 1.6).

Die Darstellung einer Zahl durch die entsprechende Anzahl von Strichen liegt zwar auf
der Hand, wird aber bald sehr uniibersichtlich. Daher wurde an vielen Stellen der Welt
das Prinzip der Biindelung erfunden. Man fasst jeweils fiinf Zeichen zu einem ,,Biindel*
zusammen. Das kann dadurch geschehen, dass man nach fiinf Strichen eine Liicke ldsst,
oder dadurch, dass man den fiinften Strich quer durch die ersten vier zieht, oder dadurch,
dass man fiir fiinf Striche ein neues Symbol schreibt. Auch heute ist das Verfahren der
Strichlisten noch gingig, sei es zur Auszdhlung von Stimmen oder zum Festhalten der
Anzahl der genossenen Getrinke auf einem Bierdeckel.

Die Tatsache, dass man durchgéngig Fiinferbiindelungen findet, hat vermutlich zwei
Griinde: Zum einen spielen die fiinf Finger an einer Hand eine entscheidende Rolle; denn
wenn man mit den Fingern zéhlt, entsteht nach Fiinf automatisch eine Zdsur. Zum anderen
ist Fiinf eine Zahl von Objekten, die wir Menschen noch auf einen Blick erfassen konnen,
auch wenn die Objekte nicht in einem Muster angeordnet sind.

Eine friihe Erfahrung beim Zihlen ist die Zeiterfahrung, insbesondere die Erfahrung
von Tagen, Monaten und Jahren. Die Grunderfahrung ist dabei die der Wiederholung.
Irgendwann wurde den Menschen bewusst, dass der Sonnaufgang und Sonnenuntergang
nicht jedes Mal iiberraschend kommt, sondern dass diese in vergleichsweise regelméfigen
Rhythmen erfolgen. So entstand die Vorstellung eines Tages.
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Abb. 2.1 Der Wolfsknochen. (Foto: Mathematikum GieBen e. V., Fotograf Rolf K. Wegst)

Zu der Zeit, als die ersten Zahlensysteme entstanden sind, also vor vielen tausend Jah-
ren, war der sich wandelnde Mond eine herausragende Erscheinung am Himmel. Es ist
naheliegend, die Anzahl der Tage eines Mondzyklus, zum Beispiel von Neumond zu Neu-
mond zu bestimmen.

Etwas aufwéndiger, aber auch gut machbar, ist die Bestimmung der Anzahl der Tage ei-
nes Jahres. Man beobachtet, an welcher Stelle die Sonne auf- beziehungsweise untergeht.
Aber 365 ist eine viel zu groBe Zahl, als dass man sie iiber eine Strichliste sinnvoll erfas-
sen kann. Daher lag es nahe, das Jahr mit Hilfe der Mondzyklen (,,Monate*) in Abschnitte
einzuteilen. Anders gesagt, man versuchte, die Tage zu noch tiberschaubaren Einheiten
zusammenzufassen.

Die Einbeziehung einer grofleren Einheit, der Monate, hat viele, offensichtliche Vortei-
le, es ergeben sich aber auch neue Herausforderungen. Man muss nimlich das Verhiltnis
der kleinen und groBen Einheiten kldren: Wie viele Tage bilden einen Monat? Wie passen
die Monate in ein Jahr? An welchem Tag in welchem Monat liegt der 100. Tag des Jahres?
Und so weiter. Bei der Erstellung eines Kalenders ist die Herausforderung besonders grof3,
da man die 365,242 Tage des Jahres nicht sinnvoll auf exakt gleichlange Monate aufteilen
kann.

Die Versuche, einen verniinftigen Kalender zu entwickeln, dienten sicher als Motiva-
tion fiir Zahlensysteme. Da dies von Menschen geschaffene Systeme sind, brauchte man
dabei keine Riicksicht auf empirische Zahlen nehmen, sondern konnte normativ versu-
chen, das beste Zahlensystem zu erfinden. Insbesondere konnte man die Einheiten so
wihlen, dass alles ,,passt”. Bei den Babyloniern (ca. 2000 v. Chr.) bestand die grofere
Einheit aus 60 kleinen, bei den Maya (spétestens um Christi Geburt) aus 20, und die Inder
haben etwa im 3. Jahrhundert das Dezimalsystem erfunden, bei dem die groere Einheit 10
ist.



2.1 Frihe Zahlendarstellungen 51
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Agyptische Zahlen

Die Agypter benutzen spitestens 2000 v. Chr. ein ausgefeiltes Zahlensystem. Es besteht
aus Zeichen fiir die Zahlen 1, 10, 100, 1000, 10.000, 100.000 und 1.000.000 (siehe
Abb. 2.2)

Es handelt sich um ein additives Zahlensystem. Das bedeutet, dass man die Zahlzeichen
zusammenstellt und ihre Werte addiert, um die dargestellte Zahl zu erhalten. Die Zahl 47
wird also als NNNNIIIII geschrieben.

Die Agypter verfiigten iiber eine ausgekliigelte Multiplikationsmethode. Sie beruht al-
leine auf dem Verdoppeln und Addieren. Zum Beispiel ist die Aufgabe 13- 12 iiberliefert.
Zunichst verdoppelt man die Zahl 1 so oft, bis man aus den einzelnen Potenzen die erste
Zahl zusammensetzen kann:

[=-I N NS

Die Zahl 13 ergibt sich als Summe der fettgedruckten Zahlen. In der zweiten Spalte
verdoppelt man jeweils die zweite Zahl der Aufgabe:

12
24
48
96

[=L-TF S SR

Das Ergebnis ergibt sich als Summe derjenigen Zahlen der zweiten Spalte, bei denen
die Zahlen in der ersten Spalte fett gedruckt sind. In unserem Beispiel ist das Ergebnis
also 12 + 48 4+ 96 = 156.

Zur Festigung des Gelernten 2.1.1
Berechnen Sie mit dieser Methode 17 - 23.
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Spéter hat man diese Methode so weiterentwickelt, dass sie rein mechanisch durch-
zufiihren ist. Die (kleine) Schwierigkeit der dgyptischen Methode besteht in der Teil-
Aufgabe, die erste Zahl als Summe von Zweierpotenzen darzustellen (13 =1+ 4 + 8).
Dies wird bei der folgenden Variante vermieden, die aus mir unerklérlichen Griinden ,,rus-
sische Bauernmultiplikation* heif3t.

In der linken Spalte wird die erste Zahl der Multiplikationsaufgabe so lange halbiert,
bis sich 1 ergibt. Dabei gehen wir groB3ziigig vor: Wenn eine ungerade Zahl halbiert wird,
runden wir einfach ab. Rechts wird, wie vorher auch, die zweite Zahl verdoppelt. Wir
betrachten das Beispiel 13- 12:

13 12
6 24
3 48
1 96

Nun schauen wir uns diejenigen Zeilen an, in denen rechts eine ungerade Zahl steht,
und addieren die entsprechenden Zahlen der linken Spalte. Wie oben ergibt sich als Er-
gebnis 12 + 48 4+ 96 = 156. (Siehe dazu auch: Multiplikation und Dualsystem. In: Bauer
(2009).)

Zur Festigung des Gelernten 2.1.2
Berechnen Sie mit der russischen Bauernmethode die Produkte 15-16, 16-15, 18-23
und 19-23.

Griechische Zahlen
Etwa seit dem 4. Jahrhundert v. Chr. entwickelten die Griechen die Idee, Zahlen auf sys-
tematische Weise durch Buchstaben darzustellen. Da die Unterscheidung in Einer, Zehner
und Hunderter schon geldufig war, lag es nahe, die ersten neun Buchstaben fiir die Zah-
len 1,2, ..., 9 zu verwenden; also « =1, f =2, y =3 usw. Weitere neun Buchstaben
stellen die Zehnerzahlen dar: ¢ = 10, k =20, A = 30, ..., 90 und schlieBlich braucht man
noch einmal neun Buchstaben fiir die Hunderterzahlen: p = 100, o =200, t =300, ...,
900. Zum Beispiel o A die Zahl 231.

Da das griechische Alphabet nur 24 Buchstaben hatte, wurden drei zusitzliche Buch-
staben eingefiihrt: digamma fiir die Zahl 6, Koppa fiir die Zahl 90 und Sampi fiir die Zahl
900.

Romische Zahlen
Die romischen Zahlen sind durch Einkerbungen und deren Abkiirzungen, das heiflit durch
Biindelungen entstanden. Es basiert auf den folgenden sieben Zeichen: I (=1), V (=5),
X (=10), L (=50), C (=100), D (=500), M (= 1000).

In der Spitantike kamen dann noch Zeichen fiir 10.000, 100.000 und 1.000.000 hin-
zu. Das romische System war zunéchst ein rein additives System. Das bedeutet, dass die
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Zahl 4 als IIII und die Zahl 9 als VIIII geschrieben wurde. Erst im Mittelalter kam die
Abkiirzung IV statt IIII hinzu.

Im originalen additiven romischen System kann man die Zahlzeichen beliebig anein-
anderfiigen, und es entsteht immer die gleiche Zahl. Auf diese Weise ist das Addieren
besonders einfach: VI + XII = VIIXII = X VIIII.

Selbst das Addieren wird fast unmdglich, wenn man zur Schreibeweise IV statt IIII
tibergeht. Denn das Zeichen I bedeutet dann manchmal 41 und manchmal —1.

2.2 Rechnen auf den Linien: Abakus, Rechentisch, Rechentuch

Wie haben die Romer gerechnet? Wie hat man im Mittelalter gerechnet? Sicher nicht
so dass man die romischen Zahlzeichen benutzt hat. Im Gegenteil: Man konnte diese
Zahlzeichen nur dazu verwenden, die Aufgabenstellung und das Ergebnis zu formulie-
ren. Das eigentliche Rechnen geschah mechanisch mit speziell entwickelten Hilfsmitteln.
Die Mittel waren Abakus, Rechentisch und Rechentuch. Diese haben unterschiedliche
Erscheinungsformen, basierten aber mathematisch auf dem gleichen Kern. Aus heutiger
Sicht sehen wir in all diesen Mechanismen das Dezimalsystem; es gibt aber keinen Hin-
weis auf eine theoretische Durchdringung der Rechenverfahren bei den Romern oder im
Mittelalter.

Man konnte von einem ,.heimlichen Dezimalsystem* sprechen oder von einer ,,List der
Vernunft”, denn nur mit diesen Geriten waren komplexe Rechnungen tiberhaupt moglich.

Abakus

Der Abakus ist eines der idltesten Rechenhilfsmittel. Er wurde vor iiber 3000 Jahren in
China erfunden; die Romer und Griechen rechneten in der Antike damit. Bis heute ist er
in China unter dem Namen Suanpan, in Russland als Stschoty und vor allem in Japan
unter dem Namen Soroban bekannt und viel benutzt. Die traditionelle chinesische Re-
chenmethode Zhusuan, die mit dem Suanpan durchgefiihrt wird, wurde 2013 in die Liste
der immateriellen Kulturgiiter der UNESCO aufgenommen.

Ein typischer Abakus besteht aus Stangen, auf denen Kugeln angebracht sind. Die un-
terste Stange stellt die Einer dar, die nédchste die Zehner, dann kommen die Hunderter, die
Tausender und so weiter. Das Ganze ist in zwei Hilften geteilt, in der linken Hilfte jeder
Stange befinden sich fiinf Kugeln, im rechten Teil zwei Kugeln.

Die Kugeln werden ,.aktiviert, indem sie in die Mitte geschoben werden. Jede der
»linken* Kugeln ist 1 wert, jede ,,rechte® Kugel zihlt 5. In dem folgenden Bild ist die Zahl
2763 dargestellt.

T —0-00———o00—f——o00—
H -oc00———oo0—fo0———0—
7 -o0000———o—t+o0—o-
E —-00——000—f—00
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Die natiirliche Verwendung des Abakus ist die Addition von Zahlen. Wenn man zum
Beispiel zu 2763 4 2 berechnen mochte, schiebt man auf der untersten Stange zwei Einer-
kugeln in die Mitte. Anschlieend wird man dann die fiinf Einerkugeln auf der untersten
Stange wieder nach auB3en und gleichzeitig eine Fiinferkugel in die Mitte schieben. Fiir die
Aufgabe 2763 + 50 schiebt man auf der zweiten Stange von unten eine Fiinferkugel von
rechts auflen in die Mitte; anschlieBend schiebt man die zwei Fiinferkugeln nach auflen
und gleichzeitig eine Einerkugel der drittuntersten Stange von links auflen in die Mitte.

Rechentisch und Rechentuch

Das ,,Rechnen auf den Linien* war die Methode des Rechnens im europdischen Mittel-
alter. Es fu3t auf einer langen Tradition, denn die dlteste bekannte Rechentafel ist die so
genannte Salaminische Tafel, die etwa aus dem Jahre 300 v. Chr. stammt. Hohepunkt und
Abschluss des Rechnens auf den Linien ist das Werk des deutschen Rechenmeisters Adam
Ries (1492/93-1559). In seinem Lehrbuch ,,Rechnung auff der linihen* (1518) stellt er
das vorschriftliche mittelalterliche Rechnen noch alternativlos dar, wihrend in seinem
nur vier Jahre spiter erschienen Bestseller ,,Rechnung auff der linihen und federn ... *,
der bereits zu Lebzeiten von Ries 120 Auflagen hatte, das alte ,,Rechnen auf den Linien*
dem zukunftsweisenden ,,Rechnen mit Federn* gegeniibergestellt wurde. Dabei ist mit der
,Feder” die Schreibfeder gemeint; mit anderen Worten: es handelt sich um das schriftliche
Rechnen.

Zum ,,Rechnen auf den Linien” verwendete man ein System aus waagerechten Linien,
die auf einen Tisch eingeritzt oder auf ein Tuch gemalt waren. Diese Linien waren mit I,
X, C, M usw. bezeichnet. Auf ihnen wurden Steine oder Miinzen, so genannte ,,Rechen-
pfennige* gelegt. Eine Miinze auf der ersten Linie war 1 wert, eine auf der zweiten Linie
zdhlte 10, ein Rechenpfennig auf der dritten Linie war 100 wert und so weiter. Prinzipiell
konnte man beliebig viele Miinzen auf eine Linie legen. Da das bald zu Zahlen fiihrt, die
man nicht mehr auf einen Blick iiberschauen konnte, benutzte man auch den Raum zwi-
schen den Linien (,,spatium‘): Eine Miinze, die zwischen der Einer- und der Zehnerlinie
liegt, ist 5 wert, ein Stein zwischen der Zehner- und der Hunderterlinie gilt 50, und so
weiter. So konnte man beliebig grofle Zahlen darstellen.

Die horizontalen Linien wurden durch eine vertikale in zwei Hilften (,,Bankier*) ge-
teilt, so dass man links und rechts jeweils eine Zahl legen kann. So war es moglich, zum
Beispiel die Summe von zwei Zahlen sicher bilden: Nachdem die Zahlen gelegt waren,
konnte man diese noch einmal kontrollieren, bevor man anschliefend die Steine auf der
gleiche Linie beziehungsweise im gleichen Zwischenraum zusammenschob.

Wir machen uns das an dem Beispiel MDCCCXVII + MMCCCLXXIII = 1817 +
2373 klar. Zunichst legt man beide Zahlen, die eine links, die andere rechts.

M 0 o—o
°
C —o—-o0—0—++—o0—o0—0—
)
X o 0—0

| —o—o0——F—0—0—0—
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Nun schiebt man alle Steine auf derselben Linie zusammen. Zum Beispiel kann man

alles nach links schieben:

M 0—0—0
)

C —0—0-0-0-0-0f
@

X O0—0—0
)

[ —eo—o—0-0-0

Das zeigt uns ein erstes Ergebnis: Die Summe 1817 4 2373 ist die Zahl, die aus drei
Tausendern, einem Fiinfthunderter, sechs Hundertern, einem Fiinfziger, drei Zehnern, ei-
nem Fiinfer und fiinf Einern besteht. Diese Konstellation von Rechenpfennigen wird jetzt
schrittweise in eine Standarddarstellung iiberfiihrt. Man muss die Situation bereinigen
(,,elevieren®): Fiinf Miinzen auf einer Linie werden durch eine in dem dariiber liegenden
Zwischenraum ersetzt; zwei Rechenpfennige in einem Zwischenraum werden in einen
Stein der dariiber liegenden Linie getauscht.

—0—@ —O0—0—0—0—
M o e M
C @ O
) C )
X —0—0 —O0—0—0—0——
R X
1 1

Das Ergebnis ist MMMMCLXXXX = 4190. Wir sehen, dass man so sehr effizient ad-
dieren (und subtrahieren) kann.

Zur Festigung des Gelernten 2.2.1

(a) Berechnen Sie 1376 4+ 685 mit der Methode des Rechentisches.
(b) Konnen Sie sich vorstellen, wie auf dem Rechentisch subtrahiert wurde? Versuchen
Sie, die Aufgabe 2373 — 1635 auf dem Rechentisch zu 16sen.

Man kann mit dem Rechentisch auch multiplizieren. Dabei ist die Multiplikation mit 10
besonders einfach: Wenn man alle Rechenpfennige von ihrer Linie auf die dariiber liegen-
de verschiebt, so hat man den Wert verzehnfacht.

Wir betrachten als Beispiel die Multiplikation einer beliebigen Zahl a mit 23. Dazu
legt man die Zahl a zunichst sowohl rechts als auch links mit Rechenpfennigen aus. In
der linken Hilfte multiplizieren wir a mit 20, in der rechten mit 3.

Man multipliziert die Zahl a mit 20, indem man zunéchst die Anzahlen der Steine auf
jeder Linie und in den Zwischenrdumen verdoppelt (,,a mal 2*) und dann die erhaltene
Zahl als Ganzes um eine Linie nach oben schiebt, so dass jetzt die Steine, die auf der
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Einerlinie lagen, auf der Zehnerlinie liegen (,,2a mal 10%). Insgesamt haben wir dadurch
die Zahl a mit 2- 10, also 20 multipliziert. Dieses Zwischenergebnis lassen wir in der
linken Hilfte stehen.

Nun schauen wir uns die Kopie der urspriinglichen Zahl a in der rechten Hilfte an.
Diese multiplizieren wir jetzt mit 3, indem wir die Anzahlen der Steine auf jeder Linie
verdreifachen. Das Ergebnis addieren wir zum Zwischenergebnis auf der linken Seite und
haben die Ausgangszahl insgesamt mit 20 4+ 3 multipliziert.

Zur Festigung des Gelernten 2.2.2
Berechnen Sie mit der Rechentisch-Methode das Produkt 35-23.

Obwohl ein Rechentisch oberflichlich gesehen groBe Ahnlichkeit mit einem Abakus
hat, ist er ihm doch in vielerlei Hinsicht iiberlegen. Das liegt vor allem an der Flexibilitit,
die man beim Legen der Rechenpfennige hat:

e Man kann beliebig viele Rechenpfennige auf eine Linie legen.
e Man kann bei Additionen beide Summanden nachkontrollierbar legen.
e Die Multiplikation mit 5 oder 10 ist ,.trivial®, das heiflit besonders einfach.

2.3 Stellenwertsysteme

Vor etwa 4000 Jahren hat irgendein mathematisch begabter Mensch in Mesopotamien
einen genialen Gedankenblitz gehabt. Bei allen bis dahin benutzten Zahlensystemen
brauchte man fiir jede neue Groenordnung ein neues Symbol. Zum Beispiel eines fiir
die Einer, eines fiir die Zehner, eines fiir die Hunderter und so weiter. Dieser geniale Me-
sopotamier hatte die Idee, wie man mit einem festen Zeichensatz beliebig grole Zahlen
darstellen kann. Das kann nur so funktionieren, dass ein Zeichen, je nach dem, an welcher
»telle es steht, eine unterschiedlich grofle Zahl darstellt.

Uns Heutigen ist dieses Prinzip durch den tiglichen Umgang mit dem Dezimalsystem
sehr vertraut: Eine 1 an der Einerstelle bedeutet 1, die gleiche 1 an der Hunderterstelle
bedeutet 100.

Die Babylonier verwendeten ein System zu Basis 60; sie hatten also die Ziffern 1,
2, ..., 59. Davon sind heute, nach iiber 4000 Jahren, noch Spuren zu erkennen: Wir mes-
sen die Zeit in 60 Minuten pro Stunde und 60 Sekunden pro Minute. Auflerdem ist der
Vollkreis in 360 Grad (6 mal 60) eingeteilt.

In dem System der Babylonier hat die Stelle ganz rechts den Wert 1, die zweite Stel-
le von rechts den Wert 60 und die dritte Stelle von rechts den Wert 60 - 60 = 3600. Die
Zahl 1 2 3 im Sechzigersystem hat also den Wert 1-3600 + 260 + 3 =3723.

Zur Vorbereitung des Folgenden 2.3.1
Stellen Sie die Anzahl der Sekunden in einer Minute, in einer Stunde und an einem Tag
im System zur Basis 60 dar.
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Abb. 2.3 Die Maya-Ziffern. 0 } .2. j. : i .
(Quelle: © Bryan Derksen, ©

Wikimedia Commons, CCBY- 5 6 7 8 9
SA 3.0) — —— ———
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Die Idee des Stellenwertsystems wurde unabhingig von den Babyloniern auch von den
Maya entwickelt, und zwar schon zur Zeit des ,,alten Reichs* (300 v. Chr.—900 n. Chr.).
Die Maya verwendeten ein System zur Basis 20, vermutlich weil sie mit Fingern und
Zehen zihlten. Sie hatten auch schon eine Null, die erste Null der Welt. Diese wurde
durch eine kleine Muschel dargestellt. Die Ziffern waren die Zahlen O, 1, ..., 19 (siehe
Abb. 2.3).

Oberhalb der Einerstelle war die Zwanzigerstelle, dariiber hitte eine Stelle mit dem
Wert 400 kommen miissen, die Maya gewichteten diese Stelle aber mit 360, was vermut-
lich in Zusammenhang mit ihrer Kalenderrechnung stand.

Das heute weltweit verwendete Dezimalsystem wurde in Indien erfunden. Genauer ge-
sagt haben die Inder die Null, und damit die Moglichkeit des schriftlichen Rechnens auf
Basis der Ziffern erfunden. Der indische Mathematiker Brahmagupta (598-668) behan-
delte in seinem Werk Brahmasphutasiddhanta die Null sehr ausfiihrlich. Er sieht die Null
nicht nur als Leerstelle, sondern fasst sie als eine Zahl auf, mit der man rechnen kann.
Zum Beispiel benennt er Eigenschaften wie: Wenn man zu einer Zahl Null addiert oder
Null von einer Zahl subtrahiert, bleibt die Zahl unverdndert; und wenn man eine Zahl mit
Null multipliziert, wird sie selbst Null. Brahmagupta verstand das Dezimalsystem hervor-
ragend und zeigt, wie effizient man damit rechnen kann.

Von Indien aus hat sich das neue Zahlensystem mit der Ausbreitung des Islam im Laufe
der darauf folgenden Jahrhunderte in der gesamten damaligen Welt etabliert.

Manche Wissenschaftler sind davon iliberzeugt, dass das indische Zahlensystem auf
einem noch &lteren chinesischen Zahlensystem beruht. Dies ist aber historisch noch nicht
endgiiltig geklrt.

Nachdem wir einen Blick in die Geschichte geworfen haben, wollen wir uns nun sys-
tematisch klar machen, wie man eine natiirliche Zahl im Dezimalsystem beziechungsweise
in einem beliebigen ,,Stellenwertsystem‘* darstellen kann. Um uns das Prinzip klar zu ma-
chen, bestimmen wir zu einer grofen Zahl von Punkten ihre Dezimaldarstellung.
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Zunichst teilen wir einen moglichst groflen Teil der Punkte in ,,Zehnerpdckchen® ein:

In unserem Beispiel bleiben drei Punkte iibrig. Im Allgemeinen ist dieser Rest eine
Zahl zwischen O und 9; er ist die Einerziffer.

Nun betrachten wir den Teil der Punkte, die in Zehnerpickchen eingeteilt wurden. Aus
jedem Zehnerpdckchen nehmen wir einen Punkt heraus.

Im Folgenden arbeiten wir nur mit diesen ausgewéhlten Punkten. Wie vorher teilen wir
diese, soweit es geht, in Zehnerpédckchen ein. In unserem Beispiel ergibt sich kein ganzes
Zehnerpiackchen mehr, sondern nur der Rest 5. Diese Ziffer ist die Zehnerziffer; also lautet
die Zahl der Punkte im Dezimalsystem 53.

Zur Festigung des Gelernten 2.3.2

Nehmen Sie eine Loffelspitze voll Reis und schiitten Sie die Reiskorner vor sich auf
den Tisch. Bestimmen Sie mit der eben dargestellten Methode die Dezimaldarstellung
der Anzahl dieser Reiskorner.

Man kann dieses Verfahren allgemein auch so beschreiben: Zuerst dividieren wir die
Zahl n, deren Dezimaldarstellung wir suchen, durch 10; der Rest, der sich dabei ergibt,
nennen wir ay. Dieser bildet die Einerziffer.

Dann ist die Zahl n — ay durch 10 teilbar. Sei n; := (n —ag)/ 10. Im obigen Beispiel ist
n—ag der Teil der urspriinglichen Zahl, der in Zehnerpédckchen eingeteilt ist, und n; ist
die Anzahl dieser Zehnerpickchen.

Im néchsten Schritt bestimmen wir den Zehnerrest von n;. Dies ist die Zehnerziffer a; .

Nun betrachten wir die Zahl n; :=(n; —a;)/ 10 und teilen diese durch 10. Der Rest,
der sich dabei ergibt, ist die Hunderterziffer. Und so weiter.

Entsprechend der Erarbeitung der Dezimaldarstellung einer Anzahl von Punkten kann
man die Darstellung der Anzahl der Steine in einem Haufen im Binérsystem (auch Dual-
system genannt) bestimmen.

Zunichst fassen wir die Punkte so weit wie mdglich zu Zweierpickchen zusammen.
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In unserem Fall bleibt der Rest 1. Im Allgemeinen bleibt entweder der Rest O (,,es geht
auf*) oder der Rest 1. Dies ist die Einerziffer. Formal berechnen wir ag mit n = 2n; + a,
und 0 <ap<2.

Nun hebt man von jedem Zweierpiackchen einen Punkt heraus und 16scht alle anderen
Punkte:

Diese Reprisentanten sortiert man wieder in Zweierpédckchen.

Der Rest, der dabei entsteht (0 oder 1) ist die ,,Zweierziffer. Formal berechnet man
n; =2n, + a; und 0 <a; <2. In unserem Fall ist der Rest 1.

Nun nimmt man von jedem der jetzigen Zweierpidckchen einen Punkt (den Reprisen-
tanten), vergisst alle anderen Punkte und teilt die Reprisentanten in Zweierpickchen ein.
Der dabei entstehende Rest ist die ,,Viererziffer™ a, : n, = 2n3 + a, mit 0 <a, <2. In un-
serem Fall ist a; = 0.

Der nichste Schritt ist in unserem Beispiel der letzte. Wir wihlen aus dem Zweier-
pickchen einen Reprisentanten; wenn man diesen einteilt bleibt der Rest 1 iibrig. Also ist
a3 = 1.

Damit ist die Zahl in bindrer Darstellung gleich as a, a; ag =101 1.

Wir stellen den Ablauf noch einmal in einer Stellentafel dar.
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