1 Reflexion

Eine Zielsetzung der vorliegenden Arbeit besteht darin, den Begriff der mathe-
matischen Reflexion in argumentativ gepriagten Unterrichtsgesprachen prizise
auszuarbeiten und theoretisch zu fundieren. Hierzu werden in diesem ersten Ka-
pitel verschiedene philosophische und mathematikdidaktische Positionen zum
Thema Reflexion ausfiihrlich dargestellt und diskutiert. Dies wird es ermogli-
chen, das in Kapitel 4 dargestellte Verstéindnis von mathematischer Reflexion in
diesen Diskurs differenziert einzuordnen und so theoretisch breit zu fundieren.

Die mathematikdidaktischen Ansdtze werden in dieser Arbeit zunéchst da-
nach unterschieden, ob sie Reflexion als eine individuelle Denktditigkeit auffas-
sen (Kap. 1.1) oder als einen Denkakt, der sich nicht individuell, sondern als in-
teraktiver Prozess vollzieht (Kap. 1.2).

Da sich das Verstandnis von Reflexion als individueller Denktétigkeit aus
der Philosophie, genauer der Erkenntnistheorie, ableitet, wird zunichst auf die
dortige Bedeutung des Begriffs Reflexion eingegangen. Kapitel 1.1.1 stellt das
Reflexionsverstindnis dreier Autoren (Locke, Dewey und Piaget) vor, die Re-
flektieren mit dem Erwerb neuen Wissens, welcher sich in Auseinandersetzung
mit der Umwelt vollzieht, in Verbindung bringen. Am Ende des Kapitels 1.1.1
werden dann vier wesentliche Merkmale von Reflexion herausgearbeitet.

Das individuell gepréigte Reflexionsverstdndnis dominiert die Diskussion
iiber Reflexion im Mathematikunterricht. Dennoch lésst sich keine einheitliche
Interpretation des Begriffs ausmachen, was u. a. darauf zuriickzufiihren ist, dass
er haufig ,unscharf® verwendet wird (vgl. Kap. 1.1.2). Mit Riickgriff auf philo-
sophische Ansétze kann geklart werden, was Reflexion und Reflektieren im
Kontext von Mathematikunterricht ausmacht, weil sich die in Kapitel 1.1.1 her-
ausgearbeiteten Reflexionsmerkmale (RM) teilweise oder vollstéindig in allen
mathematikdidaktischen Ansdtzen wiederfinden. Die Zusammenfassung in Kap.
1.1.3 stellt fiir die zuvor thematisierten Positionen, welche Reflexion im Ma-
thematikunterricht als einen individuellen Prozess ansehen, heraus, dass die Re-
flexionsmerkmale aus Kapitel 1.1.1 als Kennzeichen von Reflexion im Mathe-
matikunterricht angesehen werden kénnen.

Die in Kapitel 1.2 thematisierte Idee von Reflexion als interaktivem Pro-
zess basiert auf der Interpretation reflexiven Denkens als ,widerspiegelndes
Denken® (vgl. Freudenthal, 1979, 1983) (Kapitel 1.2.1). Auf der Basis dieses
Konzepts wurde das Konstrukt ,mathematische Reflexion® (Schiilke, 2013) ent-
wickelt. Dieses wird in Kapitel 1.2.2 gemeinsam mit den Ergebnissen einer zu-
gehorigen Studie von Schiilke (2013) vorgestellt.

Kapitel 1.2.3 fasst unter Bezugnahme auf die in Kapitel 1.1 formulierten
Reflexionsmerkmale die wesentlichen Elemente des Ansatzes von Freudenthal
zusammen und stellt die Vor- und Nachteile des Konstrukts ,mathematische Re-
flexion® mit Blick auf das Forschungsinteresse der vorliegenden Arbeit heraus.
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Dies ermdglicht es, Perspektiven fiir die theoretische und praktische Weiterent-
wicklung zu eréffnen, die in den Kapiteln 4 und 5 genauer ausgefiihrt werden.
Kapitel 1.3 schldgt abschlieBend die Briicke zu den normativen Vorgaben
fiir den Mathematikunterricht der Grundschule. In der dieser Arbeit zu Grunde
liegenden Studie wurde Unterricht entwickelt und umgesetzt, der alle Kinder
einer Klasse zu mathematischer Reflexion in argumentativ geprigten Gespra-
chen anregen soll. Daher werden die offiziellen Vorgaben zur Reflexion iiber
Mathematik als Lernziel fiir alle Kinder der Grundschule analysiert, um sie dann
mit dem Verstdndnis der vorliegenden Arbeit in Beziehung setzen zu konnen.

1.1 Reflexion als individueller Denkprozess

,Reflexion® ist ein alltagssprachlicher Begriff, dessen aktuelle bildungssprachli-
che Bedeutung mit ,,Nachdenken, Uberlegung, Vertiefen in einen Gedanken-
gang™ (Zwahr, 2006b, S. 655) angegeben wird. Somit bezieht sich das All-
tagsverstdndnis von Reflexion auf eine intensive individuelle Denktétigkeit. Das
zugehorige Verb ,reflektieren® bedeutet dementsprechend ,,nachdenken, beden-
ken* (Zwahr, 2006b, S. 654). Dieses Begriffsverstindnis wurde in der Neuzeit
aus demjenigen in der Philosophie entwickelt. Dort bezeichnet es Denken, wel-
ches sich auf sich selbst bezieht (vgl. Sandkiihler, 1999, S. 1370). Urspriinglich
leitet sich der Begriff ,Reflexion‘ vom lateinischen ,reflexio (das Zuriickbeu-
gen) ab (vgl. Zwahr, 2006b, S. 655)* und wurde zuerst in der Optik als wissen-
schaftlicher Fachbegriff verwendet. Dort beschreibt er das Zuriickwerfen von
Licht an reflektierenden Oberflachen (vgl. Sandkiihler, 1999, S. 1370; Zwahr,
2006b, S. 654).

In der Mathematikdidaktik wurde vielfach entweder die philosophische
oder die alltagssprachliche Bedeutung der Begriffe ,Reflexion® und ,reflektie-
ren‘ iibernommen, ohne diese Begriffe genauer zu definieren (vgl. Kap. 1.1.2).
Aus diesem Grund wird nun zunéchst die philosophische Perspektive auf Refle-
xion genauer betrachtet. Hierzu werden Theorien herangezogen, deren Ver-
stindnis von Erkenntnisgewinn dem aktiv-entdeckenden Lernen (Winter, 1989;
Wittmann, 1990) nicht grundsétzlich entgegenstehen, da sie den Ursprung von
Erkenntnis in der Auseinandersetzung mit der Umwelt sehen. Am Ende des Ka-
pitels 1.1.1 werden vier wesentliche Merkmale von Reflexion als individuellem
Denkprozess herausgestellt (Reflexionsmerkmale RM). Kapitel 1.1.2 gibt einen
Uberblick iiber die mathematikdidaktische Diskussion zu diesem Thema. Dabei
wird immer wieder auf die Reflexionsmerkmale aus Kapitel 1.1.1 Bezug ge-

3 Es werden auch andere lateinische Begriffe als Ursprung angegeben, die jedoch alle
aus derselben Wortfamilie stammen, z. B. ,reflectare‘ (zuriickbeugen, umwenden)
(Sandkiihler, 1999, S. 1370), ,reflexus‘ (das Zuriickbeugen) (Dudenredaktion, 2001,
S. 659).
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nommen, welche auch in den mathematikdidaktischen Ansédtzen in unterschied-
licher Gewichtung zu finden sind. Daher stellen sie nach dem Verstdndnis dieser
Arbeit eine theorieiibergreifende Definition von Reflexion als individuellem
Denkprozess dar.

1.1.1  Philosophische Perspektive

Im Folgenden werden Konzepte von Locke, Dewey und Piaget vorgestellt, die
,Reflexion‘ als individuellen Denkprozess genauer definieren. Alle drei Konzep-
te sind in spezifische Erkenntnistheorien eingebettet, auf die im Rahmen dieses
Kapitels nicht ausfihrlich eingegangen werden kann. Vielmehr sollen theorie-
iibergreifende Merkmale von ,Reflexion® herausgearbeitet werden.

Die Vorstellung beginnt mit Locke (1632-1704), einem ,,der bedeutendsten
und einflussreichsten Philosophen der frithen Neuzeit (Thiel, 1997, S. 3). Er
gilt als wichtiger Vertreter des Empirismus, der davon ausgeht, ,,dal Wissen aus
der Erfahrung hervorgeht und daB3 es im Bereich der menschlichen Erfahrung
gepriift wird” (Glaserfeld, 1998, S. 67). Mit dieser Position widerspricht Locke
explizit der Auffassung, dass es angeborene ,Ideen‘ gibe, iiber die jeder Mensch
unabhingig von seinen Erfahrungen verfiige (vgl. Thiel, 1997), welche bei-
spielsweise noch von Descartes (1596-1650) vertreten wurde (vgl. Sandkiihler,
1999, S. 1372). ,Ideen® werden nach Locke vielmehr auf Grund von Erfahrun-
gen entweder durch ,Sensation‘, d. h. durch Sinneswahrnehmung, oder durch
,Reflexion® aufgebaut.

Nach Dewey (1859-1952) ist ,Erfahrung® ebenfalls die Grundlage jeder
Erkenntnis, wobei er ein umfassenderes Konzept von ,Erfahrung® vertritt, als es
aus seiner Perspektive beim Empirismus geschieht (vgl. Suhr, 1994, S. 71-74,
87-89). Dewey war vielmehr Vertreter der pragmatischen Erkenntnistheorie,
nach der ,,Erkenntnis [...] all diejenigen Verhaltensdispositionen [umfafit] die
wir bewuf3t benutzen, um das zu verstehen, was um uns herum geschieht* (Suhr,
1994, S. 91). Der Aufbau neuer Erkenntnisse bedeutet daher die Entwicklung
neuer Verhaltensweisen, die zum Verstindnis der Welt beitragen. Dies erfolgt
durch ,reflektierendes Denken‘, auf das in diesem Kapitel gemeinsam mit De-
weys Erfahrungsbegriff eingegangen wird.

Piaget (1896-1980) ist insbesondere als Entwicklungspsychologe bekannt
geworden, jedoch war sein Hauptanliegen die Erkenntnistheorie, ein Teilgebiet
der Philosophie (vgl. Scharlau, 1996, S. 9, 21). Seine ,,genetische Erkenntnis-
theorie versucht, Erkennen, insbesondere wissenschaftliches Erkennen, durch
seine Geschichte, seine Soziogenese und vor allem die psychologischen Ur-
spriinge der Begriffe und Operationen, auf denen es beruht zu erkldren* (Piaget,
1973, S. 7). Die genetische Erkenntnistheorie befasst sich somit nicht damit, wie
Erkenntnisprozesse bei Erwachsenen erfolgen, sondern mit der Entwicklung der
Erkenntnisfahigkeit im Laufe der Kindheit und Jugend. Aus dieser Auffassung
entwickelten sich erst die entwicklungspsychologischen Untersuchungen, da es



10 Reflexion

Piaget wichtig war, seine erkenntnistheoretischen Annahmen wissenschaftlich
zu untermauern (vgl. Scharlau, 1996, S. 7-11, 75-79). Die ,reflektierende Abs-
traktion® ist ein Mechanismus, mit dem nach der genetischen Erkenntnistheorie
neue Erkenntnis, insbesondere logisch-mathematische, aufgebaut wird.

Sensation und Reflexion (Locke)

,Reflexion® ist nach Locke (1984/1962) eine von zwei Quellen der ,Ideen‘. Der
Begriff ,Idee’ steht dabei fiir das, ,,was immer, wenn ein Mensch denkt, das Ob-
Jjekt des Verstandes ist™ (Locke, 1894/1962, S. 28, Hervorhebung i. O.). Ideen
konnen durch Worter bezeichnet werden, z. B. ,,Weifie, Hdrte, Siifsigkeit, Den-
ken, Bewegung, Mensch, Elefant, Armee, Trunkenheit und andere mehr* (Locke,
1894/1962, S. 107, Hervorhebungen i. O.).

Locke vertritt die Auffassung, dass der Mensch alle Ideen auf Grund von
Erfahrungen aufbaut (vgl. Locke, 1894/1962, S. 107-108; Thiel, 1997, S. 5-6).
Indem er zwei Arten der Erfahrung unterscheidet, differenziert Locke zwei
Quellen fiir Ideen. Einerseits konnen Ideen durch Sensation, d. h. durch Sinnes-
wahrnehmung, entstehen. Als Beispiele fiir solche Ideen nennt er wahrnehmbare
Eigenschaften von Gegensténden, beispielsweise Farben, Temperaturen und Ge-
schmacksrichtungen (vgl. Locke, 1894/1962, S. 108). Die zweite Quelle der
Ideen ist Reflexion, ,,die Wahrnehmung der Operationen des eigenen Geistes in
uns, der sich mit den ihm zugefiihrten Ideen beschéftigt™ (Locke, 1894/1962, S.
108). Der Begriff Operation ist bei Locke weit gefasst und umfasst sowohl akti-
ve Prozesse als auch passive Zustinde wie Zufriedenheit oder Unruhe (vgl.
Locke, 1894/1962, S. 109). Durch Reflexion werden Ideen wie ,,wahrnehmen,
denken, zweifeln, glauben, schliefSen, erkennen, wollen und all die verschiede-
nen Tatigkeiten unseres Geistes™ (Locke, 1894/1962, S. 108, Hervorhebungen
i. O.) gebildet. Zu diesen geistigen Tatigkeiten entstehen ,Ideen‘, indem ,,wir
uns ihrer bewuflt werden und sie in uns beobachten* (Locke, 1894/1962, S.
108). ,Wahrnehmen‘ wird in dem Moment zur ,Idee’, in dem man die Tatigkeit
des Wahrnehmens bewusst zum Gegenstand des Denkens macht. Dazu ist erfor-
derlich, dass sich ,,der Verstand innerlich sich selber zuwendet, tiber seine eige-
nen Operationen nachdenkt und sie zum Gegenstand der Selbstbetrachtung
macht* (Locke, 1894/1962, S. 111-112).

,Reflexion‘ bedeutet hier also ein Denken iiber das eigene Denken,
wodurch dieses bewusst wird.

Reflektierendes Denken (Dewey)

Im Gegensatz zu Locke ist Reflexion bei Dewey (1933) nicht iiber den Gegen-
stand des Denkens definiert, sondern iiber die Art und Weise, in der das Denken
verlauft. Er beschreibt zwei Phasen des ,reflektierenden Denkens‘. Ausgangs-
punkt ist eine Situation, die eine Person plotzlich vor ein Problem stellt, das die-
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se zweifeln und zdgern lasst, weil sie nicht weill, wie sie weiter handeln soll.
Diese Situation der Unsicherheit und Irritation stellt die erste Phase des reflek-
tierenden Denkens dar (vgl. Dewey, 1933, S. 12-13). Als ein Beispiel hierfiir
nennt Dewey (1933) einen Reisenden, der in einer ihm unbekannten Gegend un-
terwegs ist. Wenn er eine Weggabelung erreicht und nicht weil3, welchen Weg er
nehmen muss, ist er zunédchst verunsichert und die Situation stellt fiir ihn ein
Problem dar. Wenn er dieses Problem durch reflektierendes Denken bewiltigen
will und z. B. nicht nach dem Prinzip von Versuch und Irrtum, sucht er nach
Anhaltspunkten dafiir, dass einer der beiden Wege der richtige fiir ihn ist. Die
Suche nach einer Losung des Problems bestimmt den weiteren Denkprozess
(zweite Phase). Hierfiir werden zielgerichtet weitere Informationen gesucht oder
es wird gezielt auf Erinnerungen zuriickgegriffen. So ergeben sich Losungsvor-
schldge, die in der Folge tiberpriift werden kénnen. Der Wanderer im Beispiel
konnte nach Hinweisschildern suchen oder auf einen Baum klettern, um die
Landschaft weiter zu iiberblicken (vgl. Dewey, 1933, S. 13-15). ,Reflektierendes
Denken‘ nach Dewey (1933) ist demnach kein Denken tiber das eigene Denken,
sondern vielmehr die sorgfiltige Analyse einer problemhaltigen Situation mit
dem Ziel, Losungsansitze zu entwickeln. Das wesentliche Charakteristikum ist
nicht vorrangig der Gegenstand des Denkens, sondern die Art und Weise, wie
die Gedanken aufeinander folgen und auf welcher Grundlage die entwickelten
Losungsvorschlidge bewertet werden. Um dies zu verdeutlichen, grenzt Dewey
(1933) reflektierendes Denken explizit von anderen Arten des Denkens ab, nim-
lich dem Bewusstseinsstrom (1), erfundenen Geschichten (2) und ungepriiften
Uberzeugungen (3) (vgl. Dewey, 1933, S. 3-9). Diese Abgrenzung wird im Fol-
genden erldutert. Hierbei ist zu beachten, dass die verschiedenen Arten des Den-
kens in der Realitdt ineinander tibergehen und nicht so scharf voneinander zu
trennen sind, wie es die Gegeniiberstellung vermuten lisst (vgl. Dewey, 1933, S.
9).

(1) Beim reflektierenden Denken bauen die Gedanken derart aufeinander
auf, dass ein Gedanke immer aus dem vorherigen folgt und sich auf diesen zu-
riickbezieht. Auf diese Weise entsteht eine Gedankenabfolge mit einer inneren
Logik. Hierin unterscheidet es sich vom Bewusstseinsstrom, welcher dadurch
gekennzeichnet ist, dass Gedanken ungesteuert aufeinanderfolgen (vgl. Dewey,
1933, S. 3-5).

(2) Eine solche innere Logik existiert ebenfalls bei einer erfundenen Ge-
schichte. Diese Logik, die die Geschichte strukturiert, muss jedoch nicht der
Realitdt entsprechen. Reflektierendes Denken bezieht sich hingegen auf die
Realitdt, da es zum Ziel hat, ein reales Problem zu l6sen. Hierzu miissen
Schlussfolgerungen gezogen werden, die in Form von Losungsversuchen in der
Realitit tiberpriift werden konnen. Das zu losende Ausgangsproblem strukturiert
beim reflektierenden Denken die Abfolge der Gedanken und bewirkt eine Ori-
entierung an der Realitét (vgl. Dewey, 1933, S. 5-6).
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(3) Des Weiteren zeichnet sich reflektierendes Denken dadurch aus, dass
gezogene Schlussfolgerungen und getroffene Annahmen hinterfragt und entwi-
ckelte Losungsideen durch eigene Nachforschungen und Uberlegungen geprift
werden. Dies unterscheidet reflektierendes Denken von (ungepriiften) Uberzeu-
gungen, aus welchen sich ebenfalls Schlussfolgerungen iiber die Realitét ablei-
ten lassen, sodass Losungsvorschlige entwickelt werden konnen. Sie entstehen
jedoch unbewusst und werden nicht durch eigene Uberlegungen iiberpriift (vgl.
Dewey, 1933, S. 6-7).

Zusammenfassend ldsst sich reflektierendes Denken dadurch charakterisie-
ren, dass erstens verschiedene Gedanken logisch aufeinander aufbauen, da der
nichste Gedanke aus dem vorherigen folgt und sich auf diesen zuriickbezicht.
Zweitens wird es durch das Ziel gesteuert, zu Schlussfolgerungen iiber die Rea-
litdt zu gelangen, um ein Problem zu 16sen. Drittens tiberpriift es jede Schluss-
folgerung durch eigene Nachforschungen und Uberlegungen.

Auf Grund seiner Bedeutung beim Ldsen von problemhaltigen Situationen
stellt reflektierendes Denken fiir Dewey die beste Art des Denkens dar (vgl.
Dewey, 1933, S. 3) und er betrachtet die Entwicklung der Fahigkeit, reflektie-
rend zu denken, als wesentliches Ziel der Erziehung (vgl. Dewey, 1933, S. 78).
Um dies genauer begriinden zu kénnen, muss zunéchst auf Deweys Begriff der
,Erfahrung‘ und auf die Bedeutung, die Dewey der Erfahrung beim Lernen zu-
schreibt, eingegangen werden.

Eine ,Erfahrung® besteht nach Dewey (1916/1993) aus zwei Elementen.
Zunéchst wirkt eine Person aktiv auf ihre Umwelt ein. AnschlieBend nimmt sie
die Folgen dieses Handelns wahr. Die so gemachte Erfahrung ist fiir das weitere
Leben von Bedeutung, wenn beide Elemente — Handlung und Auswirkungen —
durch Denken bewusst in Verbindung gebracht werden (vgl. Dewey, 1916/1993,
S. 187). Auf Grund der Verbindung, die zwischen der Handlung und den Aus-
wirkungen hergestellt wird, werden Hypothesen tiber die Auswirkungen zukiinf-
tiger Handlungen gebildet, welche anschlieend iiberpriift werden konnen (vgl.
Dewey, 1916/1993, S. 198-199). Auf diese Weise erlangen die Erfahrungen
durch Denken Bedeutung, denn ,,der Zuwachs an Bedeutung entspricht der ver-
mehrten Wahrnehmung der Beziehungen und Zusammenhénge der Tétigkeiten,
in die wir verwickelt sind* (Dewey, 1916/1993, S. 108).

An dieser Stelle nutzt Dewey (1916/1993) lediglich den Begriff ,Denken’
und nicht ,reflektierendes Denken‘. Bei Betrachtung der Phasen, in denen dieses
,Denken‘ verlauft, wird jedoch ersichtlich, dass es sich um reflektierendes Den-
ken im oben erlduterten Sinn handelt. So setzt das ,Denken‘, das Handlungen
und Auswirkungen miteinander in Verbindung bringen will, ein, wenn eine Si-
tuation unklar ist und dadurch Verwirrung und Zweifel entstehen. Es folgt eine
genaue Analyse des Problems und der damit verbundenen Umstédnde. Anschlie-
Bend werden Annahmen iiber die Situation generiert, um einen Plan fiir das wei-
tere Handeln zu entwickeln. Die zuvor getroffenen Annahmen kdnnen dann
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durch die Umsetzung dieses Plans iiberpriift werden (vgl. Dewey, 1916/1993, S.
201). Vergleicht man diese Phasen mit den zwei Phasen reflektierenden Den-
kens nach Dewey (1933) (s. 0.), kann diese Beschreibung des ,Denkens® zur
Analyse einer Erfahrung als eine Ausdifferenzierung insbesondere der zweiten
Phase aufgefasst werden.

Reflektierendes Denken bringt demnach Erfahrungen in Zusammenhang,
sodass durch die Reflexion der Beziehung von Handlung und Auswirkung wei-
tere zielgerichtete Handlungen und somit weitere Erfahrungen ermdglicht wer-
den.

Auf Grund dieser Beziehung von reflektierendem Denken und Erfahrung,
die in Abbildung 1.1 zusammenfassend dargestellt ist, wird die grole Bedeu-
tung verstdndlich, die diese Art des Denkens nach Dewey im Zusammenhang
von Lernen spielt.

Handeln Handeln
Erfahrung
reflektierendes m: Bedeutung

Denken

\ 4
Handeln EEEE— Handeln

Erfahrung

Abbildung 1.1 Zusammenhang von reflektierendem Denken und Erfahrungen nach Dewey
(1916/1993, 1933)

Zusammengefasst stellt Reflexion hier ebenso wie bei Locke eine spezifische
Denktdtigkeit dar, die sich jedoch nicht auf das eigene Denken bezieht, sondern
auf die Erfahrungen, die eine Person in der Auseinandersetzung mit der Umwelt
macht. Diese Erfahrungen werden bewusst analysiert, sodass Wissen iiber Be-
ziehungen und Zusammenhénge aufgebaut werden kann.

Reflektierende Abstraktion (Piaget)

Um den Uberblick zu vervollstindigen, wird abschlieBend Piagets (1975a,
1975b, 1976, 1977b, 1977¢c) Verwendung des Begriffs Reflexion dargestellt. Pi-
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aget nutzt das Adjektiv ,reflektierend’, um Abstraktionsprozesse zu beschreiben.
Sie abstrahieren, anders als die empirische Abstraktion, keine wahrnehmbaren
Eigenschaften konkreter Objekte, sondern Charakteristika von Handlungen bzw.
den diesen Handlungen zu Grunde liegenden Handlungsschemata (vgl. Piaget,
1975b, S. 75).

,Empirische Abstraktion ‘ bezieht sich auf die Eigenschaften konkreter Ob-
jekte in der Umwelt und die physischen Aspekte der eigenen Handlungen (z. B.
Bewegungen, Stole) (vgl. Piaget, 1977a, S. 345-346; 1977¢, S. 5). Sie erfordert,
dass sich eine Person bei der Wahrnehmung eines konkreten Gegenstandes auf
eine Eigenschaft konzentriert, z. B. die Farbe, und alle anderen, z. B. die Form
oder das Gewicht, nicht beachtet (vgl. Piaget, 1975a, S. 87). Dadurch kénnen
verschiedene Objekte verglichen werden, sodass eine Verallgemeinerung mog-
lich wird. Beispielsweise konnen alle Objekte, die die Eigenschaft teilen, weil3
zu sein, zu einer allgemeinen Menge der weiflen Objekte zusammengefasst wer-
den. Uber diese Eigenschaften verfiigen die Objekte unabhiingig von den Hand-
lungen der abstrahierenden Person (vgl. Piaget, 1975b, S. 74-75).* Empirische
Abstraktion bedeutet damit die fortwahrende Akkommodation kognitiver Sche-
mata an Eigenschaften &uflerer Gegenstinde (vgl. Piaget, 1977b, S. 322).

,Reflektierende Abstraktion* bezieht sich hingegen gerade auf (kognitive)
Handlungen, welche untereinander koordiniert, d. h. in Beziehung gesetzt wer-
den (vgl. Piaget, 1975a, S. 87-88).

Es erfolgt keine Akkommodation von Schemata an die Umwelt, sondern
mehrere Schemata werden untereinander koordiniert, d. h. reziprok (wechselsei-
tig) assimiliert und akkommodiert, wobei die reziproke Assimilation iiberwiegt
(vgl. Piaget, 1977b, S. 322; zum Begriff der reziproken Assimilation und
Akkommodation s. Piaget, 1976, S. 13-14).

Piaget (1964) gibt hierfiir das folgende Beispiel: Ein Kind zahlt Kieselstei-
ne, die in einer Reihe liegen, und stellt fest, dass es 10 sind. Dann zihlt es die
Kieselsteine in umgekehrter Richtung und kommt wieder zum Ergebnis 10. Dies
erstaunt das Kind, weshalb es die Kieselsteine noch in einem Kreis und in ande-
ren Konfigurationen anordnet und immer wieder zéhlt. In dieser Situation ent-
deckt das Kind, dass die Anzahl der Kieselsteine von ihrer Anordnung unab-
héngig ist. Dies ist keine Eigenschaft der Steine, die von sich aus weder eine
Anordnung haben noch eine bestimmte Zahl darstellen. Das Kind entdeckt

4 Die Wahrnehmung der Gegensténde erfordert nach Piaget auch Handlungen, ndmlich
die Assimilation der wahrgenommenen Eigenschaften an Schemata. Aus diesem
Grund ist empirische Abstraktion immer auf reflektierende Abstraktion angewiesen.
Trotzdem lésst sich empirische Abstraktion von der reflektierenden Abstraktion ab-
grenzen, da bei ersterer die abstrahierten Eigenschaften den Objekten zugeschrieben
werden und die Handlungen in den Hintergrund treten (vgl. Piaget, 1975a, S. 88-89;
1977b, S. 322-323).
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vielmehr Eigenschaften der Handlungen des Ordnens und der Anzahlbestim-
mung. Diese abstrahiert es aus den Handlungen, die es mit den Kieselsteinen
ausfiihrt (vgl. Piaget, 1964, S. 12; s. auch Beth & Piaget, 1966, S. 233).

Hierbei handelt es sich um eine Abstraktion, weil den Handlungen ,,gewis-
se verallgemeinerte Elemente entlehnt [werden], z. B. eine gewisse Reihenfolge
der Handlungen* (Piaget, 1975b, S. 74). Es wird von den konkreten Handlungen
mit den konkreten Kieselsteinen abgesehen und erkannt, dass die Tétigkeit der
Anzahlbestimmung grundsdtzlich von der Tatigkeit des Sortierens unabhingig
ist (vgl. Piaget, 1964, S. 12). Als das Kind das erste Mal bemerkte, dass sich die
Anzahl der Steine beim Umlegen nicht dndert, wurde dieser Erkenntnisprozess
ausgelost, da das Gleichgewicht zwischen den beiden Schemata ,Anzahl® und
,Sortieren®  gestort wurde. Durch die reflektierende Abstraktion wird das
Gleichgewicht wiederhergestellt, d. h., es erfolgt eine Aquilibration (vgl. Piaget,
1976, S. 16, 27-28).

Die Handlung des Sortierens ist auerdem zu einer reversiblen Operation
geworden, denn erst aus der Umkehrbarkeit der Handlung des Umsortierens
ergibt sich die Konstanz der Anzahl als logische Notwendigkeit und damit als
allgemeine GesetzmaBigkeit (vgl. Piaget, 1975b, S. 64-67). Hier wird deutlich,
dass reflektierende Abstraktion zum einen auf den bisherigen Strukturen auf-
baut, diese aber andererseits auch tiberschreitet. In dieser Weise werden die Stu-
fen der Denkentwicklung konstruiert (vgl. Piaget, 1976, S. 41-42, 167) und ins-
besondere logisch-mathematische Erkenntnisse aufgebaut (vgl. Piaget, 1975a, S.
87).5

Diese Art der Abstraktion nennt Piaget aus zwei Griinden ,reflektierend:

Reflektierend ist sie zundchst im Sinne einer physikalischen oder geometrischen
Projektion, das heif3t, daf} sie immer ein ,Reflektieren® dessen, was einer niedrige-
ren Stufe entstammt, auf einer hdheren Stufe voraussetzt [...]. Weiter enthélt diese
,reflektierende‘ Abstraktion eine ,Reflexion‘ im Sinne einer geistigen Reorganisa-
tion, und zwar notwendig, weil das ,Reflektieren® auf eine hohere Stufe fiihrt, wo
zunichst alles das rekonstruiert werden muf3, was auf der niedrigeren Stufe abstra-
hiert worden war, um es der Struktur der héheren Stufe anzupassen. (Piaget, 1975a,
S. 88)

Im obigen Beispiel ist die niedrigere Stufe diejenige, auf der das Sortieren noch
nicht reversibel und mit der Tatigkeit der Anzahlbestimmung wenig koordiniert
ist. Auf der hoheren Stufe ist es demgegeniiber zu einer reversiblen Operation
geworden und mit der Anzahlbestimmung besser koordiniert. Die reflektierende
Abstraktion beschreibt nun den Ubergang von einer Stufe zur nichsten.

5 Zur Einordnung der reflektierenden Abstraktion in die Theorie Piagets siche auch
Piaget (1973, 1974a, 1976).
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Die Zweiteilung in ,Reflektieren® und ,Reflexion® ist eine analytische, da
diese beiden Prozesse in Wirklichkeit untrennbar miteinander verbunden sind
(vgl. Piaget, 1977b, S. 303). Sie verdeutlicht jedoch, dass die den Handlungen
zu Grunde liegenden kognitiven Strukturen zum einen auf eine neue Stufe ge-
hoben und zum anderen auch weiterentwickelt werden, sodass die neuen Struk-
turen an die fritheren ankniipfen und diese dennoch iiberschreiten. Reflektieren-
de Abstraktion ist somit im Gegensatz zur empirischen Abstraktion konstruktiv,
denn sie erzeugt die hierarchischen Stufen der Denkentwicklung (vgl. Piaget,
1976, S. 42) und erdffnet so neue Handlungsmoglichkeiten, die den fritheren
Handlungen tiberlegen sind (vgl. Piaget, 1975b, S. 75-76). Dieser so beschrie-
bene Prozess der reflektierenden Abstraktion kann unbewusst oder bewusst ver-
laufen (vgl. Piaget, 1976, S. 42; 1977b, S. 303).° Im oben angefiihrten Beispiel
ist davon auszugehen, dass die reflektierende Abstraktion bewusst verlduft, da
das Kind die Kieselsteine gezielt in unterschiedlichen Konfigurationen anordnet
und zédhlt. Wird ein reflektierender Abstraktionsprozess riickblickend themati-
siert und dabei bewusst, handelt es sich um eine ,reflektierte Abstraktion’, wel-
che dann das Ergebnis der reflektierenden Abstraktion darstellt (vgl. Piaget,
1975a, S. 91, 97).

Ein weiteres Beispiel fiir eine potentiell bewusst erfolgende reflektierende
Abstraktion im mathematischen Bereich ist das ,Reflektieren® der Handlungen
bei der Berechnung von Additionsaufgaben auf die Ebene einer ganzheitlichen
Betrachtung der Operation ,Addition‘, wo durch ,Reflexion‘, d. h. Rekonstruk-
tion und Reorganisation der Rechenhandlungen, Gesetzmafigkeiten und Bezie-
hungen erkannt werden konnen (vgl. Piaget, 1975a, S. 88). Der spitere Uber-
gang von der Arithmetik zur Algebra stellt ebenfalls eine reflektierende Abs-
traktion dar, ndmlich ,,auf die [Ebene] der abstrakten Systematisierung im Ver-
gleich zum konkreten Denken* (Piaget, 1974b, S. 327).

Dieses letzte Beispiel zeigt, dass reflektierende Abstraktion von empiri-
schen Objekten prinzipiell unabhingig ist, da die Handlungen, die abstrahiert
werden, auch rein kognitiv sein konnen (vgl. auch Piaget, 1975a, S. 89, 90-91).
Durch die ,Reflexion‘ der zuvor ,reflektierten® Strukturen werden dann nicht
wie beim Anfangsbeispiel konkrete Handlungen zu verinnerlichten Operationen,
sondern es werden Operationen iiber Operationen konstruiert (vgl. Piaget, 1976,
S. 167, 170, 177). Zu Beginn der logisch-mathematischen Entwicklung muss
das Kind jedoch mit konkreten Objekten handeln, um reflektierend abstrahieren

6 Noch Anfang der 1970er Jahre benennt Piaget als ersten Punkt der reflektierenden
Abstraktion, ,,sich eines dieser Akte oder einer dieser Operationen [die reflektierend
abstrahiert werden, J.H.] bewulit zu werden* (Piaget, 1974b, S. 327). Spéter hebt er
hingegen hervor, dass die reflektierende Reflexion, insbesondere in den fritheren
Phasen der Entwicklung, sowohl unbewusst als auch bewusst erfolgen kann (Piaget,
1977b, S. 303; 1977c, S. 6).
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zu konnen. Das Eingangsbeispiel, bei dem ein Kind Kieselsteine sortiert und
zahlt, ist eine solche Situation. Ohne konkrete Kieselsteine ware es nicht mog-
lich gewesen, die Unabhéngigkeit von Anzahl und Anordnung zu erkennen. Pi-
aget nennt diese Variante der reflektierenden Abstraktion ,pseudoempirische
Abstraktion®, da sie wie die empirische Abstraktion von konkreten Objekten ab-
hingig ist, obwohl wie bei der reflektierenden Abstraktion Eigenschaften der
Handlungen abstrahiert werden und nicht der Objekte (vgl. Piaget, 1975a, S.
90). Mindestens in der pseudoempirischen Variante ist reflektierende Abstrakti-
on in jedem Stadium der Entwicklung zu finden (Piaget, 1977b, 1977c¢).

Zusammenfassung: vier zentrale Merkmale von Reflexion

Aus den vorgestellten Konzepten lassen sich nun einige Merkmale von Reflexi-
on ableiten, die bei den Autoren in unterschiedlicher Gewichtung zu finden sind.
Bereits aus der Wortbedeutung des lateinischen reflexio (Zuriickbeugung), von
dem sich Reflexion ableitet, geht hervor, dass sich Reflexion als Denktitigkeit
auf etwas Vorheriges bezieht (Reflexionsmerkmal RM1). Abhédngig von den
theoretischen Grundannahmen des Autors, wie sich Denken vollzieht und Er-
kenntnis zustande kommt, handelt es sich dabei um Ideen, Denktitigkeiten, Er-
fahrungen oder reale bzw. mentale Operationen. Reflexion bedeutet demnach
Nachdenken im Sinne eines sich an etwas Fritheres anschlieBenden Denkens.
Der Bezug zur zu Grunde gelegten Erkenntnis- bzw. Lerntheorie entsteht, da
Reflexion fiir alle drei Autoren ein konstruktiver Prozess ist (RM2). Nach Locke
entstehen neue Ideen, nach Dewey wird Erfahrungen Bedeutung verliehen und
nach Piaget werden Operationen auf eine hohere Stufe gehoben und reorgani-
siert.

Ein weiteres Merkmal, das jedoch nicht bei allen Autoren gleichermaf3en
enthalten ist, ist Distanz zu dem, wortiber reflektiert wird (RM3). Dadurch, dass
Reflexion einen Riickbezug auf Friiheres bedeutet, ist immer eine zeitliche Dis-
tanz zum Reflexionsgegenstand gegeben. Lockes Definition geht dariiber hin-
aus, da entsprechend seinem Reflexionsbegriff der Verstand seine eigenen Ope-
rationen ,,zum Gegenstand der Selbstbetrachtung macht™ (Locke, 1894/1962, S.
112). ,Selbstbetrachtung® beinhaltet eine andere Qualitidt von Distanz als nur
den zeitlichen Abstand, da die Betrachtung seiner selbst eine Distanzierung von
sich selbst erfordert. Bei Dewey und Piaget wird diese Art der Distanzierung
nicht explizit genannt, was mit ihrer theoretischen Ausrichtung zu begriinden
ist. Dewey sieht den Ursprung der Erkenntnis nicht im Betrachten des eigenen
Denkens, sondern in der Reflexion der Erfahrungen, die in Auseinandersetzung
mit der Umwelt gemacht werden. Reflektierendes Denken versucht, Gesetzma-
Bigkeiten und Zusammenhénge zu ergriinden, und betrachtet Erfahrungen be-
wusst kritisch. In dieser kritischen Situationsanalyse zeigt sich eine distanzierte
Haltung gegentiber dem Ausgangsproblem, auch wenn Dewey sie nicht so
nennt. Das ,Reflektieren® einer Operation nach Piaget bedeutet, dass diese auf
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eine neue Ebene gehoben wird, wobei Charakteristika der Handlungen bzw.
Operationen abstrahiert werden. Das Reflektieren erzeugt demnach Distanz von
den konkreten Handlungen und Operationen.

Das vierte und letzte Merkmal hdngt eng mit dem Aspekt der Distanzie-
rung zusammen: Bewusstsein (RM4). Nach Locke ist Reflexion ein bewusster
Akt, da er davon ausgeht, dass Denken grundsitzlich bewusst verlduft und Re-
flexion eine Denktitigkeit ist. Auch nach Dewey erfolgt reflektierendes Denken
bewusst. Die Ansidtze von Locke und Dewey unterschieden sich darin, womit
sich der oder die Reflektierende bewusst befasst (s. RM1). Nach Piaget ist die
Beziehung zwischen Reflexion und Bewusstsein eine andere. Die reflektierende
Abstraktion kann bewusst verlaufen oder zu Bewusstsein iliber den Abstrakti-
onsprozess und die abstrahierten Operationen fiithren. Sie kann jedoch auch
génzlich unbewusst bleiben. Hierin unterscheidet sich Piagets Reflexion wesent-
lich von dem Verstindnis der anderen Autoren und auch der alltagssprachlichen
Bedeutung als ,Nachdenken® (s. 0.).

Insgesamt konnen vier Merkmale von Reflexion unterschieden werden (s.
Abb. 1.2).

Reflexion ...
RMI1 bedeutet einen Riickbezug auf vorherige Tétigkeiten oder Ereig-
nisse (Gegenstand der Reflexion),
RM2 fiihrt zu neuen Erkenntnissen,
RM3 st durch Distanzierung gegeniiber dem Gegenstand der Refle-
xion gekennzeichnet und
RM4  verlduft bewusst oder fiihrt zu Bewusstsein.

Abbildung 1.2 Vier zentrale Merkmale von Reflexion

1.1.2  Mathematikdidaktische Perspektive

In diesem Kapitel wird die Diskussion um die Bedeutung von Reflexion im Ma-
thematikunterricht seit den 1980er-Jahren vorgestellt. Dabei wird immer wieder
auf die in Kapitel 1.1.1 herausgearbeiteten Merkmale von Reflexion Bezug ge-
nommen.

Im Jahr 1984 hielt Kilpatrick auf dem fiinften internationalen Kongress fiir
Mathematikdidaktik (ICME 5) einen Hauptvortrag mit dem Titel ,,Reflection
und Recursion“.” Dieser beeinflusste die mathematikdidaktische Diskussion
nachhaltig (vgl. Cohors-Fresenborg & Kaune, 2007, S. 3; Kaune, 2006, S. 350;

7 Veroffentlicht unter Kilpatrick (1985, 1986).



Reflexion als individueller Denkprozess 19

Schiilke, 2013, S. 32). Der Vortrag kniipft an die damalige Diskussion an, ob
und wie das Lernen von Mathematik dadurch effektiviert werden kann, dass die
Lernenden und Lehrenden ein groBBeres Bewusstsein tiber ihre Lern- und Lehr-
prozesse entwickeln. Hierdurch sollte erreicht werden, dass die am Mathematik-
unterricht beteiligten Personen ihr eigenes Denken und Handeln besser kontrol-
lieren konnen (vgl. Kilpatrick, 1986). Kilpatrick (1986) schldgt die Begriffe
,Reflexion‘ und ,Rekursion‘ vor, um die in diese Richtung entwickelten Ideen
zu ordnen. Er bezeichnet hiermit Prozesse, in denen Riickbeziige kognitiver Pro-
zesse auf sich selbst erfolgen, da diese nach seiner Ansicht zu wenig beachtet
wurden (RM1 nach Kap. 1.1.1). Auf die Ausfithrungen zur Rekursion wird im
Folgenden nicht weiter eingegangen, sondern ausschlieBlich auf Kilpatricks
Uberlegungen zur Reflexion.

Um den Begriff ,Reflexion® mit Inhalt zu fiillen, bezieht Kilpatrick (1986)
sich vorrangig nicht auf die Verwendung des Begriffs in der Philosophie (s.
Kap. 1.1.1), sondern greift auf die mathematische Bedeutung des Begriffs
,Spiegelung® (im Englischen ,reflection®) zuriick. Er fiihrt aus, dass ,Spiege-
lung® in der Geometrie eine statische und eine dynamische Konnotation hat. Ei-
nerseits beschreibt sie das Verhiltnis von symmetrisch angeordneten Punkten,
also eine statische Beziehung. Andererseits beschreibt ,Spiegelung® auch den
Prozess des Spiegelns, d. h. der dynamischen Erzeugung der Spiegelpunkte, die
symmetrisch zu den Ausgangspunkten liegen. In Kilpatricks Ubertragung der
Idee der Spiegelung auf Denkprozesse iliberwiegt dieser dynamische Aspekt.
Die Reflexion iiber eine Idee beschreibt er als ,,turning it over in one’s mind”
(Kilpatrick, 1986, S. 8). Diese Interpretation von Reflexion ist nach seiner An-
sicht ,,a powerful device for thinking, and for thinking about one’s own thought*
(Kilpatrick, 1986, S. 8). Aus diesem Grund beschiftigt er sich mit den Eigen-
schaften der Spiegelung, um diese auf Reflexion im Sinne einer Wahrnehmung
der eigenen Gedanken zu iibertragen. Er fiihrt aus, dass sich bei der Achsen-
spiegelung einer ebenen Figur ihre Orientierung umkehrt. Dadurch kann die ge-
spiegelte Figur nicht durch Bewegungen in der Ebene deckungsgleich auf die
Ausgangsfigur gelegt werden. Hierzu miisste die zweidimensionale Ebene ver-
lassen, die Figur angehoben und umgeklappt werden. Analog ist es auch bei
dreidimensionalen Objekten, die — aufler durch eine erneute Spiegelung — inner-
halb des dreidimensionalen Raums nicht in ihr Spiegelbild iiberfithrt werden
konnen. Kilpatrick folgert hieraus, ,,that we somehow move into another dimen-
sion when we reflect on what we have done. In reflecting on our experience, we
move out of the plane of our everyday existence. We give meaning to experi-
ence by getting outside the system” (Kilpatrick, 1986, S. 9). Aus diesem Zitat
geht hervor, dass sich die Reflexion auf zuvor vollzogene Handlungen bezieht
(RM1 nach Kap. 1.1.1). Demnach erfolgt sie aus einer zeitlichen Distanz. Dar-
iiber hinaus entsteht Distanz dadurch, dass die Ebene des Handelns verlassen
wird (RM3 nach Kap. 1.1.1). In Analogie zu den gerade ausgefiihrten Uberle-
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gungen zur Spiegelung wird eine neue ,Dimension® erreicht und das bisherige
System verlassen. Im geometrischen Bereich bedeutet der Wechsel in den drei-
dimensionalen Raum, dass die zweidimensionalen Elemente in ganz neue Zu-
sammenhinge gestellt werden konnen, die zuvor unméglich waren. Ubertragen
auf das Denken iiber die eigenen Handlungen bedeutet das, dass das eigene
Denken in einer Weise betrachtet wird, die es erlaubt, neue Beziige herzustellen
und zu sehen. Demgemal ist Kilpatrick der Ansicht, dass das Verlassen des bis-
herigen Systems die Konstruktion von Bedeutung ermoglicht (RM2 nach Kap.
1.1.1).

Dieses Verstandnis steht im Einklang mit jenem, welches in Kapitel 1.1.1
mit Blick auf ausgewihlte philosophische Begriffsdefinitionen herausgearbeitet
wurde. Dementsprechend findet Kilpatrick (1986) seine Schlussfolgerungen in
den Uberlegungen von Locke (1894/1962) und Dewey (1933) bestitigt. Unter
anderem mit Bezug zu Piaget (1977a) folgert Kilpatrick (1986), dass Reflexion
zu Bewusstsein iiber die eigenen kognitiven Strukturen fithrt (RM 4 nach Kap.
1.1.1). Hiermit schldgt er die Briicke zur eingangs erwédhnten Diskussion iiber
Bewusstsein und Metakognition in der Mathematikdidaktik. Nach seiner Auf-
fassung ist ...

... reflection [...], when applied to cognition, [a way] of becoming conscious of, and
getting control over, one’s concepts and procedures. To turn a concept over in the
mind and to operate on a procedure with itself can enable the thinker to think how
to think, and may help the learner learn how to learn. (Kilpatrick, 1986, S. 11)

Die hier genannte Bewusstheit {iber die eigenen Kognitionen und deren bewuss-
te Kontrolle wird unter dem Begriff ,Metakognition® zusammengefasst (vgl.
Hasselhorn & Labuhn, 2008), weshalb Kilpatrick (1986) folgern kann, dass Re-
flexion Metakognition ermdglicht. Unter Bezugnahme auf Forschungen zur Me-
takognition stellt Kilpatrick daher heraus, dass Metakognition, und somit auch
Reflexion, insbesondere wdhrend eines Lernprozesses relevant ist. In Momen-
ten, in denen Menschen mit neuen Situationen konfrontiert sind, die sie mit dem
bereits erworbenen Wissen nicht bewéltigen konnen, muss das Problem bewusst
angegangen und unter Hinzuziehung von Metakognition bearbeitet werden (vgl.
Kilpatrick, 1986, S. 14).

Seit der ICME 5 tritt vermehrt ,,die Uberlegung in den Vordergrund, Re-
flexion zu einem zentralen Bestandteil des Mathematikunterrichts zu machen*
(Cohors-Fresenborg & Kaune, 2007, S. 3). Begriindet wird dies im Wesentli-
chen auf zwei Arten. Zum einen soll Reflexion im Mathematikunterricht das in-
haltliche Lernen fordern. Dies wird wie bei Kilpatrick (1986) mit der Bedeut-
samkeit von Metakognition begriindet (Bauer, 1990; Cohors-Fresenborg &
Kaune, 2007; Neubrand, 1990a) sowie vor dem Hintergrund weiterer lerntheore-
tischer Annahmen (z. B. Lernen durch die Reflexion mathematischer Handlun-
gen bei Wheatley (1992) oder durch reflektierende Abstraktion nach Piaget
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(1974a) bei Cobb, Boufi, McClain und Whitenack (1997)). Zum anderen soll
Reflexion die Entwicklung einer mathematischen Grundbildung unterstiitzen,
wie sie z.B. vom Deutschen PISA-Konsortium (2000) gefordert wird
(Lengnink, 2005a; Prediger, 2005).

Vor dem Hintergrund dieser beiden Perspektiven auf den Nutzen von Re-
flexion im Mathematikunterricht entwickelten sich zahlreiche Ansitze, die sich
in threm Verstdndnis von Reflexion teilweise deutlich unterscheiden. Vielfach
wird der Begriff auch in wissenschaftlichen Veroffentlichungen sehr vage defi-
niert, z. B. als Nachdenken (Kadunz, 2005; Leuders, 2010; Prediger, 2002,
2005; Schmidt-Thieme, 2002) oder unter Verweis auf Lexikon- und Worter-
bucheintriage (Bauer, 1988, 1990; Lengnink, 2005a; Siebel, 2005). Wird Refle-
xion spezifischer definiert, dann stehen, trotz der Unterschiede im Detail, die
Merkmale Distanzierung, Bewusstsein und Riickbezug im Vordergrund (RM1, 3
und 4 nach Kap. 1.1.1) (Cohors-Fresenborg & Kaune, 2007; Lengnink, 2005b;
Peschek, 2005; Sjuts, 1999; Wille, 2005; Winkel, 2012). Auch bei Autoren, die
das Ziel von Reflexion im inhaltlichen Lernen sehen, wird die Frage, inwieweit
diese tatsdchlich zu neuen Erkenntnissen fithrt (RM2), nicht thematisiert (zu
einzelnen Positionen sieche die Beschreibung der Reflexionsebenen bewusstes
Handwerken, Metakognition und Inhaltsreflexion nach Lengnink (2006a,
2006b) unten).

Mehrere Autoren versuchen den Begriff der Reflexion genauer zu fassen,
indem sie mit Blick auf den spezifischen Gegenstand und das Ziel der Reflexion
im Mathematikunterricht verschiedene Formen von Reflexion unterscheiden.
Diese Einteilungen werden entwickelt und genutzt, um andere Begriffe theore-
tisch weiter auszuschirfen (Bauer, 1988), um eine der gebildeten Kategorien zu
beforschen (Lengnink, 2005b, 2006a, 2006b; Skovsmose, 1998), oder um Un-
terrichtsvorschlige fiir die Praxis zu formulieren (Bauer, 1990; Kuntze &
Prediger, 2005; Lengnink, 2005a; Neubrand, 1990a, 1990b; Peschek, 2005;
Peschek, Prediger & Schneider, 2008; Prediger, 2002, 2005; Schmidt-Thieme,
2002, 2003; Siebel, 2005).

Reflexionsebenen nach Lengnink

Lengnink (2006a, 2006b) fasst mehrere Systematiken zusammen und benennt
sieben Reflexionsebenen. Sie sieht die verschiedenen Ebenen im Spannungsfeld
zwischen Mathematik, Person und Welt. Abbildung 1.3 zeigt, welche Ebenen
Lengnink unterscheidet und wie sie diese in Bezug auf die drei Aspekte einord-
net. Die Differenzierung der Ebenen orientiert sich an der Bedeutung, die Refle-
xion im mathematischen Lernprozess haben kann (vgl. Lengnink, 2006a,
2006b).
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| Bewusstes Handwerken | Inhaltsreflexion

Bedeutungs- und

Metakognition . .
| claxognitio | Sinnreflexion

Modell- und Kontext-
orientierte Reflexion

| Selbstreflexion l

Lebenswelt-
Reflexion

Abbildung 1.3 Reflexionsebenen (Lengnink, 2006a, S. 344)

Entsprechend den oben herausgestellten Zielperspektiven von Reflexion im Un-
terricht formuliert Lengnink auf ibergeordneter Ebene zwei zentrale Funktionen
von Reflexion im Mathematikunterricht. Zum einen kann sie das Lernen von
Mathematik effektivieren und zum anderen die mathematische Miindigkeit der
Schiilerinnen und Schiiler fordern.

Unter mathematischer Miindigkeit versteht Lengnink (2005b) die Einnah-
me einer kritischen Haltung gegeniiber der Verwendung von Mathematik in au-
Bermathematischen Kontexten und den daraus folgenden Konsequenzen sowie
die Fahigkeit, das Verhiltnis von Mathematik und Welt aktiv mitzugestalten.
Demnach korrespondiert sie mit Grundbildung im Sinne von PISA (2000):

Mathematische Grundbildung ist die Fihigkeit einer Person, die Rolle zu erkennen
und zu verstehen, die Mathematik in der Welt spielt, fundierte mathematische Urtei-
le abzugeben und sich auf eine Weise mit der Mathematik zu befassen, die den An-
forderungen des gegenwdrtigen und kiinftigen Lebens dieser Person als konstrukti-
vem, engagiertem und reflektierendem Biirgers entspricht. (Deutsches PISA-
Konsortium, 2000, S. 47, Kursivdruck i. O.)

Fiir die Forderung mathematischer Miindigkeit ist Reflexion, die auf das Ver-
haltnis der eigenen Person zur Mathematik oder auf die Beziehung von Mathe-
matik zur Welt fokussiert, von zentraler Bedeutung (vgl. Lengnink, 2005b).



Reflexion als individueller Denkprozess 23

Gemal dem Ebenenmodell (Abb. 1.3) gehoren hierzu Selbstreflexion, Lebens-
weltreflexion, Bedeutungs- und Sinnreflexion, sowie modell- und kontextorien-
tierte Reflexion. Da sich die vorliegende Arbeit nicht mit mathematischer Miin-
digkeit, sondern mit dem Lernen mathematischer Inhalte befasst, wird auf diese
Ebenen der Reflexion nicht weiter eingegangen.

Das Lernen mathematischer Inhalte wird nach Lengnink (2006a, 2006b)
durch bewusstes Handwerken, Metakognition und Inhaltsreflexion unterstiitzt.

Bewusstes Handwerken

Auf die Ebene des bewussten Handwerkens geht Lengnink (2006a, 2006b) nicht
weiter ein. Die Bezeichnung ldsst vermuten, dass es darum geht, Losungsverfah-
rung und -strategien bewusstzumachen (RM4 nach Kap. 1.1.1). Neubrand
(1990b), der Reflektieren im Mathematikunterricht als ,,Sprechen iiber Mathe-
matik® (S. 66) beschreibt, erldutert diese Ebene etwas genauer. Sein Verstédndnis
passt zur obigen Vermutung, denn es ,,wird iiber die Hilfsmittel gesprochen die
es gestatten, Probleme innerhalb der Objektbereichs anzugehen* (Neubrand,
1990b, S. 67). Hierzu zéhlen beispielsweise heuristische Strategien und Beweis-
techniken (vgl. Neubrand, 1990b).

Metakognition

Der Begriff der ,Metakognition® stammt urspriinglich aus der Kognitionspsy-
chologie und bezeichnet als Sammelbegriff das Wissen um und die bewusste
Kontrolle iiber die eigenen Kognitionen (vgl. Hasselhorn & Labuhn, 2008). Seit
dem Anfang der 1980er-Jahre findet das Konzept der Metakognition Eingang in
die mathematikdidaktische Forschung, wo sowohl der Wissens- als auch der
Kontrollaspekt empirisch untersucht wird (vgl. Schneider & Artelt, 2010).

Wie bereits aus dem Ebenenmodell deutlich wird, steht der Begriff ,Me-
takognition® in Beziehung zur ,Reflexion‘. Der enge Zusammenhang zwischen
beiden Konzepten entsteht zunédchst dadurch, dass sowohl Reflexion als auch
Metakognition durch Distanz gekennzeichnet sind und als bewusste Prozesse
aufgefasst werden (kdnnen) (RM3 und 4 nach Kap. 1.1.1). Metakognition be-
zieht sich eindeutig auf die eigenen Kognitionen, was bei der Reflexion iiber
Mathematik der Fall sein kann (vgl. z. B. Cohors-Fresenborg & Kaune, 2007),
aber nicht muss (vgl. z. B. Wheatley, 1992).

Das Verhiltnis von Metakognition und Reflexion wird unterschiedlich in-
terpretiert. In der mathematikdidaktischen Literatur sind folgende Konzepte zu
finden:

- Metakognition ist eine Ebene der Reflexion.

- Reflexion ermoglicht Metakognition.
- Reflexion ist eine metakognitive Aktivitit.
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Aus dem Ebenenmodell (vgl. Abb. 1.3) geht hervor, dass Lengnink (20006a,
2006b) Metakognition als eine Ebene von Reflexion betrachtet. Allerdings erlau-
tert sie den Begriff im Zusammenhang mit dem Ebenenmodell nicht. An anderer
Stelle beschreibt sic Metakognition ,,als nachdenkliches Zuriicktreten in Bezug
auf den eigenen Lernprozess® (Lengnink, 2005a, S. 27). Demnach fasst sie den
Aufbau von Wissen iiber die eigenen Kognitionen und ihre Entwicklung als spe-
zifische Form der Reflexion auf, welche sie Metakognition nennt. Der bewusste
Riickblick auf den mathematischen Losungs- oder Lernprozess wird auch von
anderen Autoren, iiberwiegend im Kontext von konkreten Unterrichtsvorschla-
gen, als Reflexion bezeichnet (Adhami, 2008; Brandt, 1997; Kuntze, 2005;
Schmidt-Thieme, 2003). Hierbei wird jedoch tiberwiegend kein Bezug zur Me-
takognition hergestellt.

Wie bereits ausgefiihrt, ist nach der Auffassung von Kilpatrick (1986) Be-
wusstheit und damit auch Metakognition eine Folge von Reflexion. Ahnlich wie
Lengnink (2005a) betrachtet er den Prozess der Entwicklung von Aspekten der
Metakognition, hier Bewusstheit und Kontrolle, als Reflexion. Jedoch stellt die-
ser nach seiner Auffassung noch keine Metakognition dar.

Aus den bisherigen Ausfithrungen zur Metakognition wird deutlich, dass
sich die Definition des Begriffs Metakognition im Detail unterscheiden kann,
obwohl grundsitzlich eine groBe Ahnlichkeit zwischen den Konzepten besteht.
Einerseits bedeutet Metakognition hier jeweils ein Bewusstmachen der eigenen
Kognitionen oder deren Entwicklung, andererseits wird speziell Reflexion in
diesem Zusammenhang unterschiedlich definiert und in verschiedener Weise
mit Metakognition in Verbindung gebracht.

Eine deutlich klarere Definition des Verhiltnisses von Reflexion und Me-
takognition nehmen Cohors-Fresenborg und Kaune (2007) vor, welche Reflexi-
on als eine von drei metakognitiven Aktivititen (Planung, Monitoring, Reflexi-
on) auffassen. Alle drei metakognitiven Aktivitdten stellen Aspekte der bewuss-
ten Kontrolle kognitiver Prozesse dar. Thr wesentliches Unterscheidungsmerk-
mal ist das zeitliche Verhéltnis zur kognitiven Aktivitit, auf die sie sich bezie-
hen. Reflexion ist dadurch definiert, dass sie eine frithere kognitive Aktivitit
zum Gegenstand hat (vgl. Cohors-Fresenborg & Kaune, 2007, S. 7-8). Somit
wird hier der Riickbezug auf eine vorherige Tatigkeit (RM1 nach Kapitel 1.1.1)
betont, wahrend Distanzierung und Bewusstsein (RM3 und 4) fiir alle drei me-
takognitiven Aktivititen kennzeichnend sind.

Neben dieser grundsitzlichen Definition von Reflexion als metakogniti-
vem Riickzug auf frithere Kognitionen wird eine genauere Begriffsbestimmung
iiber die Unterscheidung von Unterkategorien und Teilaspekten erreicht. Diese
sind in einem bei Analysen von Unterrichtsgesprachen entwickelten Katego-
riensystem aufgefiihrt. Tabelle 1.1 zeigt die sieben Unterkategorien von Refle-
xion nach dem fiir den Mathematikunterricht in der Grundschule angepassten
Kategoriensystem von Winkel (2012).
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Tabelle 1.1 Sieben Unterkategorien von Reflexion nach Winkel (2012, S. 35, Hervorhebun-
gen durch Fettdruck i. O.)

Reflexion

R1 Strukturanalyse einer fachspezifischen Darstellung

R2 Reflexion iiber Begriffe

R3 Ergebnisse eines Reflexionsprozesses ausgedriickt durch bewusste (fachspezifi-
sche) Darstellung

R4 Wirkungsweise von fachspezifischen Werkzeugen oder Methoden einschétzen
/ Angabe eines Werkzeugs, mit dem vorgegebenes Ergebnis erzeugt werden
kann

RS Strukturanalyse einer Argumentation

R6 Reflektierende Einschiitzung / Evaluation

R7 Zusammenspiel von Darstellung und Vorstellung thematisieren

Die Unterkategorien geben an, worauf sich Reflexion im mathematischen Dis-
kurs (der Grundschule) beziehen kann. Es handelt sich dabei um frithere Aussa-
gen (R2, RS), eine zuvor entwickelte oder auch vorgegebene Darstellung (R1,
R7) oder um (bekannte) Werkzeuge und Methoden (R4). Die Unterkategorie R6
umfasst eine riickblickende Bewertung des Diskurses sowie eine Einschitzung
der eigenen Fahigkeiten und des eigenen Verstindnisses. Reflexion bezieht sich
hier als metakognitive Aktivitit nicht nur auf die eigenen Kognitionen, sondern
auch auf die anderer Diskursteilnehmer. Diese Ausweitung beruht auf der
Grundannahme, dass es moglich ist, aus AuBerungen und Darstellungen auf die
Intention zu schlieBen, mit der diese getétigt bzw. erstellt wurden. Auf diese
Weise konne auf die zu Grunde liegenden Kognitionen geschlossen werden (vgl.
Cohors-Fresenborg & Kaune, 2007, S. 11, 19; Kaune, 2001).

Inhaltsreflexion

,Inhaltsreflexion‘ befasst sich laut Lengnink (2006b) mit Fragen wie ,,cor-
rectness, clarity and sophistication (S. 343). Geméal diesen als Beispiele ange-
gebenen Stichworte geht es um die Bewertung mathematischer Prozesse oder
Produkte auf unterschiedlichen Ebenen, ndmlich mit Blick auf Fakten, Verstind-
lichkeit und die Uberzeugungskraft. Demnach steht hier der Riickbezug auf
frihere Prozesse und Produkte, die bewusst und distanziert betrachtet werden,
sodass eine Bewertung moglich ist, im Mittelpunkt (RM1, 3, 4 nach Kap. 1.1.1).
Wheatley (1992) betrachtet Reflexion iiber mathematische Inhalte im Kontext
des ,problem-centered learning® und definiert es als ,,distancing oneself from the
action of doing mathematics™ (S. 535). Er fokussiert demnach auf die Einnahme
einer distanzierten Haltung gegeniiber der mathematischen Tatigkeit (RM3 nach
Kap. 1.1.1). Diese ist nach Bauer (1988, 1990) fiir Inhaltsreflexion gerade nicht
wesentlich. Er definiert Inhaltsreflexion, die er auch Reflexion im Gegenstand
Mathematik nennt, deutlich weiter als Lengnink und Wheatly. Bauer versteht



26 Reflexion

darunter ,,cin auf mathematische Gegensténde sich richtendes priifendes Nach-
denken und Uberlegen, ein sich Vertiefen in Mathematik, ein verstindiges sich
Beschéftigen und Umgehen mit Mathematik, ein auf hohem kognitivem Niveau
mathematisch Aktivsein™ (Bauer, 1988, S. 183). Die Weite dieser Definition ist
sowohl produktiv als auch problematisch. Einerseits macht sie deutlich, dass ei-
ne distanzierte Beschdftigung mit mathematischen Inhalten im Prozess des Ma-
thematiktreibens moglich und sinnvoll ist (RM1). Hierauf verweisen die Begrif-
fe ,priifendes Nachdenken® und ,auf hohem kognitiven Niveau‘. Reflexion be-
deutet demnach nicht zwangslaufig, dass die mathematische Tatigkeit zugunsten
reflexiver Aktivitidten unterbrochen wird, um so eine zeitliche Distanz zu erzeu-
gen. Andererseits ist es schwierig, Inhaltsreflexion nach Bauers Definition von
anderen anspruchsvollen mathematischen Aktivititen wie Problemldsen oder
Beweisen abzugrenzen. Bauer nimmt eine solche Abgrenzung auch nicht vor.
Vielmehr ist er der Ansicht, dass man ,,das Vermdgen, in diesem Sinne zu re-
flektieren, [...] im wesentlichen mit dem Konstrukt ,mathematische Kompetenz*
gleichsetzen [kann]* (Bauer, 1988, S. 183).

1.1.3  Zusammenfassung: Merkmale von Reflexion im
Mathematikunterricht

In Kapitel 1.1.1 konnten aus philosophischen Konzepten unterschiedlicher re-
flektiver Aktivitdten vier zentrale Merkmale von Reflexion als einem individuel-
len Denkprozess herausgearbeitet werden (s. Abb. 1.4).

Reflexion ...
RM1 bedeutet einen Riickbezug auf vorherige Tatigkeiten oder Ereig-
nisse (Gegenstand der Reflexion),
RM2 fiihrt zu neuen Erkenntnissen,
RM3 st durch Distanzierung gegeniiber dem Gegenstand der Reflexion
gekennzeichnet und
RM4 verlduft bewusst oder fiihrt zu Bewusstsein.

Abbildung 1.4 Vier zentrale Merkmale von Reflexion

In Kapitel 1.1.2 wurde herausgearbeitet, dass sich auch mathematikdidaktische
Konzepte, welche das Ziel von Reflexion in der Férderung des Lernens mathe-
matischer Inhalte sehen, mit diesen Merkmalen charakterisieren lassen. Trotz
ihrer Gemeinsamkeit, Reflexion im Wesentlichen durch Distanzierung, Be-
wusstsein und den Riickbezug auf vorherige mathematische Aktivititen zu kenn-
zeichnen (RM1, 3 und 4), sind die Konzepte in ihrer konkreten Ausformung
sehr vielfaltig und konnen unterschiedlichen Reflexionsebenen (Lengnink,
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2006a, 2006b) zugeordnet werden. Fiir die Forderung des Mathematiklernens
sind insbesondere die Reflexionsebenen Metakognition und Inhaltsreflexion von
Bedeutung. In der Regel unterscheiden sich diese beiden Ebenen durch den Ge-
genstand der Reflexion, wihrend die Tatigkeit des Reflektierens durch dieselben
Merkmale gekennzeichnet wird. So zeichnet sich Reflexion, wenn sie mit Me-
takognition in Verbindung gebracht wird, wesentlich dadurch aus, dass eigene
oder auch fremde Kognitionen (zunehmend) bewusst und distanziert betrachtet
werden (RM3, RM4). In aktuellen Untersuchungen (Cohors-Fresenborg &
Kaune, 2007; Winkel, 2012) wird zudem das Merkmal des Riickbezugs zur De-
finition von Reflexion als metakognitiver Aktivitit herangezogen (RM1). In-
haltsreflexion wird in der Regel iiber dieselben Merkmale definiert, bezieht sich
jedoch auf mathematische Inhalte und mathematische Handlungen, welche be-
wusst und distanziert betrachtet werden, teilweise im Riickblick auf die eigene
mathematische Betétigung. Dabei wird vorausgesetzt, dass diese Art zu reflek-
tieren zum Lernen beitrdgt. Ob und in welchem Malle im Zuge von Reflexion
tatsdchlich neue Erkenntnisse aufgebaut werden (RM2), wird nicht gezielt in
den Blick genommen.

Ein deutlich umfassenderes Verstdndnis von Inhaltsreflexion vertritt Bauer
(1988, 1990). Er fasst sie als Téatigkeit auf, welche eine Distanzierung im Sinne
einer Beschiftigung auf einem hohen kognitiven Niveau bedeutet und damit
wihrend des Mathematiktreibens erfolgt und die innermathematische Ebene
nicht verldsst. Diese Reflexionsebene setzt er jedoch mit ,mathematischer Kom-
petenz® gleich und grenzt sie somit nicht von anderen mathematischen Tétigkei-
ten ab. Ein Ziel dieser Arbeit besteht dementsprechend darin, Inhaltsreflexion so
zu fassen, dass es sich wie bei Bauer (1988, 1990) um einen Teil von Mathema-
tik als Tétigkeit handelt, der jedoch von anderen (kognitiv anspruchsvollen) ma-
thematischen Denktétigkeiten abgegrenzt werden kann. Grundlage hierfiir ist
unter anderem die Arbeit von Schiilke (2013), die auf einer Idee von
Freudenthal (1983) aufbauend mathematische Reflexion als interaktiven Prozess
versteht. Beide Konzepte werden im folgenden Kapitel 1.2 vorgestellt und dis-
kutiert. Es thematisiert eine Perspektive auf Reflexion, die diese nicht als rein
individuelle Aktivitdt versteht.

1.2 Reflexion als interaktiver Prozess

Die in Kapitel 1.1 angesprochenen Definitionen von Reflexion betrachten diese
als eine individuelle kognitive Aktivitét. In diesem Kapitel wird ein Ansatz vor-
gestellt, nach dem Reflexion im Mathematikunterricht der Grundschule auf In-
teraktion angewiesen ist, da sie sich als ein interaktiver Prozess vollzieht. Zuvor
ist hervorzuheben, dass auch Autoren, die Reflexion grundsétzlich als individu-
ellen Denkprozess verstehen, Interaktion fiir die Initiierung und Férderung sol-
cher individuellen Reflexionen als bedeutsam erachten. So wird vorgeschlagen,
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im Klassenverband gemeinsam zu reflektieren, z. B. im Sinne einer distanzier-
ten Betrachtung und expliziten Thematisierung von Handlungen im Gespréch
(Cobb et al., 1997; Wheatley, 1992) oder indem auf unterschiedlichen Ebenen
explizit tiber Mathematik gesprochen wird (Neubrand, 1990a, 1990b). Cohors-
Fresenborg und Kaune (2003, 2007) und Winkel (2012) gehen dariiber hinaus
und fordern die Etablierung einer metakognitiv-diskursiven Unterrichtskultur, in
welcher ,,der Prozess des Bewusstmachens eigener Denkvorgédnge mit der kriti-
schen Auseinandersetzung (Diederich, 1996) mit Denkvorgingen anderer zur
Kultur diskursiven Argumentierens verwoben wird“ (Cohors-Fresenborg &
Kaune, 2003, S. 173). Auf diese Weise sollen die Schiilerinnen und Schiiler dazu
angeregt werden, eigene und fremde Vorstellungen zu reflektieren. Elbers
(2003) stellt heraus, dass Gespréche, in denen verschiedene Losungsideen vor-
gestellt und diskutiert werden, zu kollektiven Reflexionen werden kdnnen. Die
Schiilerinnen und Schiiler wiirden so angeregt, liber ihre Argumente, die sie nut-
zen, um die Mitschiilerinnen und Mitschiiler zu iiberzeugen, nachzudenken. Ne-
ben diesen kollektiven Reflexionen erfolgen in Einzelarbeitsphasen auch indivi-
duelle Reflexionen, welche Elbers (2003) nicht mit ersteren in Beziehung
bringt.

Diese Zusammenstellung zeigt, dass Interaktion, genauer das Gespréch in
einer Gruppe, hiufig als Moglichkeit angesehen wird, Reflexion iiber Mathema-
tik im Unterricht anzuregen und zu etablieren. Es besteht dabei die Annahme,
dass die Schiilerinnen und Schiiler hierdurch auch auBlerhalb dieser Gespréiche
reflektieren. Dem entgegen steht die Position von Schiilke (2013), dass Reflexi-
on liber Mathematik grundsitzlich auf Interaktion angewiesen ist (vgl. Schiilke,
2013, S. 52). Diese Annahme ergibt sich aus einem fachspezifischen Verstind-
nis ,mathematischer Reflexion‘. Alle bisher angesprochenen mathematikdidak-
tischen Uberlegungen zur Reflexion gehen von einem fachunabhingigen Refle-
xionsbegriff aus und stellen den Bezug zum Mathematikunterricht durch den
Gegenstand der Reflexion her. Hieraus ergibt sich ein Verstdndnis von Reflexi-
on als letztlich individueller Aktivitét.

Nach Steinbring (2000; 2005; vgl. Kap. 2.1) ist jedoch die Konstruktion
neuen mathematischen Wissens in der Grundschule notwendig auf Interaktion
angewiesen. Da Schiilke (2013) die Entwicklung neuer mathematischer Er-
kenntnisse als wesentliches Merkmal von Reflexion ansieht (RM2 nach Kap.
1.1.1 & 1.1.3), folgert sie, dass auch mathematische Reflexion in der Interaktion
verortet sein muss. Als Grundlage fiir die Entwicklung eines neuen Konstrukts
,mathematische Reflexion® dient Schiilke dabei Freudenthals Verstindnis von
Reflexion als ,,Sichwiderspiegeln im anderen® (Freudenthal, 1983, S. 491).

In diesem Kapitel werden zunichst diese Uberlegungen von Freudenthal
dargestellt (Kap. 1.2.1), bevor detailliert auf die theoretischen und empirischen
Ergebnisse von Schiilke eingegangen wird (Kap. 1.2.2).
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1.2.1  Reflexion als widerspiegelndes Denken (Freudenthal)

Freudenthal (1983) befasst sich mit der Entwicklung reflexiven Denkens. Den
Begriff ,reflexives Denken® verwendet er, um deutlich zu machen, dass er ,re-
flektieren® nicht mit ,denken‘ gleichsetzt, wie dies hédufig der Fall ist (vgl. Ein-
leitung zu Kap. 1.1). Vielmehr ist mit ,,reflexivem Denken [...] etwas Ausgeklii-
gelteres [gemeint] als bloBes Denken* (Freudenthal, 1983, S. 486). Um die Be-
sonderheit reflexiven Denkens herausstellen zu konnen, greift Freudenthal
(1979, 1983) auf die physikalische Bedeutung des Wortes ,reflektieren® als
Spiegeln von Licht an einem Spiegel zuriick. Analog nennt er ,reflexives Den-
ken® auch ,,widerspiegelndes Denken (Freudenthal, 1983, S. 491). Merkmale
des reflexiven Denkens lassen sich dann vom physikalischen Widerspiegeln ab-
leiten. Wesentliches Charakteristikum des Widerspiegelns von Licht mit Hilfe
eines Spiegels ist, dass das, was sich vor dem Spiegel befindet, im Spiegel zu
sehen ist. Wie dies beim ,widerspiegelnden Denken® zu verstehen ist, wird deut-
lich, wenn man Freudenthals Uberlegungen zum Ursprung des reflexiven Den-
kens betrachtet. Er geht davon aus, ,,dass jede Reflexion in sich selber ausgelost
wird durch die Reflexion am anderen” (Freudenthal, 1983, S. 491). ,Reflexion
am anderen® stellt eine Form des ,widerspiegelnden Denkens® dar, weshalb
Freudenthal sie auch ,,Sichwiderspiegeln im anderen” (Freudenthal, 1983, S.
491) nennt. Mit Blick auf das Widerspiegeln von Licht mit einem Spiegel be-
steht sie darin, dass man sich selbst im anderen sieht; man versetzt sich in seine
Lage. Dies geschieht mit dem Ziel, einen Mitmenschen ,,zu verstehen, zu durch-
schauen, auszukundschaften, reinzulegen® (Freudenthal, 1979, S. 193).3 Die
,Reflexion am anderen® erfolgt demnach, um etwas iiber die zundchst verborge-
nen Hintergriinde der AuBerungen oder Handlungen eines anderen Menschen zu
erfahren. Hier ist ein Merkmal von Reflexion zu erkennen, das in Kapitel 1.1.1
und Kapitel 1.1.3 herausgearbeitet wurde: der Erwerb neuer Erkenntnis als Fol-
ge von Reflexion (RM2). Zur Verdeutlichung wird eines von Freudenthals Bei-
spielen fiir reflexives Denken angefiihrt, das ein Gesprich zwischen ihm und
seinem Enkel Bastiaan wiedergibt.

Vor ein paar Tagen sahen wir ein grofes Lastauto mit dem Nummernschild BB ...
(alle Arten von Autos interessieren Bastiaan). Ich mache ihn auf dieses Schild auf-
merksam. Irgendwo an dem Lastauto entdeckte er noch ein B3. Ich sagte: ,,Es sieht
wie ein Auto von Bastiaan aus.” Er fragte: ,,Warum denkst du, daf es wie ein Auto
von mir aussieht?* Ich antwortete: ,,Was denkst du, warum ich denke, dal} es wie

8 Die Deutung von ,Sichwiderspiegeln im anderen‘ als Bemiihen, diesen zu verstehen
und zu durchschauen, wird darauf gestiitzt, dass im Lateinischen die Begriffe ,Spie-
gel* (,speculum®) und ,erforschen‘ (,speculare‘) dieselbe Wurzel haben (,specus‘: die
Augenhohle) (vgl. Freudenthal, 1983, S. 491).
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ein Auto von dir aussieht?* Er: ,,Weil so viele B’s drauf stehen.” (Freudenthal,
1983, S. 487)

Bastiaan wird in dieser Szene explizit dazu aufgefordert, eine Vermutung iiber
die Hintergriinde der Behauptung seines Grof3vaters anzustellen, dass das Auto
aussdhe, als wire es von Bastiaan, woraufthin er dazu eine Annahme duflert. Die
Frage ,,Was denkst du, warum ich denke, dal es wie ein Auto von dir aussieht?*
hat dazu gefiihrt, dass der Junge versucht, die Motive seines Grofvaters zu
durchschauen, wozu er sich dazu in seine Lage versetzt, d. h., er spiegelt sich in
ihm wider. Demnach wurde hier durch eine Frage reflexives Denken angeregt
(vgl. Freudenthal, 1983, S. 487).

Beim Erforschen des anderen, bei dem man sich in ihn hineinversetzt, ,.er-
fahrt man Menschliches, erfihrt man also auch etwas tiber sich selber®
(Freudenthal, 1979, S. 193). Deshalb folgt aus dem ,Sichwiderspiegeln im ande-
ren‘ unmittelbar die zweite Form reflexiven Denkens, ndmlich die ,,Spiegelung
in sich selbst, die Introspektion* (Freudenthal, 1983, S. 491)°. Nachdem man
versucht hat, sich in eine andere Person hineinzuversetzen, erforscht man sich
selbst, man reflektiert ,,iiber sich selber, iiber das, was man tat, fithlte, sich ein-
bildete, dachte, {iber das, was man tut, fiihlt, sich einbildet, denkt* (Freudenthal,
1983, S. 491). Die ,Reflexion am anderen* fithrt demnach zu einer distanzierten
Betrachtung der eigenen Person (RM3 nach Kap. 1.1.1 & 1.1.3).

In Analogie zum ,Sichwiderspiegeln im anderen® besteht bei der ,Spiege-
lung in sich selbst® das Ziel darin, etwas iiber sein eigenes Verhalten und seine
Gefiihle zu erfahren. Hierbei handelt es sich um Aspekte, die zunéchst nicht of-
fensichtlich sind, da ansonsten keine weitere Beschéftigung hiermit erforderlich
wire. Als ein Beispiel hierfiir fithrt Freudenthal die Erkenntnis an, woher man
etwas weif3, das man weil3 (vgl. Freudenthal, 1983, S. 491). Auch die Introspek-
tion ist bei Freudenthal (1979, 1983) also wesentlich durch den Wunsch moti-
viert, zu neuen Erkenntnissen zu gelangen (RM2 nach Kap. 1.1.1 & 1.1.3).

Wihrend die ,Reflexion am anderen® zunéchst fiir die Entwicklung des re-
flexiven Denkens notwendig ist, kann die ,Spiegelung in sich selbst® spéter auch
ohne Interaktion erfolgen (vgl. Freudenthal, 1983, S. 491).

9 Dies zeigen auch qualitative Studien zur sozialen Perspektiviibernahme. Sie kommen
zu dem Schluss, dass sich die Fahigkeit zur Selbstreflexion entwickelt, wenn sich ein
Kind aus der Perspektive eines anderen sehen kann. Hierzu muss es sich in eine an-
dere Person hineinversetzen konnen (vgl. Selman, Demorest & Krupa, 1984, S. 101-
116, 147-153). Reflexives Denken als Betrachtung der eigenen Person aus der Per-
spektive eines anderen nennt Freudenthal (1983) an spéterer Stelle ,,Reziprokwech-
sel (S. 492; s. auch nichster Abschnitt).
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Reflexion als Standpunktwechsel

Die Beschreibung von reflexivem Denken als ,Sichwiderspiegeln im anderen®
konkretisiert Freudenthal (1983) als mentalen Standpunktwechsel, ,,wobei der
Standpunkt selbst lokal oder mental sein kann, wihrend der Wechsel in Raum,
Zeit oder einer anderen, etwa mentalen Dimension stattfinden kann* (S. 492). In
dieser Aufzéhlung wird deutlich, dass es qualitativ unterschiedliche Stand-
punktwechsel gibt. Es kann darum gehen, sich gedanklich zu einer anderen
raumlichen Position zu begeben, an der z. B. eine andere Person steht (lokaler
Standpunkt, raumlicher Wechsel), oder auch darum, auf die Hintergriinde der
AuBerung einer anderen Person zu schlieBen (mentaler Standpunkt, mentaler
Wechsel). Freudenthal (1983) beschreibt drei {ibergreifende Formen des Stand-
punktwechsels, die fiir jede der oben angedeuteten Moglichkeiten denkbar sind:

- Wechsel von A nach B, um nach A zuriickzublicken
Ich nenne das Reziprokwechsel. Oder:
- Wechsel von A nach B, wihrend C betrachtet wird
Das nenne ich Richtwechsel. Und schlieBlich:
- Wechsel der Umgebung von A zu der von B
Das nenne ich Parallelwechsel. (S. 492, Hervorhebungen i. O.)

Im Weiteren werden diese drei Arten des Standpunktwechsels néher erldutert.

Das Adjektiv ,reziprok® bedeutet ,,wechsel-, gegenseitig, aufeinander be-
ziiglich® (Zwahr, 2006a, S. 75) und leitet sich vom lateinischen ,reciprocus® ab,
das mit ,,auf demselben Weg zuriickgehend (Zwahr, 2006a, S. 75) iibersetzt
werden kann. Dementsprechend bezeichnet der Begriff Reziprokwechsel Stand-
punktwechsel, bei denen auf den Ausgangsstandpunkt zuriickgeblickt wird. Als
Beispiel hierfiir nennt Freudenthal den Blick in den Spiegel. Dieser dient dazu
herauszufinden, wie man von anderen gesehen wird; d. h., man schaut vom
Standpunkt eines anderen auf sich selbst zuriick. Auch die Uberlegung, welche
Fdhigkeiten und Kenntnisse man zu einem fritheren oder spéteren Zeitpunkt im
Vergleich zum aktuellen Zustand hatte bzw. haben wird, stellt einen Reziprok-
wechsel dar (vgl. Freudenthal, 1983). Hierbei erfolgt ein Wechsel in der Zeit,
um dann vom zeitlich verdnderten Standpunkt auf die aktuellen Fahigkeiten und
Kenntnisse zu blicken.

Als eine Form des Richtwechsels nennt Freudenthal (1983) die Beschrei-
bung eines Weges durch Zeigen. Allerdings stellt er zuvor heraus, dass es sich
hierbei nicht um reflexives Denken handelt. Mit Blick auf die Erlduterungen im
ersten Abschnitt zum Begriff des reflexiven Denkens wird deutlich, weshalb es
sich hier nicht um Reflexion handelt. Beim Beschreiben eines Weges durch
Zeigen wechselt man gedanklich zu einem anderen rdumlichen Standpunkt und
beschiftigt sich nicht mit den zunéchst verborgenen Hintergriinden und Motiven
anderer Personen. Dies ist vielmehr in Situationen gegeben, in denen man sich
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dariiber Gedanken macht, wie der mentale Standpunkt einer anderen Person ist.
Zeichen hierfiir ist z. B. das Stellen vorbereitender Fragen, bevor die Hauptfrage
gestellt wird. Die ersten Fragen dienen dazu ,,herauszufinden, wo er [der andere,
J.H.] steht, und zu diesem Zweck dndert man seinen eigenen Standpunkt™
(Freudenthal, 1983, S. 493). Auf Grund dieser ,Reflexion am anderen® kann
man seine Hauptfrage reflektieren und infolgedessen abédndern oder auch zu-
riickhalten.

Der Parallelwechsel ist im Wesentlichen dadurch gekennzeichnet, dass
sich die Standpunkte — der eigene und der, zu dem gewechselt wird — in unter-
schiedlichen Umgebungen befinden. Um zu verdeutlichen, was er unter dem
Begriff ,Umgebung‘ versteht, fithrt Freudenthal (1983) den Generationenwech-
sel an. Hier sind einerseits Wechsel in der Zeit denkbar (z. B.: Wie hat der
GroBvater gelebt, als er ein Kind war?) und andererseits mentale Wechsel (z. B.:
Inwieweit unterscheidet sich das Leben von Erwachsenen und Kindern?). Zur
Konkretisierung wird hier ein Beispiel von Freudenthal (1979, 1983) angefiihrt.

Er [Bastiaan, J.H.] (3;4) will seinem Grossvater zum Geburtstag etwas schenken.
Der Grossvater soll es mit ihm kaufen. Aber was? Er entscheidet: Ein kleines
Spielauto. Spielautos sind seine Leidenschaft. Der Grossvater soll das Auto selber
im Laden aussuchen, aber der tiberldsst es dem Buben. Das Geschenk wird gekauft.
Ich hatte gedacht, dass er es als Spielzeug fiir sich meinte. Aber nein. Es steht auf
Grossvaters Schreibtisch. In der ndchsten Zeit erkundigt er sich immer wieder, ob
der Grossvater auch mit dem Auto spiele. Er ist unsicher geworden. (Freudenthal,
1979, S. 191)

Nach der Analyse von Freudenthal (1979) misslingt Bastiaan hier die Reflexion.
Betrachtet man die Szene mit Blick auf das Konzept des Standpunktwechsels,
so war Bastiaan herausgefordert, einen Parallelwechsel zur ,Umgebung* der
Erwachsenen zu vollziehen, in der nicht mit Spielautos gespielt wird. Dieser
Wechsel gelingt ihm nicht bzw. er fiihrt nicht dazu, dass der Junge seine Ge-
schenkauswahl daran ausrichtet. Erst als das Auto immer auf dem Schreibtisch
des GroBvaters steht, wird er unsicher, ob das Spielzeugauto ein passendes Ge-
schenk war. Diese Unsicherheit und das Zweifeln, ob der Grof3vater ebenfalls
mit Autos spielt, bezeichnet Freudenthal als ,,Vorstadium® (Freudenthal, 1983,
S. 487). Es konnte sich insofern um ein Vorstadium reflexiven Denkens handeln,
als Bastiaan bewusst wird, dass der GroBvater in der ,Umgebung‘ der Erwach-
senen eventuell anderen Aktivitdten nachgeht als Bastiaan in der ,Umgebung*
der Kindheit. Erst aus dieser Erkenntnis ergibt sich die Moglichkeit, bei zukiinf-
tigen Entscheidungen einen Parallelwechsel zu vollziehen. An diesem Beispiel
wird deutlich, dass das Sichwiderspiegeln im anderen bedeutet, sich selbst im
anderen zu sehen. Um zu entscheiden, was er seinem Grof3vater schenkt, iiber-
legt er, was er an der Stelle des Grofvaters gern geschenkt bekdme und ent-
scheidet sich fiir das Spielauto.
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Auch der GroBvater ist dieser Szene zum Parallelwechsel aufgefordert, aus
welchem er falsche Schliisse zieht. Er stellt Vermutungen iiber die Schenkab-
sichten des 3-jahrigen Bastiaan an und denkt, ,,dass er es als Spielzeug fiir sich
meinte” (Freudenthal, 1979, S. 191). Der Erwachsene versetzt sich in die ,Um-
gebung® des Kleinkindes und nimmt an, dass sein Enkel nicht wirklich etwas fiir
den Grof3vater kaufen mochte, sondern fir sich selbst. Jedoch stimmt dieser
Schluss nicht. Auch der (erwachsene) Grof3vater kann also nicht wirklich den
Standpunkt seines Enkels einnehmen, sondern lediglich vor dem Hintergrund
seines eigenen Wissens iiber seinen Enkel und das Schenken bei Kleinkindern
Hypothesen iiber Bastiaans Standpunkt entwickeln. Diese entsprechen in diesem
Beispiel nicht dem tatsdchlichen Standpunkt des Jungen.

Die Idee des Standpunktwechsels wird von Freudenthal (1983) nicht auf
das Mathematiklernen bezogen. Das Konzept von Reflexion als ,widerspiegeln-
dem Denken* betrachtet er jedoch fiir das Lernen von Mathematik als sehr rele-
vant. Dies ergibt sich zum einen aus seiner Theorie der Stufen des mathemati-
schen Lernprozesses und zum anderen aus Uberlegungen zum Entwickeln von
mathematischen Beweisen.

Widerspiegelndes Denken und Mathematiklernen

Das Lernen von Mathematik verldauft nach Freudenthal (1973, 1974, 1978,
1983) in Stufen, bei denen es sich um Stufen des Verstindnisses handelt (vgl.
Freudenthal, 1974). Das Verhiltnis einer hoheren Stufe zu vorhergehenden Stu-
fen besteht darin, dass ,,die auf niederer Stufe betdtigte Mathematik auf hoherer
Stufe zur betrachten Mathematik wird“ (Freudenthal, 1978, S. 64,
Hervorhebungen i. O.). Dieser Riickbezug kann bewusst erfolgen und ist dann
fiir das Lernen besonders fruchtbar (vgl. Freudenthal, 1978, S. 64). Damit der
Wechsel von einer Stufe zur néchsten gelingen kann, ist eine heterogene Lern-
gruppe forderlich (vgl. Freudenthal, 1974, 1978) und die Fahigkeit zur Reflexi-
on erforderlich (vgl. Freudenthal, 1973, S. 123). Die Annahme, dass Reflexion
als ,Sichwiderspiegeln im anderen® beginnt, bringt beide Aussagen zusammen.
In einer heterogenen Lerngruppe befinden sich ,,Schiiler verschiedener Niveaus,
die an einer Aufgabe — jeder auf der ihm eigenen Stufe — zusammenarbeiten®
(Freudenthal, 1978, S. 63, Hervorhebung i. O.). In einer solchen Gruppe kann
sich eine Schiilerin oder ein Schiiler hoherer Stufe an einer Schiilerin oder ei-
nem Schiiler niedrigerer Stufe reflektieren, sodass ,,man versteht, wie ein ande-
rer lernt, ahnt, wie man selber gelernt hat, [man] objektiviert die Tatigkeit auf
niederer Stufe, um sie bewusster wiederholen zu konnen, auch wenn man sie
inzwischen mechanisiert und algorithmisiert hat* (Freudenthal, 1978, S. 64). In
diesem Zitat ist deutlich das Konzept des widerspiegelnden Denkens zu erken-
nen. Indem die Schiilerinnen und Schiiler versuchen, ihre Mitschiilerinnen und
Mitschiiler auf niedrigerer Stufe zu verstehen (,Sichwiderspiegeln am anderen®),
kommen sie dazu, die eigenen Kompetenzen bewusster zu durchdringen (,Spie-



34 Reflexion

gelung in sich selbst‘). Auf diese Weise kann der Ubergang von der ,betitigten®
zur ,betrachteten Mathematik® durch reflexives Denken erfolgen.

Zum einen zeigt dies die Bedeutsamkeit des reflexiven Denkens fiir das
Lernen von Mathematik und zum anderen werden in diesem Zusammenhang
zwei weitere Facetten von Reflexion im Sinne Freudenthals deutlich. Sie kann
bewusst verlaufen und in Auseinandersetzung mit Mitschiilerinnen und Mit-
schiilern auf einer niedrigeren Stufe zu Bewusstsein iiber die friiheren mathema-
tischen Tatigkeiten fithren. Somit findet sich bei Freudenthals Reflexionsbegriff
neben den bereits benannten Merkmalen des Erkenntnisgewinns und der distan-
zierten Betrachtung der eigenen Person auch die Moglichkeit, dass durch Refle-
xion im Sinne eines Sichwiderspiegelns ein Riickblick auf friihere Lernprozesse
erfolgt, welche dann bewusst werden (RM1, 2, 3 und 4 nach Kap. 1.1.1 &
1.1.3).

Ein weiterer Bezug zur ,,Mathematik als Téatigkeit (Freudenthal, 1973, S.
110) und damit auch zum Lernen von Mathematik entsteht dadurch, dass
Freudenthal (1979, 1983) Reflexion als Vorstadium des mathematischen Bewei-
sens ansieht, genauer als Zwischenstadium zwischen dem Konstruieren und dem
Beweisen. Hintergrund dieser Annahme ist die Auffassung, dass man solche
mathematischen Zusammenhinge leichter beweisen kann, von denen man be-
reits weil, dass sie gelten (vgl. Freudenthal, 1973, S. 110; 1991, S. 102). Refle-
xion im Sinne einer ,Spiegelung in sich selbst® bedeutet dann zu erforschen,
woher man dies wei. Man hinterfragt, weshalb man der Ansicht ist, dass der
angenommene Zusammenhang tatsdchlich gilt, und kann dann daraus einen
Beweis entwickeln.

Das Beweisen [...] muss von mehr reflektivem Ursprung sein. Man hat etwas ent-
deckt oder es von jeher als selbstredend angenommen und mit einem Male fragt
man sich: warum glaube ich das, was ich sehe ich in der Figur, das mich tiberzeugt,
wie weiss ich, was ich weiss? (Freudenthal, 1979, S. 194, Hervorhebungen i. O.)

Wenn man diese Fragen beantworten kann, dann ist der Beweis ,,das Bewusst-
machen dessen, was sich in der Ddimmerung abgespielt hat™ (Freudenthal, 1979,
S. 195, Hervorhebung von J.H.), als man wusste, dass die Aussage stimmt (RM4
nach Kap. 1.1.1 & 1.1.3). Der Beweis erwéachst somit aus einer Erforschung der
personlichen Interpretation eines mathematischen Sachverhalts, d. h. durch re-
flexives Denken im Sinne einer ,Spiegelung in sich selbst®. Freudenthal geht
hier von Situationen aus, in denen an konkreten Beispielen eine mathematische
GesetzmaBigkeit entdeckt und dabei schon eine — noch unbewusste, vielleicht
intuitive — Idee entwickelt werden kann, weshalb sie gilt. Dies ist nach Freuden-
thals Auffassung insbesondere in der Geometrie der Fall (vgl. Freudenthal,
1991, S. 103), weshalb er seine Uberlegungen iiberwiegend auf geometrische
Beweise stiitzt. So stellt er heraus, dass bei den geometrischen Beweisen im al-
ten Griechenland auch offensichtliche Zusammenhinge bewiesen werden, bei
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denen bereits vor dem Beweis klar ist, dass sie gelten. Als Beispiel nennt
Freudenthal (1983) u. a. den Beweis dafiir, dass in einem gleichschenkligen
Dreieck die Basiswinkel gleich groB sind. Die Beweise entstanden nach Freu-
denthals Einschitzung, da ein Mathematiker sich fragte, ,,ob das, was seine Au-
gen ihm sagten, wahr sei (Freudenthal, 1983, S. 485). Somit ist eine Konstruk-
tion, in der man einen geometrischen Zusammenhang intuitiv erkennt, eine
Moéglichkeit, durch ,Spiegelung in sich selbst® den zugehdrigen Beweis zu fin-
den. Es ergibt sich bei der Entwicklung eines Beweises die Abfolge konstruieren
— reflektieren — beweisen. Diese gilt natiirlich nicht nur fiir streng formal gefiihr-
te Beweise wie in der euklidischen Geometrie, sondern fiir jede Form mathema-
tischer Begriindungen in allen Inhaltsgebieten der Mathematik, wenn der Begriff
des Konstruierens weit genug gefasst wird (vgl. Freudenthal, 1979). Eine be-
sondere Bedeutung schreibt Freudenthal (1979) dem mentalen Konstruieren zu,
bei dem mathematische Beziehungen nicht als empirische Fakten abzulesen
sind. Dies ist zum Beispiel gegeben, wenn zur Begriindung geometrischer Zu-
sammenhédnge unsaubere Zeichnungen herangezogen werden, in denen die Be-
ziehung aus diesem Grund gar nicht gilt. Er muss in die Figur hingesehen, d. h.
mental konstruiert werden.

Im ersten Teil dieses Kapitels wurde ausfiihrlich dargestellt, dass die
,Spiegelung in sich selbst‘, die unter anderem die Frage beantworten kann, wo-
her man etwas weif}, ihren Ursprung in der ,Spiegelung im anderen hat, also in
der Interaktion. Im Zusammenhang mit dem Beweisen verweist Freudenthal
(1979) darauf, dass die Interaktion Ausléser der Introspektion sein kann. Die
kritische Haltung gegeniiber selbstverstandlichen Annahmen kann dadurch ent-
stehen, dass eine andere Person Rechenschaft verlangt und fragt, woher man
weil}, dass eine GesetzmiBigkeit gilt. Beim nédchsten Mal kann man sich ,,im
Andern reflektieren und [sich] selber die Fragen stellen, die er stellen kdnnte*
(Freudenthal, 1979, S. 194). Die ,Reflexion am anderen® kann also zur Entwick-
lung eines subjektiven Beweisbediirfnisses (Winter, 1983) fiihren.

Dariiber hinaus ist anzunechmen, dass die ,Reflexion am anderen‘ helfen
kann, eine entdeckte GesetzmaBigkeit zu beweisen. Wenn man selbst noch kei-
ne intuitive Idee hat, weshalb sie gilt, ist es nicht mdglich, eine Begriindung zu
entwickeln, indem man sich diese Intuition bewusst macht. Vielmehr kann die
Auseinandersetzung mit den Begriindungsideen anderer, d. h. die ,Reflexion am
anderen® z. B. in Form eines Standpunktwechsels, helfen, selbst eine Begriin-
dung zu entwickeln. Dieser Gedanke wird in Kapitel 4.1 wieder aufgegriffen.

1.2.2  Mathematische Reflexion als Standpunkt- bzw. Perspektivwechsel
(Schiilke)

Schiilke (2007; 2013; vgl. auch Schiilke & Steinbring, 2010) greift Freudenthals
Ansatz auf, Reflexion als Standpunktwechsel zu verstehen, und entwickelt da-
rauf aufbauend ein Konstrukt ,mathematische Reflexion‘, das sie klar von ande-
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ren Konzepten abgrenzt. Dennoch handelt es sich nicht um einen Gegenentwurf,
sondern um eine Erweiterung bestehender Konzepte zur Reflexion im Mathema-
tikunterricht (vgl. Schiilke, 2013, S. 53).

Die Besonderheiten des Ansatzes beziehen sich auf die Fachspezifitit von
Reflexion (1) und die Bedeutung von Interaktion fiir Reflexion (2), auf die Ab-
grenzung ,mathematischer Reflexion® gegeniiber anderen mathematischen Akti-
vitaten (3) und auf die Bedeutung der Distanzierung vom mathematischen Inhalt
fiir Reflexion (4).

Zu (1): Wie an der Bezeichnung bereits erkennbar ist, fasst Schiilke ,ma-
thematische Reflexion® als eine fiir Mathematik spezifische Tatigkeit auf, wéh-
rend andere Autoren Reflexion im Mathematikunterricht als Reflexion im fach-
unabhingigen Sinne mit dem Gegenstand Mathematik interpretieren. Hinter-
grund ist die Betonung des konstruktiven Charakters von Reflexion bei Schiilke
(RM2 nach Kap. 1.1.1 & 1.1.3), verbunden mit einem spezifischen Verstindnis
der Eigenheiten mathematischen Wissens. Daher stellt sie an ein Konzept spezi-
fisch mathematischer Reflexion die Anforderung, dass die besonderen episte-
mologischen Bedingungen der Entstehung neuen mathematischen Wissens (in
der Grundschule) (vgl. Steinbring, 2005, s. auch Kap. 2) beachtet werden (vgl.
Schiilke, 2013, S. 48, 52).

Zu (2) und (3): Auf Grund ihrer Annahmen zur Fachspezifitit mathemati-
scher Reflexion folgert Schiilke (2013) im Anschluss an Steinbring (2005) und
Miller (1986, 2006), dass mathematische Reflexion, die zur Konstruktion neuen
mathematischen Wissens fiihrt, Um- und Neudeutungen mathematischer Zei-
chen und Symbole in sozialer Interaktion enthalten muss. Auf diese Weise kann
Reflexion als mathematischer Denkprozess auf hochster Ebene (vgl. Kaune,
2006) verstanden und ,,von anderen kognitiven Aktivititen wie z.B. einem ,er-
innernden Nachdenken® oder einem Aufrufen und Wiederholen bekannten Wis-
sens, bekannter Inhalte abgegrenzt werden (Schiilke, 2013, S. 48). Zugleich ist
mathematische Reflexion in der Grundschule nach diesem Verstédndnis an Inter-
aktion gebunden und kann nicht als rein individuelle Tétigkeit angesehen wer-
den.

Zu (4): ,Mathematische Reflexion® bezieht sich auf eine ,,innermathemati-
sche Ebene* (Schiilke, 2013, S. 53) und ist daher der Kategorie ,Inhaltsreflexi-
on‘ nach Lengnink (2006a, 2006b) und Bauer (1988, 1990) zuzuordnen (s. Kap.
1.1.2). Ebenso wie Bauer versteht Schiilke (2013) diese nicht als Distanzierung
von der inhaltlichen mathematischen Auseinandersetzung, sondern lokalisiert
sie im Prozess des Mathematiktreibens (vgl. Schiilke, 2013, S. 53). Auf diese
Weise grenzt sie sich von Konzepten ab, die Reflexion als Einnahme eines Me-
ta-Standpunktes ansehen (z. B. Cohors-Fresenborg und Kaune (2007)) (vgl.
Schiilke, 2013, S. 53-56).
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Das theoretische Konstrukt ,mathematische Reflexion

Um nun mathematische Reflexion genauer zu fassen, greift Schiilke wie ein-
gangs erwihnt Freudenthals Konzept von Reflexion als Standpunktwechsel
(Freudenthal, 1983; s. auch Kap. 1.2.1) auf und definiert ,mathematische Refle-
xion‘ als ,,eine kognitive Aktivitit, ein Denkprozess im Sinne eines Standpunkt-
bzw. Perspektivwechsels, auf dessen Grundlage Umdeutungsprozesse stattfin-
den* (Schiilke, 2013, S. 52, Hervorhebungen i. O.). Den Begriff ,Perspektiv-
wechsel® verwendet Schiilke synonym zum Begriff ,Standpunktwechsel®, wel-
cher von Freudenthal ibernommen wurde (vgl. Schiilke, 2013, S. 52). Beide
Begriffe bezeichnen Deutungsverinderungen in Interaktionsprozessen:

Bei der Identifizierung von reflexivem mathematischem Denken geht es daher we-
sentlich um die Frage, inwieweit in Interaktionsprozessen eine Verdnderung der ei-
genen Sichtweisen bzw. der eigenen Deutungen im Hinblick auf die betrachteten
mathematischen Inhalte bzw. Gegenstiande deutlich wird. (Schiilke, 2013, S. 54)

Schiilke nutzt dementsprechend das epistemologische Dreieck ,,zur fokussierten
Darstellung und Verdeutlichung konkreter Sichtweisen und Standpunkte der be-
teiligten Kinder (Schiilke, 2013, S. 106). Von zentraler Bedeutung ist dabei die
Position ,Begriff*. Von einem Standpunktwechsel wird dann ausgegangen, wenn
sich die rekonstruierte begriffliche Beziehung dndert (vgl. Schiilke, 2013, S.
106-109). Die ,begriffliche Beziehung® stellt eine Differenzierung und Konkre-
tisierung des ,Begriffs‘ dar, welche bei der Analyse herausgearbeitet wird. Bei-
spielsweise gibt Schiilke (2013) bei einer Analyse neben dem Begriff ,,Position
der ,0° am Rechenstrich™ (S. 107, 108, 149, 150), auch die ,begriffliche Bezie-
hung* ,.feste Positionierung der Ziffernkarte ,0° am Rechenstrich® (S. 107, 149)
an, welche sich in der betreffenden Szene zu einer ,,flexible[n] Positionierung
der Ziffernkarte ,0° am Rechenstrich® (S. 108, 150) weiterentwickelt. Damit
greift sie eine Tendenz in der Nutzung des epistemologischen Dreiecks auf, die
Position ,Begriff® differenzierter zu besetzen (vgl. z. B. Niihrenbdrger, 2009;
Steinbring, 2000, 2005; Steinbring & Niithrenborger, 2010).

Das Analyseraster ,mathematische Reflexion’

Auf Grundlage des oben beschriebenen Konstrukts mathematische Reflexion
flihrte Schiilke eine Interviewstudie mit jahrgangsgemischten Kinderpaaren der
flexiblen Schuleingangsstufe durch. Dabei ging es ihr neben einer Klarung des
Begriffs ,mathematische Reflexion® darum, konkrete reflexive Fahigkeiten von
Kindern zu ermitteln, Ebenen mathematischer Reflexion zu beschreiben, Auslo-
ser reflexiver Umdeutungen zu identifizieren und die Auswirkungen des Rol-
lenwechsels vom jahrgangsjiingeren zum jahrgangsélteren Kind zu untersuchen
(vgl. Schiilke, 2013, S. 16). Die in der Studie entstandenen Transkripte der vide-
ographierten Interviews wurden mit Hilfe interpretativer Verfahren analysiert.
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Einen besonderen Stellenwert hatte dabei die epistemologische Analyse (vgl.
Steinbring, 2005; s. auch Kap. 2.1), da das epistemologische Dreieck zur Ver-
deutlichung der eingenommenen Standpunkte diente (vgl. Schiilke, 2013, S.
100-109). Die Ergebnisse dieser Analysen werden in dem im Rahmen des For-
schungsprojektes entwickelten Analyseraster ,mathematische Reflexion® zu-
sammengefasst (s. Abb. 1.5), das auch die verschiedenen auf Grund der Analy-
sen entwickelten Ebenen mathematischer Reflexion abbildet (vgl. Schiilke,
2013, S. 109-110). Die erstellten Analyseraster dienen zur Beantwortung spezi-
fischer Forschungsfragen (vgl. Schiilke, 2013, S. 284-305). Im Weiteren wird
das Analyseraster gemeinsam mit den zugehorigen Forschungsergebnissen dar-
gestellt.

Bei dem Raster handelt es sich um eine Tabelle mit vier Spalten, die je-
weils einen fiir die Forschungsfragen relevanten Aspekt mathematischer Refle-
xion in der Interaktion von Grundschulkindern abbilden. Jede dieser vier Kate-
gorien enthdlt mehrere Unterkategorien. Das Raster stellt ausdriicklich ein offe-
nes System dar, da bei weiteren Analysen eventuell weitere Unterkategorien er-
ginzt werden miissen (vgl. Schiilke, 2013, S. 284).

Die beiden Kategorien ,Ausloser® und ,Reaktion haben deskriptiven Cha-
rakter. Dies bedeutet, dass AuBerungen auf Grund ihrer Form einer der Unterka-
tegorien zugeordnet werden. Hingegen sind die Kategorien ,Wirkung‘ und ,re-
flexive Ebene® interpretative Elemente. Die Bestimmung einer der Unterkatego-
rien kann nur interpretativ geschehen (vgl. Schiilke, 2013, S. 110).

Bei der Interpretation des Analyserasters ist wichtig, zu beachten, dass es
keine zeitliche Reihenfolge abbildet; vielmehr ,kénnen sich im Interaktionsge-
schehen die einzelnen Unterkategorien iiberlagern. Eine mathematische Aufe-
rung, die auf der Grundlage ihres sprachlichen Formats beispielsweise der Un-
terkategorie ,Rekapitulation® zugeordnet wird, kann beispielsweise zugleich ei-
nen Hinweis auf einen ,Moment der Irritation® enthalten” (Schiilke, 2013, S.
110). Mit dem Analyseraster werden zudem nicht simtliche AuBerungen erfasst
und kategorisiert, sondern nur diejenigen Aspekte, die sich bei der vorherigen
interpretativen Analyse als relevant erwiesen haben (vgl. Schiilke, 2013, S.
110).
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deskriptives interpretatives deskriptives Element interpretatives
Element Element P Element
Ausloser Wirkung Reaktion reflexive Ebene
keine AuBerung Standpunktwechsel
Sich nicht auer bzw. sich | fremdle Perspektive
nicht auf mathematische 1B SIEineEs eines
- ) andern auf eine
Aulerungen beziehen. mathematische Aufgabe,
Frage einen mathematischen
Aufgabenstellung Imitation p:gfr;"u%me?::gﬁ;"e‘n;
AuBerung Direkte, nahezu wortliche Deutungen
(Interviewer / . o Wiederholung von eigenen | nachvollziehen kénnen
Lehrer) keine Irritation oder fremden AuRerungen; oder Gibernehmen
zuvor angewandte
Vorgehensweisen oder Standpunktwechsel
Strategien eines Kontext
Partnerkindes kopieren. Mathematische Inhalte in
einen anderen Kontext
- " setzen; in einem anderen
Rekapitulation Kontext betrachten, neu
Auf bereits im durchdenken, um- bzw.
Frage vorangegangenen Kontext neu deuten.
Entdeckun angeflihrtes Wissen
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Abbildung 1.5 Analyseraster ,Mathematische Reflexion® (Schiilke, 2013, S. 111, neu erstellt JH)

Das Element ,Ausloser*

Bei der Ermittlung der ,Ausléser’ mathematischer Reflexion steht die Frage im
Vordergrund, durch welche Person reflexive Prozesse ausgelost werden. Aus
diesem Grund sind ,Ausléser definiert als ,,Personen, die durch ihre AuBerun-
gen oder Handlungsweisen bestimmte ,Reaktionen® hervorrufen bzw. reflexive
mathematische Prozesse auslosen® (Schiilke, 2013, S. 284).

In den Interviews l9sten sowohl die Interviewerin mit ihren Fragen, Auf-
gabenstellungen und sonstigen AuBerungen reflexive Prozesse aus als auch die
AuBerungen des Partnerkindes. Letzteres stellt Schiilke als wesentliches Ergeb-
nis der Analysen heraus, zeigt es doch, dass Standpunktwechsel grundsétzlich
auch ohne Impulse eines Erwachsenen zustande kommen kdnnen. Jedoch war
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bei nur 2 der 13 sicher identifizierten Standpunktwechsel die Interviewerin als
,Ausloser* nicht relevant. In den meisten Fillen (8 von 13) stellten sowohl Au-
Berungen der Interviewerin als auch AuBerungen des Partnerkindes ,Ausloser
dar. In nur 3 Fillen war das Partnerkind nicht als ,Ausldser® beteiligt. Diese Er-
gebnisse weisen auf die hohe Bedeutung der sozialen Interaktion hin. Dies wird
dadurch weiter gestiitzt, dass kein Fall von mathematischer Reflexion rekonstru-
iert werden konnte, der auf Grund eigener Vorgehensweisen und AuBerungen
zustande kam (vgl. Schiilke, 2013, S. 290-292).

Das Element ,Moment der Irritation

Unter einem ,Moment der Irritation® versteht Schiilke (2013) nicht nur Situatio-
nen, in denen ein Kind Uberraschung duBert, sondern auch solche, in denen es
eine Aufgabe nicht spontan bearbeiten kann oder mit dem Verlauf der Bearbei-
tung nicht einverstanden ist. Auch Unverstdndnis gegeniiber den mathemati-
schen AuBerungen und Handlungen des Partnerkindes kann Ausdruck von Irrita-
tion sein. Im Vorfeld der Untersuchung bestand die Vermutung, dass diese
,Momente der Irritation® Anldsse darstellen, sich mit alternativen Sichtweisen
auseinanderzusetzen, sodass reflexive mathematische Prozesse initiiert werden
konnen (vgl. Schiilke, 2013, S. 112, 285). Diese Annahme konnte mit den Ana-
lysen gestiitzt werden. Sie zeigen, dass ein ,Moment der Irritation® ein Indikator
fiir reflexive mathematische Prozesse ist, die direkt im Anschluss oder haufiger
mit etwas Abstand folgen. Jedoch stellt ein solcher ,Moment der Irritation® kei-
ne Voraussetzung fiir einen Standpunktwechsel dar. War die Interviewerin als
,Ausloser® beteiligt, konnten auch Standpunktwechsel ohne vorherigen ,Mo-
ment der Irritation® identifiziert werden. War hingegen das Partnerkind alleini-
ger Ausloser, so ging dem Standpunktwechsel immer ein ,Moment der Irritati-
on‘ voraus. Dieses Ergebnis konnte, so Schiilke, dadurch zustande kommen,
dass Kinder ihre Kommunikation beenden, wenn keine weiteren Fragen oder
Irritationen entstehen. Nur bei Widerspriichen und Uneinigkeiten entstehen in
der Interaktion unter Kindern Anldsse zum Standpunktwechsel. Die Interviewe-
rin hingegen kann in den Partnerinterviews das Gesprach zwischen den Kindern
anregen, wenn diese ihre Kommunikation eigentlich beendet haben (vgl.
Schiilke, 2013, S. 292-295).

Das Element ,Reaktion *

Das deskriptive Element ,Reaktion* ,,bezeichnet die verbalen und nonverbalen
,Reaktionen® eines der an der Interaktion Beteiligten auf die Beitrdge der auslo-
senden Person (,Ausloser)” (Schiilke, 2013, S. 286). Diese Kategorie ist fiir die
Analyse mathematischer Reflexion relevant, da die Art der ,Reaktion® dariiber
entscheidet, ob eine weitere Analyse der ,reflexiven Ebene‘ sinnvoll ist (vgl.
Schiilke, 2013, S. 286). AuBert sich ein Kind als Reaktion auf den ,Ausldser’
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nicht bzw. nicht mathematisch oder ohne Bezug zu aktuellen Fragestellungen
oder den mathematischen Inhalten, so wird dies der Unterkategorie ,Keine Au-
Berung* zugeordnet. Schiilke konnte keinen Standpunktwechsel rekonstruieren,
der ausschlieBlich mit dieser Kategorie von ,Reaktion® einherging. Dies gilt
ebenso fiir die Unterkategorie ,Imitation‘. Hiermit werden ,Reaktionen® be-
zeichnet, die darin bestehen, dass ein Kind die AuBerung seines Partnerkindes
(fast) wortlich wiederholt oder bekannte Strategien und Vorgehensweisen des
Partnerkindes kopiert. Auch wenn Kinder ihrem Partnerkind widerspruchslos
zustimmen, wird dies dieser Unterkategorie zugeordnet (vgl. Schiilke, 2013, S.
113, 286-287).

In die Unterkategorie ,Rekapitulation® fallen ,Reaktionen‘, bei denen Kin-
der auf bereits angefiihrtes Wissen oder erprobte Vorgehensweisen zuriickgrei-
fen. Auch das Wiederholen der AuBerungen und Strategien des Partnerkindes
mit eigenen Worten gilt als ,Rekapitulation‘. Bringen Kinder mathematisches
Wissen ein, das in den bisherigen Interviews nicht geduflert wurde, wird dies als
,Konstruktion® bezeichnet (vgl. Schiilke, 2013, S. 113, 287). ,Rekapitulation®
war die hdufigste ,Reaktion, wihrend ,Imitation‘ und ,Konstruktion‘ nahezu
gleich oft auftraten. Alle von Schiilke identifizierten Standpunktwechsel standen
im Zusammenhang mit ,Rekapitulation® und/oder ,Konstruktion‘. Bei zwei
Standpunktwechseln war zudem die Reaktion ,Imitation relevant (vgl. Schiilke,
2013, S. 296-298).

Das Element ,reflexive Ebene*

Im Analyseraster werden drei ,reflexive Ebenen‘ unterschieden (vgl. Schiilke,
2013, S. 114-115, 288-289). Das Verhiltnis der drei Ebenen beschreibt Schiilke
wie folgt:

Ein wesentlicher gemeinsamer Aspekt der drei Ebenen von Standpunktwechseln
besteht in der Um- bzw. Neudeutung einer mathematischen Aufgabe, eines mathe-
matischen Inhalts, eines mathematischen Zeichens. Eine Unterscheidung wird aus-
schlieBlich getroffen im Hinblick auf die verschiedenen Méglichkeiten bzw. Arten,
den eigenen Standpunkt zu wechseln. (Schiilke, 2013, S. 114, Hervorhebung i. O.)

Den Standpunkt zu wechseln, bedeutet dabei nicht, den eigenen Standpunkt auf-
zugeben, sondern ,,dass man in der Lage ist, einen anderen Standpunkt einzu-
nehmen* (Schiilke, 2013, S. 288).

Es besteht die Moglichkeit, dass es sich um eine ,fremde Perspektive® einer
anderen Person handelt, die ,,durchdacht, gepriift bzw. eingenommen wird*
(Schiilke, 2013, S. 288). Hieraus folgt eine Umstrukturierung, durch die ,,die
eigene zuvor eingenommene Sichtweise erginzt oder iiberlagert und ersetzt™
(Schiilke, 2013, S. 114) wird. Diese Art des Standpunktwechsels ist durch die
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Gestaltung des Partnerinterviews angelegt, da die Kinder explizit zu den Sicht-
weisen des Partnerkindes befragt werden (vgl. Schiilke, 2013, S. 288).

Im Gegensatz zum Standpunktwechsel ,fremde Perspektive® wird beim
Standpunktwechsel ,Kontext* keine zuvor gedullerte Deutung nachvollzogen,
sondern es wird ,.eine neue lokale Perspektive ermdglicht, die konkrete neue
Deutung muss dann jedoch noch erfolgen und eigenstindig eingenommen wer-
den* (Schiilke, 2013, S. 114, Hervorhebungen i. O.). Dies gelingt, indem die
mathematische Aufgabe bzw. der mathematische Inhalt in einen anderen Kon-
text gesetzt wird, beispielsweise durch eine duflere Handlung. So erlangte in ei-
nem Interview ein Kind durch das Drehen eines Arbeitsblattes mit geometri-
schen Darstellungen eine neue Sichtweise. Allerdings ist die Identifikation eines
Standpunktwechsels ,Kontext® schwierig, denn ,,die Art des Kontextwechsels
variiert in den einzelnen Interviews, ist abhdngig von der konkreten Aufgaben-
stellung und stellt sich auf vielfaltige Weise dar* (Schiilke, 2013, S. 288).

Beim Standpunktwechsel ,Riickblick’ wird bewusst auf bekanntes Wissen
und vertraute Vorgehensweisen zuriickgegriffen. Hiervon geht Schiilke bei der
Analyse nur dann aus, ,,wenn in einer AuBerung der an der Interaktion Beteilig-
ten eine Vorgehensweise, ein mathematischer Inhalt als bekannt dargestellt und
in Bezichung zur aktuellen Aufgabe gesetzt wird* (Schiilke, 2013, S. 115). Der
Standpunktwechsel ,Riickblick® trat in den Interviews nur einmal alleine auf.
Ansonsten erfolgte er entweder kombiniert mit einem Standpunktwechsel ,Kon-
text® oder mit einem Standpunktwechsel ,fremde Perspektive‘. Da die Kinder in
den Interviews den Bezug zu fritherem Wissen hdufig nicht explizit duflerten,
konnten Standpunktwechsel ,Riickblick® auch nur selten eindeutig identifiziert
werden, obwohl sie deutlich haufiger vermutet wurden. Dieses Problem sowie
der Umstand, dass die Auswahl der Szenen nicht reprdsentativ war, erlauben
keine sicheren Aussagen hinsichtlich der Haufigkeitsverteilung der drei reflexi-
ven Ebenen (vgl. Schiilke, 2013, S. 299-300).

Beim qualitativen Vergleich der Anforderungen, die mit den jeweiligen
Standpunktwechseln verbunden sind, konnen Unterschiede festgestellt werden.
Wihrend der Standpunktwechsel ,fremde Perspektive® darin besteht, eine zuvor
geduBerte Perspektive nachzuvollziehen, muss bei den Standpunktwechseln
,Kontext* und ,Riickblick® eine bisher noch nicht erklérte Sichtweise eigenstin-
dig entwickelt werden (vgl. Schiilke, 2013, S. 300).

Mit Blick auf einen moglichen Zusammenhang zwischen der auslosenden
Person und der Art des Standpunktwechsels ist zu erwahnen, dass die Intervie-
werin als alleinige Ausloserin ausschlieBlich den Standpunktwechsel ,Kontext*
initiiert hat. Er kann demnach ausgelost werden, ohne dass eine andere Perspek-
tive gedufBert werden muss. SchlieBlich war die Interviewerin darauf bedacht,
keine eigenen Standpunkte einzubringen. Dies unterstreicht, dass bei diesem
Standpunktwechsel neue Deutungsweisen konstruiert werden miissen (vgl.
Schiilke, 2013, S. 300-301).



Reflexion als interaktiver Prozess 43

Uber einen moglichen Zusammenhang zwischen dem Schulbesuchsjahr
eines Kindes und der Haufigkeit von Standpunktwechseln kann Schiilke keine
gesicherten allgemeinen Aussagen machen, da die Datengrundlage zu gering ist.
An einem Fallbeispiel zeigt sie jedoch auf, dass von der Schiilerin Sarah im
zweiten Schuljahr (vermutlich) mehr Standpunktwechsel vollzogen wurden als
im ersten Schuljahr. Da sie dazu neben den detaillierten Analysen auch Oberfla-
chenanalysen hinzugezogen hat, ist aber auch dies nicht vollstindig gesichert.
Stimmt ihr Eindruck jedoch, so vollzog Sarah im ersten Untersuchungsjahr aus-
schlieBlich den Standpunktwechsel ,fremde Perspektive®, wihrend im zweiten
Untersuchungsjahr auch die Standpunktwechsel ,Riickblick® und ,Kontext® zu
erkennen sind (vgl. Schiilke, 2013, S. 302-305).

,Mathematische Reflexion ‘ im Mathematikunterricht

Bereits aus der theoretischen Konzeption von ,mathematischer Reflexion® las-
sen sich Annahmen {iber die Bedingungen, unter denen mathematische Reflexi-
on gefordert werden kann, ableiten. Von wesentlicher Bedeutung ist das gemein-
same Gesprich tiber Entdeckungen und Vorgehensweisen der Kinder. Dabei sol-
len die Schiilerinnen und Schiiler angeregt werden, nicht nur iiber ihre eigenen
Entdeckungen und Vorgehensweisen zu sprechen, sondern auch iiber die anderer
Kinder. Auf diese Weise konnen im Rahmen von Interviews Standpunkt- und
Perspektivwechsel gezielt angeregt werden, da die Kinder herausgefordert sind,
sich mit anderen Entdeckungen und Vorgehensweisen aktiv auseinanderzusetzen
(vgl. Schiilke, 2013, S. 272-279, 288). Schiilke (2013) regt an, Elemente der In-
terviewkonzeption fiir den Unterricht zu adaptieren (vgl. Schiilke, 2013, S. 307).
Welche dies sind und wie eine Adaption fiir den Klassenunterricht erfolgen
konnte, wird in Kapitel 5.4.1 ausgefiihrt.

Aus den Untersuchungsergebnissen, die auf Grund der Analysen mit dem
Analyseraster gewonnen wurden, kann eine weitere Forderung fiir den Mathe-
matikunterricht abgeleitet werden. Aus der Bedeutung des ,Momentes der Irrita-
tion® fiir das Zustandekommen mathematischer Reflexion folgert Schiilke
(2013), dass es im Unterricht wichtig sei, ,,auftretende Widerspriiche und Irrita-
tionen nicht nur zuzulassen, sondern sogar hervorzuheben* (S. 306,
Hervorhebungen i. O.). Auf diese Weise kann ihrer Ansicht nach mathematische
Reflexion und damit Mathematiklernen gefordert werden.

1.2.3  Zusammenfassung und Diskussion

In diesem Kapitel wurde aufgezeigt, inwiefern ,Reflektieren® nicht nur als indi-
viduell erfolgender Denkprozess verstanden werden kann, sondern als einer, der
sich gerade in der Interaktion durch die Auseinandersetzung mit dem Denken
anderer vollzieht. Im Anschluss an die Bedeutung von Reflexion als Widerspie-
geln von Licht kann reflexives Denken als ,widerspiegelndes Denken® begriffen
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werden, welches sich darin duflert, dass man sich in ein Gegeniiber hineinver-
setzt, um Hypothesen iiber die zunichst verborgenen Hintergriinde der AufBe-
rungen oder Handlungen ecines anderen Menschen aufzustellen (Freudenthal,
1979, 1983) (vgl. Kap. 1.2.1). Hieraus ergibt sich die ,Spiegelung in sich selbst*,
d. h. die distanzierte Betrachtung der eigenen Person, um das eigene Verhalten
und die eigenen Gefiihle zu erforschen (Erkenntnisgewinn, RM2 und 3). Da sich
die Reflexion iiber die eigene Person aus der Reflexion iiber andere Personen
ergibt, ist fiir die Entwicklung widerspiegelnden Denkens Interaktion erforder-
lich.

Das ,Sichwiderspiegeln im anderen‘ kann als ,mentaler Standpunktwech-
sel® beschrieben werden. Dieser kann darin bestehen, dass mental zu einem an-
deren Standpunkt gewechselt wird, um auf den Ursprungsstandort zuriickzubli-
cken (Reziprokwechsel). Aufierdem kann es darum gehen, aus einer anderen
Richtung, unter einem anderen Blickwinkel auf einen Sachverhalt zu blicken
und dafiir einen anderen Standpunkt einzunehmen (Richtwechsel). Befinden sich
die Standpunkte, zwischen denen gewechselt wird, in parallelen ,Umgebungen®,
handelt es sich um einen Parallelwechsel (Freudenthal, 1983).

Fiir das Lernen von Mathematik ist widerspiegelndes Denken und damit
auch das Widerspiegeln im anderen relevant, weil auf diese Weise ein Kind in
einer heterogenen Lerngruppe im Riickblick das eigene mathematische Handeln
reflektieren kann, sodass es bewusst wird und der Schiiler bzw. die Schiilerin
eine neue Stufe im Lernprozess erreicht (RM1 und 4 nach Kap. 1.1.1 & 1.1.3)
(vgl. Freudenthal, 1974, 1978). Zudem kann Reflexion im Sinne einer ,Spiege-
lung in sich selbst® als Zwischenstadium zwischen dem Konstruieren mathema-
tischer Phanomene und dem Beweis des zu Grunde liegenden mathematischen
Zusammenhangs angesehen werden. Durch Introspektion wird bewusst, welche
Strukturen intuitiv in die Konstruktion hineingesehen werden (RM4 nach Kap.
1.1.1 & 1.1.3) (Freudenthal, 1979). Die Interaktion mit anderen kann nach
Freudenthal (1979) eine solche Introspektion, welche dazu fiihrt, dass neue all-
gemeine Strukturen explizit erkannt werden, auslosen (RM2 nach Kap. 1.1.1 &
1.1.3). Dariiber hinaus ist auch denkbar, dass ein ,Sichwiderspiegeln am ande-
ren‘ dazu fithren kann, dass fremde Begriindungsideen nachvollzogen werden
und so ein eigener Beweis entwickelt wird (s. Kap. 4.1). Das ,Sichwiderspiegeln
im anderen‘ weist also dieselben Charakteristika auf, die auch fiir die individuell
gedachte Reflexion anderer Autoren kennzeichnend sind. Allerdings hat der
Erwerb neuer Erkenntnisse eine deutlich groere Bedeutung. Nach Freudenthal
ist der Wunsch oder die Notwendigkeit, zu neuen Erkenntnissen zu gelangen,
gerade Ausloser und Antrieb des reflexiven Denkens. Verglichen mit den in
Kapitel 1.1.2 vorgestellten Positionen beschreibt das Konzept des ,widerspie-
gelnden Denkens® Reflexion starker als einen Prozess, dessen Verlauf beschrie-
ben und rekonstruiert werden kann. Daher stellt es, konkretisiert im ,Stand-
punktwechsel‘, einen tragfihigen Ansatz dar, um mathematische Reflexion als
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interaktiven Prozess zu beschreiben. Dementsprechend wurde die Idee des
Standpunktwechsels in den letzten Jahren von Autoren aufgegriffen, die den
Aufbau neuen mathematischen Wissens als interaktiven Prozess verstehen
(Nithrenborger & Schwarzkopf, 2010b; Schiilke, 2007, 2013; Schiilke &
Steinbring, 2010). Die differenzierteste Ausarbeitung eines Konzepts von ma-
thematischer Reflexion als Standpunktwechsel stammt von Schiilke (2013) (vgl.
Kap. 1.2.2). Sie fasst die Konstruktion neuen Wissens als wesentliches Ziel ma-
thematischer Reflexion auf (vgl. Schiilke, 2013, S. 52) (RM2 nach Kap. 1.1.1 &
1.1.3). Nach Steinbring (2000, 2005) und Miller (1986, 2006) kann wirklich
neues mathematisches Wissen nur aufgebaut werden, wenn in Interaktion Um-
und Neudeutungen mathematischer Zeichen vorgenommen werden (vgl. Kap.
3.2.1). Aus diesem Grund eignet sich nach Schiilke (2013) Freudenthals Kon-
zept des Standpunktwechsels, um spezifisch mathematische Reflexion zu be-
schreiben. In der Ubertragung von Freudenthals Ansatz auf die theoretischen
Uberlegungen von Steinbring (2000, 2005) werden Standpunkte mit Hilfe des
epistemologischen Dreiecks als Deutungen analysiert. Einen Standpunktwechsel
zu vollziehen bedeutet, dass (voriibergehend) eine andere Deutung vorgenom-
men wird. Hieraus ergibt sich die Veranderung der Ausgangsdeutung im Sinne
einer Um- und Neudeutung des bisherigen Wissens. Hieraus folgt, dass mathe-
matische Reflexion immer von einer zuvor eingenommenen Deutung ausgeht,
welche dann als Folge des Standpunktwechsels verdndert wird. Die Beschrei-
bung des Standpunktwechsels ,fremde Perspektive‘, bei dem zum Standpunkt
eines anderen gewechselt wird, zeigt, dass dabei ein Riickbezug zum Ausgangs-
standpunkt erfolgen kann, aber nicht muss (RM1 nach Kap. 1.1.1 & 1.1.3). So
folgt aus einem Standpunktwechsel ,fremde Perspektive®, dass die ,,zuvor ein-
genommene Sichtweise ergidnzt oder iiberlagert und ersetzt wird*“ (Schiilke,
2013, S. 114). Dies bedeutet, dass nach dem Wechsel zu einem anderen Stand-
punkt kein Riickbezug zur vorherigen, eigenen Deutung erfolgen muss, da diese
aufgegeben werden kann und nicht mit der fremden Perspektive in Bezichung
gesetzt werden muss. Vermutlich sind es solche Prozesse, welche Schiilke
(2013) als ,Neudeutung mathematischen Wissens‘ bezeichnet. Diese kdnnen
auch Folge der Standpunktwechsel ,Kontext* und ,Riickblick® sein.

Die drei reflexiven Ebenen ,fremde Perspektive‘, ,Kontext® und ,Riick-
blick® wurden auf Grund von Transkriptanalysen entwickelt und nicht aus den
von Freudenthal (1983) benannten Arten des Standpunktwechsels (vgl. Kap.
1.2.1) abgeleitet. Dennoch ist zwischen beiden Einteilungen eine Ahnlichkeit
feststellbar. So besteht eine Analogie zwischen dem Standpunktwechsel ,fremde
Perspektive’ und dem Richtwechsel sowie zwischen den Standpunktwechseln
,Riickblick‘ und ,Kontext® und dem Parallelwechsel. Ein Unterschied zu
Freudenthal (1983) besteht darin, dass beim Standpunktwechsel ,Kontext® ein
neuer Standpunkt konstruiert werden muss, der dann im Sinne eines Stand-
punkt- bzw. Perspektivwechsels eingenommen wird. Das bedeutet, dass der
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Standpunktwechsel nicht zu einem zuvor in die Interaktion eingebrachten
Standpunkt erfolgt.

Alle drei Arten des Standpunktwechsels fasst Schiilke (2013) explizit nicht
als eine Distanzierung im Sinne der Einnahme eines Meta-Standpunktes auf
(vgl. Schiilke, 2013, S. 53-55). Vielmehr bedeutet ,mathematische Reflexion
einen ,,Wechsel des Standpunktes innerhalb einer innermathematischen Ebene*
(Schiilke, 2013, S. 53), wodurch es sich um ein breites Konstrukt einer ,mathe-
matischen Reflexion® handelt. Eine Distanzierung von der eigenen mathemati-
schen Deutung, welche die innermathematische Ebene nicht verlassen muss
(RM3 nach Kap. 1.1.1 & 1.1.3), ist durch das Konzept des Standpunktwechsels
bei Freudenthal (1983) bereits angelegt (vgl. Kap. 1.2.1), wird von Schiilke
(2013) jedoch nicht thematisiert.

Uber die Rolle des Bewusstseins bei der Einnahme von Standpunkten bzw.
Perspektiven oder beim Standpunkt- bzw. Perspektivwechsel kann Schiilke auf
Grund ihres theoretischen und methodischen Rahmens keine Aussagen machen
(RM4 nach Kap. 1.1.1 & 1.1.3). Nach den Grundannahmen der epistemologisch
orientierten Interaktionsanalyse nach Steinbring (2000, 2005) ist es nicht mog-
lich, auf Grund von AuBerungen direkt auf die kognitiven Aktivitiiten zu schlie-
Ben (vgl. Kap. 2).

Es zeigt sich, dass das theoretische Konstrukt ,mathematische Reflexion®
den Schwerpunkt auf den konstruktiven Charakter von Reflexion legt (RM2
nach Kap. 1.1.1 & 1.1.3) und damit eine Liicke in der Mathematikdidaktik bear-
beitet. Durch die Definition mathematischer Reflexion als Standpunkt- bzw.
Perspektivwechsel wird es moglich, Weiterentwicklung mathematischer Deu-
tungen als Ergebnis reflexiver Prozesse zu rekonstruieren.

Auf Grund der Einschrinkung der Notwendigkeit eines Riickbezugs auf
frithere Deutungen stellt sich jedoch die Frage, ob nach Auffassung von Schiilke
(2013) alle Deutungsveridnderungen, die durch die Auseinandersetzung mit einer
fremden Deutung, einem anderen Kontext oder durch einen Riickgriff auf friihe-
re Deutungen erfolgen, als Folge mathematischer Reflexion aufzufassen sind.
Hieraus wiirde folgen, dass ein groBer Teil der mathematischen Wissenskon-
struktionen durch mathematische Reflexion erfolgt und somit ,Reflektieren‘ nur
schwer von ,Lernen‘ abzugrenzen ist. Die Definition des Begriffs ,Standpunkt-
bzw. Perspektivwechsel* ist so offen, dass reflexive Lernprozesse nicht klar von
nicht-reflexiven abgrenzbar sind. Das hier deutlich werdende Problem konnte
gelost werden, indem das Merkmal des Riickbezugs auf die bisherige individuel-
le Deutung stirker betont wird. Dies bedeutet eine Einschridnkung des Reflexi-
onsbegriffs, welche jedoch zugleich eine Weiterentwicklung und Prizisierung
darstellt. Dies wird in Kapitel 4 genauer erldutert. Dort werden zudem Freuden-
thals Annahmen iiber den Zusammenhang von reflexivem Denken und dem
Entwickeln mathematischer Begriindungen auf das Konstrukt ,mathematische
Reflexion‘ bezogen, wodurch eine Eingrenzung auf Gesprache erfolgt, in denen
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Begriindungen gesucht oder formuliert werden. Das Reflexionsverstdndnis die-
ser Arbeit baut in dieser, in Kapitel 4 genauer dargestellten Weise auf dem Kon-
strukt ,mathematische Reflexion® von Schiilke (2013) auf und schrénkt die darin
enthaltene Weite ein. Die Ergebnisse der zugehorigen Interviewstudie sind fiir
diese Arbeit dennoch interessant, da sie sich im Wesentlichen darauf beziehen,
wie die Auseinandersetzung mit einer anderen Deutung angeregt werden kann.
Dies ist auch nach dem Verstindnis der vorliegenden Arbeit Voraussetzung fiir
mathematische Reflexion (vgl. Kap. 4).

Die Studie von Schiilke (2013) hat die theoretische Annahme bestitigt,
dass Interaktion fiir die Initiierung von mathematischer Reflexion sehr bedeut-
sam ist, da kein Standpunktwechsel rekonstruiert werden konnte, der auf Grund
eigener Vorgehensweisen oder AuBerungen zustande kam. Des Weiteren spiclen
Momente der Irritation eine wichtige Rolle. Dies ist insbesondere dann der Fall,
wenn die Reflexion nur durch ein Partnerkind ausgelost wurde und die Inter-
viewerin nicht beteiligt war. Aus diesen Erkenntnissen lassen sich im Anschluss
an Schiilke (2013) folgende Schliisse fiir die Férderung mathematischer Refle-
xion im Unterricht ziehen:

- Essollte eine Gespriachskultur entwickelt werden, in der sich die Kinder
aufeinander beziehen. Bei ihrer Etablierung kommt der Lehrkraft eine
Vorbildfunktion zu. AnschlieBend sollte sie sich zunehmend zuriick-
nehmen und Gespréche durch kurze, stereotype Fragen moderieren.

- Die Lehrkraft sollte auftretende Irritationen und Widerspriiche nicht
vorschnell aufldsen, sondern diese vielmehr bewusst hervorheben.

Wie sich diese Folgerungen im Design und in den Ergebnissen der in dieser Ar-
beit vorgestellten Studie wiederfinden, wird im Kapitel 5.4.1 und im Kapitel 7.3
dargestellt.

1.3 Reflektieren als Zielvorgabe fiir den
Mathematikunterricht der Grundschule

Die Kultusministerkonferenz (KMK) formuliert fiir den Mathematikunterricht
an Grundschulen in Deutschland Kompetenzen, welche Schiilerinnen und Schii-
ler am Ende der 4. Klasse erreicht haben sollen (KMK, 2004). Diese Standards
werden von den Bundeslidndern in den jeweiligen Lehrplénen weiter ausdiffe-
renziert. Dariiber hinaus beschreibt die KMK (2004) drei Anforderungsbereiche
(vgl. Abb. 1.6). Diese verdeutlichen die ,,Bandbreite unterschiedlicher Anforde-
rungen‘ (KMK, 2004, S. 13), die im Rahmen eines differenzierenden Mathema-
tikunterrichts der Grundschule an die Schiilerinnen und Schiiler gestellt werden
sollen. Zur Verdeutlichung der Anforderungsbereiche werden Aufgaben angege-
ben, die ,,Kinder am Ende von Klasse 4 bewiltigen sollten” (KMK, 2004, S.
12). Die Zuordnung der Anforderungsbereiche zu speziellen Aufgaben kann je-
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doch nicht immer eindeutig getroffen werden und ist vorldufig, da sie noch nicht
empirisch validiert wurde (vgl. KMK, 2004).

Anforderungsbereich ,Reproduzieren” (AB I}
Das Losen der Aufgabe erfordert Grundwissen und das Ausfithren von
Routinetatigkeiten.

Anforderungsbereich ,Zusammenhinge herstellen* (AB II)
Das Losen der Aufgabe erfordert das Erkennen und Nutzen von Zusam-
menhingen.

Anforderungsbereich ,,Verallgemeinern und Reflektieren® (AB IIT)
Das Lésen der Aufgabe erfordert komplexe Téatigkeiten wie Strukturie-
ren, Entwickeln von Strategien, Beurteilen und Verallgemeinern.

Abbildung 1.6 Anforderungsbereiche zur Charakterisierung von Aufgaben im Mathematikunter-
richt der Grundschule (KMK, 2004, S. 13)

Reflektieren als Anforderung, die durch geeignete Aufgaben an die Kinder ge-
stellt werden soll, kennzeichnet also den hochsten der drei Anforderungsberei-
che (vgl. KMK, 2004; s. auch Abb. 1.6). Demnach geht Reflektieren iiber das
Reproduzieren von Grundwissen und von Routinetétigkeiten (AB 1) sowie das
Erkennen und Nutzen von Zusammenhdngen (AB II) hinaus. Zur weiteren Ver-
deutlichung des AB III werden beispiclhaft vier ,komplexe Tatigkeiten® ge-
nannt, ndmlich ,,Strukturieren, Entwickeln von Strategien, Beurteilen und Ver-
allgemeinern® (KMK, 2004, S. 13). In den Kapiteln 1.1 und 1.2 ist deutlich ge-
worden, dass Reflektieren durchweg als eine anspruchsvolle Tétigkeit gilt und
somit die Beschreibung als ,komplex* hierzu passt.

An der angefiihrten Liste von Tatigkeiten ist auffillig, dass ,Reflektieren®
im Gegensatz zum ,Verallgemeinern® nicht erneut genannt wird. Stattdessen
werden unterschiedliche und beispielhafte Aktivititen genannt, bei denen zu-
ndchst nicht klar ist, ob sie insgesamt ,Reflektieren® darstellen, ,Reflektieren®
erfordern oder teilweise doch dem ,Verallgemeinern® zuzurechnen sind.

Strukturieren, Strategicentwicklung und Beurteilen haben gemeinsam, dass
sie bewusst erfolgen kdnnen und zu Bewusstsein tiber Strukturen, Strategien o-
der iiber die Qualitdt des zu Beurteilenden fithren (RM4 nach Kap. 1.1.1 &
1.1.3). Zudem bedeuten sie eine Distanzierung vom konkreten Berechnen von
Aufgaben o. A., jedoch ohne dass hierzu auch eine zeitliche Distanz hergestellt
werden miisste (RM3 nach Kap. 1.1.1 & 1.1.3). Nur beim Beurteilen ist ein ex-
pliziter Riickbezug auf Friitheres notig (RM1 nach Kap. 1.1.1 & 1.1.3). Struktu-
rieren und Strategieentwicklung kdnnen demgegeniiber im Bearbeitungsprozess
erfolgen und sich dort auf den aktuellen Arbeitsstand beziehen. Jedoch kdnnen
sie auch einen bewussten Riickbezug auf einen Bearbeitungsprozess erforderlich
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machen. Der Erwerb neuer Erkenntnisse kann die Folge aller vier aufgezéhlten
Tatigkeiten sein, also auch des Verallgemeinerns (RM2 nach Kap. 1.1.1 &
1.1.3).

Im Vergleich dieser Analyse mit den in Kapitel 1.1.2 vorgestellten mathe-
matikdidaktischen Positionen wird deutlich, dass auch bei der KMK (2004) die
Merkmale Distanzierung und Bewusstsein (RM3 und 4) iberwiegen. Ein Riick-
bezug ist bei den beispielhaft aufgezdhlten Tatigkeiten mdglich, jedoch nicht
durchweg notig (RM1). Mit Blick auf den Ursprung des Wortes Reflexion im
lateinischen Wort fiir ,Zuriickbeugen® (vgl. Zwahr, 2006b, S. 655; s. Einfiihrung
zu Kap. 1.1) kann der Riickbezug jedoch als ein sehr wesentliches Merkmal von
Reflexion angesehen werden, zumal auch Verallgemeinern bewusst erfolgt, eine
Distanzierung von konkreten Beispielen bedeutet und zu neuen Erkenntnissen
fiihrt. Dariiber hinaus kann es den Riickbezug zu vorherigen Uberlegungen oder
konkreten Beispielen erfordern. Daher wird gefolgert, dass alle Tatigkeiten, die
zur Illustration des AB III angegeben werden, Reflexion erfordern konnen und
somit geeignet sind, um Schiilerinnen und Schiiler zum Reflektieren anzuregen.

Dies wird bei der Analyse der von der KMK (2004) angegebenen Bei-
spielaufgaben ebenfalls deutlich. Auch wenn es sich um eine vorlaufige und
nicht validierte Zuordnung handelt, lassen sich {iber die Analyse der Aufgaben
Aussagen tiber die Vorstellungen der KMK (2004) {iber diesen Anforderungsbe-
reich machen. Die als Aufgaben des AB III gekennzeichneten Aufgabenstellun-
gen stellen entweder gegeniiber den anderen Teilaufgaben eigenstindige Aufga-
benstellungen dar (z. B. 4. Teilaufgabe der groBlen Aufgabe ,,Wiirfel* (KMK,
2004, S. 18)) oder setzen diese fort (z. B. 4. Teilaufgabe der groen Aufgabe
,Zahlen zerlegen™ (KMK, 2004, S. 15)). Letzteres verdeutlichen Walther, van
den Heuvel-Panhuizen und Granzer (2011) an dem folgenden Beispiel (Abb.
1.7), bei dem Aufgabenstellungen mit unterschiedlichen Anforderungen aufei-
nander aufbauen konnen.

a) 4000+ 2 b) 1000+ 20 «¢) 500+ 50 d) 250-6 e) 2000- 10
4000 - 2 1000- 20 500- 50 250+6 2000+ 10

Abbildung 1.7 Aufgabenbeispiel aus Walther et al. (2011, S. 16)

Zunichst werden die Aufgaben berechnet und die Ergebnisse eines Péarchens ad-
diert (AB I: Reproduzieren). AnschlieBend konnen die Schiilerinnen und Schii-
ler entdecken, dass die Summe immer ,,das Doppelte der jeweils ersten Zahl ist*
(Walther et al., 2011, S. 17) (AB II: Zusammenhinge herstellen). Sollen die
Schiilerinnen und Schiiler eigene Zahlenparchen oder solche mit einer vorgege-
benen Ergebnissumme finden, entspreche dies dem Anforderungsbereich 11,
denn es sei ,,zusétzlich Reflektieren auf die bisherige Arbeit und dabei das Be-
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wusstmachen des zugrundeliegenden Musters sowie Verallgemeinern erforder-
lich* (Walther et al., 2011, S. 18). Demnach wird AB III von Walther et al.
(2011) neben dem Verallgemeinern durch zwei Téatigkeiten charakterisiert, die in
der als Beispiele angegebenen Liste von KMK (2004) nicht enthalten sind
(s.0.). Hierzu gehort erstens das ,Reflektieren auf die bisherige Arbeit™
(Walther et al., 2011, S. 18), d. h., die Reflexion bezieht sich hier nicht direkt
auf die Aufgabe, sondern auf die Bearbeitung vorheriger Aufgaben (Ergebnisse
berechnen, Muster entdecken und evtl. erkldren) (RM1 nach Kap. 1.1.1 &
1.1.3). Sie ist fiir das Finden von Zahlenpérchen (zweitens) notwendig, weil da-
bei das zugrundeliegende Muster bewusst gemacht wird (RM4 nach Kap. 1.1.1
& 1.1.3). Das Bewusstmachen des zugrundeliegenden Musters stellt die zweite
zusétzliche Tétigkeit dar und ermoglicht das Verallgemeinern.

Neben dem Anforderungsbereich III beschreibt ,Reflektieren® auch eine
von der KMK (2004) benannte Teilkompetenz der allgemeinen Kompetenz
,Kommunizieren‘. Es wird gefordert, dass Schiilerinnen und Schiiler am Ende
der 4. Jahrgangsstufe ...

... eigene Vorgehensweisen beschreiben, Losungswege anderer verstehen und ge-
meinsam dariiber reflektieren (KMK, 2004, S. 8, Hervorhebung von J.H.)

Reflektieren als Kompetenzerwartung an jedes Kind am Ende der Grundschul-
zeit wird also als eine Tatigkeit dargestellt, die gemeinsam mit anderen erfolgt
und sich auf zuvor thematisierte Vorgehensweisen und Losungswege bezieht.
Die Reflexion erfolgt also im Riickbezug auf das bisherige Gesprach (RM1 nach
Kap. 1.1.1 & 1.1.3). Zudem handelt es sich um eine gemeinsame und keine in-
dividuelle Aktivitat. Was dieses Reflektieren dariiber hinaus auszeichnet, ist den
Ausflihrungen nicht zu entnehmen. Nach der Interpretation von Walther et al.
(2011) kann es darin bestehen, dass ,,die individuellen Ansétze [...] verglichen
bzw. voneinander abgegrenzt [werden]” (S. 30). Demnach bedeutet Reflexion,
dass Gemeinsamkeiten und Unterschiede individuell entwickelter Losungsideen
herausgearbeitet werden. Als Folge konnen die Schiilerinnen und Schiiler ihr
Strategienrepertoire ergdnzen und weiterentwickeln. Ein solches Vorgehen er-
fordert einen Riickbezug zur vorherigen Bearbeitung und bedeutet eine Distan-
zierung von der konkreten Aufgabenlosung, welche, sobald der Vergleich expli-
zit gemacht wird, bewusst verlaufen kann und dann zu einem groeren Bewusst-
sein liber mogliche Losungswege fiihrt (RM1, 3 und 4 nach Kap. 1.1.1 & 1.1.3).
Kommt es zu einer Weiterentwicklung des Strategienrepertoires, bedeutet dies
einen Erkenntniszuwachs (RM2 nach Kap. 1.1.1 & 1.1.3).

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass Reflexion als spezifisch
auf den Mathematikunterricht bezogene Anforderung, sowohl im Sinne eines
Anforderungsbereichs als auch als allgemeine Kompetenz, durchweg der In-
haltsreflexion im Sinne Bauers (1988, 1990) zuzuordnen ist. Dabei handelt es
sich um eine anspruchsvolle, komplexe Tatigkeit, welche in unterschiedlicher
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Gewichtung durch die in Kapitel 1.1 analysierten Reflexionsmerkmale charakte-
risiert werden kann. Diese kann sowohl alleine als auch in einer Gruppe ge-
meinsam vollzogen werden. Als gemeinsame Aktivitit stellt sie eine verbindlich
bis zum Ende der Grundschule zu erreichende allgemeine Kompetenz dar.

Hieraus kann gefolgert werden, dass eine sich auf mathematische Inhalte
richtende und in Interaktion mit anderen erfolgende Reflexion eine legitime An-
forderung an alle Kinder einer Grundschulklasse darstellt.
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