Fragen

1. Wie lésst sich die ,,Grofe* einer Funktion bzw. der ,,Abstand zweier Funktionen
messen?

2. Welche Konvergenzbegriffe fiir Funktionenfolgen sind Thnen bekannt? Lassen diese
sich tiber einen Abstandsbegriff definieren?

3. In welchen Fillen wird die Konvergenz einer Funktionenfolge durch Integration
bzw. Differentiation respektiert?

In diesem Kapitel werden Banachrdume, d.h. vollstindige normierte Rdume, vorgestellt;
stetige lineare Operatoren zwischen Banachrdumen folgen ab Kap. 3. Die Untersuchung
dieser fiir die Funktionalanalysis grundlegenden Konzepte erfolgt durch ein Zusammen-
spiel algebraischer und analytischer Methoden. Thr Verstindnis erfordert daher eine
gewisse Vertrautheit mit elementaren Tatsachen iiber Vektorrdume und iiber metrische
Rdume, wie sie in den Grundvorlesungen vermittelt werden. An einige dieser elemen-
taren Begriffe und Resultate wird im Text erinnert, weitere sind in den Anhingen A.1
und A.2 knapp zusammengestellt. Ausfiihrlichere Darstellungen findet man natiirlich in
Lehrbiichern iiber Lineare Algebra und Analysis.

Die Untersuchung von Operatoren zwischen Banachrdiumen wird durch das Studium
von Differential- und Integralgleichungen motiviert. Diese sind in Rdumen stetiger, dif-
ferenzierbarer oder integrierbarer Funktionen formuliert, die unter Supremums-Normen
oder Integralnormen vollstindig sind. Fiir den Umgang mit Integralnormen und Rédumen
integrierbarer Funktionen ist eine gewisse Vertrautheit mit Lebesgue-Integralen, wie sie
in Analysis-Vorlesungen vermittelt wird, von Vorteil. FEinige Tatsachen der Mal- und
Integrationstheorie sind in Abschn. 1.3 zusammengestellt; insbesondere fiihren wir dort
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4 1 Banachraume

die L, -Réume ein, wodurch auch die Folgenrdume £, erfasst werden. In Anhang A.3
werden dann ein Zugang zur MaB- und Integrationstheorie und die in diesem Buch
benotigten Resultate ausfiihrlich erklért.

1.1 Normen und Metriken

Wir beginnen mit der Vorstellung grundlegender Begriffe der Funktionalanalysis. Das
abstrakte Konzept eines normierten Raumes wurde 1920 von S. Banach und N. Wiener
eingefiihrt. Vektorrdume waren bereits 1888 von G. Peano definiert, aber erst 1918 von H.
Weyl ,,wiederentdeckt™ worden.

Normierte Raume
Es sei X ein Vektorraum iiber K = R oder K = C. Eine Abbildung || || : X — [0, 00)
heiflit Norm auf X, falls stets gilt:

[x=0 & x=0, (1.1)

lax] = |a||x]|| fir «a € K und x € X, (1.2)

lx+y] < |lxll+lyll (Dreiecks-Ungleichung). (1.3)

Das Paar (X, || ||) heillt normierter Raum. Statt (X, | ||) schreibt man kurz X, wenn klar

ist, welche Norm gemeint ist. Zur Verdeutlichung schreibt man manchmal auch || ||x fiir
die Norm des Raumes X.

Metrische Raume
a) Auf einem normierten Raum (X, || ||) wird durch
dix,y) = [[x—y]| fir x,yeX

eine Metrik definiert.

b) Eine Metrik auf irgendeiner Menge M ist eine Funktiond : M x M — [0, c0) mit den
Eigenschaften

dx,y)=0 & x=y, (1.4)
d(x,y) = d(y,x) (Symmetrie) und (1.5)
d(x,y) < d(x,2)+d(z,y) (Dreiecks-Ungleichung). (1.6)

Das Paar (M, d) heil3t dann metrischer Raum. Statt (M, d) schreibt man kurz M, wenn klar
ist, welche Metrik gemeint ist. Metrische Rdume und topologische Grundbegriffe in diesen
wurden von M. Fréchet 1906 eingefiihrt.

c) Die Eigenschaften (1.4)—(1.6) folgen leicht aus (1.1)—(1.3). Zum Nachweis von (1.5)
geniigt an Stelle von (1.2) auch die schwichere Bedingung .|| —x || = || x || fiirallex € X *.
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d) Jede Teilmenge eines metrischen Raumes ist ebenfalls ein metrischer Raum; dagegen
sind nur Unterrdume normierter Raume ebenfalls normierte Raume.

e) Eine Folge (x,) in einem metrischen Raum M konvergiert gegen x € M, falls

d(x,,x) — 0 gilt; man schreibt dann x = lim x, oder x,, — x.
n— 00

f) Metriken, Normen, Addition und Skalarmultiplikation sind stets stetig auf ihren
Definitionsbereichen (vgl. Anhang A.2 und Aufgabe 1.1).

Volistandige Raume
a) Eine Folge (x,,) in einem metrischen Raum M heilit Cauchy-Folge, falls gilt:

Ve>03anye NVn,m>ng : dx,x,) <e&. (1.7)

b) Der Raum M heilt vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert. Ein voll-
stindiger Raum ist in jedem Oberraum abgeschlossen (vgl. S.343). Die Korper R und C
der reellen und komplexen Zahlen sind vollstindig.

¢) Ein vollstindiger normierter Raum heillt Banachraum.

Kugeln und konvexe Mengen
a) Es seien M ein metrischer Raum, a € M und r > 0. Mit

U.(a) = UM(a) = {x e M |d(x,a) <r} und
B,(a) := BY(a) := {x e M | d(x,a) < r}

werden die offene und die abgeschlossene Kugel um a € M mit Radius r > 0 bezeichnet.
Die offene bzw. abgeschlossene Einheitskugel eines normierten Raumes X bezeichnen wir
kurz mit U := Uy := U;(0) und B := By := B1(0).

b) Eine Teilmenge C eines Vektorraums E heilit konvex, wenn fiir alle x,y € C auch die
Verbindungsstrecke

cofx,y} = {d-tx+ty|0 <t <1}

in C enthalten ist. Allgemeiner wird fiir irgendeine Menge A € E die Menge

n

coA):={Y sk |neN,xx €A, s, €[0,1], Y s =1} (1.8)
k=1 k=1
aller Konvexkombinationen von Elementen aus A als konvexe Hiille von A bezeichnet. Es
ist co(A) der Durchschnitt aller konvexen Obermengen von A (vgl. Aufg. 1.4).

¢) Kugeln in normierten Réaumen sind konvex. Fiir x,y € U,(a) und 0 < ¢ < 1 istin der
Tat auch

[A-Dx+ty—al = [(I-Hx-a)+Hy-a)|
s(-Dllx-al+tlly-al <r,
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Abb. 1.1 Eine Menge A mit
konvexer Hiille coA und eine A
konvexe Kugel U,(a)

Y

und man hat co {x,y} € U,(a). Fiir abgeschlossene Kugeln argumentiert man genauso.
Aquivalente Normen
Zwei Normen || ||; und || || auf einem Vektorraum X heillen dquivalent, falls die
folgenden Abschitzungen gelten:

dc, C>0VxeX : clxlh =lxl2 =Clixlh. (1.9)
Aquivalente Normen liefern den gleichen Konvergenzbegriff auf X, d.h. eine Folge (x,)
in X konvergiert gegen x € X beziiglich || |; genau dann, wenn dies beziiglich || ||, der
Fall ist.

Unsere ersten Beispiele normierter Rdume sind endlichdimensional:

Normen auf K"
a) Der Satz des Pythagoras suggeriert, insbesondere auf R?> und R?, die Verwendung der
Euklidischen Norm oder £, -Norm (vgl. Abb. 1.2)

n
1
xl= lxll = (Ol D%, x=@.....x) € K.
j=1

Diese wird von dem Skalarprodukt

n
xly) = 2%y, x=@1..., %), y=01,...,y) € K
j=1

Abb. 1.2 Satz des Pythagoras:
x| =x3 +x3
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mittels |x|*> = (x|x) induziert, und die Dreiecks-Ungleichung (1.3) folgt aus der
Schwarzschen Ungleichung (vgl. Satz 6.1).

b) Die Euklidische Norm beschreibt die koordinatenweise Konvergenz: Fiir eine Folge
@) = (")) in K" und x = (x;) € K" gilt

|x([)—x| -0 & x}e)—>xj fir j=1,...,n.

Entsprechendes gilt fiir Cauchy-Folgen; mit K ist daher auch K" unter der Euklidischen
Norm vollstindig.

¢) In manchen Situationen ist es giinstig, andere Normen auf K" zu verwenden, z. B. bei
der Berechnung von Matrizennormen auf S.51. Fiir 1 < p < oo wird auf K" die £, -Norm
durch

Ixlly = (1%, x=(xp,...,x,) €KY, (1.10)
j=1

erklart; die Euklidische Norm ist der Spezialfall p = 2. Die Dreiecks-Ungleichung (1.3)
ist fiir p = 1 klar und fiir p > 1 die Aussage der Minkowskischen Ungleichung; diese
wiederum ergibt sich aus der Holderschen Ungleichung

I Xyl < g lyl9%, T+ =1 (1.11)
j=1 j=1 j=1

Die beiden Ungleichungen werden in den Sitzen 1.3 und 1.4 allgemeiner fiir Integrale
gezeigt.

d) Neben der £, -Norm werden vor allem die £; -Norm und die durch

lxlloo = max [ |, x=Go,..ox) € K, (1.12)
]:

erklirte £, -Norm oder Maximum-Norm auf K" verwendet. Die Notation wird durch

Ixlloo = lim || x|, fiir xe K"
p— 00

motiviert. Fiir 1 < p < oo schreibt man kurz ¢, oder E;(K) fiir (K™, || 11,)-

e) Es zeigt Abb. 1.3 die Einheitkugeln von ¢3(R), €3(R) und ¢ (R). ,,Kugeln* sind also
nicht immer ,,rund*.

Satz 1.1
Alle Normen auf K" sind dquivalent.
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Abb. 1.3 Einheitskugeln B,
von £>(R) fiirp = 1, 2, 0o 5
2
Bl
BEWEIS. a)Essei|l || eine Norm auf K" . Die Einheitsvektoren e := (8i);,k=1,...,n,
. . 1 , k=j .
lassen sich mit dem Kronecker-Symbol §; := { 0 A ?éj, bequem notieren. Fiir
> J
n
x= ) xer € K" gilt die Abschitzung
k=1
n n
Il = I 2xer | < X Ixelllecll < Clixlh
k=1 k=1
mit C = Illclrélfi llex Il . Insbesondereist || || : £ — R stetig.
b) Nun ist die Einheitssphire S = {x € K" | || x|l = 1} kompakt in £} (vgl. Kap. 2). Die
auf S stetige positive Funktion || || nimmt dort ihr Minimum an (vgl. Satz A.2.8); es gibt
alsoeina > 0 mit || y| > « firalley € S. Ist nun 0 # x € K", so gilt ﬁ € S, also
I 7 | = « und damit | x|l = o [[ x| %

Somit beschreiben alle Normen auf K" die koordinatenweise Konvergenz, und K” ist
unter jeder Norm vollstindig.

1.2 Supremums-Normen

Nun stellen wir Banachrdume beschrinkter Funktionen und beschrinkter Folgen vor:

Raume beschrankter Funktionen
a) Eine Teilmenge A C Y eines normierten Raums Y heilit beschrdnkt, wenn es r > 0
mit A € B,(0) gibt; eine Funktion f : M — Y heil3t beschrdnkt, wenn ihr Bild f(M) in
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Y beschrinkt ist. Beachten Sie bitte, dass dieser Beschrinktheitsbegriff nur in normierten,
nicht aber in metrischen Rdumen verwendet wird (vgl. dazu Aufgabe 1.8).

b) Auf dem Vektorraum B(M,Y) = € (M,Y) aller auf einer Menge M beschrinkten
Funktionen mit Werten in Y wird die Supremums-Norm oder sup-Norm erklért durch

1f Nsup = 1f lloo = 11f llns = sup If@ Ny, feBM.Y).

Fiir Y = K erhilt man den Raum B(M) = ¢,,(M) aller beschrinkten skalaren Funktionen
auf M.

¢) Die sup-Norm beschreibt die gleichmdifsige Konvergenz von Funktionenfolgen; fiir eine
Folge (f,) in B(M, Y), eine Funktion f € B(M,Y) und ¢ > 0 gilt in der Tat

If=fillwp <& & YteM : |fO-£O ]y Ze. (1.13)

d) Fiir eine endliche Menge M = {1,...,n} kann B(M,K) mit (K", || |le) = €2 (K)
identifiziert werden.

e) Fir eine abzdhlbare Menge M ist £, (M,Y) ein Folgenraum; speziell hat man die
Notation £, = £,,(Np, K). Interessante abgeschlossene Unterrdume von £, sind (vgl.
Aufgabe 1.12) der Raum aller Nullfolgen

co:= {x= (xj);?jo | limx; = 0}
J— 00
und der Raum aller konvergenten Folgen
c:= {x= (xj)j?jo | lim x; existiert}.
J—=> 00

Raume stetiger Funktionen

Es sei K ein kompakter metrischer Raum (vgl. Kap. 2 und Anhang 2), z. B. ein kompaktes
Intervall K = [a, b] in R. Fiir eine stetige Funktion f € C(K,Y) ist die stetige reellwertige
Funktion # — || f(¢) || auf K beschrinkt (und nimmt ihr Maximum an). Somit ist der Raum
C(K,Y) aller stetigen Funktionen von K nach Y ein Unterraum von £,(K,Y). Dieser ist
abgeschlossen, da sich bei gleichmdfiger Konvergenz die Stetigkeit auf die Grenzfunktion
vererbt (vgl. Satz A.2.1). Bei nur punktweiser Konvergenz ist dies i. a. nicht der Fall, wie
etwa das Beispiel der Funktionenfolge (f,(¢) := ") in C([0, 1], R) zeigt (vgl. Abb. 1.4).

Eine Kugel B.(f) vom Radius ¢ > 0 in C([0, 1], R) kann als & -Schlauch veranschau-
licht werden (vgl. Abb. 1.5).

Satz 1.2
Es seien M eine Menge und Y ein Banachraum. Dann ist auch £..(M,Y) vollstindig,
also ein Banachraum.
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Abb. 1.4 Die Funktionen
12,0018 +1
1
1
Abb. 1.5 Ein ¢ -Schlauch f+e
f
f—¢€
1
0 1

BEWEIS. Es sei (f,,) eine Cauchy-Folge in £.,(M, Y). Fiir festes t € M gilt

1/n @ = fn () N1y = Wfa =Fin llsups

und daher ist (f,,(#)) eine Cauchy-Folge in Y. Wegen der Vollstindigkeit von Y ist diese
konvergent, und wir definieren f : M — Y durch

f(@®) := lim f,(t), t € M.
n—oo
Da (f,) eine Cauchy-Folge beziiglich der sup -Norm ist, gilt gema8 (1.7) und (1.13)
Ve>03anye NVnm>nyVteM : | f,(t)—fu(®) |y <e.

Fiir festes t € M und n € N liefert dann m — oo auch || f,,(¢¥) —=f(?) [y < &, und daraus
folgt || fy —fllswp < € fiir n > np. Insbesondere gilt f — f, € £o(M,Y), daher auch

f=(~f))+fn € £oo(M,Y), und man hat f,, — f in £, (M, Y). O
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Folgerungen
a) Zunichst ergibt sich noch einmal die Vollstindigkeit von €7 (K) = (K", || [l), nach
Satz 1.1 also auch die des Raumes K" unter jeder Norm.

b) Der Raum ¢, aller beschrinkten Folgen ist vollstindig; dies gilt dann auch fiir die
abgeschlossenen Unterrdume ¢y und ¢ aller Nullfolgen und konvergenten Folgen.

¢) Fiir einen kompakten Raum K und einen Banachraum Y ist C(K,Y) als abgeschlosse-
ner Unterraum von £,(K, Y) ebenfalls ein Banachraum.

1.3 Lp -Normen und Quotientenrdume

Im Gegensatz zur letzten Folgerung sind Ridume stetiger Funktionen unter Integral-
normen nicht vollstindig; durch Vervollstindigung erhilt man dann Rdume integrierbarer
Funktionen.

Vervollstandigungen
a) Eine Abbildung f : M — N zwischen metrischen Rdumen heif3t Isometrie, falls stets
d({f(x),f(y)) = d(x,y) gilt, falls sie also Distanzen nicht @ndert.

b) Ein metrischer Raum M kann in einen vollstindigen metrischen Raum M eingebettet
werden, d. h. es gibt eine Isometrie t : M — M, sodass (M) in M dicht ist. Der Raum M
ist bis auf Isometrie eindeutig und hei3t die Vervollstindigung von M .

¢) Man kann M etwa als Menge von Aquivalenzklassen der Cauchy-Folgen in M konstru-
ieren, analog zu G. Cantors Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen (vgl.
etwa [Kaballo 2000], 15.4); dies liefert eine ,,abstrakte Vervollstindigung von M . Eine
. konkretere Vervollstindigung “ kann man erhalten, indem man M in einen , konkreten*
vollstindigen Raum isometrisch einbettet und dort abschliefst.

d) Fiir normierte Rdume X ist X ein Banachraum. Man kann diesen als Abschluss ei-
ner isometrischen Kopie von X in dessen vollstindigem Bidualraum konstruieren, vgl.
Abschn. 9.3.

e) Die L; -Norm oder Integralnorm auf Cla, b] ist gegeben durch

Iflle, 2= [21f@|dt, f € Cla,bl;

sie beschreibt die Konvergenz im Mittel. Unter dieser Norm ist der Raum C[a, b] nicht voll-
standig; die Vervollstindigung wird mit L;[a, b] bezeichnet. Diese kann mit dem Raum
der (Aquivalenzklassen von) Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf [a,b] (vgl. S.15)
identifiziert werden.

Wir stellen nun einige Grundtatsachen der MaB3- und Integrationstheorie vor, die wir in
diesem Buch bendtigen; insbesondere fiihren wir die L, -Réume ein.
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MaBe, Integrale und £, -Raume

a) Wir betrachten ein positives Maf3 ;v auf einer o -Algebra ¥ in einer Menge 2 ; die Ele-
mente von X heillen messbare Mengen. Diese Begriffe werden in Anhang A.3 ausfiihrlich
erklart. Wir nehmen stets an, dass der MafBiraum (2, X, i) vollstdndig ist; dies bedeutet,
dass jede Teilmenge einer Nullmenge in ¥ liegt und somit ebenfalls eine Nullmenge ist.
b) Ein wichtiges Beispiel ist das Lebesgue-Mafs A = A" auf der o -Algebra 9I(R") der
Lebesgue-messbaren Mengen in R". Dieses kann auf jede Lebesgue-messbare Menge
Q C R” eingeschrinkt werden, insbesondere also auf offene oder auf abgeschlossene
Mengen.

c) Fiir 1 < p < oo werden die zugehorigen £, -Rdume definiert durch
Lp(2,5, 1) ={f:2—K|f ist ¥ — messbar und
1
1f I, = (fo lf@ P dp) ¥ < 0o}

Insbesondere ist £1(£2, X, ) der Raum der u -integrierbaren Funktionen auf 2. Messbar-
keit fiir Funktionen ist ein schwacher Regularitdtsbegriff, der bei punktweiser Konvergenz
(fast tiberall, d. h. ausserhalb einer Nullmenge) erhalten bleibt. Stetige Funktionen auf R”
sind stets Lebesgue-messbar. Fiir » > 0 liegt die Funktion ¢ — ¢ genau dannin £,(0, 1),
wenn rp < 1 gilt.

d) Wir schreiben meist kiirzer £,(2, ), £,(2) oder L£,(i1), wenn klar ist, welche
o -Algebra, welches Maf} bzw. welcher Grundraum gemeint ist. An Stelle von du
schreibt man auch du(f), wenn die Integrationsvariable betont werden soll, im Falle des
Lebesgue-MaBes auch einfach dA"(¢) = d"t oder di(t) = dt .

e) Fiir eine beliebige Teilmenge A von 2 := N definieren wir p©(A) als Anzahl der
Elemente von A . Dieses Zdhlmaf; v liefert die Folgenrdume

0 1
b= x=@)% xl, = (T1517) " < oo).
j=0

Fiir r > 0 liegt die Folge ((j + 1)) genau dannin £,, wenn rp > 1 gilt.
f) Fiir @ := {1,...,n} und das ZdhlmaB n ergibt sich insbesondere L£,($2, ) = 4.

g) Eine ¥ -messbare Funktion f : @ — K heillt wesentlich beschrdnkt, Notation:
f € Lo(2,2, 1), wenn es eine Konstante C > 0 gibt, sodass |f(r)| < C fiir fast alle
t € @, d.h. auBerhalb einer u -Nullmenge gilt. Das Infimum dieser Konstanten C > 0
heillt wesentliches Supremum von | f | und wird so bezeichnet:

I/l = ess-sup[f(n)].
teQ

h)Firf € L,(2, ) und k € N giltalso |f(O)| < || f L. + % firt ¢ Ay und w(A;) =0.
Dann ist auch A := U,‘:i 1 Ay eine Nullmenge, und man hat

If@O1 < IIf L, fiirfastalle r € Q. (1.14)
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Das Infimum in g) ist also sogar ein Minimum.

Satz 1.3 (Holdersche Ungleichung)
Es seien p,q € [1,00] konjugierte Exponenten, d. h. es gelte }7 + é = 1. Fiir Funktionen
fely(Qu) undg e Ly(2, 1) giltf - g e L1(R2, 1) sowie

If-gley = Ifllz, - 118, (1.15)

BEWEIS. a)Fiirp =1 istg = 00. Nach (1.14) giltdann | f(©)g(®) | < |f(O) ||| g I, 1 -fast
iiberall (u -f.ii.) und somit

JolfOg®dp < N8l Jo1F(O]dp.

b) Nun gelte 1 < p,q < oo. Fiira,b > 0 seien x = loga und y = logb; die Konvexitdt
der Exponentialfunktion liefert dann

a-b=¢e"-¢ =" < = exp(px)+ = exp(qy) = —ap+ b‘1 (1.16)

Dies ist auch noch richtig fiir @, b > 0.

¢) Fiir £ > 0 setzen wir
= (JIf@Pdw)h+e, Be:= (f|g®)|9du)+e.
i Q

Da Ay = 0 oder By = 0 moglich ist, sei nun ¢ > 0. Fiir r € Q wenden wir (1.16) auf

a:= %, b= % an und erhalten
f@®e® ] LIf@P 1 le®|?
Ag Be S ; A{: + 4_1 BZ .

Integration iiber 2 liefert dann

TE flf(t)g(t)ld/L Lp flf(t)lpdu+ e flg(t)lqdu
Q
<141 -1, also
pla
[1fOg®dun < A - Be.
Q
Mit ¢ — 0 folgt daraus die Behauptung (1.15). O

Satz 1.4 (Minkowskische Ungleichung)
Fir 1 < p < oo ist L,(2, ) ein Vektorraum, und fiir || |, gilt die Dreiecks-
Ungleichung (1.3). Fiir 1 < p < oo und Funktionen f,g € L,(2, ) gilt also

o lf+glPdi)? < (JoIfIPdi) '+ ([o 1 g 1P dp) . (1.17)
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BEWEIS. a) Fiir p = 1 ist das klar, ebenso fiir p = co aufgrund von (1.14).

b) Nun sei 1 < p < oo. Die Konvexitit der Funktion t — #” auf [0, co) liefert
(4ty < L@ +br) fir a,b> 0.

Aus f,g € L,(2, n) folgt also auch f + g € L£,(2, w).
c)Firf,g € L£,(2, u) gilt zunéchst

Jolf+glPdu < [oIfIIf+glP du+ folglIf +g1" du;

wegen (p — 1)g = p liefert dann die Holdersche Ungleichung

Jolf+glPd < (JIf IPdw)' ([ |f + 817V dp)'
+ (JoylglPdw)? (fo | f +g 1PV dp)'h
= (If g, + 11 llz,) o I f + g 1P dpe) '

Fir |f+gll., #0 folgt dann (1.17) mittels Division durch (fQ |[f+glPdw) Yo . O

Nullfunktionen

a) Fiir 1 < p < oo werden auf den Rdumen L£,(€2, 1) durch || ||z, Halbnormen definiert,
d.h. es gelten (1.2) und (1.3), letzteres aufgrund der Minkowskischen Ungleichung, an
Stelle von (1.1) hat man aber nur || ||z, > 0. Weiter gilt

£, = 0 < f()=0 fast iiberall (1.18)

(vgl. S.353). Der Kern der L, -Halbnorm ist also (unabhiingig von p ) gegeben durch den
Raum der Nullfunktionen

N = N&QZ,pn ={f: Q= K|f(®=0 fii.}.

b) Fiir das ZdhlmaB p auf Ny ist V' (No, ) = {0}, und somitist || ||, eine Norm auf dem
Folgenraum £, . Dieser ist vollstindig, also ein Banachraum (s. Aufgabe 1.9).

Halbnormen und Aquivalenzklassen

a) Halbnormen spielen eine grofle Rolle in der Funktionalanalysis. Wichtige Funktio-
nenrdume konnen nicht durch eine Norm, wohl aber durch unendlich viele Halbnormen
beschrieben werden; auf die Untersuchung solcher lokalkonvexer Rdume gehen wir im
Aufbaukurs ein.

b) Zu einem halbnormierten Raum (E,| ||) kann man einen normierten Raum von
Aquivalenzklassen assoziieren: Der Kern

N:= {xeE||x]| =0} (1.19)
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Abb. 1.6 Eine

Aquivalenzklasse x = x + V z+V d
inQ= X/V und ihre Norm
d=|nx|. %

der Halbnorm ist offenbar ein Unterraum von E. Durch
x~y:& x—yeN & |x—y[| =0
wird eine Aquivalenzrelation (vgl. S. 340) auf E defininiert. Die Aquivalenzklassen
X={ye€eE|y~x} =x+N:={x+n|neN}, x€E, (1.20)

sind affine Unterrdume von E ,,parallel”“ zu N (vgl. Abb. 1.6 und S. 17).

¢) Offenbar folgt aus x ~ x’ und y ~y auchx+y ~ x' +y und ax ~ ax’ fira € K.
Daher kann man auf den Aquivalenzklassen Addition und Skalarmultiplikation durch

—_—~

X+y:=x+y, aX:=ax, x,yeE, a ek, (1.21)

definieren. Diese bilden damit einen Vektorraum, den Quotientenraum E/N.

d) Auf diesem Quotientenraum wird durch

dann eine Norm definiert: Aus || x| = O folgt ndmlich sofort x € N, und somit ist X
das Nullelement von £/y. Man nennt (E/y, || ||) denzu (E, | |) assoziierten normierten
Raum.

L, -Rédume
Der zu (L£,(2, %, w), || |l 1,) assoziierte normierte Raum wird mit

Ly, %, p0) = L)@ 3 1)

bezeichnet; er besteht also aus Aquivalenzklassen fast iiberall gleicher messbarer Funk-
tionen. Die L, -Norm beschreibt die Konvergenz im p -ten Mittel, im wichtigen Spezialfall
p = 2 die Konvergenz im quadratischen Mittel. In diesem Fall wird die Norm von einem
Skalarprodukt induziert; L,(€2, X, ) ist ein Hilbertraum (vgl. Kap. 6). In der Notation
wird zwischen einer Funktion f € £,(2,#) und ihrer Aquivalenzklassef € Ly(2, )
meist nicht unterschieden.

Theorem 1.5
Die Réiume L,(2, X, ) sind vollstindig, also Banachridume.
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Fiir p = oo ldsst sich dieses wichtige Resultat wegen (1.14) wie Satz 1.2 beweisen, da
eine Cauchy-Folge in L,.(u) auBerhalb einer Nullmenge eine Cauchy-Folge beziiglich
der sup-Norm ist (vgl. Aufgabe 1.13). Fiir 1 < p < oo ist dieses Argument nicht an-
wendbar, da aus einer Cauchy-Bedingung fiir eine Folge in £,(i) nicht eine punktweise
Cauchy-Bedingung (fast iiberall) folgt (vgl. Aufgabe 1.6). Jedoch sind absolut konvergente
Reihenin L,(u) fast iiberall punktweise und im Raum L, (1) konvergent; dies ist der Inhalt
des fiir die Integrationstheorie fundamentalen Sazzes von Beppo Levi (vgl. die Sitze A.3.4
und A.3.14 im Anhang). Theorem 1.5 ergibt sich dann aus dem folgenden Satz 1.6.

Reihen
a) Eine (unendliche) Reihe )", a; in einem normierten Raum X heift konvergent, falls

die Folge der Partialsummen (s, := > a;) konvergiert; die Summe der Reihe ist dann
k=1
gegeben durch

[0¢]
S ag:=s:= lim s,. (1.22)

k=1 n— o0

(o]
b) Eine Reihe ), a; heilt absolut konvergent, falls Y | ay || < oo gilt.
k=1

Satz 1.6
Ein normierter Raum X ist genau dann vollstindig, wenn in X jede absolut konvergente
Reihe konvergiert.

m m
BEWEIS. ,,=“ Fir m > n gilt ||s, — sl = || D, all < > llaxll; wegen
k=n+1 k=n+1

[o¢]
> llax || < ooist(s,) eine Cauchy-Folge in X und damit konvergent.
k=1

< Es sei (s,) eine Cauchy-Folge in X. Zu ¢ := 27 gibt es dann n; € N mit
Il S =S || <27 fiir n,m > nj. Man kann n; > n;; annehmen. Es seien nun a; := s,
und @y, := sy, — sy, fir k > 2; fiir die Teilfolge (s,;) von (s,) gilt dann

J
Sy = ) a fiiralle jeN.
k=1

o0
Nach Konstruktion ist || a; || < 27", also )" || a || < co. Nach Voraussetzung ist (sy,)

k=1
konvergent, und nach dem folgenden Lemma konvergiert dann auch die Folge (s,) gegen
den gleichen Limes. O
Lemma 1.7

Gegeben sei eine Cauchy-Folge (x,) in einem metrischen Raum M. Hat (x,) eine
konvergente Teilfolge x,, — x € M, so konvergiert auch (x,) gegen x.



1.3 L,-Normen und Quotientenrdume 17

BEWEIS. Zu ¢ > 0 gibt es ny € N mit d(x,,x,) < € firn,m > nyp und jo € N
mit d(xnj,x) < ¢ fiirj > jo. Man wihlt dann m = n; mit j > max {jo,no} und erhilt
d(x,,x) < d(x,,,xnj) +d(xnj,x) < 2¢ fiirn > ny. O

Eine weitere Anwendung von Satz 1.6 ist Satz 1.8 unten iiber die Vollstindigkeit von
Quotientenrdumen.

Quotientenrdume
a) Es seien X ein Vektorraum und V € X ein Unterraum. Wie in (1.19) wird durch

xX~y & x—-yeV
eine Aguivalenzrelation auf X defininiert. Wie in (1.20) sind die Aquivalenzklassen
mx:={yeX|y~x} =x+V = {x+v|veV}, xelkX,

affine Unterrdume von X ,parallel zu V (vgl. Abb.1.6 auf S.15) und bilden den
Quotientenraum Q = XJy.

b) Die Quotientenabbildung w =y : X — Q = X}y ist linear, da wie in (1.21)
T(x+y) = ax+xy und w(ax) = amx, x,yeX, a €K,

gilt. Weiter ist 7 : X — Q offenbar surjektiv.

¢) Istnun || ||x eine Norm auf X, so wird durch

lgllp:= inf{||x|lx | x € X,mx=g¢g} oder (1.23)
xllg:= inf{|[x—v]x|veV} (1.24)

eine Halbnorm auf dem Quotientenraum Q definiert. Fiir x € X ist || wx | o nach (1.24)
die Distanz von x zu V (vgl. Abb. 1.6 und (1.26) unten). Es handelt sich genau dann um
eine Norm, wenn V in X abgeschlossen ist; diese heifit dann Quotientennorm von || ||x
auf Q (vgl. Aufgabe 1.15).

d) Esist || w(x) o < [l x |lx fiir alle x € X. Daraus ergibt sich sofort

|mx—7yllo = [7x=yllo < llx—yllx

fiir x,y € X, und somit ist die Quotientenabbildung 7 : X — Q (gleichmiBig) stetig (vgl.
auch Satz 3.1 auf S. 40).

e) Weiter gilt 7 (Uy) = Ug nach (1.23). Daher ist fiir jede offene Menge D € X auch 7 (D)
offen in Q : Zu g € (D) wihlt man x € D mit 7x = g. Da D offen ist, gibt es r > 0 mit
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x+rUyx = U,(x) € D, und wegen der Linearitit von = folgt
Uq) = q+1rUp = n(x+rUx) C (D).

Die Quotientenabbildung ist also eine stetige und offene lineare Abbildung.

Im kurzen Beweis der Aussage e) wurden die Notationen
A+B:={a+blacA,beB}, aB:={ab|bec B} (1.25)

fiir Teilmengen A, B eines Vektorraumes und o € K verwendet. Fiir {a} + B schreibt man
einfach a + B.

Satz 1.8
Es seien X ein Banachraum und V C X ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist auch
der Quotientenraum Q = X}y vollstindig, also ebenfalls ein Banachraum.

[o.¢]
BEWEIS. Essei ) , g eine Reihein Q mit ) || gk || < oo. Nach (1.23) gibt es x; € X
k=1

(o]
mit 7x; = g und || x¢ || < 2 gk |l. Dann ist auch ) || x¢ || < oo, und nach Satz 1.6

k=1
[o¢] [o.¢]
existiert x ;= »_ x; € X. Daraus folgtdann 7x = ) ¢, wegen der Linearitiit und Stetigkeit
k=1 k=1
von 7 . Wiederum nach Satz 1.6 ist also Q vollstindig. O

Proxima
a) Es sei M ein metrischer Raum. Die Distanz oder der Abstand eines Punktes x € M zu
einer Teilmenge A € M von M wird definiert durch

di(x) := inf {d(x,a) | a € A}. (1.26)

Es gilt | da(x) —da(y) | < d(x,y) fiir x,y € M (vgl. Satz A.2.2 im Anhang), und daher ist
die Distanzfunktion d4 (gleichmiBig) stetig auf M .

b) Ein Punkt a € A mit d(x,a) = da(x) heillt Bestapproximation oder Proximum zu x
in A. Im Fall einer kompakten Menge A gibt es stets ein Proximum, das aber i. a. nicht
eindeutig ist (vgl. Abb. 1.7 und Aufgabe 1.16). Auf die Frage der Existenz und Eindeutig-
keit von Proxima gehen wir spédter mehrmals ein, insbesondere auch fiir den Fall eines
abgeschlossenen Unterraumes V' eines Banachraumes X.
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Abb. 1.7 Distanz d = d,(x)
eines Punktes zu einer Menge

® =

1.4  Aufgaben

Aufgabe 1.1

Es seien (x,) und (y,) Folgen in einem metrischen Raum X, und es gelte x, — x, y, —> y
in X.

a) Zeigen Sie d(x,,y,) = d(x,y).

b) Nun seien X ein normierter Raum und («,,) eine Folge in K mit o, — o in K. Zeigen
Sie || x, || = || x| und oty X, + y = € X+ y.

Aufgabe 1.2

Definieren Sie auf einem Produkt X := X; x ... x X,, metrischer bzw. normierter Riume
analog zu (1.10) und (1.12) Metriken bzw. Normen, die die koordinatenweise Konvergenz
auf X induzieren. Beweisen Sie, dass aus der Vollstindigkeit von X|, ..., X, auch die des
Produkts X folgt.

Aufgabe 1.3
a) Essei (X, || ||) ein normierter Raum mit offener bzw. abgeschlossener Einheitskugel U
bzw. B. Zeigen Sie

x|l =inf{t>0|ixeU} = inf{r>0]ixeB}, xeX.

b) Nun seien || ||; und || || Normen auf X, und es gelte U; = U, oder B| = B, fiir die
Einheitskugeln. Folgern Sie || x||; = || x|, fiir alle x € X.

Eine Norm wird also durch ihre Einheitskugel eindeutig bestimmt.

Aufgabe 1.4
Zeigen Sie, dass die nach (1.8) gebildete Menge co(A) die kleinste konvexe Obermenge
einer Teilmenge A C E eines Vektorraumes E ist.

Aufgabe 1.5
Untersuchen Sie, ob folgende Mengen A in den angegebenen normierten Riumen
beschrinkt sind:
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) A={(zw) |z +w? =1} in5(C),
b)A={f € CIO, 1T | If llsup < 1} in L,[0, 1],
)A={feC0,1]]f llwp <1} inC[O0,1],
dDA={feClO 11| fllz, <1} inC[O,1].

Aufgabe 1.6
a) Sind die Normen || |[syp und || [|; auf Cla, b] dquivalent?

b) Sind die Normen || ||; und || ||, auf Cla, b] dquivalent?

c¢) Impliziert die punktweise Konvergenz auf C[a, b] die im Mittel? Gilt die umgekehrte
Implikation?

Aufgabe 1.7
Beweisen Sie die Formel || x[o = lim || x|, fiirx € K".
p—>00

Aufgabe 1.8
Es sei (M, d) ein metrischer Raum. Beweisen Sie, dass durch

* — _dxy)
d (%)) = Tty

eine neue Metrik auf M definiert wird. Zeigen Sie d* < min {1,d} und
d*(x,,x) - 0 & d(x,,x) - 0
fiir Folgen in M. Gilt auch d < Cd* mit einer Konstanten C > 0?

Aufgabe 1.9
Beweisen Sie die Vollstindigkeit der Folgenrdume £, fiir 1 <p < oo.

HINWEIS. Sie konnen dhnlich wie im Fall p = co verfahren.

Aufgabe 1.10
a) Es sei 2 ein MaBiraum mit u(2) < 0o, z.B. Q2 =[a,b]. Fir 1 < r < s < oo zeigen
Sie £,(2) € L) und || f I, < w() k| f |1, fiirf € Ly(KQ).

b) Zeigen Sie £, C £; und || x| < || x|, firx e £, und 1 <r <s < 00.

Aufgabe 1.11
Der Raum der endlichen Folgen ist definiert durch

Q= {x=(xj);’:0|Elij>k : x=0}.

Bestimmen Sie die Abschliisse von ¢ in den Rdumen £, fiir 1 < p < co.
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Aufgabe 1.12
Zeigen Sie, dass die Folgenrdume ¢ aller konvergenten Folgen und ¢ aller Nullfolgen
Banachridume sind und beweisen Sie dim Y/, = 1.

Aufgabe 1.13
Beweisen Sie die Vollstindigkeit der normierten Rdume Ly, (€2, X, ).

Aufgabe 1.14
Es seien X ein normierter Raum, V' C X ein abgeschlossener Unterraum und
7 : X — Q = X}y die Quotientenabbildung. Zeigen Sie:

a) Zu einer konvergenten Folge (g,) in Q gibt es eine konvergente Folge (x,) in X mit
Tx, =q, firallen € N.

b) Eine Menge W C Q ist genau dann offen in O, wenn 7Y (W) offen in X ist.

c¢) Eine Abbildung f : Q — M von Q in einen metrischen Raum M ist genau dann stetig,
wennfom : X — M stetig ist.

Aufgabe 1.15
Es seien (E, || ||) ein halbnormierter Raum und V C E ein Unterraum. Zeigen Sie, dass
durch

|wxllg:= inf {||x—Vvl|g|veV} fir rxe Q= Ep

eine Halbnorm auf dem Quotientenraum Q = £/ definiert wird. Wann ist diese sogar eine
Norm ?

Aufgabe 1.16
a) Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass das Infimum in (1.26) nicht immer angenom-
men wird.

b) Gegeben seien die Banachrdume X = Zgo(R) und X = Zf(R). Finden Sie jeweils einen
Unterraum V von X und einen Vektor x € X\V, sodass es unendlich viele Vektoren
veV mit|x—v]| =dyx) gibt.

Aufgabe 1.17
Es seien X ein normierter Raum und @ # A, B C E. Zeigen Sie:

a) Mit A ist auch A + B offen in X .
b) Sind A und B konvex, so gilt dies auch fiir A + B.
c) Ist A kompakt und B abgeschlossen, so ist auch A + B abgeschlossen. d) Gilt Aussage

¢) auch fiir nur abgeschlossene Mengen A € X?



Fragen

1. Gegeben sei eine punktweise konvergente Folge stetiger Funktionen. Finden Sie
Bedingungen, die die Stetigkeit der Grenzfunktion implizieren.

2. Gegeben sei eine beschriinkte Folge in einem konkreten Banachraum wie C[a, b], ¢
oder £,. Finden Sie Bedingungen, die die Existenz einer konvergenten Teilfolge
implizieren.

3. Lassen sich Banachrdume ,,der GroB3e nach® vergleichen?

In diesem Kapitel bestimmen wir die kompakten Teilmengen des Banachraums C(K) der
stetigen Funktionen auf einem kompakten metrischen Raum K (Satz von Arzela-Ascoli
1883) und beweisen auch die Separabilitit dieses Raumes. Beispiele fiir kompakte Teil-
mengen von Cla, b] sind Funktionenmengen, die beziiglich einer Holder-Norm oder einer
Sobolev-Norm beschrinkt sind.

Wir beginnen mit knappen Erinnerungen an den Kompaktheitsbegriff (fehlende Beweise
findet man in Anhang A.2).

Kompakte Raume
a) Ein metrischer Raum K heiit folgenkompakt, wenn jede Folge in K eine in K
konvergente Teilfolge besitzt.

b) Ein metrischer Raum K heiBt iiberdeckungskompakt, wenn jede offene Uberdeckung
von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Dies bedeutet: Ist 4 ein System offener
Mengen von K mit K € | J{U | U € 4}, so geniigen bereits endlich viele Mengen
Up,...,U. el ZurUberdeckung vonK,dh manhat K CU; U...UU,.

c) Die in a) und b) formulierten Eigenschaften sind dquivalente Formulierungen der
Kompaktheit eines metrischen Raumes (Satz A.2.11).
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Abb. 2.1 Eine injektive
Abbildung

= M

d) Es seien K, M metrische Rdume und K kompakt. Dann ist eine stetige Abbildung
f: K — M gleichmdfSig stetig mit kompakter Bildmenge f(K) C M. Ist f zusitzlich
injektiv, so ist auch die Umkehrabbildung f~' : f(K) — K stetig (vgl. Abb.2.1).

e) Ein kompakter Raum ist wegen Lemma 1.7 vollstindig und daher in jedem Oberraum
abgeschlossen. Kompakte Teilmengen K C X normierter Raume sind beschrinkt und
abgeschlossen; kompakte Mengen K € R besitzen ein Maximum und ein Minimum.

f) Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf3 ist umgekehrt in K" jede beschrinkte und
abgeschlossene Menge auch kompakt; dies gilt jedoch nicht in unendlichdimensionalen
normierten Rdumen (vgl. das Beispiel auf der folgenden Seite sowie Satz 3.10 auf S. 50).

Prakompakte Mengen

a) Fiir ¢ > 0 heifit eine Menge N € M ein ¢ -Netz des metrischen Raumes M, wenn
M C | J{U(a) | a € N} gilt (vgl. Abb.2.2).

b) Ein metrischer Raum M heil3t prakompakt oder total beschrinkt, wenn er fiir jedes
e > 0 ein endliches e -Netz besitzt.

¢) Ein metrischer Raum M ist genau dann prikompakt, wenn jede Folge in M eine
Cauchy-Teilfolge besitzt (Satz A.2.10).

d) Aufgrund von c) ist ein metrischer Raum M genau dann kompakt, wenn er prikompakt
und vollstdndig ist.

e) Eine Teilmenge A € M eines metrischen Raumes heil3t relativ kompakt in M , wenn ihr
Abschluss A in M kompakt ist. Der Begriff der relativen Kompaktheit hingt also von der
Wahl eines Oberraums ab; im Gegensatz dazu sind ,.kompakt®, ,,prikompakt™ und auch
,»vollstiandig* absolute Begriffe.

f) Relativ kompakte Mengen sind prikompakt, da wegen c) Teilmengen prikompakter
Réume wieder prikompakt sind.

g) Ist A C M prikompakt, so auch A . Ist in der Tat N ein endliches & -Netz von A, so ist
N auch ein endliches 2¢ -Netz von A. Wegen d) sind daher in vollstindigen Riumen die
Begriffe ,,prakompakt* und ,relativ kompakt*“ dquivalent.

Abb. 2.2 Ein ¢ -Netz
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g) Prikompakte Teilmengen A € X normierter Ridume sind beschrinkt, da sie ja endli-
che ¢ -Netze besitzen. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf3 ist umgekehrt in K" jede
beschriankte Menge auch prikompakt; dies gilt jedoch nicht in unendlichdimensionalen
normierten Rdumen (vgl. wiederum das folgende Beispiel und Satz 3.10 auf S. 50).

2.1 Der Satz von Arzela-Ascoli

Das erste Ziel dieses Kapitels ist der Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli2.5. Dieser be-
sagt, dass eine Teilmenge des Banachraumes C(K) der stetigen Funktionen auf einem
kompakten metrischen Raum K genau dann prikompakt ist, wenn sie beschrinkt und
gleichstetig ist. Zur Motivation dieses Begriffs diene das folgende

Beispiel

a) Fiir die durch f,,(¢) := cos 2"t definierte Funktionenfolge (f,,) in C[0, 27r] (vgl. Abb. 2.3)
gilt stets || f, || = 1; wegen f,(27"m) = cosm = -1 und f,,(27"7w) = cos2""'w = +1 fiir
m > n hat man || f,, —f, || =2 fiir m # n. Daher hat die Folge (f,,) keine Cauchy-Teilfolge;
die abgeschlossene Einheitskugel B von C[0,27x] ist nicht prikompakt und erst recht
nicht kompakt.

b) Wegen || f, || = || —2" sin2"¢|| = 2" gilt nach dem Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung | f,(O)—f.(s)| < 2" |t—s| fiirt,s € [0,27]. Folglich hat man fiir f,, die gleichmdflige
Stetigkeit (vgl. auch S. 342):

Ve>036§>0Vtsel0,2n] : |t-s| <8 = |f(®)-fuls)| <€ 2.1)
mit § = 27" ¢. Wegen £,(0) = 1 und f,(27"7) = —1 muss fiir ¢ < 2 in der Tat zwingend
8 =6, < 27"m gewihlt werden. Wegen §, — O fiir n — oo kann also § nicht unabhdingig

von n gewihlt werden!

Das soeben beobachtete Phidnomen fiihrt auf den folgenden Begriff:

Gleichstetige Funktionenmengen
a) Es seien M und N metrische Rdume. Eine Funktionenmenge H < C(M,N) mit der
Eigenschaft

Abb. 2.3 Die Funktionen
cos 2t, cos 4t und cos 8¢
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Ve>036>0Ve,seMVYfeH: :dits) <§ = d{f@),f(s) <e¢ 2.2)

heil3t gleichstetig oder gleichgradig stetig.

b) Eine Funktionenmenge H < C(M, N) ist also genau dann gleichstetig, wenn fiir jedes
e > 0 die Zahl § > 0 aus der Stetigkeitsbedingung (2.1) unabhdingig von f € H (und
auch von ¢, s € M) wihlbar ist.

Satz 2.1

Fiir eine Folge (f,,)) in C(M, N) existiere f(t) := lim f,(¢) punktweise auf M, und die Menge
n—oo

{fn} sei gleichstetig. Dann ist auch die Menge {f,} U {f} gleichstetig, und insbesondere

ist die Grenzfunktion stetig.

BEWEIS. Zue > 0 gibtes § > 0 mit d(f,(?),f,(s)) < ¢ firallen € N und t,5 € M mit
d(t,s) < 8. Mitn — oo folgt sofort auch d(f(¢),f(s)) < e fiir d(z,s) < 4. O

Beispiele
a) Die Menge der Monome {p,(t) := " | n € N} in C[0, 1] (vgl. Abb. 1.4 auf S. 10) ist
nicht gleichstetig. Dies folgt sofort aus Satz 2.1; man sieht aber auch leicht, dass (2.2) nicht
erfiillt ist.

b) Die Beschrinktheit der Ableitung impliziert die gleichméBige Stetigkeit einer Funktion.
Ist entsprechend H C C![a,b] eine Funktionenmenge mit || f [|syp < C fiir alle f € H
und ein C > 0, so ergibt sich aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
sofort

IfO-f& 1 = | [[f@dr] < If lapli-s| < Cli-s|

fir f € H und t,5 € [a,b]; somit ist (2.2) mit § = £ erfiillt, und die Funktionenmenge

c
‘H C Cla, b] ist gleichstetig.

Satz 2.2
Es seien K ein kompakter metrischer Raum und H < C(K) prikompakt. Dann ist H
gleichstetig.

BEWEIS. Zu ¢ > 0 gibt es Funktionen fi,...,f, € H mit H € |J U.(f;). Jede Funktion
j=1

f; ist gleichmdifig stetig, d. h. es gibt §; > 0 mit | f;(1)—f;(s) | < € fiird(t,s) < §;. Es seien

nun§ ;= mi{l 8 >0 undf € H. Wirwihlenj e {1,...,r} mit||f—f; | < & und erhalten

j:
fir d(¢,s) < 6 :

Lf@O—=f) | = 1FO =[O+ 1/ = fi() [ + 1 £i(s) —f(5) |
sIf=fill+e+If=fill = 3e. Y
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Der Satz von Arzela-Ascoli besagt, dass H € C(K) genau dann prikompakt ist, wenn ‘H
gleichstetig und beschrinkt ist. Dem Beweis von ,,<= “ schicken wir zwei Hilfsaussagen
voraus, die wir auch spéter noch verwenden werden:

Lemma 2.3

Es seien A eine abzdhlbare Menge und (f,) eine punktweise beschrinkte Folge von Funk-
tionen auf A, d. h. fiir alle a € A seien die Folgen (f,(a)) in K beschrdnkt. Dann hat (f,,)
eine punktweise konvergente Teilfolge.

BEWEIS. EsseiA = {a; | j € N}. Da (fy(a)) in K beschrinkt ist, hat (f;,) eine Teilfolge
(fD), fiir die (f"(a;)) konvergiert. Dann hat (f{") eine Teilfolge (£*), fiir die (£®(ay))
konvergiert. So fortfahrend wiéhlen wir fiir j € N rekursiv Teilfolgen (f,Y)) von (f,?;])),
fiir die (f,fj)(aj)) konvergiert. Nach Konstruktion konvergiert dann (f,fj) (ap)) fir k <j. Aus
diesen sukzessive ausgewihlten Teilfolgen

h L 6 fa 6 f
(1) (1) (1) (1) (1) (1)
hoo 5 30 Ja 5 6
(2) (2) (2) (2) (2) (2)
) ) 3 4 s 6
(3) (3) (3) (3) (3) (3)
] P 3 4 5 6
(4) (4) (4) (4) (4) (4)

OO CERAC IR DR
1 2 3 f4 f5 6

bilden wir nun die Diagonalfolge (f;") := (f"). Diese ist Teilfolge von (f,) und, fiir n > j,
auch von (f,g’)); daher konvergiert (f;(a;)) fiirallej € N. O

Lemma 2.4

Es seien M,N metrische Rdume, und N sei vollstindig. Weiter sei (g,) eine gleich-
stetige Folge in C(M,N), die auf einer dichten Menge A C M punktweise konvergiert.
Dann ist (g,) auf ganz M punktweise konvergent, und die Konvergenz ist gleichmiBig auf
prikompakten Teilmengen von M.

BEWEIS. a) Zu ¢ > 0 wihlen wir § > 0 mit d(g,(7),g.(s)) < € firn € N
und d(t,s) < 26. Fiir eine prikompakte Menge K C M gibt es by,...,b, € K mit

K € |J Us(bj). Fiirj = 1,...,r wihlen wir a; € A mit d(aj, b;) < 8. Da (g,(a;)) konver-

j=1
giert, gibt es ng € N mit d(g,(a)), gn(a;)) < € flirn,m>ng undj=1,...,r.

b) Es seien nun n,m > ny und ¢t € K. Wir wihlenj € {1,...,r} mitd(t,a;)) < 2§ und
erhalten

d(gn(t)’ gm(t)) = d(gn(t)’ gn(aj)) + d(gn(aj)v gm(aj)) + d(gm(aj)’ gm(t)) < 3e.
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Somit gilt sup d(g,(¢), g.(?)) < 3e fiir n,m > ny, und wegen der Vollstindigkeit von N

tek
ist die Folge (g,) auf K gleichmifig konvergent (vgl. Satz 1.2). Insbesondere konvergiert
dann (g,(?)) fiir alle Punkte t € M. O

Nun benétigen wir noch die Separabilitit prikompakter Raume:

Separable Raume

a) Ein metrischer Raum M heil3t separabel, falls es in M eine abzdhlbare dichte Teilmenge
gibt.

b) Der Raum R” ist separabel, da die abzihlbare Menge Q" der rationalen n -Tupel in R”
dicht ist.

c¢) Prikompakte metrische Raume M sind separabel: Zu ¢ := % gibt es ein endliches % -

[0

Netz A; in M. Dann ist A := [ J A; eine abzihlbare dichte Teilmenge von M; in der Tat
j=1

gibteszux e M undj € N eing; € A; C A mitd(x,q)) < ]l

Insgesamt ergibt sich nun:

Theorem 2.5 (Arzela-Ascoli)
Es sei K ein kompakter metrischer Raum. Eine Funktionenmenge H C C(K) ist genau
dann

a) prakompakt, wenn H beschrinkt und gleichstetig ist,
b) kompakt, wenn H beschrinkt, abgeschlossen und gleichstetig ist.

BEWEIS. a) ,,.= “: Prikompakte Mengen sind stets beschrinkt, und die Gleichstetigkeit
ist gerade Satz 2.2.

»< ‘1 Wie wir soeben gesehen haben, ist K separabel; es gibt also eine abzédhlbare dichte
Teilmenge A in K. Es sei nun (f;) eine Folge in H. Da H beschrinkt ist, besitzt diese
nach Lemma 2.3 eine Teilfolge, die auf A punktweise konvergiert. Da H gleichstetig ist,
muss diese Teilfolge nach Lemma 2.4 sogar gleichmif3ig konvergent sein.

b) Wegen der Vollstindigkeit von C(K) folgt nun b) aus a) und der Tatsache, dass
Kompaktheit zu Prikompaktheit und Vollstiandigkeit dquivalent ist. O

Bemerkungen
a) Der Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli zeigt, dass eine gleichstetige Menge
‘H € C(K) bereits dann prikompakt ist, wenn sie nur punktweise beschrinkt ist.

b) Es gilt die folgende Erweiterung des Satzes von Arzela-Ascoli fiir vektorwertige Funk-
tionen (s. Aufgabe 2.7): Fiir einen kompakten metrischen Raum K und einen normierten
Raum Y ist eine Menge H C C(K,Y) genau dann prikompakt, wenn H gleichstetig ist
und fiir alle r € K die Mengen {f(¢) | f € H} in Y prikompakt sind.
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c) Es gibt zum Satz von Arzela-Ascoli analoge Kompaktheitskriterien in anderen Funk-
tionenrdumen, die in diesem Buch allerdings nicht benétigt werden. Wir verweisen,
insbesondere fiir L, -Rdume, etwa auf (Appell und Vith 2005), Kap. 3; beachten Sie auch
die Aufgaben?2.8,2.9,2.16 und 2.17.

2.2 Separable Riume und ein Approximationssatz

In diesem Abschnitt zeigen wir einen Approximationssatz, der u.a. die Separabili-
tdt wichtiger Funktionenrdume impliziert. Wir beginnen mit der folgenden nicht ganz
offensichtlichen Tatsache:

Satz 2.6
Es sei M ein separabler metrischer Raum. Dann ist auch jede Teilmenge N C M
separabel.

BEWEIS. a)EsseiA C M eine abzihlbare dichte Menge in M. Wir betrachten das System
Ay :={U(a)|ae€ A, 0 <reQ} der offenen Kugeln mit rationalen Radien um Punkte
aus A und dessen Teilsystem 2, := {U,(a) € A, | U,(a) NN # @}; dann sind 2; und A,
abzihlbare Mengen. Fiir jede Kugel U,(a) € 2, wihlen wirein b € U,(a)NN und erhalten
so eine abzidhlbare Menge B C N. Dieses Verfahren wird in Abb. 2.4 veranschaulicht.

b) Es seiennun r € N und ¢ > 0. Wir wihlen a € A mit d(t,a) < % und r € Q mit

5 <r<35.Dannistt € U, (a) und somit U,(a) € 2Ay; es gibt also b € BN U,(a). Es folgt

d(t,b) < d(t,a)+d(a,b) < % + 7 < ¢; B ist also dichtin N. O

Fiir kompakte metrische Rdume K sind die Banachrdume C(K) separabel. Zum Nachweis
dieser Tatsache benutzen wir spezielle

Stetige Zerlegungen der Eins
a) Es seien M ein metrischer Raum und Y ein normierter Raum. Fiir eine Funktion
f M — Y heilit die in M abgeschlossene Menge

supp f == {t e M | f(1) # 0}

der Trdger (oder support) der Funktion f.

Abb. 2.4 Tllustration des ca
Beweises von Satz 2.6 ® 1 €Ay B

(=

N g € As
\ / M
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Abb. 2.5 Tllustration der o oy
Konstruktion stetiger ZdE’s

b) Ein metrischer Raum M werde durch offene Kugeln {U; = U, (s)) }}’zll iiberdeckt.
Mit Uj‘ = M\U; gilt fiir die auf M stetigen Distanzfunktionen y; = dU; dann offen-

bar supp y; € B; = B,j(s_i) und y(r) = ) y;(t) > 0 auf M. Fiir die Funktionen

j=1
o = % € C(M) hat man dann

O0<a;j<1, suppo; CB;, Y aj=1; (2.3)
j=1

sie bilden eine der Uberdeckung { U; }j"=‘ . von M untergeordnete stetige Zerlegung der Eins
(ZdE) auf M. Die folgende Abbildung illustriert die Konstruktion auf einem Intervall.

Zur bequemen Abb.2.5 illustriert Formulierung des wichtigen Approximations-
satzes 2.7 unten dient die folgende Notation:

Tensorprodukte

a) Fiir eine Menge M und einen Vektorraum E bezeichnen wir mit F(M, E) den Raum
aller Funktionen von M nach E. Fiir Teilmengen H € F(M) = F(M,K) und A C E wird
das Tensorprodukt definiert durch

H®A:= (Y dwlneN,geH, €A} C F(M,E). 2.4
k=1

b) Esist F(M)®E der Raum der E -wertigen Funktionen auf M mit endlichdimensionalem
Bild. In der Tat ist das Bild einer Funktion wie in (2.4) in der linearen Hiille [yy, ..., y,]
der Vektoren yy,...,y, € E enthalten. Fiir f € F(M, E) gelte umgekehrt f(M) C V fiir

einen Unterraum V von E mit dimV < oo. Ist dann {v,...,v,} eine Basis von V, so
n

hat man f(#) = > o(r) v mit skalaren Funktionen oy € F(M).

Theorem 2.7 (Approximationssatz)
Es seien K ein kompakter metrischer Raum und Y ein normierter Raum. Zu einer Funktion
feCK,Y)unde > 0 gibtes g € C(K) @ Y mit g(K) C co (f(K)) und || f — g llsup < €.

BEWEIS. Da f gleichmdfig stetig ist, gibt es n € N mit | f(®) — f(s)|| < e fiir

dt,s) < % Der prikompakte Raum K besitzt ein endliches %-Netz: K< U U; mit
j=1
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Ui=Uy(t), t; € K. Mit den Funktionen «; geméiB (2.3) setzen wir

o) = 21 G(f(1) € CR)BY. 25)
2

Wegen (2.3) ist g(¢) eine Konvexkombination von Werten von f, liegt also in der konvexen
Hiille co f(K) des Bildes von f. Weiter gilt fiir t € K

lf@O-goll = |l iaj(t)(f(t) -GNl < ¢ iaj(t) <e,
j= j=

da ja fiir o;j(¢) # O stets t € B; ist und somit || f(£) —f(#) || < & gilt. O
Die Argumente im Beweis des Approximationssatzes zeigen auch:

Satz 2.8
Es seien K ein kompakter metrischer Raum und Y ein separabler normierter Raum. Dann
ist auch der Raum C(K,Y) separabel.

BEWEIS. a) Fiir festes n € N ist die Menge Z, € C(K) der im Beweis von Theorem 2.7

o
konstruierten Funktionen {¢;} endlich, ihre Vereinigung Z = |J Z, also abzihlbar. Fiir
n=1
die Funktion g aus (2.5) gilt offenbarg € Z Q Y.
b) Nun sei A C Y eine abzidhlbare dichte Menge; dann ist auch die Menge Z ® A ab-
zihlbar. Zu f € C(K,Y) und ¢ > 0 wihlen wir g € Z ® Y wie in (2.5) und g; € A mit

I f@t)—ajll <e. Fir h(r) := Y ajtya; € Z QA gilt dann || h— g |lsup < € und somit
j=1

| A—f llsup < 2¢. Folglichist Z ® A dichtin C(K,Y). O
Aus Satz 2.8 folgt auch die Separabilitit von L, -Rdumen. Dazu benutzen wir

Raume stetiger Funktionen mit kompaktem Trager
Fiir eine Menge M C R” definieren wir den Raum

CcM) := {f € C(R") | supp f ist kompakte Teilmenge von M} .

Der Raum C.(R") der stetigen Funktionen auf R"” mit kompaktem Tréger ist dicht in
L,(R", 1) fiir 1 <p < oo (vgl. S.364 in Anhang A.3).

Satz 2.9
Fiir 1 < p < oo und jede messbare Menge 2 C R" ist L,(S2, ) separabel.
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Abb. 2.6 Illustration zum o o o
Beispiel ° ° e 0ol e °
o
o
€ €’ o 0
° ° ° ° °
ac 0 [° ¢
O )
° ° ° ° °
® o
o)

BEWEIS. a) Fiir eine kompakte Menge K C R" ist C.(K) € C(K) aufgrund der Sétze 2.8
und 2.6 beziiglich der sup -Norm separabel. Dies gilt erst recht beziiglich der schwécheren
L, -Norm.

b) Mit B, := B;(0) gilt C.(R") = |J C.(B;), da jede kompakte Teilmenge des R” in einem
j=1
geeigneten B; liegt. Somit ist der dichte Unterraum C.(R") von L,(R") separabel und

daher auch L,(R") separabel.

c) Fiir eine messbare Menge 2 C R" konnen wir L,(£2) mit einem abgeschlossenen
Unterraum von L,(R") identifizieren, indem wir die Funktionen aus L,(€2) durch 0 auf
ganz R" fortsetzen. Nach Satz 2.6 ist also auch L,(£2) separabel. O

Es gibt auch interessante Banachrdume, die nicht separabel sind:

Beispiel
Der Folgenraum £, ist nicht separabel. In der Tat enthilt £,, die liberabzihlbare Menge

E:= {e=()Z | g ==%1 fir j € No}.

Esist |e —€'| =2 fire,e’ € E mite # ¢ . Nun sei A eine dichte Menge in £,. Zu
€ € E wihlen wir a. € A mit || € —a, || < 1. Dann gilt a, # ao fire,e’ € E mite # €',
und daher kann A nicht abzihlbar sein (vgl. Abb. 2.6).

Dagegen sind die Folgenrdume cg,c¢ und ¢, fir 1 < p < o0 separabel
(s. Aufgabe 2.11).

2.3 Holder- und Sobolev-Normen

Nun stellen wir weitere wichtige Funktionenrdume vor. Holder-Bedingungen wurden 1934
von J.P. Schauder fiir Abschidtzungen bei elliptischen Differentialgleichungen verwen-
det; sie liefern eine Skala von Riumen stetiger Funktionen durch Quantifizierung ihrer
(gleichméBigen) Stetigkeit.
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Raume Holder-stetiger Funktionen
a) Es seien K ein kompakter metrischer Raum und 0 < & < 1. Eine Funktionf : K — K
erfiillt eine O -Holder-Bedingung zum Exponenten o, falls es C > 0 gibt mit

If®O-f(s)| < Cd(t, ) fiiralle t,s € K.
Der Raum all dieser Funktionen ist gegeben durch

AYK) = {f K — K| [flo = sup LOIOL < 00} .
tFs ”

Der Ausdruck [ ], ist eine Halbnorm auf A%(K). Mit

”f”A"‘ = [f]oz + ”f”sup

erhélt man eine Norm, unter der A“(K) dann ein Banachraum ist (vgl. Aufgabe 2.14).
Eine Holder-Bedingung zum Exponenten o = 1 heilit auch Lipschitz-Bedingung.

b) Ein abgeschlossener Unterraum von A*(K) ist fiir 0 < o < 1 der Raum

KK) = {f € A%(K) | lim 0| _ )

t,5)—0 d(t.s)*
aller Funktionen, die eine o -Holder-Bedingung zum Exponenten « erfiillen.

Satz 2.10
Fiir 0 < a < 1 ist eine in A*(K) beschrinkte Funktionenmenge H in C(K) relativ
kompakt.

BEWEIS. Die Funktionenmenge H ist gleichstetig, da

lfO-f)] < [flalt—s|"

fiir alle f € H gilt. Die Behauptung folgt also aus dem Satz von Arzela-Ascoli. %

Ab jetzt beschrinken wir uns auf Funktionen von einer Variablen, da wir dann be-
quem mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung argumentieren kénnen.
Entsprechende Ridume in mehreren Variablen werden im Aufbaukurs untersucht.

Raume differenzierbarer Funktionen

a) Der Raum C'[a,b] der stetig differenzierbaren Funktionen ist im Banachraum
(Cla,b], || llsup) nicht abgeschlossen, da die C! -Eigenschaft bei gleichmiBiger Konver-
genz nicht erhalten bleibt. In der Tat gibt es eine Folge in C'[-1, 1], die gleichmiiBig gegen
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Abb. 2.7 C!'-Approximation
der Betragsfunktion

‘()

die Betragsfunktion A : t +— |t| konvergiert (vgl. Abb.2.7); nach dem Weierstrafischen
Approximationssatz 5.7 ist sogar C [a, b] dichtin C[a, b].

b) Zur Vererbung der C' -Eigenschaft auf Grenzfunktionen benétigt man gleichmiBige
Konvergenz der Funktionenfolge und die der Folge der Ableitungen (vgl. etwa [Kaballo
20001, Satz 22.14 fiir eine etwas schirfere Aussage); diese wird von der C' -Norm

”f”Cl = ||f||sup+ ”f/ ”sup

beschrieben. Unter dieser Norm ist C![a, b] dann ein Banachraum.

¢)Fir0 <o < B <1 gelten die Inklusionen
C'la.b] € A'la,b] € APla,b] € A%[a,b] € A®[a,b] € Cla,b),
und fiir f € C'[a, b] hat man mit geeigneten Konstanten ;=0

£ llswp = 1f lae = Cglif llap sowie [[fllar = [If llct

d) Analog zu b) hat man fir m € N die Banachriume C"[a,b] der m-mal stetig
differenzierbaren Funktionen mit der C" -Norm

e = 5 1F© . 26)
k=0
e)FirmeNyund0 <« <1 ist
A™[a,b] := {f € C"[a,b] | f™ € A%[a,b]}
ein Banachraum unter der Norm

1f Name = 11 llen + 1F™ e

mit dem abgeschlossenen Unterraum

Amela bl = {f € C"[a,b] | f™ e A%[a,b])}.
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Sobolev-Normen

gehen fiir Funktionen von einer Variablen bereits auf S. Banach (1922) zuriick und wurden
fiir Funktionen von mehreren Variablen 1938 von S.L. Sobolev eingefiihrt. Fiir 1 < p < oo
werden sie auf C"[a, b] definiert durch

m ]/p
LS llwy == (kgo TS0 Ipdt> :

Unter diesen Normen sind die Rdume C™"[a, b] nicht vollstidndig; ihre Vervolistindigungen
heilen Sobolev-Riume W;”(a, b). Diese Rdume liefern, insbesondere fiir p = 2, ,,natiirli-
che Definitionsbereiche* fiir Differentialoperatoren. Sobolev-Ridume in mehreren Variab-
len spielen eine grofle Rolle bei der Untersuchung partieller Differentialgleichungen.

Satz 2.11 (Sobolev-Abschétzungen)
a) Fiir 1 < p < oo gibt es eine Konstante C = C, > 0 mit
If lswp < CIfllwy fiir f € C'la,b]. (2.7)

b) Fiirl <p < o0 seia = é =1~ . Es gibt eine Konstante C' = C,, > 0 mit

1
P

Ifllae < ClIf llwy fiir f € C'a,b. (2.8)

c) Fiir 1 < p < oo ist eine beziiglich der Sobolev-Norm || ”Wﬁ in C'[a, b] beschrinkte
Menge ‘H in Cla, b] relativ kompakt.

BEWEIS. a) Fiir f € C'[a, b] gibt es nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung einen
Punkt ¢y € [a, b] mit

o [V fs)ds = f(to).
Aus dem Hauptsatz ergibt sich dann
F@0) = f)+ [Lf@ydr = 3 [P f@ydr+ [ f(@)de
fiir alle 7 € [a, b], und daraus folgt (2.7) mit zl) + % =1 aus der Holderschen Ungleichung:
1/ llswp < 5 Il + 1/ N < B=a) 21 f NIz, + B =) || |-

b) Fiir 1 < p < oo und 117 + %} =1 ergibt sich weiter (2.8) aus

IfO-fs)| = | [ @de] < f g, |15V
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¢) Die Funktionenmenge H ist in A Yy [a, b] beschrinkt, nach Satz2.10 also in C[a, b]
relativ kompakt. O

Aussage c) ist fiir p = 1 nicht richtig, vgl. Aufgabe 5.13. Wir zeigen in Abschn. 5.4, dass
die Sobolev-Riume Wp1 (a,b) als Unterridume von Cla, b] realisiert werden konnen, vgl.
auch die Bemerkungen am Ende von Abschn. 3.2. Genauer identifizieren wir Wp1 (a,b) mit
dem Raum der stetigen Funktionen auf [a,b], die eine schwache Ableitung in L,[a, b]
besitzen.

24  Aufgaben

Aufgabe 2.1
Es seien M, N metrische Rdume und A € M x N kompakt. Zeigen Sie A C K x L fiir
geeignete kompakte Mengen K C M und L C N.

Aufgabe 2.2
Es seien X ein normierter Raum und xi,...,x, € E. Zeigen Sie, dass die konvexe Hiille
co{xy,...,x,} dieser Punkte kompakt ist.

Aufgabe 2.3
Es sei M ein metrischer Raum, sodass es fiir jedes ¢ > 0 ein prdkompaktes ¢ -Netz in M
gibt. Zeigen Sie, dass M prikompakt ist.

Aufgabe 2.4

Es seien X ein normierter Raum und A, B € X beschrinkt, prikompakt oder kompakt.
Untersuchen Sie, ob auchANB, AUB, A+ B, A und coA beschrinkt, prakompakt oder
kompakt sind.

Aufgabe 2.5
Gilt Lemma 2.3 auch fiir iiberabzihlbare Mengen A?

Aufgabe 2.6

Es seien M, N metrische Raume. Eine Funktionenmenge H C C(M,N) heiit punktweise
gleichstetig, falls folgendes gilt:

YaeMVe>035§>0VteMVfeH :dta) <§=df().f(a) <e.

Zeigen Sie, dass fiir kompakte metrische Riume K jede punktweise gleichstetige Menge
‘H € C(K,N) sogar gleichstetig ist.
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Aufgabe 2.7
Beweisen Sie die auf S.28 formulierte Erweiterung des Satzes von Arzela-Ascoli fiir
vektorwertige Funktionen.

Aufgabe 2.8
Essei 1 < p < oo. Zeigen Sie, dass eine beschrinkte Menge A C £, genau dann
prikompakt ist, falls gilt:

o0
lim sup ) |x|” = 0.

m—00 y= (X)EA j=m

Aufgabe 2.9
Zeigen Sie fiir eine beschriinkte Menge A C ¢y die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(a) Die Menge A ist prikompakt.
(b) Esgilt lim sup |x,| = 0.

0 x=(xj)eA

(c) Es gibt eine Nullfolge b = (b)) € co mit |x;| < b; fiirallex € A undj € N.

Aufgabe 2.10
Es sei M ein metrischer Raum. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(a) Der Raum M ist separabel.
(b) Jede offene Uberdeckung von M besitzt eine abzéihlbare Teiliiberdeckung.
(c) Fiir jedes ¢ > 0 besitzt M ein abzdhlbares ¢ -Netz.

Aufgabe 2.11
Beweisen Sie die Separabilitit der Folgenrdume co und €, fiir 1 <p < co.

Aufgabe 2.12
Bestimmen Sie den Abschluss des Raumes C.(R") in £,,(R").

Aufgabe 2.13
Zeigen Sie, dass der Raum L [0, 1] nicht separabel ist.

Aufgabe 2.14
Zeigen Sie, dass die Riume A%(K), A*(K), C"[a,b], A"™“[a,b] und A"*[a,b] Banach-
riume sind.

Aufgabe 2.15
Essei 0 < a < 1. Zeigen Sie || € ||panr; = 1+ ck® fiir alle kK > 0 mit einer von k
unabhingigen Konstanten ¢ = c(«) > 0.
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Aufgabe 2.16

Charakterisieren Sie die prikompakten Teilmengen von (C'[a,b],|| [c1). Ist die ab-
geschlossene Einheitskugel dieses Banachraums auch im Banachraum (Cla, b, || |lsup)
abgeschlossen?

Aufgabe 2.17

Es seien K ein kompakter metrischer Raumund 0 < @ < 8 < 1.

a) Zeigen Sie, dass eine beschrinkte Menge A C A%(K) genau dann prikompakt ist, falls
gilt:

[f ()| = 0.

lim sup TG0

d(s,H)—0 feA
b) Folgern Sie, dass eine beschriinkte Teilmenge von A?(K) in A%(K) prikompakt ist.

Aufgabe 2.18

a) Zeigen Sie, dass fiir 0 < o < 1 eine beschrinkte Teilmenge von A"™*[a, b] in C"'[a, b]
prakompakt ist.

b) Zeigen Sie, dass fiir | < p < oo eine beziiglich der Sobolev-Norm || ||W;n+1 in
C"*![a,b] beschrinkte Menge auch in A™ 1/tf[a, b] beschrinkt und in C"[a,b] relativ
kompakt ist.
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Fragen

1. Wie kann man die ,,Grof3e‘ einer Matrix messen oder abschitzen?

2. Zeigen Sie, dass ein linearer Operator zwischen endlichdimensionalen Banachréu-
men automatisch stetig ist. Gilt dies auch im unendlichdimensionalen Fall?

3. Wie kann man lineare Differentialoperatoren als stetig auffassen?

In diesem Kapitel stellen wir stetige oder beschrdnkte lineare Operatoren zwischen
normierten Raumen vor und behandeln erste wichtige Beispiele, insbesondere Integral-
und Differentialoperatoren. Wir diskutieren Isometrien und Isomorphien und zeigen ein
einfaches Fortsetzungsprinzip, das u. a. bei Integralkonstruktionen verwendet wird.

Lineare Abbildungen
Es seien E, F' Vektorraume iiber K = R oder K = C. Eine Abbildung 7 : E — F heif3t
linear, falls

Taxi+x) = aTlx)+T(x) fir x;,x, e E,xeK,
gilt. Der Nullraum oder Kern von T,
N(T) = TH0} = {x€ E|T(x) = 0}
ist ein Unterraum von E, das Bild (,,Range )
R(T) = T(E) = {T(x) |x € E}
von T ist ein Unterraum von F.
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3.1 Operatornormen

Wir beginnen mit Charakterisierungen der Stetigkeit linearer Abbildungen:

Satz 3.1
Fiir normierte Ridume X, Y und lineare Operatoren T : X — Y sind dquivalent:

(@) IC=0VxeX: [T =Clx].
(b) T ist gleichmdfig stetig auf X.

(c) T istin einem Punkt a € X stetig.

(d) T istim Nullpunkt Q0 € X stetig.

(e) Esgilt|T| := sup [|T(x)| < o0.

xl=<1

BEWEIS. ,,(a) = (b)*“Manhat | TxX)-T® || =1Tx-y) || < C|lx—y| aufgrund der
Linearitdt von T ; in (2.1) kann also § = % gewdhlt werden.

»(b) = (¢) “ist klar.

»(c) = (d)“: Fir eine Folge x, — 0 gilt x, + a — a, nach (c) also
T(x,)+T(a) = T(x, +a) — T(a)und somit T(x,) — 0.

»(d) = (e)*“: Andernfalls gibt es fiir alle n € N Vektoren x, € X mit ||x, || < 1 und
| T(x,) || > n. Dies liefert den Widerspruch %xn — 0, aber T(%xn) 4 0.

»(€) = (a)*“: Firx # 0 ist || m || =1, also || T(m) I < |IT]|,und daher gilt

[T < I TN x|l firalle xeE. ¢ 3.1

Bemerkungen und Definitionen

a) Nach Satz 3.1 ist also ein linearer Operator 7 : X — Y genau dann stetig, wenn er
die Einheitskugel B = Bx von X in eine beschrinkte Teilmenge von Y abbildet oder
wenn er alle beschriankten Teilmengen von X in beschrinkte Teilmengen von Y abbildet.
Daher nennt man stetige lineare Operatoren oder Linearformen auch beschrdnkte lineare
Operatoren oder Linearformen.

b) Im Fall dimX < oo ist ein linearer Operator 7 : X — Y automatisch stetig; wir
zeigen dies in den Ausfiihrungen a) zu Matrizen-Normen auf S.51. Typische Beispiele
unstetiger linearer Operatoren in normierten Rdumen sind Differentialoperatoren, vgl. das
Beispiel auf S.56. Dort wird auch ein unstetiger linearer Operator auf einem Banach-
raum konstruiert; die Existenz solcher Beispiele ist wegen des Satzes vom abgeschlossenen
Graphen 8.10 nicht offensichtlich.

¢) Das in Satz 3.1 (e) definierte Supremum || 7 || ist wegen (3.1) die minimal mogliche
Konstante C in Satz 3.1 (a) und definiert eine Norm auf dem Vektorraum L(X, Y) aller ste-
tigen linearen Abbildungen von X nach Y. Statt L(X, X) schreiben wir einfach L(X) . Der
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