In diesem Kapitel werden wir Trajektorien geladener Teilchen in elektromagnetischen
Feldern behandeln. Kollektive Effekte des Plasmas spielen hier keine Rolle. Fiir die
Plasmaphysik ist die Einzelteilchenbewegung jedoch von besonderem Interesse. In der
kinetischen Theorie werden daraus die Fliissigkeitsgleichungen des Plasmas hergeleitet.
Aus der Bewegung der Teilchen werden dann Fliissigkeitsstromungen und elektrische
Strome. Im néchsten Kapitel werden wir die Fliissigkeitsgleichungen analysieren. Dabei
ist es sehr interessant, wie die Einzelteilchenbewegung aus diesem Kapitel in der Fliis-
sigkeitsbewegung, die aus ganz anderen Gleichungen hergeleitet wird, ihr Pendant findet.
Die Einzelteilchenbewegung ist aulerdem sehr wichtig fiir die Beschreibung von Verlust-
mechanismen bei magnetisch eingeschlossenen Plasmen, aber auch in vielen Bereichen
der extraterrestrischen Physik.

Wir beginnen mit Trajektorien geladener Teilchen in homogenen Feldern, erlauben
dann Inhomogenititen und betrachten abschliefend den Einfluss zeitabhingiger elek-
tromagnetischer Felder. Als Beispiel behandeln wir Teilchenbahnen im Magnetfeld der
Erde.

2.1 Homogene Magnetfelder

Ausgangspunkt ist die Bewegungsgleichung fiir ein geladenes Teilchen im rdumlich und
zeitlich konstanten Magnetfeld. Neben der Lorentz-Kraft soll eine konstante Kraft F auf
das Teilchen wirken. Fiir ein Teilchen der Masse m und der Ladung ¢ gilt die Newton’sche
Bewegungsgleichung der Form

mv=qvxB+F. @2.1)
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Abb. 2.1 Gyrationsbewegung geladener Teilchen im Magnetfeld

Die z-Achse des in Abb. 2.1 dargestellten Koordinatensystems zeige in Richtung des
Magnetfeldes. Aus (2.1) folgt dann das gekoppelte System von Differentialgleichungen

. gB F,
Vi=+—V, + —, 2.2)
m - m
B F
=Ly ¢ 2.3)
i m m
. F.
i, = 2, 2.4)
m

Die Bewegungsgleichung parallel zum Feld ist identisch mit dem Fall ohne Magnetfeld.
Man findet eine gleichférmig beschleunigte Bewegung. Durch Integration folgt, mit den
entsprechenden Anfangsbedingungen, fiir die z-Komponente der Trajektorie:

— F, 2
z2(t) = 20 + Vot + —1°. (2.5)
2m
Die Gleichungen senkrecht zu B entkoppeln wir durch Differenzieren von (2.2) und

Einsetzen von (2.3). Das Resultat ist eine Differentialgleichung fiir den harmonischen
Ostzillator, modifiziert mit einem zusitzlichen Kraftterm:

B B\’ B
v =Ly = (‘J_> v+ L, (2.6)
m - m m

und entsprechend fiir die andere Komponente:

2
. 4B 9B
Vy =— (—) Vy — ﬁFx (27)

m
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Wir sehen schon hier, dass das Magnetfeld die Wirkung einer Kraft in die Richtung senk-
recht zu B und F umlenkt. Eine Kraft in y-Richtung erscheint nur in der Gleichung fiir die
x-Komponente, wogegen F in dieser Gleichung fehlt.

2.1.1 Teilchenbewegung ohne zusitzliche Kraft

Fiir den Fall ohne externe Kraft liefern (2.6) und (2.7) periodische Losungen fiir die bei-
den Geschwindigkeitskomponenten senkrecht zum Magnetfeld. Die Winkelfrequenz der
periodischen Bewegung ist als Gyrationsfrequenz gegeben durch
_ 418
=

2.8)

We

Wir definieren die Gyrationsfrequenz so, dass sie fiir Elektronen negative Werte annimmt.
Dies ist bei der Behandlung von Plasmawellen von Vorteil.

Fiir Anwendungen werden meist Werte fiir die Frequenz f. = |w./27| benétigt, zu
deren Berechnung die Beziehungen

28B (GHz) fiir Elektronen
‘ 15Z;B/A; (MHz) fiir Ionen
niitzlich sind. Hier stehen A; fiir die Massenzahl und Z; fiir die Ladungszahl der Ionen.
Zur Berechnung der Teilchenbahn stellen wir die Anfangsbedingung v(1=0) = v e,.
Aus dem homogenen Anteil der Differentialgleichung (2.6) folgt die Losung fiir v, und
daraus, mit (2.2), die Losung fiir v,. Wir finden:
Vy = +V | COS w.l, 2.9)
Vy ==V sinwt. (2.10)

Durch Integration der Geschwindigkeiten iiber die Zeit erhalten wir, mit den Anfangs-
bedingungen x(0) = x¢ und y(0) = yo + pr, die Bahnkoordinaten

X(t) = xo = % sin we, @2.11)

Vi Vi
y(t) —yo— pr = — cosw.t— —  oder
W, .

Vi
() —yo = — cos wt, (2.12)
w,

C

wobei aus der y-Komponente bei t = 0 eine Bedingung fiir den Bahnradius, genannt
Larmor-Radius, folgt:

(2.13)

Das Teilchen bewegt sich also auf einer Kreisbahn mit dem Radius p;, um den Punkt
(X0, yo)-
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Der Energieinhalt von Plasmen wird in der Regel durch die Temperatur charakterisiert.
In einem solchen Fall macht es Sinn, einen charakteristischen Larmor-Radius anzuge-
ben, indem man v, durch die mittlere thermische Geschwindigkeit bei der Temperatur T
ersetzt. Aus %mvi =T (zwei Freiheitsgrade) folgt

2mT
lg|B

or = (2.14)

Um den Drehsinn der Bahn herauszufinden, verfolgen wir ein Ion, das bei (xg,yo+,0.) in die
positive x-Richtung startet (siche Abb. 2.1). An (2.10) sehen wir, dass v, fiir # > 0 negativ
wird. Das heif}t, positive Ladungen werden nach rechts unten abgelenkt. Eine negative
Ladung lassen wir mit v; < O starten. Wegen ¢ < 0 werden der Sinus und damit v,
negativ. Negative Ladungen laufen also nach links unten.

Schaut man also den Feldlinien entgegen, so bewegen sich Ionen im und Elektronen
gegen den Uhrzeigersinn. Oder man nimmt die Hénde zur Hilfe, wobei der Daumen
in Richtung der Feldlinie zeigen muss. Dann zeigen die Finger der rechten Hand die
Drehrichtung der Elektronen an und die der linken Hand, die der Ionen.

Wie in Abb.2.2 zu sehen, kann der Gyrationsbewegung eine Geschwindigkeit paral-
lel zum Magnetfeld iiberlagert sein, sodass die Bewegung der Teilchen spiralféormig um
die Feldlinie erfolgt. Der Gyrationsmittelpunkt, genannt Fiihrungszentrum der Bewegung,
folgt der Feldlinie. Bei Kenntnis des Larmor-Radius und der Gyrationsfrequenz ist die
Bewegung des Teilchens mit der Trajektorie des Fithrungszentrums bestimmt.

Abb. 2.2 Den Gyrationsbewegungen eines Elektrons (oben) und eines Ions (unten) ist eine
gleichformige Bewegung parallel zum Magnetfeld iiberlagert
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2.1.2 Einfluss einer Kraft auf die Teilchenbahn

Wir haben gesehen, dass eine Kraft parallel zum Magnetfeld zu einer gleichformig
beschleunigten Bewegung fiihrt. Jetzt werden wir den Einfluss einer Kraft senkrecht
zum Magnetfeld untersuchen. Wir drehen das Koordinatensystem so, dass die Kraft in
x-Richtung zeigt (vgl. Abb.2.1). Wegen (2.6) bleibt die Bewegung in x-Richtung unver-
andert, und v, wird weiter durch (2.9) beschrieben. Die Losung fiir die y-Richtung folgt
durch Einsetzen von v, in (2.2). Wir l6sen die Gleichung auf und finden:

Vy = =V Sinwet — —. (2.15)
) 4B
Der Gyrationsbewegung ist eine gleichméfige Bewegung in Richtung senkrecht zu B
und zu F iiberlagert. Bei Untersuchungen, in denen die Teilchenbahnen eine Rolle spie-
len, ist meist der genaue Verlauf der Gyrationsbewegung von untergeordnetem Interesse.
Die relevante GroBe ist der iiber eine Gyration gemittelte Aufenthaltsort, das sog. Fii-
hrungszentrum. In dieser Fiihrungszentrumsndherung bewegen sich Quasiteilchen im
Fiihrungszentrum der richtigen Teilchen. Die Krifte treten nur noch als Driftbewegung
des Fiihrungszentrums zutage.

Die Driftbewegung, oder die Bewegung des Fiihrungszentrums senkrecht zum Magnet-
feld, folgt aus der Mittelung der senkrechten Geschwindigkeitskomponente iiber die
Gyrationsbewegung

2

We oc
Vo = (v1), = E/ v, dr. (2.16)
0

Die x-Komponente der Geschwindigkeit sowie der erste Term von (2.15) verschwinden
durch die Mittelung. Der zweite Term resultiert in der Driftbewegung und die Kompo-
nente parallel zu B bleibt unverdndert. Fiir beliebige Kraftvektoren konnen wir die Drift
schreiben als

_F><B

=—. 2.17
VD 4B ( )

Das Vektorprodukt trigt der Tatsache Rechnung, dass die Bewegung senkrecht zum
Magnetfeld und zur Kraft erfolgt. Das Vorzeichen ist positiv, denn eine Kraft in x-Richtung
erzeugt bei einem Magnetfeld parallel zu z eine Ionendrift in die negative y-Richtung.
Das Zustandekommen der Drift kénnen wir durch Abb. 2.3 anschaulich verstehen. Dazu
stellen wir uns vor, ein Elektron starte am unteren Scheitel seiner Gyrationsbahn in Rich-
tung der Kraft F. Durch die Komponente der Kraft parallel zur Bewegungsrichtung wird
das Elektron zunéchst beschleunigt, sodass v, zunimmt. Erst im nédchsten Quadranten des
Gyrationskreises lduft das Elektron der Kraft entgegen. Es wird nun abgebremst, um am
oberen Scheitel wieder auf seine Ausgangsgeschwindigkeit zu kommen. Im Mittel 1duft
das Elektron also mit erhohter Geschwindigkeit durch die rechte Bahnhilfte, wogegen
die gleiche Uberlegung fiir die linke Hilfte zu einer verringerten Geschwindigkeit fiihrt.
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Abb. 2.3 Entstehung einer Teilchendrift durch eine Kraft, gezeigt fiir die Drehrichtung eines
Elektrons

Daraus folgern wir, dass der Larmor-Radius (2.13) bei dieser Bewegung nicht konstant
sein kann. In der rechten Hilfte der Bahn wird der Larmor-Radius grofer ausfallen als
in der linken. Dies hat aber zur Folge, dass sich die Bahn nicht mehr schlieft und das
Elektron nach Ablauf eines Zyklus’ nach oben versetzt ist. Fiir ein Ion fiihrt die analoge
Uberlegung zu einer Drift nach unten.

Wichtige Beispiele fiir die Drift resultieren aus der Coulomb-Kraft und der Gravita-
tionskraft. Das Vorzeichen der Coulomb-Kraft hiangt von der Ladung des Teilchens ab,

F =qE.
Daraus resultiert die E x B-Drift

ExB
ExB _
VD = 32 .

(2.18)

Wie auch in Abb. 2.4 zu sehen, ist die ExB-Drift fiir positiv und negativ geladene Teil-

chen gleichgerichtet, und Elektronen und Ionen driften mit derselben Geschwindigkeit. In

einem Plasma fiihrt die £ x B-Drift daher in der Regel nicht zu einem elektrischen Strom.
Die Gravitationskraft

mM
F=mg=y,—r, (2.19)
K
die ein Teilchen durch einen Korper der Masse M im Abstand r erfihrt,' fiihrt zur
Gravitationsdrift

¢ mgxB
vp = B (2.20)
Wir haben g so definiert, dass an der Erdoberfliche dafiir die Gravitationskonstante

eingesetzt werden kann. Im allgemeinen Fall muss g aber aus (2.19) berechnet werden.

y, =3,57627x 1078 m3c?/kgs® = 1,07 x 10 m’/eVs*
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Abb. 2.4 Qualitative Trajektorien geladener Teilchen im Magnetfeld unter Einwirkung eines
elektrischen Feldes

Die Gravitationsdrift hingt vom Vorzeichen der Ladung ab und fiihrt fiir Elektronen
und Ionen in entgegengesetze Richtungen. Bei Anwesenheit vieler Teilchen entsteht aus
den Driften der Ionen und Elektronen eine elektrische Stromdichte j = en(vp; — vp,) der
Form

x B

38 = n(m, + mi)g?

(2.21)
Diese Strome spielen in astrophysikalischen Plasmen eine wichtige Rolle. So kann
man die Entstehung von Rayleigh-Taylor-artigen Instabilititen iiber die Gravitationsdrift
erkldren. Es sei aber eindringlich davor gewarnt, die Einzelteilchendriften direkt in Plas-
mastromungen zu iibertragen. Zur Berechnung von Teilchenstrémungen und elektrischen
Stromen muss sorgfiltig iiber die Verteilungsfunktionen der Teilchen gemittelt werden.
Das Resultat ist nicht unbedingt gleich der Summe der Einzelteilchendriften. Ex B- und
Gravitationsdrift iiberleben den Mittelungsprozess, und wir werden die gleichen Driften
in den Fliissigkeitsgleichungen wiederfinden. Die Driften im néchsten Abschnitt tauchen
in den Fliissigkeitsgleichungen aber nur versteckt wieder auf.

2.2 Inhomogene Magnetfelder

In einem nidchsten Schritt lassen wir eine rdumliche Variation der Magnetfelder zu.
Drei Fille wollen wir unterscheiden: Feldstirkendnderungen senkrecht und parallel zur
Magnetfeldlinie sowie gekriimmte Feldlinien. Natiirlich lassen die Maxwell-Gleichungen
nicht jede beliebige Feldkonfiguration zu. Ein gekriimmtes Magnetfeld wird immer auch
eine raumlich variierende Feldstirke aufweisen. Doch die betrachteten Effekte verhalten
sich additiv und konnen somit einzeln untersucht werden. Wir vernachlédssigen hier die
externe Kraft und legen den Ursprung des Koordinatensystems in das Zentrum der
Gyrationsbewegung zum Zeitpunkt ¢ = 0.
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Abb. 2.5 Trajektorien y A
geladener Teilchen im
inhomogenen Magnetfeld
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2.2.1 Inhomogenitat senkrecht zum Magnetfeld

Wir beginnen mit einem Magnetfeld in die z-Richtung mit veréinderlicher Feldstirke nur in
y-Richtung (siehe Abb.2.5). Weiterhin sei die Anderung der Feldstirke auf einer Strecke
der Linge pr, klein gegen B selbst, also |VB|p;, < B. Damit kénnen wir uns bei der Ent-
wicklung des Magnetfeldes um das Fithrungszentrum bei (0, 0) auf Terme erster Ordnung
in y beschrinken. Es ist also

0B
B = B(y)e; ~ Boe, + —
ay lo

ye,. (2.22)
Unter diesen Voraussetzungen konnen wir davon ausgehen, dass sich die Gyrationsbahn
der Teilchen von der Bahn im homogenen Magnetfeld nur wenig unterscheidet.

Wir wollen zunichst berechnen, wie sich die Inhomogenitit auf die Lorentz-Kraft
auswirkt. Wir setzen die Entwicklung bis zur ersten Ordnung in die Formel fiir die
Lorentz-Kraft ein und finden fiir die Kraftkomponenten senkrecht zum Magnetfeld:

oB
F,~+qvy, | Bo+ —Yy |, (2.23)
J ay
oB
F,~—qgvi|(Bo+—Yy]|. (2.24)
J ay

Da die Variation des Feldes iiber die Bahn gering sein soll, konnen wir zur Berech-
nung von F die Parameter der ungestorten Bahn (2.9)—(2.12) einsetzen. Aus diesem
storungstheoretischen Ansatz folgt:

2

vi 0B .
— sin(w,1) cos(w,1), (2.25)
W, 9y

F,=-qv,Bysinw.t—

)
VL 92 cos(wed). (2.26)
dy

Fy, =—qv,Bycos w.t -
C
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Uns interessiert nicht, wie der Korrekturterm die schnelle Gyrationsbewegung im Detail
modifiziert. Wichtig ist nur der mittlere Einfluss des Gradienten auf die Bahn. Daher
flihren wir wieder eine Zeitmittelung iiber eine Gyration nach (2.16) durch. Dadurch
verschwinden F, sowie der erste Terme von F,, und der Einfluss des Gradienten im
Magnetfeld resultiert in einer effektiven Kraft, die nach Einsetzen der Gyrationsfrequenz
die Form hat?:

(Fy); =0 (2.27)
(F ) 1 ,109B (2.28)
=——mv| ——. .
e 2By ay
Bei einer beliebigen Richtung des Feldgradienten senkrecht zum Magnetfeld kann man
die Beziehung verallgemeinert schreiben als

(F), = —=mv} ——. (2.29)

Die Kraft auf die Teilchen wirkt in Richtung geringerer Magnetfeldstirke. Es han-
delt sich dabei um den gleichen Mechanismus, der diamagnetische Stoffe aus einem
Magnetfeld herausdriickt. Durch ihre Gyrationsbahnen und den damit verbundenen Stro-
men senken Elektronen und Ionen das Magnetfeld ab, d. h. beide Teilchensorten verhalten
sich diamagnetisch.

Die mittlere Kraft fithrt nach (2.17) zu einer Drift. Mit der Energie W, in der Senkrecht-
bewegung der Teilchen erhalten wir einen allgemeinen Ausdruck fiir die Gradientendrift
(auch VB-Drift genannt):

vpo WaViBxB (2.30)
q B
Die Driftrichtung ist wieder leicht nachzuvollziehen: In Abb. 2.5 drehen sich die Elek-
tronen gegen den Uhrzeigersinn. Da das Magnetfeld rechts erhoht ist, ist dort der
Larmor-Radius kleiner als auf der linken Seite, was fiir die Elektronen zu einer Drift nach
unten fiihrt. Fiir Ionen, die sich im Uhrzeigersinn drehen, fiihrt diese Uberlegung zu einer
Drift nach oben.

2.2.2 Gekriimmte Magnetfeldlinien
Als Nichstes betrachten wir gekriimmte Feldlinien. Wie in Abb. 2.6 zu sehen, liege der

Kriimmungsradius Ry, der die Kriimmung der Feldlinie definiert, in der -r-Ebene eines
Koordinatensystems. Eine schnelle Losung des Problems resultiert daraus, dass wir ein

2(w5/271)f02”/w” cos?dr = §
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Abb. 2.6 Geometrie zur Berechnung der Kriimmungsdrift

mitbewegtes Koordinatensystem verwenden, in dem das Teilchen eine Zentrifugalkraft
erfahrt, der Form

F,= —le = —LR,. 2.31)

Mit (2.17) folgt daraus die Kriimmungsdrift. Sie hingt von der kinetischen Energie W) der

Teilchen in der Parallelbewegung ab und ist geben durch

Vk _ 2W|| Rk X B
PTgR: B

(2.32)

Fiir eine formale Ableitung transformieren wir die Bewegungsgleichung in ein beschleu-
nigtes Koordinatensystem, das dem auf einer Kreisbahn bewegten Teilchen folgt. Der
Ursprung des Systems bewege sich mit rf = v entlang der Feldlinie. Dann gilt fiir die
Koordinaten r und z im mitbewegten System

F—r0? = —wz, (2.33)
rd +2i6 =0, (2.34)
= w.f. (2.35)

Die Gyrationsbewegung um die Feldlinie fiihrt dazu, dass im zeitlichen Mittel r = Ry
sein wird, sodass # = 0 ist. Durch Einsetzen von § = v;/R; folgt aus (2.33) direkt die
Kriimmungsdrift vp = z.

Wie schon erwéhnt, wird die Form des Magnetfeldes durch die Maxwell-Gleichungen
eingeschriankt. So muss im stromfreien Raum

VxB=0 (2.36)

erfiillt sein. Wir wollen jetzt untersuchen, welche Konsequenzen das fiir ein gekriimmtes
Magnetfeld hat. Dazu beschreiben wir das Feld in Zylinderkoordinaten und nédhern die
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Feldlinie am Ort des Teilchens durch ein Kreissegment an. Das Feld hat dann nur eine
6-Komponente (B = By), und es folgen aus r- und z-Komponente von (2.36):

B
(VxB),=—=0, 2.37)

0z

10
(VxB),=-—rB=0. (2.38)

ror

Die erste Gleichung besagt, dass das Magnetfeld nicht von z abhidngen kann und also in
Richtung senkrecht zum Kriimmungskreis konstant sein muss. Nach der zweiten Glei-
chung muss die Feldstirke eines gekriimmtes Magnetfeldes umgekehrt proportional zu r
sein. Mit der Nebenbedingung, dass die Feldstirke fiir » = Ry gleich By ist, muss gelten:

R
B=By—. (2.39)
r

Eine Kriimmung von Feldlinien geht daher immer mir einem Gradienten in der Feld-
stirke in Richtung Kreismittelpunkt einher. Bei gekriimmten Feldlinien treten daher
immer Kriimmungs und Gradientendrift auf. Beide Driften kann man in die gleiche Form
iiberfiihren. Denn es gilt:

V.B
B

Ry

. 2.40
e (2.40)

r=Ry,
Die Gesamtdrift in einem gekriimmten Magnetfeld ist mit (2.30) also gegeben durch

RkXB

— VB k _
Vp =Vp + Vp = (WJ_ + ZWH)W (241)
VB x B
=—(W +2W)) 3 (2.42)
9B

Diese Zusammenfassung gilt nur in stromfreien Gebieten. Wenn Stréme am Ort der Drift
das Magnetfeld stark verindern, gilt (2.36) nicht mehr, und die beiden Driften miissen
getrennt aus dem tatsidchlichen Feld berechnet werden.

2.2.3 Inhomogenitat parallel zum Magnetfeld

In den bisherigen Uberlegungen war die Bewegung parallel zum Magnetfeld identisch mit
einer Bewegung im feldfreien Raum. Das #ndert sich, wenn wir eine Variation der Feld-
stirke entlang der Feldlinie zulassen. Eine Anordnung, die diese Voraussetzung erfiillt,
ist der in Abb. 2.7 zu sehende magnetische Spiegel. Die Feldstiarke entspricht der Feld-
liniendichte, und nimmt mit der z-Koordinate zu. Wir nehmen an, dass das Magnetfeld
rotationssymmetrisch um die z-Achse ist. In Zylinderkoordinaten (r,6,z) hat das Feld dann
die Form (B,,0,B;). Weiterhin fordern wir, dass |B,| < |B;| sein soll.



26 2 Geladene Teilchen im Magnetfeld

Prazession

B Gyration
r
Y. >
IS Y Z
e/ .
U Reflexion
BA
B, |- s
B, .
V4

Abb. 2.7 Magnetfeldgradient parallel zu den Feldlinien. Gyrations- und Prizessionsbahn sowie die
Reflexion eines Elektrons im magnetischen Spiegel sind eingezeichnet

Welche Driften kénnen wir aus unseren Kenntnissen heraus erwarten? Wie gezeigt,
nimmt bei gekriimmten Feldlinien die Feldstirke in Richtung des Kriimmungsradius ab.
Dieser Gradient zusammen mit der Kriimmung der Feldlinien fiihrt zu einer azimutalen ()
Drift, die fiir Elektronen in die positive 6-Richtung geht (siehe Abb. 2.7). Die Teilchen pri-
zedieren also um die Symmetrieachse der Konfiguration. Da das Feld keine 6-Komponente
hat, sind dagegen keine Driften in radialer Richtung zu erwarten.

Der neue Aspekt liegt in der Bewegung parallel zum Magnetfeld. Zur Berechnung
benotigen wir die Komponenten des Magnetfeldes, die aus seiner Divergenzfreiheit folgen:

19 dB,
V-B=-—(@B,)+—=0. (2.43)
ror 0z
Wie zu erwarten, hiingt die radiale Komponente des Feldes mit der Anderung der Feldsti-
rke in axialer (z) Richtung zusammen. Wir 16sen die Gleichung durch Integration iiber r
und finden:

1 (", 0B 9B
B/(r,2) = —— / ary 2B T 9B (2.44)
rJo 0z 2 0z

Bei der Integration wurde verwendet, dass im Integranden der Gradient eine langsam ver-
anderliche Funktion von r ist, verglichen mit  selbst. Das Resultat kann dann angenéhert
werden durch den Gradienten an einer charakteristischen Stelle, multipliziert mit dem In-
tegral iiber . Im Folgenden ist diese Forderung sehr gut erfiillt, denn wir werden unsere
Analyse auf die Nédhe der Achse beschrinken.

Das Fiihrungszentrum des Teilchens befinde sich bei = 0. Das Teilchen ist also um
einen Larmor-Radius von der Achse entfernt. Wegen B, # 0 hat die Lorentz-Kraft eine
Komponente in z-Richtung und die Parallelbewegung folgt der Bewegungsgleichung
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mv, = —qvgB,. (2.45)
Mit (2.44) folgt:
. r 0B, el r 0B, (2.46)
mv, = qvy—— =—|qvy| = , .
ST T,

wobei das Vorzeichen fiir positive und negative Ladungen gleich ist, denn bei Elektronen
ist die Ladung und bei Ionen vy negativ. Die Grofen r und vy sind durch die schnelle Gy-
rationsbewegung um die Feldlinie bestimmt. Wir setzen dafiir den Larmor-Radius (2.13)
und die Senkrechtgeschwindigkeit ein. Dies fiihrt uns zum Ergebnis

1 2
smvy 0B,
my, = -2—= % (2.47)
B 0z

Die Inhomogenitit der Feldstirke resultiert also in einer Kraft, die dem Gradienten der
Feldstirke entgegengerichtet ist. Die Teilchen werden auf ihrem Weg nach rechts abge-
bremst und koénnen, wenn v nicht zu grof} ist, im ansteigenden Magnetfeld reflektiert
werden. Man spricht dann von einem magnetischen Spiegel.

Verallgemeinert auf eine nicht axiale Feldlinie lautet die Bewegungsgleichung

m\"H = —/LV”B. (248)

Dabei haben wir das magnetische Moment des Teilchens eingefiihrt, das Thema des
nichsten Abschnitts. Es ist definiert als

1 2
smvy

2
n="0 (2.49)
Zunichst wollen wir die Frage beantworten, wie es um die Erhaltung der kinetischen
Energie des Teilchens steht. Die Energieerhaltung kann nur erfiillt sein, wenn sich die
Senkrechtkomponente der Geschwindigkeit entgegengesetzt zur parallelen Komponente
andert. Dass das auch tatsédchlich geschieht, folgt aus dem Faraday-Gesetz, welches fiir
einen geschlossenen Stromleiter das Integral des elektrischen Feldes im Leiter ¢ mit der

Anderung des magnetischen Flusses durch die eingeschlossene Fliche S verbindet:

d
%E-dl:——/B.dS. (2.50)
dr Jg

c

Wir wenden diese Gleichung entsprechend Abb. 2.8 auf ein gyrierendes Elektron an, be-
geben uns dazu in das mit v bewegte Bezugssystem und ersetzen die Gyrationsbahn
durch einen Ringleiter. Dann definiert der Larmor-Radius die Fliche und den Um-
fang des Leiters. Die aufgespannte Fliche liegt senkrecht zum Magnetfeld am Ort des
Fithrungszentrums. Fiir ein nicht explizit zeitabhdngiges Magnetfeld gilt damit:
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Abb. 2.8 Umwandlung von Parallelenergie in Senkrechtenergie eines Elektrons durch einen
Gradienten im Magnetfeld parallel zu B. FZ deutet das Fiihrungszentrum der Teilchenbahn an

dB
2npLEy = —71,025 = —n,oz(VHB)v”. 2.51)

Fiir ein Elektron, das ja in die positive 6-Richtung gyriert, resultiert aus dem induzierten
elektrischen Feld eine Kraft der Form

1 VB

m‘./ﬁ = m\./J_ = —eEg = EmVJ_VH?. (252)

Die Richtungen der Vektoren sind Abb. 2.8 zu entnehmen. Wihrend die Parallelbewegung
verlangsamt wird, beschleunigt das elektrische Feld die Senkrechtbewegung.

Bei der Anwendung des Faraday-Gesetzes auf die Gyrationsbahn in (2.51) haben wir
den Larmor-Radius als konstant angenommen. Indem sich v, und B dndern, éndert sich
natiirlich auch p;, = mv, /eB. Wenn wir diese zeitlichen Abhingigkeiten in (2.51) be-
rlicksichtigten, so wiirde sich, wie in Abschn. 2.2.4 nachzulesen, der Fluss durch die Bahn
nicht dndern und daraus Ey = O resultieren. Die hier durchgefiihrte Rechnung liefert den
physikalischen Grund fiir die Beschleunigung der Senkrechtbewegung der Teilchen, die
letztlich dazu fiihrt, dass der magnetische Fluss durch die Teilchenbahn erhalten bleibt.
Fiir die Abhiéngigkeit des Larmor-Radius von einem zeitlich variablen Magnetfeld konnen
wir aus (2.52) mit Ey aus (2.51), wobei die totale Zeitableitung durch eine partielle zu
ersetzen ist, auch folgende Beziehung ableiten:

v 1B 5 1B
i_2%2 ., A__1° (2.53)
\ 2% 2B PL 2B

Um die Energieerhaltung im Spiegel zu iiberpriifen, miissen wir die zeitlichen Anderungen
in der parallelen und der senkrechten Geschwindigkeit vergleichen. Dazu berechnen wir
die zeitliche Anderung der kinetischen Teilchenenergie
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W =m(v, i Vi) = V—L ﬂ 2
= J_VJ_+VHV||)—mVJ_V|| + . (2.54)
Vi Vi

Wir setzen (2.52) und (2.47) ein und finden

o1 ViB

W= EmVJ_V” (vi—vy) = =0.
Durch das Magnetfeld wird somit kinetische Energie aus der Parallelbewegung in die
Senkrechtbewegung gekoppelt und umgekehrt. Das Teilchen wird im Magnetfeld reflek-
tiert, wenn die gesamte Energie in der Senkrechtbewegung steckt.

Dass die kinetische Energie im zeitunabhédngigen Magnetfeld eine Erhaltungsgrofe ist,

liegt natiirlich daran, dass die Lorentz-Kraft senkrecht zum Geschwindigkeitsvektor wirkt
und somit keine Arbeit leisten kann. Formell zeigt man die Energieerhaltung durch

W=mv-v=gv-(vxB)=0. (2.55)

Ein explizit zeitabhingiges Magnetfeld kann hingegen die Senkrechtenergie der Teilchen
iber Induktion veridndern ohne die Parallelbewegung zu beeinflussen.

2.2.4 Magnetisches Moment und magnetischer Spiegel

Die durch (2.49) vorgenommene Definition des magnetischen Momentes ist konform mit
der Definition aus der Elektrodynamik. Ein gyrierendes Teilchen kann man némlich als
Ringstrom auffassen, dessen Stirke sich aus der Ladungsdichte des auf seiner Gyrobahn
verschmierten Teilchens und dessen Geschwindigkeit berechnet. Der Betrag der Stromes
ist damit gegeben durch

_ (2.56)

\ a8

2rpL

In der Elektrodynamik ist das magnetische Moment eines Ringstroms definiert als Produkt
aus der Stromstirke und der vom Strom umschlossenen Fldche. Entsprechend finden wir
fiir ein geladenes Teilchen im Magnetfeld die Definition (2.49) wieder:
mvi

5 (2.57)

2
M = ] T pL =
Das magnetische Moment ist weiterhin proportional zum von der Bahn des Teilchens
eingeschlossenen magnetischen Fluss 1. Es ist ndmlich

q2

2
q 2
= —map;B=——Y ~ . 2.58
H 271man 271m1p v ( )
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Wir wollen nun zeigen, dass das magnetische Moment und damit auch der magnetische
Fluss Erhaltungsgrofen sind, wenn das Magnetfeld nur schwach vom Ort abhingt. Dazu
berechnen wir die Zeitableitung von (2.57) und finden:

d [ imv? mv,v, imv? dB v, VB
s () )

dr B B B? dt

Der Ausdruck verschwindet wegen (2.52), sodass das magnetische Moment bei lang-
sam verdnderlichen Magnetfeldstirken eine Erhaltungsgrofle ist. Wir haben hier eine
explizite Zeitabhingigkeit des Magnetfeldes vernachlissigt. In Abschn. 2.3.3 werden wir
aber die Giltigkeit dieser Aussage auf explizit zeitabhingige Felder erweitern. Wie in
Abschn. 2.2.3 diskutiert, kommt das Teilchen der Forderung nach Erhaltung des magneti-
schen Flusses dadurch nach, dass sich sein Larmor-Radius verringert, wenn das Magnet-
feld ansteigt und umgekehrt. Das durch den Ringstrom selbst induzierte Magnetfeld ist
schwach und spielt fiir die Erhaltung des magnetischen Flusses keine Rolle.

ErhaltungsgroBen vereinfachen oft die Behandlung von sonst komplizierten Fragestel-
lungen. Ein Beispiel dafiir sind Teilchenbahnen in einem magnetischen Spiegel. Wir haben
gesehen, dass geladene Teilchen im ansteigenden Magnetfeld reflektiert werden konnen.
Stellen wir uns also eine Anordnung vor, die wie Abb. 2.7 skizziert aussieht, nur dass sie
zusitzlich einen an der Ebene z = 0 gespiegelten Teil hat. Dann konnen Teilchen an bei-
den Enden reflektiert und so im Magnetfeld eingeschlossen werden. Solche Anordnungen
wurden tatsidchlich verwendet, um Hochtemperaturplasmen magnetisch einzuschlieen.
Wir werden in Kap. 11 darauf zuriickkommen. Um zu einer Einschlussbedingung fiir
die Plasmateilchen zu gelangen, definieren wir in Abb. 2.9 den Neigungswinkel oder, aus
dem Englischen, Pitch-Winkel o eines Teilchens iiber das Verhiltnis aus senkrechter und
paralleler Geschwindigkeitskomponente

v

tana = —. (2.59)
M

Das magnetische Moment kénnen wir nun als Funktion des Neigungswinkels ausdriicken:

mv? sin® o
pw=—
2

= konst.

Abb. 2.9 Neigungswinkel (Pitch-Winkel) o des Geschwindigkeitsvektors eines Teilchens bezogen
auf eine Magnetfeldlinie
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Abb. 2,10 Aufsteilen des Neigungswinkels eines Teilchens, das im Magnetfeld bei B,, reflektiert
wird

Da sowohl p als auch die kinetische Energie Erhaltungsgroflen sind, muss weiter gelten:

i 2
ST _ Konst. (2.60)

Wenn die Magnetfeldstdrke wie in einem Spiegel zunimmt, dann muss demnach auch der
Neigungswinkel anwachsen. Das kann so weit gehen, bis die parallele Bewegung des Teil-
chens zur Ruhe kommt. Dieser Sachverhalt ist in Abb. 2.10 dargestellt. Zur Berechnung
der Reflexionsbedingung verwenden wir, dass im Reflexionspunkt die Parallelgeschwin-
digkeit verschwindet und daher ¢« = /2 gelten muss. Insbesondere gilt, wenn der
Reflexionspunkt an der Stelle maximalen Feldes By, (siche Abb. 2.7) liegt:

=sinfa = —. (2.61)

Damit konnen wir die Einfangsbedingung fiir den magnetischen Spiegel aufstellen. Teil-
chen am Minimum des Feldes By sind eingeschlossen, wenn fiir den Neigungswinkel gilt:

| By 1
sina > singy =,/ — = ——. (2.62)
0 By ERSP

Da fiir den Quotienten von an zwei Orten im Spiegel genommenen magnetischen
Feldstiarken By/By; der kleinste realisierbare Wert ist, kann die Bedingung fiir « < «
nicht eingehalten werden, was bedeutet, dass solche Teilchen nicht eingeschlossen sind.
Die GroBe Rs, nennt man das Spiegelverhdltnis, definiert als

By

=5 (2.63)

R,

Die Einschlussbedingung gilt also unabhéngig von der kinetischen Energie des Teilchens.
Ist die Senkrechtenergie des Teilchens hoher als durch « vorgeschrieben, dann wiirde
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bis zum Feldmaximum die Senkrechtenergie iiber den Wert der Gesamtenergie anstei-
gen miissen. Da dies nicht moglich ist, wird das Teilchen schon bei geringerer Feldstirke
reflektiert. Ist dagegen der Neigungswinkel kleiner als o, dann ist am Feldmaximum
noch Parallelenergie iibrig, und das Teilchen kann den Spiegel verlassen. Je grofer das
Spiegelverhiltnis ist, umso kleiner wird der Grenzwinkel «g, unterhalb dessen der Nei-
gungswinkel von nicht eingeschlossenen Teilchen liegt. Bei einem maxwellschen Plasma
steigt der Anteil der eingeschlossenen Teilchen mit Ry, an. Spiegeleffekte spielen fiir ge-
ladene Teilchen von magnetisch eingeschlossenen Plasmen eine wichtige Rolle, wie sie in
der Fusionsforschung untersucht werden.

2.3 Teilchenin periodischen Feldern

Wir gehen jetzt dazu iiber, den Einfluss von in Raum und Zeit periodischen Feldern auf die
Trajektorien einzelner Teilchen zu untersuchen. Fiir Plasmen sind solche Aspekte aus ver-
schiedenen Griinden wichtig. Die Beeinflussung von elektromagnetischen Wellen durch
das Plasma ist iiber die Driften zu verstehen. Die Driften und damit die dielektrischen
Eigenschaften des Plasmas werden modifiziert, wenn die Wellenlidnge der Stérung von
der GroBenordnung der Larmor-Radien ist. Zum anderen konnen Plasmen instabil auf pe-
riodische Storungen des Dichtegradienten reagieren. Auch die Dynamik der Instabilititen
erklart sich iiber die Plasmadriften. Diese erfahren wieder eine Korrektur, wenn die raumli-
che Skala der Storung von der Ordnung des Larmor-Radius ist. Zusitzlich werden wir hier
eine neue Drift aufgrund eines zeitabhingigen elektrischen Feldes einfiihren und zeigen,
wie zeitabhidngige Magnetfelder Energie auf geladene Teilchen iibertragen konnen.

Wir beginnen mit einem rdumlich variablen elektrischen Feld und betrachten danach
zeitabhéngige elektrische und magnetische Felder.

2.3.1 Raumlich-periodisches elektrisches Feld

Wir betrachten das in Abb.2.11 dargestellte elektrische Feld mit der Wellenldnge A. Der
Feldvektor ist senkrecht zum Magnetfeld und hat nur eine x-Komponente. Die Feldstirke
ist eine Funktion von x und zunichst nicht explizit zeitabhédngig:

E = Eycoskx e,, (2.64)

wobei k = 27 /A der Wellenvektor ist. Es gelten die Bewegungsgleichungen (2.2-2.4) fiir
den Fall einer externen Kraft F = gE:

Vy = W Vy + w:Ex /B,

Vy = —0¢ Vy.
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konstantes
Feld

/{\ <+« V =
periodisches A

z Feld

Abb. 2.11 ExB-Drift eines Ions in einem konstanten und einem periodischen elektrischen Feld.
Larmor-Radius-Effekte reduzieren die Driftgeschwindigkeit

Wir entkoppeln die Gleichungen wieder durch Differenzieren und gegenseitiges Einsetzen:

“}x + (,()LZ,VX = chx/Bs (265)
Vy + w?vy = —w’E,/B. (2.66)

Das Néherungsverfahren zur Losung der Differentialgleichungen ist uns schon geldufig.
Die linken Seiten ergeben die uns bekannte Gyrationsbewegung (2.9-2.12) um das Fiih-
rungszentrum xg,. Diese Bewegung wird durch die Terme auf der rechten Seite gestort.
Wie bei der Herleitung der Kriimmungsdrift nutzen wir einen Stérungsansatz und setzen
voraus, dass das elektrische Feld nicht zu einer wesentlichen Abweichung von einer Gy-
rationsbewegung fiihrt. Dann konnen wir die Losung fiir den Fall ohne elektrisches Feld
nehmen, um den Einfluss des elektrischen Feldes zu berechnen. Die mittlere Coulomb-
Kraft bestimmt dann die zeitgemittelte Bewegung der Teilchen und damit die gesuchte
Driftgeschwindigkeit. Durch die Gyrationsbewegung dndert sich das elektrische Feld am
Ort des Teilchens wie

E, = Eycos (k(xp; + pr sSinw.1)) . (2.67)

Untersuchen wir zuerst, wie die E x B-Drift durch die raumliche Variation des elektrischen
Feldes modifiziert wird. Dazu berechnen wir mit (2.16) das Zeitmittel von (2.66). Die
Mittelung iiber v, ergibt die Driftgeschwindigkeit. Nach (2.16) ist die Driftgeschwindig-
keit zeitunabhingig, also verschwindet der Term mit der zweifachen Zeitableitung, und
wir finden:

vpy = —(Ex), /B. (2.68)
Aus (2.67) folgt mithilfe eines Additionstheorems der Ausdruck

E, = Ey (cos(kxp;) cos(kpy, sin w.t) — sin(kxp;) sin(kpy, sin w.1)) .
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Wir berechnen die Korrektur fiir den Fall, dass die Wellenlédnge grofl gegen den Larmor-
Radius ist:

kpp < 1. (2.69)

Damit konnen wir die trigonometrischen Funktionen entwickeln.> Die Terme bis zur
zweiten Ordnung sind somit gegeben durch

E, ~ Ey (cos(kxp,) (1 - (kpy sin wc1)*/2) - sin(kep,)kpy sin oct) .

Nach (2.68) fiihrt das Mitteln iiber eine Gyration zu einer Driftgeschwindigkeit der Form

_ B ko \*\ _ EGer) kor\?
Vpy = —E COS ksz (1 — (7) ) = B (1 - (7) > . (270)

In vektorieller Schreibweise und fiir eine beliebige Richtung des elektrischen Feldes

konnen wir schreiben:
E xB koo \?
=——[|1-| = . 2.71
VD B ( ( ) ) ( )

Das Resultat ist also die bekannte Ex B-Drift, die allerdings durch die sogenannte Bahn-
korrektur reduziert wird. Die anschauliche Erkldrung ist in Abb.2.11 dargestellt, wo
eine ungestorte und eine gestorte Bahn gezeigt sind. Das mittlere elektrische Feld, das
wihrend einer Gyration auf die Teilchen wirkt, ist kleiner als das Feld am Ort des Fii-
hrungszentrums. Am offensichtlichsten ist das, wenn das Fiihrungszentrum an einem
Feldmaximum liegt. Auf seiner Bahn spiirt das Teilchen dann immer, aufler an zwei Punkte
seiner Bahn, ein kleineres Feld. Man spricht bei Korrekturen dieser Art, die hauptsichlich
fiir Ionen wichtig werden kénnen, auch von Larmor-Radius-Effekten.

In x-Richtung, also parallel zum elektrischen Feld, tritt keine Modifikation auf. Wie bei
einem konstanten Feld gibt es die Drift nur in die y-Richtung. Dies ist leicht nachzuvoll-
ziehen, indem man eine entsprechende Mittelung fiir v, durchfiihrt, die nach (2.65) in eine
Mittelung iiber E miindet. Man findet, dass alle Terme verschwinden. Das dndert sich fiir
explizit zeitabhidngige Felder.

2.3.2 Zeitabhangige elektrische Felder

Nun wollen wir uns der Bewegungsgleichung (2.65) parallel zum elektrischen Feld zuwen-
den, um den Einfluss eines explizit zeitabhingigen elektrischen Feldes zu untersuchen. Es
soll die Form haben

E = Eycoswt e,. 2.72)

3sine &~ €; cose ~ 1 —€2/2
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Zeitlich veranderliche elektrische Felder spielen fiir die Plasmadynamik eine wesent-
liche Rolle. Oft entwickeln sich die Plasmaparameter langsam im Vergleich mit der
Gyrationsfrequenz. Daher beschrianken wir uns zuerst auf den Fall

w/w. < 1. (2.73)

Weiterhin sind (2.65-2.66) die giiltigen Bewegungsgleichungen. Die langsame Zeitabhi-
ngigkeit des elektrischen Feldes fiihrt zu einer zeitabhingigen E x B-Drift in y-Richtung.
In den Ausdruck fiir die Driftgeschwindigkeit ist dann einfach das zeitabhingige Feld
einzusetzen.

Neu ist, dass der inhomogene Anteil von (2.65) nicht verschwindet. Daraus entsteht
eine x-Komponente in der Driftgeschwindigkeit, die durch den Ansatz v, = v, sin w.t+ Vg(’l
berechnet werden kann. Dies ist die Polarisationsdrift, die in vektorieller Schreibweise die

allgemeine Form hat:

m

pol
vy = = —
qB*

= E,, 2.74
D CL)CB 1 ( )

1

wobei E; der Anteil des Vektors senkrecht zu B ist. Die Polarisationsdrift ist we-
gen ihrer Massenabhéngigkeit besonders fiir die Ionen wichtig. In Abb.2.12 wurde
eine anschauliche Deutung dieser Drift anhand der Bahn eines Elektrons vorgenom-
men: Dazu wurde der Gyrationszyklus in 4 Quadranten unterteilt und angenommen,
die Zunahme des elektrischen Feldes sei linear, d.h., das Feld steige um §E, wihrend
das Elektron einen Quadranten durchlduft. Dadurch ergibt sich eine Energiednderung
um §W = mv, v, fiir jedes §E, die im Vorzeichen, entsprechend der beigefiigten Ta-
belle, von der Richtung der Bewegung bezogen auf das elektrische Feld abhidngt. Mit der

~—--._ungestorte
™ Bahn

Quadrant | I I 111 v
E=E, +5E | +25E | +38E +45E
W, =Wy | =W | +6W | +46W | £0

PL = PrLo —0pr | +ép1 +48p, | £0

Abb. 2.12 Anschauliche Darstellung der Polarisationsdrift eines Elektrons. Dazu ist die Gyra-
tionsbewegung in 4 Quadranten unterteilt, fiir die jeweils der Larmor-Radius aus einer mittleren
Geschwindigkeit abgeschitzt ist, die sich entsprechend der Senkrechtenergie W, durch ein linear
mit der Zeit wachsendes elektrisches Feld dndert (siehe Tabelle). Nach dem 4. Quadranten ist die
Ausgangsgeschwindigkeit wieder erreicht, das Fiihrungszentrum aber um Ar versetzt
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Geschwindigkeit dndert sich der Larmor-Radius. Nach Ablauf eines Zyklus’ ist die aus-
gingliche Senkrechtgeschwindigkeit wiederhergestellt, das Fiihrungszentrum ist aber um
Ar versetzt. Die Versetzung in x-Richtung reprisentiert die Polarisationsdrift, die in die
y-Richtung die Ex B-Drift. Die Polarisationsdrift tritt auch im Fliissigkeitsbild auf. Da die
Richtung der Polarisationsdrift vom Vorzeichen der Ladung abhéngt, resultiert daraus ein
Polarisationsstrom.

Fiir hohere Frequenzen, wenn (2.73) nicht mehr erfiillt ist, tritt analog zu den Larmor-
Radius-Effekten eine Reduktion der Driften ein. Aus dem Zeitmittel der Terme mit dem
elektrischen Feld und anschlieBender Entwicklung bis zur dritten Ordnung in 27 w/w,
folgen die Korrekturen

w, [ 1 270\
(Ey), = Eo— dfcos(wt) ~ Ey {1 - — s
21 Jo 6\ o

. we [Floe . 1 (27n0)?
(Ex>t=—wE0E i dtsinwt ~ Ey 1_8 o ,

die direkt in die Driften eingesetzt werden konnen.

2.3.3 Zeitabhdngige Magnetfelder

Zum Abschluss wollen wir noch den Einfluss von zeitabhdngigen Magnetfeldern auf Teil-
chenbahnen untersuchen. Der Einfachheit halber sei v = 0. Wie schon in Abschn. 2.2.3,
so nutzen wir auch hier das Faraday-Gesetz (2.50), das eine magnetische Flussinderung
innerhalb der Gyrationsbahn mit einem elektrischen Feld auf der Bahn verbindet. Wenn
die Feldvariation wihrend einer Gyrationsperiode linear ist, erhalten wir analog zu (2.51)
das induzierte elektrisches Feld

Ey= _%B. (2.75)

Wie in Abb. 2.8 erléutert, entsteht bei einem ansteigenden Magnetfeld fiir Elektronen und
Ionen eine beschleunigende Kraft in senkrechter Richtung zum Magnetfeld. Die Anderung
des mit der Teilchenbewegung verkniipften elektrischen Stroms erzeugt ein Magnetfeld,
das in beiden Fillen dem Anstieg der dufleren Feldstirke entgegenwirkt (Lenz’sche Regel).
Die Energie in der Senkrechtbewegung der Teilchen nimmt dabei zu:

WL =mVl‘./L =—|qVL|Eg = )Q&VL‘B= lszé
2 2B

oder
W, = uB. (2.76)

Da die Parallelenergie, anders als im Fall eines parallelen Magnetfeldgradienten, unbeein-
flusst bleibt, wird die Gesamtenergie durch das Magnetfeld verdndert.
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Auch in diesem Prozess ist das magnetische Moment erhalten. Aus
4oy =Ypyub
a TP
folgt wegen W, = uB das bekannte Ergebnis

du 1 /d . 1. .
T3 (a(MB)-MB) =3 (WL —puB) =0. 2.77)
Das heilit, in langsam verdnderlichen Feldern ist das magnetische Moment eine Erhal-
tungsgrofe. Wegen (2.58) ist dies dquivalent mit der Aussage, dass der magnetische
Fluss durch die Gyrationsbahn konstant bleibt. Daraus folgt wiederum, dass sich der
Larmor-Radius verkleinert, wenn das Magnetfeld ansteigt. Wenn viele Teilchen im Spiel
sind, spricht man bei dieser Kontraktion auch von adiabatischer Kompression. Wenn die
Geschwindigkeit durch StoBe thermalisiert, so kann man die adiabatische Kompression
benutzen, um das Plasma aufzuheizen.

2.4 Adiabatische Invarianten

Wir haben gezeigt, dass das magnetische Moment eines geladenen Teilchens eine Erhal-
tungsgroBe ist, vorausgesetzt die Ortsabhingigkeit des Feldes ist schwach auf der Skala
des Larmor-Radius, sodass sie sich wihrend eines Gyrationszyklus wenig @ndern. Das
magnetische Moment ist somit ein Beispiel fiir eine GroBe, die auf einer periodischen
Bahn in guter Niherung erhalten ist. Man nennt solche GroBen adiabatische Invarianten.

Es ldsst sich ganz allgemein zeigen, dass in einem System, das sich in einer Koordinate
q periodisch verhilt, das Integral des Produkts dieser Koordinate mit dem dazu gehdrigen
Impuls p (den Separationsvariablen), genommen iiber eine geschlossene Bahn

J= ?ﬁpcﬁ , (2.78)

eine adiabatische Invariante ist. Sie ist also definiert als die von der Bahn im Phasenraum
umschlossenen Flache.

Diese Groflen sind von Bedeutung in der Mechanik, bei der Berechnung von Plane-
tenbahnen, in der Quantenmechanik, beim Auffinden von Erhaltungsgréfen und eben
fiir die Berechnung von Teilchenbahnen in Magnetfeldern. In der klassischen Mechanik
nennt man sie auch Wirkungsvariablen, denn die Definition (2.78) ist dhnlich zum
Wirkungsintegral, das die Form

n
A= f pagdt (2.79)
n

hat und nach dem Hamilton-Prinzip fiir eine Teilchenbahn zwischen den Zeiten #; und 7,
ein Extremum annehmen muss.
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Abb. 2.13 Das Pendel mit verinderlicher Pendellinge [ zur Erlduterung von adiabatischen
Invarianten

2.4.1 Adiabatische Invariante am Beispiel eines Pendels

Am mathematischen Pendel lassen sich die Vorteile von adiabatischen Variablen demon-
strieren. Fiir kleine Auslenkwinkel ¢ (sieche Abb. 2.13) lautet die Bewegungsgleichung

mlg = —mgsin ¢ ~ —-mge. (2.80)

Das Ergebnis ist bekannt: Wir definieren die Winkelfrequenz w = /g/[ mit der Gravita-
tionskonstanten g und erhalten aus der Anfangsbedingung ¢(0) = ¢, ¢(0) = 0 die
Losung

@1

o @ COS wt, 2.81)

(¢0/w) sin wt.

Die periodische Variable ist hier lp und der dazugehdrige Impuls mlg. Die adiabatische
Invariante berechnet sich nun nach (2.78) aus

J =ml’ ?g deg(e). (2.82)

Die Trajektorie im Phasenraum ¢(¢) folgt aus (2.81), indem wir die beiden Gleichungen

quadrieren und aufsummieren:
¢\ . [(e2)
(__> +(,_> -1 (2.83)
%o o

Es gilt also das elliptisches Integral in den Grenzen der Umkehrpunkte ¢; und ¢, zu 16sen

%
J = le/ i do\/ @3 — (pw)?. (2.84)
1



2.4 Adiabatische Invarianten 39

Das Ergebnis ist*
le P2
J=— {(pw,/cj)%—(<pw)2+¢§ arcsin(e—w} .
2w %o )

An den Umkehrpunkten verschwindet die Geschwindigkeit und aus (2.83) folgt ¢, =
+¢p/w. Also ist

R L nwo\/z (2.85)
2 w w g
Im Fall einer konstanten Seilldnge / ist die adiabatische Invariante proportional zur kine-
tischen Energie W, im Scheitel der Bewegung, und sowohl Wy als auch J sind natiirlich
erhalten. Wenn sich aber die Seillinge @ndert, dndert sich auch die kinetische Energie des
Pendels. Die kinetische Energie im Scheitel der Bewegung W ist dann keine Erhaltungs-
groBe mehr. Wird der Faden ldnger, so muss W, kleiner werden. Die genaue Berechnung
des Energieiibertrages ist nicht trivial. Man kann aber zeigen, dass J Erhaltungsgrofie
bleibt, wenn sich die Seillinge adiabatisch, d. h. langsam verglichen mit der Periodendauer
des Pendels dndert.

2.4.2 Die transversale adiabatische Invariante

Wir wollen nun mit dem eingefiihrten Formalismus zeigen, dass das magnetische Mo-
ment eine adiabatische Invariante ist. Man nennt es auch die transversale adiabatische
Invariante.

Die Gyrationsbewegung weist zwei periodische Variablen auf, nimlich die Koordinaten
senkrecht zum Magnetfeld. Aus beiden Variablen resultiert die gleiche adiabatische In-
variante. Wir nehmen g = x und p = mv, als Wirkungsvariablen. Um das Wirkungsintegral
(2.78) zu berechnen, miissen wir die Funktion v,(x) kennen. Nach (2.9) und (2.11) gilt fiir
die Bahn eines gyrierenden Teilchens im Phasenraum:

Vx 2 XWe 2
(—) +< ) =1. (2.86)
Vi Vi

Die adiabatische Invariante folgt also aus dem Integral
PL
J = Zm/ dxy/ v — (xo.)?. (2.87)
-pL

fVa—xdx =4 <x a? — x2 + a® arcsin f)
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Dieses Integral haben wir schon fiir das Pendel gelost. Entsprechend finden wir nach
elementaren Umformungen:

J=""u (2.88)
q

Der Formalismus liefert eine Grofe proportional zum magnetischen Moment, womit
gezeigt ist, dass es sich bei y um eine adiabatische Invariante handelt.

2.4.3 Dielongitudinale adiabatische Invariante

Eine weitere adiabatische Invariante tritt im geschlossenen magnetischen Spiegel auf,
bei dem Teilchen entsprechend Abb.2.7 an beiden Enden eingeschlossen sind. Die
Parallelbewegung verlauft periodisch zwischen den Reflexionspunkten an beiden Enden.
Entsprechend muss die Grof3e

._7 = % VHdS (289)

eine adiabatische Invariante sein. Dabei ist s der Weg, den das Fiihrungszentrum des Teil-
chens in einem Zyklus im Spiegel zuriicklegt. Diese Grofle ist auch dann noch erhalten,
wenn sich der Abstand der beiden Enden langsam dndert und das Magnetfeld eine schwa-
che explizite Zeitabhingigkeit aufweist. Wir werden die longitudinale Invariante fiir einen
einfachen Fall explizit berechnen. Zunéchst wollen wir aber zeigen, dass sie tatsdchlich
eine ErhaltungsgroBe ist.

Dazu ersetzen wir die Parallelgeschwindigkeit durch das magnetische Moment, von
dem wir wissen, dass es ebenfalls eine Invariante ist:

1
W = Emvﬁ + uB. (2.90)

J = %ds,/ E(W—;LB). 2.91)
m

Nun konnen wir zeigen, dass es sich dabei in guter Ndherung um eine Konstante handelt.
Es gilt dazu zu berechnen:

d 0T 0J dw 0J ds
S (TW.5) = <¥>W’S " (W) g <¥)W’[ < (2.92)

Damit ist

Der Index an den Klammern gibt die bei den Ableitungen konstant zu haltenden GréBen
an. Mit der Kenntnis, dass u konstant ist, ergeben die einzelnen Terme:

3T\ 2 12 9B
<¥>W,ﬁ5’§“<a<w"*m> ot
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Fiir den zweiten Term verwenden wir dB/dt = 0B/9t + (M B)v; und (2.90). Daraus folgt:

dw (8T - aB+ iB) 1?§d 2(W 8) -1/2
— | — ={mv,v, — Vit — s| — — .
a \aw ), (M A m M

Und schlieBlich:
ds (0T oJ
— | = =y | — .
dr \ 9s Jy, "\ os Wi

Alle GrofBen sind an den Reflexionspunkten zu nehmen, fiir die vj = 0 ist. Insgesamt folgt
daraus:

dJ 2 3B (2 2 9B v 2 -172
~=—| dE=(ZW-uB +Z2— | ds(=Ww-puB .
dr 5 Sm ot (m( H )) m ot Jy S m( HB)

Der Ausdruck verschwindet, denn p ist eine Erhaltungsgrofe und die explizite Zeit-
abhingigkeit von B soll schwach sein. Also konnen beide GroBen aus dem Integral
herausgezogen werden.

AbschlieBend berechnen wir die longitudinale adiabatische Invariante fiir einen spezi-
ellen Fall, der fiir die Entstehung der hochenergetischen Hohenstrahlung von Bedeutung
ist. Nehmen wir an, zwei magnetische Spiegel, die sehr weit voneinander entfernt sind,
bewegen sich langsam aufeinander zu. Das Magnetfeld entlang der Verbindungslinie s sei
im Wesentlichen konstant, nur an den Enden, wo die Teilchen reflektiert werden, steigt
es auf relativ kurzer Strecke an. Fiir diesen Fall verhalten sich die Phasenraumvariablen s
und v wie in Abb. 2.14 dargestellt. Das Wirkungsintegral konnen wir also annidhern durch
J =~ 2s1v),, wobei v, der Betrag der nahezu konstanten Parallelgeschwindigkeit in eini-
ger Entfernung von den Endpunkten ist. Andert sich nun der Abstand der Spiegel auf s,,
so folgt daraus eine Anderung der Parallelgeschwindigkeit nach

F] F2 1 V||
\
-S 0 s, S,s
N 7 N
S »

Abb. 2.14 Magnetischer Spiegel (unten) und Phasenraumtrajektorie eines Teilchens im magneti-
schen Spiegel bei verdnderlicher Spiegelldnge
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N
Vi, = éVHI. (293)

Das heif3t, die Parallelgeschwindigkeit wéchst, wenn der Abstand der Spiegel kleiner wird.
Geht man weiter von einem konstanten Magnetfeld bei s = 0 aus, so muss an dieser
Stelle, wegen der Invarianz des magnetischen Momentes, die Senkrechtenergie konstant
sein. Insgesamt wichst also die kinetische Energie des Teilchens. Dieser Prozess geht
solange weiter, bis die Einschlussbedingung (2.62) verletzt wird und das Teilchen aus
dem Spiegel entkommen kann. E. Fermi hat erstmals vorgeschlagen, dass dieser Prozess
fiir die Entstehung von hochenergetischer Hohenstrahlung bis zu Energien von 10'8 eV
verantwortlich sein kann, daher bezeichnet man ihn als Fermi-Beschleunigung.

2.4.4 Die dritte adiabatische Invariante

Eine weitere adiabatische Invariante tritt in toroidalsymmetrischen Magnetfeldern auf, wie
z.B. im idealisierten Dipolfeld der Erde (s. Abb. 2.16) oder im Feld eines Tokamaks oder
eines toroidalen Pinches (s. Abb. 10.1). Das Feld des z-Pinches und die fiir die Invariante
wichtige Teilchenbewegung sind in Abb. 2.15 dargestellt. Fiir die Betrachtung der drit-
ten adiabatischen Invarianten spielt nur die azimutale Komponente des Magnetfeldes By
eine Rolle, um die das eingezeichnete Ion gyriert. Da die Feldlinien gekriimmt sind, er-
fahrt das Ion die eingezeichnete Kriimmungsdrift. Die Bedeutung der dritten adiabatischen
Invariante wird klar, wenn wir, wie in Abb.2.15 zu sehen, dem Torus noch ein schwa-
ches homogenes in z-Richtung zeigendes Magnetfeld iiberlagern, dessen Stirke mit der
Zeit zunehmen soll. Ein solches Magnetfeld symbolisiert das Transformatorfeld in einem
Tokamak, durch das ein toroidaler elektrischer Strom I, getrieben werden kann.

VB

Abb. 2.15 Toroidalsymmetrisches Magnetfeld im z-Pinch und toroidale Drift eines Ions, dessen
Bahn periodisch ist. Daraus entsteht eine adiabatische Invariante, die durch den magnetischen Fluss
durch die Driftbahn gegeben ist
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Wir gehen hier nicht von der formalen Definition (2.78) fiir eine adiabatische In-
variante aus, sondern untersuchen, wie sich die geschlossene Driftbahn des Ions, die
aus Kriimmungs- und Gradientendrift entsteht, unter dem Einfluss des zeitabhingigen
Magnetfeldes dndert. Da dessen Feldstdrke ansteigt, dndert sich der magnetische Fluss
durch die Bahn. Es wird ein toroidales elektrisches Feld in die negative g-Richtung
induziert der Grofie

R

E,= _EB' (2.94)

Durch das elektrische Feld entsteht eine E x B-Drift des Teilchens zum Toruszentrum hin:
@
= =———, 2.95
v = (2.95)

Mit vgx‘? = dR/df und dB/dt konnen wir daraus folgende Gleichung formen:

dR  dB
2 =, (2.96)
R B

die sich direkt integrieren lisst. Mit der Integrationskonstanten C finden wir
InR*=-InB+C, (2.97)
woraus die dritte adiabatische Invariante folgt:
R*B ~ i = const. (2.98)

Der magnetische Fluss durch die geschlossene Driftbahn ist also konstant. Hilt sich
das Ion auf der AuBenseite des Torus auf, so erhoht es den magnetischen Fluss durch
seine Bahn, indem es nach innen driftet. Dadurch werden wegen By nach oben zeigende
Feldlinien aus der Bahn herausgedringt. Hilt es sich dagegen auf der Innenseite des
Torus auf, so driftet es zu groBBeren R, um mehr nach unten zeigende Feldlinien in die
Bahn einzuschlieen. Die Elektronen verhalten sich wie die Ionen. Bei ansteigendem Feld
fithren die Driften also dazu, dass sich der Plasmatorus einschniirt, d. h. schlanker wird.

2,5 Teilchenbahnen im Erdmagnetfeld

Das Magnetfeld der Erde ist ein Tummelplatz fiir geladene Teilchen. Zumeist handelt es
sich dabei um Elektronen und Protonen. Ihre Bahnen unterliegen den verschiedenen Drif-
ten und fithren zu zahlreichen Phdnomenen, von denen die Nordlichter am bekanntesten
sind. Wir wollen hier die Teilchenbahnen im Erdmagnetfeld als Anwendungsbeispiel der
Teilchendriften behandeln.
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Der erste Hinweis darauf, dass in der Magnetosphére der Erde erhohte Populationen
energetischer Teilchen vorkommen, stammt aus auf Satelliten durchgefiihrten Messungen.
Im Jahr 1958 gingen Strahlungsdetektoren auf dem Satelliten Explorer I ab einer Hohe
von 700 km {iiber der Erdoberfliche in Sittigung. Das deutete auf ein verglichen mit
der bekannten Hohenstrahlung um den Faktor 10* erhohtes Strahlungsniveau hin. Zu-
nichst unterschied man zwischen einem inneren Strahlungsgiirtel bei einigen Tausenden
Kilometern Hohe und einem #ufleren Giirtel bei etwa 20.000km. Doch diese Eintei-
lung ist etwas willkiirlich, denn es gibt in den Hohen dazwischen ebenfalls wesentliche
Populationen an energetischen Teilchen. Im inneren Strahlungsgiirtel, zwischen 1000 und
2000 km {iiber der Erdoberfliache, findet man Protonen mit sehr hohen Energien. Man
spricht daher auch vom harten Strahlungsgiirtel.

Bald fand der amerikanische Wissenschaftler James Van Allen die Erkldrung fiir die
erhohten Teilchendichten. Das Erdmagnetfeld bildet fiir geladenen Teilchen eine magne-
tische Falle. Die Teilchen werden auf den Feldlinien eingefangen und folgen ihnen zu den
Polen, an denen die Feldstirke ansteigt. Dort werden die Teilchen reflektiert und gelangen
so zum gegeniiberliegenden Pol. Die Teilchen reflektieren zwischen den Polen hin und her.

Es klingt heutzutage unglaublich, aber man hat diese Vermutung experimentell in der
geheimen Mission Operation Argus untersucht, indem man 1958 eine Reihe von Atom-
bomben in einer Hohe von knapp 1 km zur Explosion gebracht hat. Die dabei entstandenen
geladenen Teilchen und ihre lange Verweildauer auf den Feldlinien wurden dann mit Ex-
plorer IV nachgewiesen. Im Folgenden beschreiben wir zunédchst das Erdfeld, um dann
charakteristische Teilchenbahnen zu berechnen.

2,5.1 Die Magnetosphare der Erde

Das Erdmagnetfeld wird durch einen Plasmadynamo im Erdinnern erzeugt (siehe
Abschn. 3.2.2). Der Feldverlauf in Erdnédhe kann durch ein Dipolfeld angenihert werden
und wird in Kugelkoordinaten beschrieben durch

R} . R}
B= —2037 sinf e, + B3 cosf ey. (2.99)
r r

Der Erdradius ist Rg = 6371km und die Konstante ¢y = 3 x 10 T. Die Feldlinien
sind in Abb.2.16 dargestellt. Der magnetische Aquator liegt bei 6 = 0. Allerdings ist die
magnetische Achse um 11,4° gegen die Rotationsachse der Erde verkippt. Der magne-
tische Siidpol Sy, ist in Richtung Kanada vom geografischen Nordpol Ng verschoben, der
magnetische Nordpol liegt im stidlichen Australien. Die Position der magnetischen Pole
wandert langsam mit der Zeit. Momentan nimmt die Feldstidrke mit bis zu 0,5 % pro Jahr
ab, ja das Magnetfeld polt sich sogar von Zeit zu Zeit um. Natiirlich ist das geomagne-
tische Feld nicht genau ein Dipolfeld. Die stirkste Abweichung wird als siidatlantische
Anomalie bezeichnet. Dort ist die Feldstirke 60 % geringer als durch das Dipolfeld
beschrieben.
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N,Se

Abb. 2,16 Das Magnetfeld der Erde in Dipolndherung. Die Zahlen geben den Abstand der Feld-
linie am Aquator vom Erdzentrum in 1000 km an. Die dicken Pfeile zeigen in die Driftrichtung der
Elektronen bzw. lonen

Es folgen einige weitere niitzliche Beziehungen. Die magnetische Feldstirke ist
gegeben durch:

R}, —
B(r,0) = cg—= v 1+3sin’0. (2.100)
r

Wie zu erwarten, nimmt die Feldstirke zu, wenn man sich den Polen ndhert. Auf der
Erdoberfliche ist das Erdfeld am Aquator von der GroBenordnung 30 uT oder 0,3 GauB.
An den Polen steigt die Feldstdrke auf 0,6 Gaul3 an.

Eine Feldlinie folgt der Parameterdarstellung

r=Lcos’0, (2.101)

wobei L der Radius r der Feldlinie am Aquator ist. Aus dieser Gleichung folgen die Feld-
linien aus Abb.2.16. Durch die Verkippung der Rotationsachse gegen die magnetische
Achse schneidet z. B. eine Feldlinie mit L = 10km die Erdoberfldche auf der Nordhalb-
kugel in Nordamerika bei einer geografischen Breite von 60 — 11 ° und in Eurasien bei
60+ 11°.

Mit (2.101) folgt aus (2.100) fiir die Feldstédrke auf einer Feldlinie die Beziehung

B
B=—% _/1+3sin%0, (2.102)

cos® f

mit B;, der Feldstiarke der Feldlinie bei » = L und 6 = 0.

Wenn man als einfaches Modell fiir den irdischen Plasmadynamo einen ringférmigen
Stromleiter bei 75 % des Erdradius annimmt, kann man aus (11.49) die Stromstirke ab-
schitzen, die zur Erzeugung des Feldes notwendig wire. Man findet eine Stromstirke von
etwa 1 GA.
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2.5.2 Teilchen in den Van-Allen-Strahlungsgiirteln

Wir verwenden die Parametrisierung des Erdfeldes um die Trajektorien einiger charakte-
ristischer Teilchen zu untersuchen. Dabei handelt es sich um Teilchen, die im inneren und
duBleren Strahlungsgiirtel gefangen sind. Im inneren Giirtel, bei L ~ 9000 km, sind Elek-
tronen und Ionen mit Energien E von typisch 40 MeV zu finden. Sie werden erzeugt durch
hochenergetische Strahlung, die Neutralteilchen ionisiert. Die Elektronen sind relativi-
stisch und werden nicht weiter behandelt. Im Bereich des zweiten Giirtels, bei 26.000 km,
findet man Teilchen, die direkt aus dem Sonnenwind stammen. Es handelt sich dabei um
Elektronen mit 40 keV und Ionen mit 1 MeV. Nach (2.99) ist das dquatoriale Magnetfeld
fiir die beiden Giirtel B, ~ 10 T und BY ~ 5x107 T.

Wir wollen nun die Driftgeschwindigkeiten sowie Umlauf- und Reflexionsfrequenzen
fiir diese Teilchen abschitzen. Die Ergebnisse zusammen mit den Larmor-Radien und
Gyrationsfrequenzen der Teilchen am Aquator sind in Tabelle 2.1 zusammengestellt.

Zunidchst berechnen wir die dquatorialen Driften, die wegen der gekriimmten Magnet-
feldlinien und der Gravitationskraft zu erwarten sind. Fiir den Feldgradienten bei 6 = 0
folgt aus (2.99)

VB 3
— =——e,. (2.103)
B r
Die Driftgeschwindigkeit durch das inhomogene Erdfeld berechnen wir aus (2.42), wobei
wir den Vorfaktor durch die Gesamtenergie approximieren:

V,.B 3 Eol?
> €, = ———¢
qB r=L CB qRE

” (2.104)

Teilchendriften bewirken also eine mittlere Bewegung der Ionen in Richtung Westen und
der Elektronen in Richtung Osten. Daraus resultiert ein elektrischer Strom in Richtung
Westen, der sog. Ringstrom. Dieser erniedrigt das Erdfeld innerhalb der Teilchenbahnen
und erhoht es auBlerhalb. Teilchen des Sonnenwindes weiter von der Erde entfernt, dort
wo die Larmor-Radien noch vergleichbar mit dem Abstand zur Erde sind, werden durch
die Lorentz-Kraft in Richtungen abgelenkt, die den Driften weiter innen entgegengesetzt
sind. Der von diesen Teilchen getragene elektrische Strom erniedrigt das Erdfeld auBer-
halb der Teilchenbahnen. Die Wirkung des Erdfeldes wird dadurch rdumlich beschrénkt.
So entsteht die Magnetopause, eine Trennflache, die alle geschlossenen von der Erde aus-
gehenden Feldlinien umschliet und damit das Ende der Magnetosphire beschreibt. Die
aus Kriimmungs- und Gradientendrift resultierenden Umlauffrequenzen sind in Tab. 2.1
eingetragen.
Vergleicht man die Gravitationsdrift mit der Gradientendrift, so findet man mit (2.20)
und der Gravitationsbeschleunigung gz = ngE JL?:
vy B EoL

~ N oEo L
L-~-3 o ~—4x 100—— (2.105)

vh mgRy m Rg
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Tab. 2.1 Trajektorienparameter von charakteristischen Teilchen im inneren und dufleren Van-Allen-
Strahlungsgiirtel

L Ey (OB oL Vb T, Ty
Teilchen (m) €eV) (Hz) (m) (m/s) (s) (s)
Proton 9x10° 40x10° 2x10°  87x10° 1,1x10° 5,3x10! 0,5
Elektron | 26x10° 40x10° 78x10®° 15x10> 89x10° 1,8x10* 1,5
Proton 26x10° I1x10°  42x10° 33x10* 22x10° 74x10> 124

Die Gravitationsdrift wirkt zwar der Gradientendrift entgegen, ist aber fiir die betrachteten
Teilchen génzlich vernachlédssigbar.

Letztlich kann man noch fragen, wie grofl der Neigungswinkel des Geschwindigkeits-
vektors sein muss, damit die Teilchen entlang der Feldlinie gerade bis zur Erdoberfliche
kommen, bevor sie reflektiert werden. Die Reflexionsbedingung ist durch (2.62) gegeben
und die Feldstirke der Feldlinie auf der Erdoberfldche durch (2.102), wobei der Winkel
aus (2.101) berechnet wird. Es folgt

R\ 32 R\ /4
sinag = <—E> (4—3—E> . (2.106)
L L

Die Neigungswinkel sind also 34° fiir den inneren Strahlungsgiirtel und 6° fiir den &ufleren
Giirtel. Die Flugzeit zwischen den Reflexionen berechnet sich aus

Srds
T, =4 =, (2.107)
o Vi

wobei vom Aquator bis zum Reflexionspunkt S, integriert wird. Die Parallelgeschwindig-
keit folgt aus der Erhaltung der Gesamtenergie und des magnetischen Momentes, welches
aus og am Aquator berechnet wird, wie folgt:

2E, B
V| = 7 1- B_L COos“ o |. (2108)

Wegen (2.102) hingt dieser Ausdruck nur von 6 ab. Also wandeln wir das Kurvenintegral
in ein Integral iiber den Winkel um. Dazu verwenden wir die Feldliniengleichung dr/B, =
rdf /By und formen diese mit (2.99) und (2.101) weiter um zu:

ds = Vdr + 12420 = v/4sin2 0 + cos? 0 Lcos 6d6. (2.109)

Die Zeit bis zur Reflexion ist also zu berechnen aus

_1/2
V1+3sin’6
\/1+3sin29<1—¢00s2(x0> cosf do.  (2.110)

T,
o cos® 0

: 4L \/\ema,\'
N2Eq/m Jo
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Das Integral muss numerisch gelost werden. Es wird oft angenéhert durch die Beziehung

Ty = (3.7 1.6sinay). 2.111)

Eo/m

Werte daraus sind ebenfalls in Tab. 2.1 zu finden.
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Erde und Teilchenbahnen darin findet man in W. Baumjohann und A. Treumann, Basic
Space Plasma Physics (Imperial College Press, London, 1997) und J. Biichner und L. M.
Zelenyi, Regular and Chaotic Charged Particle Motion in Magnetotaillike Field Reversals,
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