
Komplexe Zahlen

Polardarstellung komplexer Zahlen:

z D x C i y D jzj ei' ; jzj D
p

x2 C y2; tan ' D y

x

Euler’sche Formel:

ei' D cos' C i sin '

Vektorrechnung

Dreidimensional

a � .b � c/ D b � .c � a/ D c � .a � b/

a � .b � c/ D .a � c/ b � .a � b/ c

.a � b/ � .c � d/ D .a � c/ .b � d/ � .a � d/ .b � c/

.a � b/2 D a2 b2 � .a � b/2

Kronecker-Symbol:

ıij D
(

1 wenn i D j

0 wenn i 6D j

Levi-Civita-Symbol:

"ijk D

8
<̂

:̂

C1 wenn ijk gerade Permutation von 123
�1 wenn ijk ungerade Permutation von 123
0 sonst

"ijk"lmk D ıilıjm � ıimıjl; "ijk"ljk D 2ıil

Einstein’sche Summenkonvention (kartesische Koordinaten):

a � b D ai bi �
3X

iD1

ai bi; .a � b/i D "ijk aj bk

Ableitungen von skalaren Feldern �.r/, Vektorfeldern X.r/:

Gradient: grad� D r � bzw. .r �/i D @i �

Divergenz: div X D r � X D @i Xi

Rotation: rot X D r � X bzw. .rot X/i D "ijk @j Xk

Zweite Ableitungen:

div grad� D r � r� D ��

grad div X D r.r � X/

div rot X D r � .r � X/ D 0

rot grad� D r � .r�/ D 0

rot rot X D r � .r � X/ D r .r � X/ ��X

Vierdimensional

Kronecker-Symbol:

ı�� D
(

1 wenn � D �

0 wenn � 6D �

Minkowski-Metrik:

.���/ D .���/ D

0

B
@

1 0 0 0
0 �1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1

1

C
A ; ������ D ı��

Lorentz-invariantes Skalarprodukt (mit Summenkonvention):

a�b� D ���a�b� D a0b0 C aib
i D a0b0 � aibi

Viererortsvektor:

.x�/ D

0

B
B
@

x0

x1

x2

x3

1

C
C
A �

0

B
@

ct
x
y
z

1

C
A ; � 2 f0; 1; 2; 3g

Vierergradient:

@� � @

@x�
; .@�/ D

�
1
c@t

r
�
; .@�/ D .���@�/ D

�
1
c@t

�r
�

Wellen-, d’Alembert- oder Quabla-Operator:

@�@
� � @2 � � D 1

c2
@2

t � r 2 � 1

c2
@2

t ��

Vierdimensionales Levi-Civita-Symbol:

"���� WD

8
<̂

:̂

C1 wenn ���� gerade Permutation von 0123
�1 wenn ���� ungerade Permutation von 0123
0 sonst.

"0123 D C1; "0123 D �00�11�22�33"
0123 D �1

Integralsätze

Linienintegral:
Z xb

xa

r� � dr D �.xb/ � �.xa/

Z xb

xa

dxi @i .: : :/ D .: : :/
ˇ
ˇ
xb

� .: : :/ˇˇxa

Satz von Stokes:
Z

F
df � rot X D

I

@F
dr � X

Z

F
dfi "ijk @j .: : :/ D

I

@F
dxk .: : :/

Satz von Gauß:
Z

V
dV div X D

I

@V
df � X

Z

V
dV @i .: : :/ D

I

@V
df i .: : :/



Green’sche Integralsätze:
Z

V
dV Œ.r�/ � .r	/C � �	
 D

I

@V
df � � r	

Z

V
dV .� �	 � 	 ��/ D

I

@V
df � .� r	 � 	 r�/

Zylinderkoordinaten

x1 � x D % cos' Oe% D cos' Oe1 C sin' Oe2

x2 � y D % sin' Oe' D cos' Oe2 � sin' Oe1

x3 � z Oez D Oe3

dV D d3x D % d% d' dz

r f D Oe% @f

@%
C Oe' 1

%

@f

@'
C Oez

@f

@z

�f D 1

%

@

@%

�
%
@f

@%

�

„ ƒ‚ …
@2f

@%2
C 1

%

@f

@%

C 1

%2

@2f

@'2
C @2f

@z2

Kugelkoordinaten
(sphärische Polarkoordinaten)

x1 � x D r sin# cos'

x2 � y D r sin# sin'

x3 � z D r cos#

dV D d3x D r2 dr d˝ D r2 dr sin# d# d'

Oer D sin# cos' Oe1 C sin# sin' Oe2 C cos# Oe3

Oe# D cos# cos' Oe1 C cos# sin ' Oe2 � sin# Oe3

Oe' D cos' Oe2 � sin' Oe1

r f D Oer
@f

@r
C Oe# 1

r

@f

@#
C Oe' 1

r sin#

@f

@'

�f D
�
�r C 1

r2
�˝

�
f

�r WD 1

r2

@

@r
r2 @

@r
� 1

r

@2

@r2
r � @2

@r2
C 2

r

@

@r

�˝ WD 1

sin#

@

@#
sin#

@

@#
C 1

sin2 #

@2

@'2

Kugelflächenfunktionen

�˝Y`m.#; '/ D �`.`C 1/Y`m.#; '/; ` 2 N0; m D �`; : : : ; `

Y`m.#; '/ D
s

2`C 1

4�

.`� m/Š

.`C m/Š
Pm
` .cos#/eim'

Pm
` .u/ D .�1/`Cm

2``Š

�
1 � u2

�m=2 d`Cm

du`Cm

�
1 � u2

�`
; P` � P0

`

Y`m.#; '/ ` D 0 ` D 1 ` D 2

m D 0
q

1
4�

q
3

4� cos#
q

5
16� .3 cos2 # � 1/

m D 1 �
q

3
8� sin# ei' �

q
15
8� sin# cos# ei'

m D 2
q

15
32� sin2 # e2i'

Y`;�m D .�1/mY�

`m;

Z
d˝ Y�

`m.#; '/Y`0m0.#; '/ D ı``0ımm0

1

jr � r0j D
1X

`D0

X̀

mD�`

4�

2`C 1

r`<
r`C1
>

Y`m.#; '/Y
�

`m.#
0; '0/

D
1X

`D0

r`<
r`C1
>

P`.cos˛/; cos˛ � r � r0

r r0

;

r< D min.r; r0/; r> D max.r; r0/

Fourier-Transformation

f .t; x/ D
Z

1

�1

d!p
2�

Z
d3k

.2�/3=2
Qf .!; k/ ei.k�x�!t/

Qf .!; k/ D
Z

1

�1

dtp
2�

Z
d3x

.2�/3=2
f .t; x/ e�i.k�x�!t/

Entwicklung nach einem vollständigen
orthonormalen Funktionensystem fj

f .x/ D
X

j

aj fj.x/; aj D h fj; f i; h f ; gi D
Z

I
f �.x/ g.x/ dx

h fj; fki D ıjk;
X

j

f �

j .x
0/fj.x/ D ı.x0 � x/

Funktionentheorie

Cauchy-Riemann’sche Differenzialgleichungen:

f .z/ D u.x C iy/C iv.x C iy/ W ux D vy; uy D �vx

Residuensatz:
I

f .z/ dz D 2� i
nX

jD1

Reszj f .z/

Residuum bei einer einfachen Polstelle:

Resz0 f .z/ D lim
z!z0

.z � z0/f .z/



Mechanik

Lagrange-Gleichungen erster Art:

mi Rxi D Fi C
rX

aD1

�ar i fa; fa.t; x1; : : : ; xN/ D 0

Lagrange-Gleichungen zweiter Art:

d

dt

@T

@Pqj
� @T

@qj
D Qj;

d

dt

@L

@Pqj
� @L

@qj
D 0; L D T � V

Hamilton’sche kanonische Gleichungen:

@H

@pi
D Pqi;

@H

@qi
D �Ppi; H D

X

i

Pqi
@L

@Pqi
� L

Poisson-Klammern:

fF;Gg D
X

i

�
@F

@qi

@G

@pi
� @F

@pi

@G

@qi

�

Elektrodynamik

Maxwell-Gleichungen (Gauß’sches System):

div D D 4�
f ; D � E C 4�P

div B D 0

rot E D �1

c

@

@t
B

rot H D 4�

c
jf C 1

c

@

@t
D; H � B � 4�M

Potenziale:

E D �r� � 1

c

@

@t
A; B D r � A

Lineare Medien:

P D 	e E; D D .1 C 4� 	e/E � �E;

M D 	mH; B D .1 C 4�	m/H � �H

Vakuum: D ! E, H ! B, 
f ! 
, jf ! j

Maxwell-Gleichungen (SI-System):

div DŒSI� D 

ŒSI�
f ; DŒSI� � �0EŒSI� C PŒSI�

div BŒSI� D 0

rot EŒSI� D � @

@t
BŒSI�

rot HŒSI� D jŒSI�
f C @

@t
DŒSI�; HŒSI� � 1

�0
BŒSI� � MŒSI�

�0 D 4� � 10�7N=A2; �0 � 1

c2�0

Potenziale:

EŒSI� D �r�ŒSI� � @

@t
AŒSI�; BŒSI� D r � AŒSI�

Lineare Medien:

PŒSI� D 	ŒSI�
e �0EŒSI�; DŒSI� D .1 C 	ŒSI�

e /�0EŒSI� � �ŒSI�EŒSI�;

MŒSI� D 	ŒSI�
m HŒSI�; BŒSI� D .1 C 	ŒSI�

m /�0HŒSI� � �ŒSI�HŒSI�

Umrechnung Gauß’sches und SI-System:

E D
p

4��0 EŒSI�; B D
s

4�

�0
BŒSI�;

� D
p

4��0 �
ŒSI�; A D

s
4�

�0
AŒSI�;


 D 1p
4��0


ŒSI�; j D 1p
4��0

jŒSI�

Kontinuitätsgleichung:

r � j C @

@t

 D 0

Lorentz-Kraft auf Punktladung q D qŒSI�=
p

4��0 :

F D q

�
E C 1

c
v � B

�
D qŒSI�

�
EŒSI� C v � BŒSI�

�

Quantenmechanik

Korrespondenzregeln im Ortsraum:

x 7! Ox D x� ; p 7! Op D „
i
rx

Zeitabhängige Schrödinger-Gleichung:

i„ d

dt
j .t/i D OH j .t/i

Formale Lösung für konservative Systeme:

j .t/i D OU.t/ j .0/i ; OU.t/ D e�it OH=„

Stationäre Schrödinger-Gleichung für konservative Systeme:

OH j i D E j i ; j .t/i D e�iEt=„ j i
Hamilton-Operator im Ortsraum für Teilchen ohne Spin:

OH D 1

2m

�
Op � q

c
A.t; Ox/

�2 C V.Ox/

Entwicklung nach Eigenvektoren einer Observablen:

OA jani D an jani ; hamj ani D ımn ) j i D
X

n

hanj i jani



Erwartungswert einer Observablen in einem Zustand:

h OAi D h j OA j i ; h j i D 1

Unbestimmtheitsrelation für zwei Observablen:

˝
.� OA/2˛

 

˝
.� OB/2˛

 
� �1

4

˝
Œ OA; OB
˛2

 
; � OA D OA � h OAi 

Übergang vom Schrödinger- zum Heisenberg-Bild:

j Hi D OU�1.t/ j .t/i ; OAH.t/ D OU�1.t/ OA OU.t/

Heisenberg-Gleichung für Observablen:

i„d OAH

dt
D

h OAH; OHH

i

Harmonischer Oszillator:

OH D „!
�

Oa	 Oa C 1=2
�
;

h
Oa; Oa	

i
D 1; En D „!.n C 1=2/

Hermitesche Drehimpulsoperatoren:

�
JO i; JO j

	 D i„"ijkJOk;
�
JO2; JO i

	 D 0

Eigenzustände des Drehimpulses:

JO2 jjmi D „2j.j C 1/ jjmi ; JO3 jjmi D „m jjmi

Energien des Wasserstoffatoms:

En D �Z2

n2
Ry; Ry D mec2

2
˛2 � 13;606 eV

Änderung der Energie und des Zustandsvektors in erster Ord-
nung Störungstheorie:

E.1/ D h .0/n j OH.1/ j .0/n i ;

j .1/n i D
X

k¤n

h .0/k j OH.1/ j .0/n i
E.0/n � E.0/k

j .0/k i

Thermodynamik

Einige wichtige thermodynamische Potenziale:

U.S;V/ innere Energie
F.T;V/ D U.S;V/� TS freie Energie
H.S;P/ D U.S;V/C PV Enthalpie
G.T;P/ D F.T;V/C PV

D U.S;V/� TS C PV
freie Enthalpie

Vollständige Differenziale davon:

dU.S;V/ D T dS � P dV

dF.T;V/ D �S dT � P dV

dH.S;P/ D T dS C V dP

dG.T;P/ D �S dT C V dP

Daraus abgeleitete Maxwell-Relationen:

�
@T

@V

�

S

D �
�
@P

@S

�

V�
@S

@V

�

T

D
�
@P

@T

�

V�
@T

@P

�

S

D
�
@V

@S

�

P�
@S

@P

�

T

D �
�
@V

@T

�

P

Großkanonische Zustandssummen für Maxwell-Boltzmann-,
Fermi-Dirac- und Bose-Einstein-Systeme:

ZMB
gc D

1X

ND0

Z
d� .x/ e�ˇ.H.x/��N/

ZFD
gc D

Y

k

�
1 C e�ˇ.
k��/

�

ZBE
gc D

Y

k

�
1 � e�ˇ.
k��/

�
�1

Großkanonische Verteilungsfunktionen dieser Systeme:


MB
gc D

�
ZMB

gc

�
�1

1X

ND0

e�ˇ.H.x/��N/

˝
nFD

k

˛ D 1

eˇ.
k��/ C 1
˝
nBE

k

˛ D 1

eˇ.
k��/ � 1

Beziehungen zwischen Zustandssummen und thermodynami-
schen Potenzialen:

S D kB ln˝

F D �kBT ln Zc

J D �PV D �kBT ln Zgc

Gibbs-Duhem-Beziehung:

U � TS C PV D G D
X

i

�.i/N.i/



http://www.springer.com/978-3-662-56114-0


