Komplexe Zahlen

Polardarstellung komplexer Zahlen:

z=x+iy=z€?, |z = Va2 +)2 tan‘/’:)y_c

Euler’sche Formel:

€Y =cosp +1ising

Vektorrechnung

Dreidimensional

a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb)
ax(bxc)=(@-c)yb—(a-b)c
(axb)-(cxd)y=(a-c)b-dy—(a-d) (b-c)
(axb)?=d*b*—(a-b)?
Kronecker-Symbol:

1 wenni=j
8 = 0
0 wenni#j

Levi-Civita-Symbol:

+1 wenn ijk gerade Permutation von 123
g = ¢ —1 wenn ijk ungerade Permutation von 123
0 sonst

iikEimk = 8itSjm — SimSj1, gk = 28

Einstein’sche Summenkonvention (kartesische Koordinaten):

3
a-b:aibiEZaibi, (axb),-:aijkajbk
i=1
Ableitungen von skalaren Feldern ¢ (r), Vektorfeldern X (r):
Gradient: grad¢ = V¢ bzw. (V) =0;¢
Divergenz: divX =V-X = 0;X;
Rotation: rotX =V xX bzw. (rotX); = e 0; Xk
Zweite Ableitungen:
divgrad¢ =V :-V¢ = A¢
graddivX = V(V-X)
divrotX =V-(VxX)=0
rotgradg =V x (Vg) =0
rotrotX =V x(VxX)=V(V-X) - AX

Vierdimensional

Kronecker-Symbol:

sit = 1 wennpu=v
0 wennpu #v

Minkowski-Metrik:

1 0 0 0
0O -1 0 0

(n,uv):(n'bw): 0 0 -1 0 s TIW”T)AV :S{f
0 0 0 -1

Lorentz-invariantes Skalarprodukt (mit Summenkonvention):

ayb* = nupa’b* = agh® + aip’ = a°b° — d't’

Viererortsvektor:
X0 ct
1
wy [ | *x
()C )_ X2 = y ’ ME{()’LZ’S}
X z
Vierergradient:

b= = (). @M =arran = (7
w= O =\v ) @H=0"dh)=|"y
Wellen-, d’ Alembert- oder Quabla-Operator:

1

1
— 92 _ _
30" =9 =0=5

Vierdimensionales Levi-Civita-Symbol:

+1 wenn pvot gerade Permutation von 0123

eM"VeT := {—1 wenn uvot ungerade Permutation von 0123

0 sonst.

0123 0123
e 7 =41, ez = nooNnnnnne T = —1

Integralsatze

Linienintegral:
xp
/ V- dr = $(xs) — $(xs)
Xq

X
/ dx; 0; (...) = (...)|Xh - (...)|xa

Xq

Satz von Stokes:

/df-rotX: dr-X
F

JIF

/Fdfis,jkaj(...) = _(’%Fdxk(“')

Satz von Gauf3:

/dVdivX:§£ af - X
|4 av

/VdVB,-(...)zyngfi(...)



Green’sche Integralsitze:

/dv [(V¢)-(Vx)+¢Ax]=9§ dof ¢ Vy

14 A%
/dv (¢Ax—xA¢)=g§ o (b Vi1 V)
\%4 A%

Zylinderkoordinaten

€, =cospeé; +singé;

ey =cosgpe, —singe;

X] =X = Q COS¢
X, =y =g sing

3=z é. =2
dV = d’x = pdodypdz

LU 1o
V_
f=Cog, Teor 5, Ty,

10 ( of 1 % ¥f
A== 2T 2 2 9T
/ o do (Q39)+923€02 9z

—_———

0? 19

v

do* o do

Kugelkoordinaten
(spharische Polarkoordinaten)

x=rsind cosg

X1 =
Xy =y=rsin? sing
X3 =z=rcost

dvV = d*x = 2 drd2 = 2 dr sin® do dg

e, =sinv cosge; + sinv sing e + cos Ve;
€y = cost cosge; + cos ¥ sing e, — sin}eé;
€p = COSpeé, —sing é;

oF 1o 1
Vf =é, LA
U R E e

A= S—r"—=—-—5r=
1 a . d 1
5039 "5 Snio 0e2

Kugelflachenfunktionen

AQYe (D, 9) = —L({L + DYeu(P,¢), £ € Ny,

2e+1(e—m)v

T @ e

Yen (0, 9) =

m=—L,...

Py = 7(_2122'” (1-w)""? dd;:m (1-)". Pe=F)
Ye(@,9) £ =0 =1l =2
m=20 \/g \/gcosz? 16” (Bcos? ¥ — 1)
m=1 —\/gsinﬂei“’ = % sin® cos ¥ el
m=2 \/g sin® 9 &2

Yem = (—1)"Y, / A2 YL, (3.0) Yo (0.9) = SeeSmmr

@m(l9 (P)Yzm(ﬁ/ ¢)

Z N Pg(COSOl)

t=0">

|r—r’| 2£+1 €+1

r-r
cose = —-,
rr

r< =min(r,r’), r- = max(r,r’)

Fourier-Transformation

> d Sk - ,
ren= [ 7= | Gt
~ o0 d d3 )

He b= ] —«/ztn (Zn));/z'f (t,x) e ikx—n)

Entwicklung nach einem vollstandigen
orthonormalen Funktionensystem f;

0= Y afw. @ =(f). = [ @
J

(fufe) =8 D L) =8 —x)
J

Funktionentheorie

Cauchy-Riemann’sche Differenzialgleichungen:

Uy = Uy, Uy = =

f(@) = ulx+iy) +iv(x+iy) :
Residuensatz:

¢f(z) dz = 27{12:ResZ f(2)

j=l1

A
Residuum bei einer einfachen Polstelle:

Res;, f(2) = lim (z —20)f(2)



Mechanik
Lagrange-Gleichungen erster Art:

mX; = F; + Zlavifa, fat,x1,...,xn) =0

a=1
Lagrange-Gleichungen zweiter Art:

aor ar_, am
a dtaq] aqj_

— = 0, L=T-V

Hamilton’sche kanonische Gleichungen:

3H . 3H o . H _ Z . 8L L
317,' - ql’ aq’ - pl» - i ‘I: aq’
Poisson-Klammern:

JoF 0G  OF 0G
FGi=Y [—— - ——
.G} Z (3% opi  Op; 8qf)

i

Elektrodynamik

Maxwell-Gleichungen (Gauf3’sches System):

divD = 4mpy, D=E+4nP
divB =0
10
rotE = ———B
c ot
47 . 10
rotH = —j; +-—D, H=B-47M
c c ot
Potenziale:
19
E=-Vp—-——A, B=VxA
c ot

Lineare Medien:

P=y.E, D=(+4ny.)E=¢€E,
M=y,H, B=(+4ry,)H=uH

Vakuum: D — E, H — B, py — p,jy —J
Maxwell-Gleichungen (SI-System):

diVD[SI] — ,O}SI], D[SI] = EoE[SI] +P[SI]

divBS1 =0
rot ESU = —EB[SI]
ot
rot HIU = ji51 | Ipisn pisn = L gisu _ pysn

ot Mo
po = 4w -107'N/A%, ¢ =

Potenziale:

S0 — _yplsn _ 9 gisn

5 BT = v x AlSH

Lineare Medien:
P[SI] — XE»SI] EoE[SI], D[SI] — (1 + XESI])GOE[SI] = E[SI]E[SI],
MU = SUplsn ISl — (4 yIs0) gls) — (S0 pglsn

m

Umrechnung Gauf3’sches und SI-System:

E= JineE®, B— [T pisu

o
[Aren 81 4m L sn
¢ = JArnegptH, A=, [— AV,
Ho
1 . L
p=—=p" j=—=
Jamey Jameg
Kontinuitétsgleichung:
a
Vij+=-p=0

ot
Lorentz-Kraft auf Punktladung ¢ = ¢B"/ /4me, :

1
F=gq (E + -v x B) = ¢t (E[S'] +v xB[SI])
c

Quantenmechanik

Korrespondenzregeln im Ortsraum:

xX—>X=x, p—>p=-V,
i

Zeitabhidngige Schrodinger-Gleichung:

., d ~
ih W) =H[y®)
t
Formale Losung fiir konservative Systeme:

[y (1)) = U(t) [¥(0)).

Stationidre Schrodinger-Gleichung fiir konservative Systeme:

Hly)=Ely), [v@)=e " y)

Hamilton-Operator im Ortsraum fiir Teilchen ohne Spin:

i\]([) — e—iti:[/h

A 1 /. ¢q A\ 2 "
A= (p-2409) +VE®
2m c

Entwicklung nach Eigenvektoren einer Observablen:

A lan) = anlan), (amlan) = 8 = V) = Z (anl ¥) lan)

n



Erwartungswert einer Observablen in einem Zustand:

Ay = (WIAlY)., (y]y)=1

Unbestimmtheitsrelation fiir zwei Observablen:
A A 1 A A2 A A
2 2 _
((a4)%) ((AB)*), = —Z([A,B])w, A =A-(A)y
Ubergang vom Schrodinger- zum Heisenberg-Bild:

) = U 0 [y (), Au(®) = U (AT

Heisenberg-Gleichung fiir Observablen:

~

dA .
7 kel [AH,HH]
dr

Harmonischer Oszillator:
i = ho (&Ta n 1/2), [a,a*] -1, E, =ho(n+1/2)
Hermitesche Drehimpulsoperatoren:
[Ji.d)] = iheyd e, [J20] =0
Eigenzustinde des Drehimpulses:
J7 i) =25+ 1) Ym) . T ) = fm jm)
Energien des Wasserstoffatoms:

72 §
E,=-=Ry, Ry=""4%~ 13606eV
n 2

Anderung der Energie und des Zustandsvektors in erster Ord-
nung Storungstheorie:

ED = (015 [y,0),

Wy = 3 WOIHD [y ©)

(0)
= ¥ )
Er(,O) _ Elgo)

Thermodynamik

Einige wichtige thermodynamische Potenziale:

U(s. V)
F(T,V) = U(S, V) —TS
H(S.P) = U(S.V) + PV
G(T.P) = F(T.V) + PV

= U(S.V) — TS + PV

innere Energie
freie Energie
Enthalpie
freie Enthalpie

Vollstindige Differenziale davon:

dU(S,V) = TdS — PdV
dF(T.V) = —SdT — PdV
dH(S.P) = TdS + VdP
dG(T,P) = —SdT + V dP

Daraus abgeleitete Maxwell-Relationen:
Ty aP
(), (%),
s\ _ (oP
(), = (),
T\ [0V
(%), (%),
sy av
(@), (&),

GroBkanonische Zustandssummen fiir Maxwell-Boltzmann-,
Fermi-Dirac- und Bose-Einstein-Systeme:

o0
ZM =3 / dr (x) e PHD =N
N=0
Z;P — 1_[ (1 + e—ﬁ(ek—,u))
k
—1
7% =T] (1 _ o Bl u))

k

GrofBlkanonische Verteilungsfunktionen dieser Systeme:

1 o0
MB MB —B(Hx)—uN
B = (ch ) 3 e AUHW—um
N=0

1

FD\ _
(m”) = eBla—w) 4|
1
BE| _
(m*) = eBla—w _ |

Beziehungen zwischen Zustandssummen und thermodynami-
schen Potenzialen:

S = kB In 2
F = —kgTInZ,
J=—PV = —kgTInZ,

Gibbs-Duhem-Beziehung:

U-TS+PV=G=)» p?N®

4
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