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Verstindnisfragen

1. Was ist der Unterschied zwischen = und = ?

= steht fiir die Gleichheit der rechten und linken Seite, := fiir die Definition des links stehen-
den Ausdrucks.

2. Was ist die Potenzmenge der leeren Menge P(2)?
{5

3. Gibt es Mengen A, Bmit Ac B, A# B, aber |A| = |B| ?
Ja, z.B. Nund Z.

4. Was ist U{xeRl—n<x<n}.
neN
R.

5. Kann eine Ordnungsrelation gleichzeitig eine Aquivalenzrelation sein?

In einer Ordnungsrelation folgt aus a < b und aus b < @ immer a = b. Wenn die Ordnungsrela-
tion symmetrisch wére, muss also fiir alle Elemente a = b gelten. Nur auf einelementigen
Mengen ist also die = Relation auch eine (ziemlich langweilige) Ordnungsrelation.

6. Eine Aquivalenzrelation teilt eine Menge M in disjunkte Aquivalenzklassen ein. Sei umge-
kehrt eine Einteilung von M in disjunkte Teilmengen gegeben, deren Vereinigung gerade
M ergibt. Gibt es eine Aquivalenzrelation, deren Aquivalenzklassen genau diese Teilmen-
gen sind?

Ja, die Relation kann definiert werden durch a = b genau dann, wenn a und b in einer dieser
Teilmengen liegen.

7. Was ist der Unterschied zwischen einer partiellen Ordnung und einer linearen Ordnung?

In einer linearen Ordnung sind je zwei Elemente vergleichbar, in der partiellen Ordnung nicht.

8. Seien f:M — N und g: N — M Abbildungen mit der Eigenschaft, dass go f: M > M
die identische Abbildung auf M ist. Ist dann auch fog: N — N die identische Abbildung
auf N?

Nein! Beispiel: /:R" >R, x> x,g:R—>R", x> |x| Es ist go f die identische Abbil-
dung, f og bildetx auf |x| ab.

9. Gibt es eine injektive Abbildung von R nach N?
Nein, denn die Michtigkeit von R ist grofler als die von N.
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Ubungsaufgaben

1. Beweisen Sie die Formel SU(M N"N)=(SUM)N(SUN)
»Cy LLFalllxeS=xeSuMundxe SUN=xe(SUMN(SUN)

2.Fall: xeMNN= xeM
xeN=>xeSuMundxe SUN=xe (SUM)N(SUN).

»D, L.FalllxeS=>xeSUWMnN)

2.Fall: x ¢ S= (wegenx € SUMundx eSUN)xeMund xeN
>xeMnN=xeSUMnNN)

2. Beweisen Sie die Formel M UN =M A N.

xeMUNsSxeMUN<SxeM und x%N@xe]\_lund xeNeoSxeMNN

3. Untersuchen Sie die Relationen — und ¢ auf Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitét.

Das Ergebnis: c ist transitiv und reflexiv, & ist gar nichts.

4. Sei R Z“{(m, n) € Z | m—n ist durch 5 teilbar} und r {9,1,2,3,4}. Wir wissen schon, dass
R eine Aquivalenzrelation ist. Zeigen Sie, dass [r], die Aquivalenzklasse von r genau die
Menge der Zahlen ist, die Rest 7 bei Division durch 5 lassen.

m hat Rest r bei Division durch ¢ genau dann, wenn es ein k € Z gibt mit m = gk+r.

Zu zeigen ist, dass die Mengen M ={x|xRr}={x|Es gibtein k € Z mitx—r =5k} und
N ={x| x ldsst Rest » bei Division durch 5} = {x | Es gibt ein k € Z mit x =5k +r} {iiberein-
stimmen. Es gilt: xe M © x—r=5% < x=5%+r<xeN.

5. Es seien folgende Mengen von natiirlichen Zahlen gegeben:

M = {x | 4 teilt x}

N = {x ] 100 teilt x}
T = {x ] 400 teilt x}
S = {x | x ist ein Schaltjahr}

Formulieren Sie die Menge S mit Hilfe der Mengenoperationen U, N und \ aus den Men-
gen M, N, T. Eliminieren Sie in dieser Darstellung das \ Zeichen durch Komplementbil-
dung.

Schaltjahre sind Jahre die durch 4 teilbar sind, auer den Jahren die durch 100, nicht aber durch 400 teilbar
sind. (1900 war kein Schaltjahr, 2000 war ein Schaltjahr und 2100 wird wieder kein Schaltjahr sein!)

Es gibt verschiedene Moglichkeiten. Zum Beispiel:
S=M\(N\T)=M\(NNT)=M N(NNT)=M (N UT) oder
S=TUM\N=TUMNN)=(TUM)N(TUN)=M (T UN).
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. Uberpriifen Sie, ob die folgenden Abbildungen surjektiv beziehungsweise injektiv sind:

a) [R5 R (x,y,2) (x+y,y+2)
b) [R5 R,(x,») - (x,x+Y,)

a) ist surjektiv: (x,z) hat zum Beispiel das Urbild (x, 0, z).
ist nicht injektiv: denn (0,1,0) und (1,0,1) haben Bild (1,1).

b) ist injektiv: (x1, 1) # (x2,12) = (X1, X1+ Y1, 1) # (X2, X2+ 12, 12).
ist nicht surjektiv: denn zum Beispiel hat (1,1,1) kein Urbild.

. Ist f:M — N eine Abbildung, so werden dadurch zwei Abbildungen zwischen den Po-
tenzmengen erzeugt:

F:P(M)— P(N), G:P(N)— P(M),
Ub f(U) Vis f7()

Sind dies wirklich Abbildungen? (Uberpriifen Sie die Definition.) Uberlegen Sie mit einem
einfachen Beispiel fiir f, dass F und G nicht invers zueinander sind.

Die Vorschriften ordnen jeder Menge aus P(M) (bzw. P(N)) genau eine Bildmenge aus
P(N) bzw. P(M) zu, sie sind also Abbildungen. Das Beispiel M = {1,2}, N ={a, b} f(1) =
f(2) = a zeigt, dass F nicht injektiv ist, denn z.B. F({1}) = F({2}) = {a}. Damit sind sie
auch nicht invers zueinander.

. Zeigen Sie: Sind fund g Abbildungen, und ist die Verkniipfung fog moglich, so gilt:
Sind f und g surjektiv beziehungsweise injektiv, so ist auch fog surjektiv beziehungs-
weise injektiv.

fog ist surjektiv: Seien g: M — N, f: N— S surjektiv. Sei z € S. Dann gibt es y € N mit
f(v) =z und weiter ein x € M mit g(x) =y. Dann ist fog(x)= f(g(x))= f(y)=2z, also x
Urbild von z unter fog.

fog ist injektiv: sei x # y. Dann ist g(x) # g(y) und da auch f injektiv ist folgt auch
f(gx)# f(g(y).
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Verstindnisfragen
1. Kann man von einer Aussage immer entscheiden, ob sie richtig oder falsch ist?

Nein, siehe z.B. die Kontinuumshypothese.

2. Erldautern Sie den Unterschied zwischen < und < .

«> ist ein Symbol der Sprache der Aussagenlogik (der Syntax), < ist ein Symbol der Seman-
tik.

3. Und was ist der Unterschied zwischen —» und = .

Das Gleiche: — ist ein Symbol der Syntax (wenn — dann), = ist ein Symbol der Semantik

4. Aus einem einstelligen Pradikat kann man mit zwei Methoden eine Aussage machen.
Welche sind das?

Quantifizieren oder Einsetzen eines Wertes fiir die Variable.

5. Woraus besteht eine formale Sprache?

Aus Alphabet, Syntax und Semantik.

6. Gibt es Aussagen, die keine Priadikate sind?

Nein. Aussagen sind 0-stellige Priadikate.

7. Gibt es einen Unterschied zwischen einer Tautologie (die immer wahr ist) und dem Wahr-
heitswert ,,wahr*?

Eine Tautologie ist eine Aussage, ,,wahr der Wahrheitswert, der einer Aussage oder Aussa-
genformel zugeordnet werden kann, spricht {iber die Bedeutung einer Aussage.
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Ubungsaufgaben

1. Uberpriifen Sie, ob die folgenden Siitze Aussagen sind, und ob sie wahr oder falsch sind:
a)  Entweder ist 5 <3 oder aus 2+3 = 5 folgt 3-4 = 12.
b)  Wenn ich grof3 bin, dann bin ich klein.

c¢)  Dieser Satz ist keine Aussage.

Zu a): Entweder 4 oder (B—C). Dies ist wahr, da A4 falsch und B—C wahr ist.

Zu b): A — B ist wahr, wenn 4 falsch und B wahr, 4 — B ist falsch wenn 4 wahr und B
falsch. Also ist A — —A4 wahr, wenn A falsch ist (ich bin klein) und falsch, wenn 4 wahr ist
(ich bin groB).

Zu c): Dies ist eine falsche Aussage.

2. Stellen Sie fiir die Bindeworter ,,weder ... noch®, ,,entweder ... oder* und ,,zwar ... jedoch
nicht Wahrheitstafeln auf und versuchen Sie diese Verbindungen mit A, v, — auszudrii-
cken.

Als Beispiel: zwar ... jedoch nicht (die anderen Verkniipfungen gehen dhnlich)

A B zwar A4 jedoch nicht B AAN—B
w w f f
w f w w
f w f f
f f f f

3. Bilden Sie die Negation von
a)  Das Dreieck ist rechtwinklig und gleichschenklig.
b)  Boris kann russisch oder deutsch sprechen.
Zu a): Das Dreieck ist nicht rechtwinklig oder nicht gleichschenklig.

Zu b): Boris kann nicht russisch und nicht deutsch sprechen.

4. Beweisen Sie ein Distributiv- und ein Assoziativgesetz fiir die Verkniipfungen A, v.

Fiir das Distributivgesetz:

A B C | AvB (AvB) AC | ANC | BAC (ANC)v(BAC)
w w w w w w w w
wolw | f w f f f f
w f w w w w f w

usw. usw (insgesamt 8 Fille). Auch fiir das Assoziativgesetz muss so eine Tabelle aufge-
stellt werden.
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5. Zeigen Sie, dass (—B — B) — B eine Tautologie ist. (Wenn man aus dem Gegenteil einer
Annahme die Annahme herleiten kann, dann ist die Annahme wabhr). Ist auch (=B — B) <>
B eine Tautologie?

B —B —-B—>B (-B—->B)—>B | (~B—>B)<B
w f w w w
f w f w w

Bei beiden Aussagen handelt es sich also um Tautologien.

6. Fiir jede natiirliche Zahl # sei ax eine reelle Zahl. Im zweiten Teil des Buches werden wir
sehen, dass die Folge a» genau dann gegen Null konvergiert, wenn die folgende logische
Aussage erfiillt ist:

1
VtdmVn (n>m —>|a,|<-), m,n,teN.
t
Bilden Sie die Negation dieser Aussage.

Die Negation lautet: 3rVm3in —(n>m —|a, |< 1) . Rechnen Sie noch aus, dass
—(A > B) <> (A A—B) einen Tautologie ist, so erhalten Sie die dquivalente Form:

JtVman (n>m A |an|2i).

7. Aus Satz 2.11 folgt nicht, dass das Produkt der ersten #» Primzahlen + 1 eine Primzahl ist.
Finden Sie das kleinste n» mit der Eigenschaft, dass pi-p2-...-.p» + 1 nicht prim ist.

In dem Mathematiktool sage berechnen die beiden folgenden Zeilen die Faktorzerlegung
der ersten n Primzahlen + 1:

L = [Primes () .unrank (i) for i in range(0,6)]
factor (prod (L) +1)

Ergebnis: 2-3-5-7-11-13 + 1 =30031 ist 59-509.
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Verstindnisfragen

1. Kann man ein Axiom beweisen?

Nein!

2. Kann ein Beweis einer Aussage richtig sein, wenn im Induktionsschluss die Induktionsan-
nahme nicht verwendet wird?

Kann sein, dann hat man die Aussage direkt bewiesen, aber keine vollstindige Induktion
durchgefiihrt.

3. Warum ist das Hexadezimalsystem fiir Informatiker so wichtig?

Ein Byte lasst sich genau durch 2 Hexadezimalziffern darstellen (4 Bit fiir jede Ziffer)

4. Kann bei der Darstellung einer natiirlichen Zahl im b-adischen System auch eine negative
Basis verwendet werden?

Nein, das klappt nicht, denn dann treten auch negative Zahlen auf!

5. Bei der Berechnung der b-adischen Darstellung einer Zahl wird eine fortgesetzte Division
mit Rest durchgefiihrt. Kann man wirklich sicher sein, dass dieses Verfahren immer endet?

Ja, denn da man mindestens durch 2 dividiert wird der Quotient in jedem Schritt kleiner,
irgendwann muss dann 0 rauskommen und das Verfahren ist zu Ende.

6. Ein Integer in gingigen Programmiersprachen hat eine definierte Grofle, zum Beispiel 4
Byte. Wie konnten Sie vorgehen, wenn Sie eine Klasse implementieren wollen, die belie-
big grofle Integer enthalt?

Ein Array definieren, die Elemente des Arrays enthalten die Ziffern der Zahl.

7. Worauf muss man bei der Implementierung rekursiver Programme achten?

Ist die Abbruchbedingung vorhanden und wird sie erreicht? Hat der rekursive Aufruf ein
kleineres Argument als die Funktion selbst?
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Ubungsaufgaben

1. Zeigen Sie, dass fir n>3 gilt: 2n+1<2",

Induktionsanfang: ~ n = 3:2-3+1 < 23 ist richtig.
Induktionsannahme: Sei 2n+1 < 2" richtig.
Induktionsschluss:  2(n+1)+1 =2n+3 <27+ 3 < 27427 =2.2" =271,

S~ e

2. Fiir welche natiirlichen Zahlen gilt n* <2"?

Ausprobieren: Die Aussage stimmt fiir 1,2,4, fiir 3 ist sie falsch. Der Rest folgt mit Induk-
tion:

Induktionsanfang:  n = 4: 4> <2%ist richtig.
Induktionsannahme: Sei n? < 2" richtig.
Induktionsschluss:  (n+1)>=n?+2n+ 1 < 27427 =21,
N Aufgabe 1 und Induktionsannahme

3. Zeigen Sie mit vollstdndiger Induktion: ne N,xe R,x>—-1= (1+x)" >1+nx.

Induktionsanfang: (1 +x)' > I1+1x ist richtig.
Induktionsannahme: Sei (1 +x)"> 1 + nx richtig .
Induktionsschluss:  (1+x)™' =1 +x)" (1+x)> 1 +m)(1+x)=1+nx +x + nx? >

I+(n+1)x N
dal+x>0

4. Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion: )" (2k —1)=n’.
k=1
Induktionsanfang: ~ n=1: 2-1 - 1 = 1? ist richtig.
Induktionsannahme: Sei z (2k—1)=n" richtig.

n+l k=l

Induktionsschluss: 2(2k =Y Qk=-D+2(n+D)-1=n’>+2n+1=n+1)>".
k=1 k=1

5. Zeigen Sie mit vollstdndiger Induktion: 22; =2" 1.
i=0
Dahinter steckt die Tatsache, dass bei der Darstellung von Zahlen im Bindrsystem gilt:
111---111+1=1000---000 . Formulieren Sie entsprechende Aussagen fiir andere Basen.
[ —— —

Induktionsanfang: 7 =0:2°=2'-1odern=1:1+2!=22-1.
Induktionsannahme: Sei 1 +2+22+23+ . +27=2""1_1,
Induktionsschluss: 142422+ 23 +.. 4+ 27+ 27 = (271 _ 1)+ 271 =227y — 1 =272 1,

6. Zeigen Sie mit vollstdndiger Induktion: Jede nicht-leere Teilmenge der natiirlichen Zahlen
hat ein kleinstes Element.

Sei M eine nicht-leere Teilmenge von N. Wir nehmen an, dass M kein kleinstes Element
hat. Sei K die Menge der natiirlichen Zahlen die kleiner sind als alle Elemente von M:

K={neN|n<mfiralleme M}
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K ist eine Teilmenge des Komplements von M. Mit vollstandiger Induktion zeigen wir
jetzt, dass K = N ist und damit natiirlich M = & im Widerspruch zur Annahme.

Induktionsanfang: 1 € K, denn 1 ist die kleinste natiirliche Zahl und kann nicht in M sein,
sonst wére 1 das kleinste Element in M.

Induktionsannahme: Zeige: ist n € K, dann auch n+1 € K.

Induktionsschluss: Sei n € K. Alle Elemente von M sind groBer als n. Wére n+1 € M, dann
wire nt1 das kleinste Element von M, da n ¢ M ist. Also sind sogar alle Elemente von M
groBer als n+1 und damit n+1 € K.

. Uberpriifen Sie die Richtigkeit des folgenden Induktionsbeweises:

Behauptung: Alle Pferde haben die gleiche Farbe.

Induktionsanfang:  ein Pferd hat offensichtlich die gleiche Farbe.

Induktionsannahme: je n Pferde haben die gleiche Farbe.

Induktionsschluss: ~ Seien n+1 Pferde gegeben. Nimmt man ein Pferd heraus, so haben
die restlichen n Pferde nach Induktionsannahme die gleiche Farbe.
Fiigt man das n+1. Pferd wieder hinzu und entfernt ein anderes
Pferd, so haben die iibrigen Pferde n wieder die gleiche Farbe. Da
mindestens ein Pferd in beiden n-elementigen Pferdemengen enthal-
ten ist, haben alle Pferde der n-elementigen Mengen die gleiche Far-
be und damit auch alle n+1 Pferde.

Der Induktionsanfang ist richtig, auch wenn er komisch klingt, und auch der Induktions-
schluss, allerdings nur fiir » > 2. Der Induktionsschluss von 1 auf 2 klappt nicht. Machen
Sie eine Skizze dazu!

. Darstellung von Zahlen in verschiedenen Zahlsystemen:

Stellen Sie die Zahl (10000)10 im 4er, Ser und 8er System dar.
Stellen Sie (FB97B7FE)i6 im 2er System dar.
Stellen Sie (3614)7 im 11er System dar.

(10000)10 = (2130100)4 = (310000)s = (23420)s.

Bei fortgesetzter Division mit Rest ergeben die Reste die Zahldarstellung (z.B. im 8 er Sys-
tem):

10000:8  =1250 Rest 0

1250:8 =156 Rest 2
156:8 =19 Rest 4
19:8 =2 Rest 3
2:8 =0 Rest 2

(FB97B7FE)is= (1111 1011 1001 0111 1011 0111 1111 1110)2.(1 Hexzeichen = 4 Bit)

(3614)7 = (1003)11. Das bekommen Sie am schnellsten raus, wenn Sie zundchst (3614)7 ins
Dezimalsystem umwandeln: (3614)7 = 3-7° + 67 + 1.7' + 4 = 1334, und dann ins 11 er
System.
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9. Untersuchen Sie den folgenden rekursiven Algorithmus:

1 falls n=0

n n

n

x"=4x%-x* falls n gerade

n—1

X -x sonst

Berechnen Sie die Laufzeit dieses Algorithmus in Abhéngigkeit von n in den Spezialfallen
n=2"und n = 2"-1. Uberlegen Sie, dass dies der beste beziechungsweise der schlechteste
Fall ist (das heif3t die reale Laufzeit liegt dazwischen).

Implementieren Sie den Algorithmus und {iberpriifen Sie ihre Berechnung, indem Sie bei
der Ausfiihrung die Anzahl der durchgefiihrten Rekursionsaufrufe zahlen.

Eine Multiplikation soll die Zeit ¢ brauchen. Der beste Fall liegt vor, wenn immer Alter-
native 1 gewdhlt werden kann, dann schrumpft » am schnellsten. Das ist der Fall, wenn
n =2" In diesem Fall ist die Laufzeit f(n):

f(n)=fQ2")=c+ Q" Y=2¢c+ Q2" ) =..=mc+ f()+d,
das heifit wegen n=1log, m: f(n)=log,n-c+d.

Was ist der schlimmste Fall? Da nach Eintreten der Alternative 3 immer n wieder gerade
ist, geht n am langsamsten gegen 0, wenn abwechselnd Alternative 2 und 3 gewihlt wer-
den muss. Dies ist fiir die Zahlen der Form n = 2" — 1 der Fall:

f(M)=fQ2"-D=c+fQ2"-2)=c+ f2-Q2"" =) =2c+ f2" " -1)=
=2mc+ f(2° ~1)=2mc+e
Wegen m =log,(n+1): f(n)=Ilog,(n+1)-2c+e.

In beiden Fillen ist der Algorithmus etwa proportional zu logz n. (Er ist O(log n), sieche da-
zu Die O-Notation im Abschnitt 13.1 des Buches).

Hier eine Implementierung in sage:

def potenz(x,n):
global aufrufe
aufrufe += 1

if (n == 1):
return x
if (n%2 == 0):

return potenz(x,n/2) "2
return potenz(x,n-1) *x

aufrufe = 0
print (potenz(.9,31))
print (aufrufe)

0.0381520424476946
9
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4 Etwas Zahlentheorie

Verstindnisfragen

1. Wenn Sie die Berechnung des Binomialkoeffizienten mit Hilfe von Satz 4.4 in einem
Programm durchfiihren wollen, stolen Sie schnell auf ein Problem. Welches? Haben Sie
eine Losung dafiir?

Wegen der doppelten Rekursion explodiert die Anzahl der Aufrufe. Man kann aber einmal
berechnete Werte in einem Array zwischenspeichern.

2. Warum fiihrt der Euklid’sche Algorithmus immer zu einem Ergebnis?

Der Rest wird immer kleiner, daher irgendwann zu 0.

3. Der groBite gemeinsame Teiler zweier Zahlen a,b sei eine Primzahl. Kann es sein, dass a,b
weitere gemeinsame Teiler haben?

Nein, dieser miisste sonst ein Teiler der Primzahl sein.

4. Wie viele gerade Primzahlen gibt es?

Nur die Zahl 2!

5. Wie wird der Rest einer Division a/b in der Mathematik berechnet, wie in gdngigen Pro-
grammiersprachen (Java oder C++)?

Mathe: Das eindeutige » mit 0 < < b mit a = bg +r (immer positiv!)
Java: Berechne g = |al/|b|, ist a oder b negativ dann g2 = -q und » kommt aus a = bg2 +r

6. Wird als Hashfunktion die modulo Abbildung modulo einer Primzahl verwendet, so kann
man bei linearer Kollisionsauflosung alle Primzahlen verwenden, bei quadratischer Kolli-
sionsauflosung nicht. Warum?

Da nicht alle Zahlen der Hashtabelle durchlaufen werden, wenn p 7:[ 3mod 4 ist.

7. In N gilt immer n!# 0. Kann n!=0 werden in Z/ mZ?

Ja, sobald m < n ist.

12
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Ubungsaufgaben

1. Zeigen Sie: sind a, b ganze Zahlen mit a|b und b | a, so gilt a = b oder a = —b.
alb = b= qi-a, bla = a = q2-b. Eingesetzt: a = q2:(q1-a) = a = q1q2-a = q1q2 = 1. Dies ist
nur moglich wenn g1 = g2 =1 oder g1 = g2 = -1. Also ist a = +b.
2. Zeigen Sie: gilt fiir ganze Zahlen a1 | b1 und a2 | b2, so gilt auch a1 az2| b1 ba.
aillbi= b1 = qi-a1, axlbx= b2 = q2-a2. Damit b1 b2 = qiai1-q2a2 = qi1q2-a1az, also aiaz|biba.
3. Zeigen Sie, dass die Teilbarkeitsrelation | (Definition 4.9) auf den natiirlichen Zahlen eine
partielle Ordnung darstellt.

Es ist Definition 1.12 nachzupriifen. Wegen 4.10a) gilt a|b und b|c = alc.
Natiirlich gilt ala und wegen 4.10d) gilt auch a|b und bla = a = b.
(Die Aufgabe war auf die natiirlichen Zahlen beschrinkt, daher kann nicht a = -b sein.)

4. Schreiben Sie ein rekursives Programm zur Berechnung von (Z) . Verwenden Sie dazu
die Formel (n+1) = (n)+( " )
k k] \k-1)"

Eine Losung in sage:

def nueberk(n, k) :
if k == n or k == 0:
return 1
return nueberk(n-1,k) + nueberk(n-1,k-1)

$stime
nueberk (49, 6)

CPU times: user 11.8 s, sys: 1.69 s, total: 13.5 s
Wall time: 13.5 s
13983816

Dieses Programm hat eine lange Laufzeit, da viele Koeffizienten mehrfach berechnet
werden. Wenn man die schon berechneten Werte in ein Array schreibt und die Rekursion
nur ausfiihrt, wenn ein Element noch nicht berechnet ist, geht es viel schneller:

a =[]
def nueberkl (n,k):
global a
if a == []:
for i in range(l,n+1):
a.append ([0 for j in range(l,i+1)1])

if k == n or k ==
al[n] [k]=1
return 1
if a[n-1][k] == 0:
aln-1][k] = nueberkl (n-1,k)
if a[n-1][k-1] == 0:
aln-1][k-1] = nueberkl (n-1,k-1)
return a[n-1][k] + a[n-1][k-1]

$stime
nueberkl (49, 6)

CPU times: user 0 ns, sys: 0 ns, total: 0 ns
Wall time: 15 ps
13983816
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Eine etwas kniffligere Induktionsaufgabe: Zeigen Sie, dass zur rekursiven Berechnung

von (Z) (nach Aufgabe 4) genau 2(2) —1 Funktionsaufrufe nétig sind.

Induktionsanfang: (8) =1 = ein Funktionsaufruf.
Induktionsannahme: Sei die Behauptung richtig flir neNund 0 <k <n.

Induktionsschluss: Sei 0 < k£ <n+1. Der 1. Aufruf lautet: nueberk (n+1, k) ; In dieser
Funktion wird nueberk (n, k) und nueberk (n, k-1) berechnet, also zusitzlich
nach Induktionsannahme 2 (Z) —-1+2 (ki 1) -1=2 (n;— 1) —2 Aufrufe. Also haben wir
n+l

i )—1 Aufrufe. Fiir den Fall k£ = n+1 haben wir genau einen Aufruf und

insgesamt 2- (

es ist ja auch 2-(n+1)—1=1.
n+1

Sie konnen das auch ausprobieren, indem Sie in Threr Implementierung einen Zéhler integrieren, der die
Anzahl der Funktionsaufrufe zahlt. In dieser Form ist der Algorithmus also fiir praktische Zwecke ungeeig-
net. Wenn Sie die Berechnung eines Binomialkoeffizienten genau analysieren werden Sie feststellen, dass
in der Rekursion viele Koeffizienten mehrfach berechnet werden. Durch einen kleinen Trick konnen Sie
das vermeiden und den Algorithmus so aufbohren, dass er doch noch sehr schnell wird.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit 6 Richtige im Lotto zu haben, wenn man 8 Zahlen
aus 49 auswéhlen kann.

(469) = Anzahl moglicher 6 er. (2) = Anzahl der mdglichen 6er in 8 Zahlen. Die Wahr-
scheinlichkeit ist (1/Anzahl der moglichen 6er)-(Anzahl der moglichen 6er in 8 Zahlen)
~2-107°.

Zeigen Sie mit vollstdndiger Induktion, dass fiir alle n € N gilt:
a) n* + nist durch 2 teilbar, b)  »® — n ist durch 6 teilbar.

Zu a): Induktionsanfang: 1? + 1 ist durch 2 teilbar.

Induktionsannahme: Es sei n> + n durch 2 teilbar, also n> + n = 2k.

Induktionsschluss: (n+1)° +(n+1)=n"+2n+1+n+1=n"+n)+2n+2=2k+2(n+1),
das ist durch 2 teilbar.

Zu b): Induktionsanfang: 1° — 1 = 0 ist durch 6 teilbar.

Induktionsannahme: Es sei n® — n durch 6 teilbar, also n® — n = 6k.

Induktionsschluss: (n+1)’ —(n+1)=n’+3n" +3n+1—n—1= (1" —n)+3(n’> +n)

=6k +3-2[, das ist durch 6 teilbar.
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4 Etwas Zahlentheorie
8. Berechnen Sie den grofiten gemeinsamen Teiler d von 456 und 269 mit Hilfe des Euk-
lid'schen Algorithmus. Bestimmen Sie Zahlen «, f mit «-269+ f-456 =d.
456 = 1269+ 187 = 187 = 1-456 + —1- 269
269= 1187+ 82 = 82 = —1187+ 1269 = -1456 + 2. 269
187= 282 + 23 = 23 = 2.8 + 1187 = 345 + -5 269
82 =323+ 13 = 13 = 323 + 182 = -10456+ 17- 269
23 = 1113 410 = 10 = -1-13 + 123 = 13-456 +-22- 269
13 =110+3 = 3 =  -1110 + 113 = 23456+ 39- 269
10 = 33 = = 33 + 110 = [82:456 +-139- 269
3 =31 +0
9. Schreiben Sie in C++ oder Java einen Modulo-Operator, der auch fiir negative Zahlen
mathematisch korrekt arbeitet.
Seip>0und n<0.Es ist (n+(-n))mod p =nmod p+(-n)mod p =0. Da nmod p und
(-n)mod p beides Reste modulo p sind, muss nmod p = p—((-n)mod p) sein. Damit
lautet eine mdgliche Implementierung in C++:
long mod(long n, unsigned long p) {
if (n >= 0)
return n%p;
else
return p - (-n)%p;
}
10. Schreiben Sie fiir Z/77 und 7Z/8Z die Multiplikationstabellen auf. Schauen Sie sich die
Zeilen und Spalten in den beiden Tabellen genau an. Was fillt Thnen dabei auf?
0123456 01234567
0/0000O0O0O 0/0000O0O0O0O
110 1 23 456 1101 234567
2/0246135 2/0246024°6
3|03 62514 3|03 614725
410415263 410 4040404
5/0 531642 5105274163
6/0 6 54321 6/0 6 4206 42
7107 6 54321
In jeder Zeile und in jeder Spalte von Z/77Z kommt jede Zahl genau einmal vor, bei Z/8Z
nicht. Woran das liegt lernen Sie im néchsten Kapitel
11. Zeigen Sie: Ist a = a' mod m und b = b' mod m, so gilt a+b = a'+b' mod m.

a=a’modm=a—-a=qgm,undb=b"modm = b -b' = gam. Daraus folgt:
(a—a' )+ (b-D)=(q1+q)m=(a+b)-(a"+b")=(q1+q)m,
alsoa +b=a'+ b mod m.
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4 Etwas Zahlentheorie

12. Beim Rechnen mit Resten kann man die Operationen +,- mit der modulo Operation ver-
tauschen. Genauso geht man beim Potenzieren vor: Um @? mod 7 zu berechnen, ist es ein-
facher [(a¢ mod n)(a mod n)lmod n zu berechnen (warum eigentlich? Probieren Sie ein
paar Beispiele aus). Ahnlich geht man bei der Berechnung von a” mod n vor. Mit diesem
Wissen konnen Sie mit Hilfe des in Aufgabe 8 von Kapitel 3 angegebenen Algorithmus
zur Berechnung von x” einen rekursiven Algorithmus zur Berechnung von ¢” mod n for-

mulieren.
amodn, falls m =1
a”" modn =< (a""?modn)(a™* modn)modn, falls m gerade
(amodn)(a"" mod n)modn, falls m ungerade

13. Implementieren Sie den Euklid'schen Algorithmus; einmal iterativ und einmal rekursiv.

Zunéchst rekursiv (in sage):

def ggt(a,b):
r = a%b
if r == 0:
return b
return ggt (b, r)

Und jetzt iterativ, gleichzeitig werden « und (3 berechnet mit a-a + (3-b = ggt(a, b):

a = 456
b = 269
r = a; # Initialisierung
rl = b;
b0 = 0;
a0 = 1;
bl = 1;
al = 0;
r2 =1
while (r2 != 0): # Abbruchbedingung
q = 1r//rl; # Schleifenrumpf
r2 = rsrl;
a2 = a0 - g*al;
b2 = b0 - g*bl;
r = rl; # Umspeichern von Variablen
rl = r2;
a0 = al;
al = az;
b0 = bl;
bl = b2;
s = str(a0)+'*'"+str(a)+' + '"+str(b0)+"'"*'+str(b)+' = '+str(r)
print(s)

82*456 + -139*%269 =1
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5 Algebraische Strukturen

S Algebraische Strukturen

Verstindnisfragen

1. Ein Ring muss nicht unbedingt ein 1-Element besitzen. Schauen Sie sich noch einmal die
Beispiele in Abschnitt 5.2. an. Finden Sie einen Ring ohne 1?

(mZ,+,-) ist ein Beispiel.

2. Wie lautet in C die +-257?
5i.

3.GitinC:x-x=0=x=0?

Ja, denn x-X =x’

4. Warum gilt im K6rper Z/pZ immer (p—1)(p—-1)=1?
weil (p—1)(p-1)=p°>—-2p+1=1mod p

5. Ist ein Ring-Homomorphismus von R nach S automatisch auch ein Homomorphismus der
additiven Gruppen von R nach S?

Ja.

6. Wenn Sie Schliissel flir einen kryptographischen Algorithmus erzeugen wollen, brauchen
Sie einen Zufallszahlengenerator. Warum sind die standardméafBig in Programmiersprachen
enthaltenen Zufallszahlengeneratoren nicht dafiir geeignet?

Die erzeugten Zufallszahlen sind oft 32 Bit lang, der Schliisselraum ist daher zu klein.
7. Worin liegt die grofle Bedeutung der elliptischen Kurven in der Kryptographie?

Bei vergleichbarer Sicherheit sind die Schliisselldangen kleiner und die Performance besser als
bei anderen public key Algorithmen.

8. Welche beiden ungeldsten mathematischen Probleme liegen den meisten public key Algo-
rithmen zu Grunde?

Das Faktorisierungsproblem fiir gro3e Zahlen und das Problem des diskreten Logarithmus.
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5 Algebraische Strukturen

Ubungsaufgaben

1. Stellen Sie eine Additions- und Multiplikationstabelle fiir Z/6Z auf. Zeigen Sie, dass
Z/6Z \ {0} mit der Multiplikation keine Gruppe bildet.

+10 1 2 3 4 5 *10 1 2 3 4 5
ofo 1 2 3 4 5 0(0o 0 0 0 0 O
11 2 3 4 5 0 1{fo 1 2 3 4 5
212 3 4 5 0 1 210 2 4 0 2 4
313 4 5 0 1 2 3(0 3 0 3 0 3
4(4 5 0 1 2 3 410 4 2 0 4 2
515 01 2 3 4 510 5 4 3 2 1

Dies ist keine Gruppe, da z.B. 2, 3 und 4 kein multiplikatives Inverses haben.

2. Ordnen Sie den Elementen der Verkniipfungstafel der S3 die Elemente der S3 zu.

a, b und d sind gegeben. Berechnen Sie zuerst b* = (1 2 3)> = (1 3 2), also ist ¢ = (1 3 2).
Dann cd = (1 3 2)(2 3) = (1 3). Daraus folgt /= (1 3) und fiir e bleibt dann nur noch (1 2)
iibrig.

Die Gruppe S3 hat einige Untergruppen, kommutative und nicht kommutative. Finden Sie
diese?

3. Zeigen Sie, dass (R",-) eine Gruppe bildet.

x,y € R" = x9 e R", also ist dies eine Verkniipfung in R". Fiir x € R" ist auch x ' € R*
und 1 ist das neutrale Element. Als Teilmenge von R ist R auch assoziativ.

4. Zeigen Sie, dass im Korper C gilt: z-z =z, z7'= | Z|2 .
z

Z-Ez(x—i-iy)(x—iy):xz+y2+i(xy—yx):x2+y2,
I

z — e

- =
z z-z |z

5. Seiz=4+3i, w=6+5i. Berechnen Sie z”' und w in der Form a+bi.
z

Lz _4-3i 4 3. w_6+5i_(6+5)(4-3) 39+2
25 25 257z 4+3i (4+3)(4-3) 25
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Algebraische Strukturen

Stellen Sie 1: in der Form a+bi dar.
—1i

1+i  (A+i)(2+7) —l+§i
2-i (2-D)Q2+i) 5 5

Im Korper C der komplexen Zahlen sei z = 72+72i . Berechnen Sie und zeichnen Sie

. 2 4
in der GauB'schen Zahlenebene z,z°,z°,z*,z°.
2

z
?/W
22:O+i,z3=£+£i,z4:—l,zszﬁ—ﬁi. z
2 2 2 2 \\J
Die Zahlen liegen alle auf dem Einheitskreis. Den Grund dafiir er- z

fahren Sie am Ende von Kapitel 14 des Buches.

Fiihren Sie bei folgenden Polynomen Division mit Rest durch:

a) in Z/27x]: OB+ 28+ X2+ x)/( %+ x),
b) in Z/27Z[x]: CHxr+ DA+ + ),
c) in Z/57Z[x]: (4x> + 2x% + 1)/(2x* + 3x),

und machen Sie jeweils anschlieBend die Probe.

Ausfiihrlich gerechnet Nummer c): Es hilft, wenn Sie sich die Additions- und Multiplika-
tionstabellen fiir Z/5Z aufschreiben:

(433 + 22 + 1)/( 2% + 3x) = 2x + 3

43+ x?
x*+1
x>+ 4x
x+1 = Rest
Probe: 2 +3x)( 2x+3) +x+1=4 + 2+ x2 +dx+ (x+1) =4x° + 232 + 1

Das Ergebnis von a) lautet x°® + x> + 1, das Ergebnis von b) lautet: x* + 1 Rest x.

Zeigen Sie, dass es in Z/nZ[x], n keine Primzahl, Polynome vom Grad zwei mit mehr als
zwel verschiedenen Nullstellen gibt.

Diese verbliiffende Tatsache hdngt damit zusammen, dass es in Z/nZ von 0 verschiedene
Elemente gibt, deren Produkt O ist. Ein Beispiel geniigt: in Z/6Z ist zum Beispiel 2-3 = 0.
Das quadratische Polynom (x—2)(x—3)=x" —2x-3x+2-3=x" + x in Z/6Z[x] hat dann
die Nullstellen 2, 3 und 0.
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Algebraische Strukturen

10.

11.

12.

13.

Zeigen Sie, dass fiir n € N die Menge (R”, +) mit der folgenden Addition eine Gruppe
bildet: (a1, az, ..., an) + (b1, b2, ..., bn) := (a1 + b1, a2 + bz, ..., an + by).

Das Nullelement ist (0,0.,...,0), das Inverse zu (a1, a2, ... , an) ist (—ai1, —az, ... , —an).

Die Menge ist assoziativ, denn ((ai,... , an) + (bi,... , bu)) H(c1,... , Cn) =
=(a1+bi+ci,...,ant bnt cn) = (an,... , an) + ((b1,... , bn) + (c1,... , Cn)).

Zeigen Sie, dass die Abbildungen
a) fiR >R (x,,2)> (x+p,y+2)
b) g:R* >R’ (x,3)F (x,x+,))

Homomorphismen sind. R? beziehungsweise R* sind dabei die Gruppen aus der letzten
Aufgabe. Berechnen Sie Ker fund Ker g.

Die Homomorphieeigenschaft zum Beispiel fiir f:
Sy 20+ (%0, 552) = (04 + 01,0 +2) + (05 + 35,0, +2,) =
4 +xX,+ Y+ VY, +z,+2,) = f (X +X,, 0, +V,, 2, + Z,).
ker f ={(x,v,2)| f(x,y,2)=0}. f(x,y,z)=0 heiltx+y=0,y+z=0
=>x=-y,z=-y,= Kerf={a(1,-1, 1) a € R}.
Ahnlich folgt: Ker g = {(0,0)}.

Zeigen Sie, dass man in der Definition 5.2, Axiom (G2) auf die Forderung der Eindeutig-
keit verzichten kann: In einer Gruppe ist das Inverse a”! zu einem Element a eindeutig
bestimmt.

Angenommen es gilt ab=ac, also b und c¢ seien Inverse zu a. Dann ist
a”'(ab)=a"'(ac), wegen des Assoziativgesetzes also auch (afla)b = (afla)c und damit
b=c.

Zeigen Sie, dass in einer ISBN-Nummer jeder einzelne Ziffernfehler und auch das Ver-
tauschen der Priifziffer mit einer der vorderen Ziffern entdeckt werden konnen.

Finzelner Ziffernfehler:

Hat die Ziffer an der Stelle i richtig den Wert a und den falschen Wert b, so ergibt die
Differenz der Priifziffern (gerechnet in GF(11)): ai—bi=(a—b)i#0,da a—b#0 ist.

Vertauschung der Priifziffer mit der Ziffer an der Stelle i
Die richtige Priifziffer lautet: 1a,---+ia, +---9a, = p

Sind a; und p verschieden und wird die Vertauschung von a; mit p nicht erkannt, so miiss-
te gelten: 1a,---+ip+---9a, =aq, .
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Algebraische Strukturen

14.

Die Differenz der beiden Zeilen ergibt: i(a, — p)=p—a,. Da a,— p #0 ist folgt daraus
i=-1,also i=p—-1=10 in GF(11). Der maximale Wert fiir i ist aber 9.

In R* bildet die Menge der (x,y) mit y =mx+¢ eine Gerade. Dabei ist m der Anstieg
und ¢ der y-Abschnitt. Untersuchen Sie jetzt Geraden iiber dem Korper GF(p), also in
GF(p)*:

a) Zeigen Sie, dass jede Gerade in GF(p)? genau p Punkte enthilt.

b) Verwenden Sie ein Mathematikwerkzeug um fiir einige Primzahlen und fiir einige m, ¢
die Punkte der Geraden zu zeichnen. Nehmen Sie zum Beispiel p = 31,
m=1,2,13,16(=1),29(=-2) und ¢ =0, 5. Vergleichen Sie die Zeichnungen mit den ent-
sprechenden Geraden in R”.

Zu a):
Ist x, # x,, so ist auch mx, +t # mx, +¢ und umgekehrt. Die Gerade hat also genauso vie-
le Punkte wie GF(p).

Zub):
Der folgende sage Code zeichnet die Gerade 2x +5

def gerade(m,t,p): # Gerade mx+t in GF (p)
GFp = IntegerModRing (p)
m = GFp (m)
t = GFp(t)
points = []

for x1 in GFp:
points.append([x1l,m*x1+t])

return list plot(points, aspect ratio = 1)

show (gerade (2,5, 31))

Das Bild sieht so aus:
o1
25
201
51
104 -

5 4

Die Gerade 2x+5 liber den reellen Zahlen ist darin rot gestrichelt eingezeichnet.
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6 Vektorraume

6 Vektorraume

Verstindnisfragen

1. Ist eine Gerade im R, welche nicht durch den Ursprung geht, ein Vektorraum?

Nein, Der Ursprung muss in jedem Vektorraum enthalten sein.

2. Gibt es einen Vektorraum der echter Unterraum des R? ist und der die x-Achse echt um-
fasst?

Nein, nur Dimension 1 (x-Achse) oder Dimension 2 (IR?) sind mdglich.

3. Ist der Q° ein Untervektorraum des R3?

Nein, die Rdume sind nicht vergleichbar, da verschiedene Skalarenkorper!

4. Sind R* und C? als Vektorriume isomorph? Kann es eine lineare Abbildung zwischen R*
und C? geben?

Auch wenn die Versuchung grof} ist, die Komponenten aufeinander abzubilden: da die Ska-
larenkorper verschieden sind, ist dies keine lineare Abbildung und damit auch kein Isomor-
phismus.

5. Gibt es Vektorrdume mit Basen, die verschieden viele Elemente haben?

Nein, je zwei Basen haben gleich viele Elemente.

6. Richtig oder falsch: Wihlt man aus einem unendlich-dimensionalen Vektorraum } endlich
viele Elemente aus, so bildet der Span dieser Elemente einen endlich dimensionalen Teil-
raum von V.

Der Span einer Menge von Vektoren ist immer ein Vektorraum, und die Dimension kann
nicht grofer sein als die erzeugende Menge. Also: ja.

7. Lasst sich eine surjektive lineare Abbildung vom R” auf den R” immer invertieren?

Ja, denn wegen dim Im + dim Ker =z ist der Kern 0 und die Abbildung daher auch injektiv.
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6 Vektorraume

Ubungsaufgaben

1. Zeigen Sie, dass die Abbildungen
a) R >R, (x,p,2) = (x+y,y+2)
b) g:R' >R, (x,y) = (x,x+,)
linear sind. Berechnen Sie Ker fund Ker g.

Diese Aufgabe habe ich schon im Kapitel 5 gestellt: Dort wurde berechnet, dass die beiden
Abbildungen Gruppenhomomorphismen sind. Zur Linearitit fehlt noch:

f(A(x,y,2))= f(Ax,Ay,Az) = (/1(x+ y),A(y+ Z)) =Ax+y,y+z)=Af(x,y,2), bzw.
g(Ax, ) = g(Ax, Ay) = (Ax, A(x + ¥), Ay) = A(x, x + y,¥) = Ag(X, ).

2. Die Gleichung y = 3x+4 lisst sich als Gerade im R? interpretieren:
g={(x,y)|y=23x+4}, a, b € R% Suchen Sie Vektoren a, b in R* mit g ={a+Ab| 1 eR}.

Wihle fiir a einen Punkt auf der Geraden, fiir b die Differenz zweier Punkte der Geraden,
0 0) (4

zum Beispiel: g=| |[+1 - A .
4 4 0

3. Jeder Graph einer Geraden y = mx+c hat eine Darstellung in der Form
g={a+Ab| A eR}. Bestimmen Sie fiir diese Darstellung Vektoren a,b. Gibt es umge-
kehrt zu jeder Geraden g im R? eine Darstellung als Graph einer Geraden y = mx-+c?

Die Punkte (0,c) und (1, m+ c) liegen auf der Geraden. Darum ist zum Beispiel
g= 10,0+ A1, m)}.

Der Richtungsvektor der Geraden kann nie in y-Richtung zeigen, dies wire m = unendlich.

4. Priifen Sie die Vektorraumbedingungen (V1) bis (V4) fiir R? nach.

Das ldsst sich komponentenweise leicht nachrechnen, dhnlich wie in Aufgabe 9 aus Kapi-
tel 5.

5. Uberlegen Sie, ob R? mit der iiblichen Addition und mit der Skalarmultiplikation

X Ax) | )
/1( J = ( ] ein Vektorraum ist.
y y

1 2 1 1 2
Nein: Ein Gegenbeispiel geniigt. z.B. ist (1+ 1){1] = (1] # I[J +1 (J = (2] .
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6 Vektorraume

6. Suchen Sie eine lineare Abbildung f:R*> — R’ fiir die gilt Ker = Im f.

z.B. (x, v) = (1, 0): Ker f=1Im = x-Achse. Zu jeder Geraden durch den Ursprung konnen
Sie eine lineare Abbildung finden, so dass diese Gerade Kern und Bild ist.

7. Was sagen Sie zu der Aufgabe 6, wenn ich R? jeweils durch R ersetze?

Eine solche Abbildung kann nicht existieren, da dim Ker + dim Im = 5 nicht moglich ist,
wenn Kern und Bild gleich sind.

3 2
8. Die Vektoren {5] und {4} bilden eine Basis B des R?. Sei {xj eR?.
y

x] in der Basis B.

Berechnen Sie die Koordinaten VOH(
y

3 2
5) + u (4} . Dazu ist das lineare

Gleichungssystem 34 + 2= x und 54 + 4=y zu nach A und g aufzul6sen.

X
Es muss A, uberechnet werden, so dass gilt: ( j =A (
y

Das Ergebnis lautet : A =2x —y, u=-5/2x+3/2 y.

9. Zeigen Sie: Sind u, v linear unabhéngige Vektoren in ¥, so sind auch u + v und u — v linear
unabhingig (machen Sie eine Skizze im R?!)

Sei Au +v) +(u—v) = 0. Ausmultiplizieren ergibt: (A+u)u + (AI—p)v = 0. Daraus folgt
wegen der linearen Unabhingigkeit von u und v: A+u = A—u =0, also A = x4 = 0. Damit
sind # + v und u — v linear unabhéngig.
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7 Matrizen

7 Matrizen

Verstindnisfragen

1. Richtig oder falsch: Sind 4 und B beliebige Matrizen, dann ist die Multiplikation zwar
nicht kommutativ, aber die Produkte 4 -B und B-4 kénnen immer berechnet werden.

Falsch, die Matrizen miissen von der Grofe zusammenpassen.

2. Werden die n Basisvektoren im R” um verschiedene Faktoren gestreckt, ist dann die
dadurch erzeugte Abbildung eine lineare Abbildung?

Ja, die Bilder der Basisvektoren bestimmen die Abbildung.

3. Warum lésst sich eine einfache Verschiebung um einen festen Vektor im R?® nicht durch
eine lineare Abbildung beschreiben?

Da hierbei der Ursprung verschoben wird. Der bleibt aber bei linearen Abbildungen fest.

4. Kann man zwei nicht quadratische Matrizen so multiplizieren, dass eine (quadratische)
Einheitsmatrix herauskommt? Wenn ja: Was bedeutet das fiir die zu den Matrizen gehori-
gen linearen Abbildungen?

Ja das geht (ist als Verstidndnisfrage vielleicht etwas dick geraten). Ein Beispiel finden Sie,
wenn Sie an die Einheitsmatrix links bzw. oben noch Nullspalten bzw. Nullzeilen hinhidngen.
Die erste Abbildung (zur zweiten Matrix) ist injektiv, die zweite Abbildung surjektiv, die
zusammengesetzte Abbildung ist die Identitit. Vergleiche dazu Satz 1.17 b)

5. Gibt es einen Unterschied zwischen der Multiplikation <Matrix>-<Vektor> und
<Matrix>-<einspaltige Matrix>?

Nein, kein Unterschied.
6. Warum ist die Matrixmultiplikation assoziativ?
Weil sie als Hintereinanderausfithrung von Abbildungen interpretiert werden kann.

7. Ist die Menge der gleich grofen quadratischen Matrizen mit der Multiplikation eine Grup-
pe? Ist die Menge der gleich groen quadratischen Matrizen mit der Addition eine Gruppe?

Mit der Multiplikation nicht, da nicht jede Matrix invertierbar ist. Mit der Addition schon, die
Menge R"" mit der Addition ist nichts anderes als die additive Gruppe R"".
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7 Matrizen

Ubungsaufgaben

1. Im folgenden Bild sehen Sie eine Zentralprojektion skizziert, mit deren Hilfe Objekte des
Raumes in den R? abgebildet werden konnen. Die Punkte des R, die projiziert werden sol-
len, werden mit dem Projektionszentrum verbunden, das sich im Punkt (0,0, 1) befindet.
Die Projektionsebene ist die x-y-Ebene. Der Schnittpunkt der Verbindungsgeraden mit der
Projektionsebene ergibt den darzustellenden Punkt. Berechnen Sie, wohin der Punkt
(x,y,z) bei dieser Projektion abgebildet wird. Ist diese Abbildung fiir alle Punkte des R*
definiert? Ist sie eine lineare Abbildung?

0 0 X
Die Gerade durch (0,0,1) und (x,y,z) hat die Form| O [+ 4|| 0 |—| vy ||. Um den Schnitt-
1 1 z

punkt (xo, yo, 0) mit der x-y-Ebene zu bestimmen muss das A berechnet werden mit

X, 0 x
Yo |=|0[+4] »
0 1 z—1

1

1-z

Aus der dritten Zeile folgt 0=1+A(z-1), also A= Damit ergibt sich:

In der Ebene parallel zur x-y-Ebene durch (0,0,1), (die Ebene z = 1) ist die Abbildung nicht
definiert. Daher kann sie auch keine lineare Abbildung sein.

3 2
2. Die Vektoren (SJ und (4) bilden eine Basis B des R2. Sei (x

je R2. Berechnen Sie die
y

X

Koordinaten VOH(
y

] beziiglich der Basis B.

Diese Aufgabe habe ich schon im letzten Kapitel gestellt: Die Losung A = 2x — y,
L=-5/2 x + 3/2 y ist im Zusammenhang mit der nichsten Aufgabe wieder interessant:
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Matrizen

1 3 0 2
. Bestimmen Sie die Matrix der Abbildung, die (OJ in (SJ und (1] in (4] abbildet und

berechnen Sie die Inverse dieser Matrix.

: : 32 , X, (3 2)(x 1 '
Die Matrix lautet , suchen Sie dann mit = , bzw. mit
5 4 Vi 5 4)\y 0

3 2 0 }
(5 4}()@} - (J [x:j sind die Bilder der Basis der Umkehrabbildung und daher die
Ya Vi

2 -1
Spalten der Matrix. Es ergibt sich: .
-5/2 3/2

. Bestimmen Sie die Matrizen der Abbildungen
a) fiR >R (x,3,2)> (x+p,y+2)

b) g:R* >R, (x,») - (x,x+,7)

1 0
a)Ad= ((1) i (l)j’ byd=|1 1]. Die Spalten sind die Bilder der Basis.
0 1

. Fiihren Sie die folgenden Matrixmultiplikationen durch:

-2 3 1 31 1 0 00 1 0 0)(1 O O 1 00
a6 9 3112 0 1 (=0 0 O|b) |0 I 0O 1 O|=|0 1 O
4 -6 -2)(0 2 -1 0 00 4 0 0)\4 0O 4 0 0

o
~
VR
—_ =
—_— =
N——
VR
O =
EEN )
N—
Il
VR
—_ =
AN N
(oW
~
VR
—_ =
—_ =
N—
7~ N\
—_ O
W W
N—
Il
VR
p—
(o) e
N——

. Bestimmen Sie zu den folgenden linearen Abbildungen die dazugehorigen Matrizen und
ihren Rang.

Q)  f:R? eRz,(x‘J - (xl —2x2j

X, 0

.3 2 Xy =X + X
b) R SRY | x, |
2x,—2x, +2x,
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Matrizen

) b =21 ist 1 b) =00 ist 1
a , Rang is , Rang ist 1.
0 0 8 2 8

7. Zeigen Sie, dass fir Matrizen 4,8€ K" und C € K™ gilt: (4 + B)C=AC + BC.
Sei D =(4 + B)C und F = AC + BC = Ich verwende die Multiplikationsregel (7.5)

d; = Zbikakj um das Element dj; zu berechnen:
k=1

m m

d; = Z(a[k +by)ey, = Z(a[kckj +bikckj) = Zaikckj + Zbikckj =(4C), +(BC), = f;-
k=1 k=1 k=1

k=1
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8 GaulR’scher Algorithmus und lineare Gleichungssysteme

8 Gaufly’scher Algorithmus und lineare Gleichungssysteme

Verstindnisfragen

1. Welches sind die elementaren Zeilenoperationen in einer Matrix?
Vertauschen, multiplizieren mit einem Skalar und Addition des A-fachen einer Zeile zu einer

anderen.

2. Das Vertauschen zweier Zeilen dndert den Rang einer Matrix nicht. Kann das Vertauschen
zweier Spalten den Rang édndern?

Nein, denn der Rang ist die Dimension des Spaltenraums, der dndert sich bei dem Vertau-

schen der Spalten nicht.

3. Kann bei der Durchfiihrung elementarer Zeilenumformungen eine invertierbare Matrix zu
einer nicht-invertierbaren Matrix werden?

Nein, denn der Rang der Matrix &ndert sich nicht.

4. Was ist das Pivotelement im Gaul3’schen Algorithmus?
Das Element unter dem alles zu 0 gemacht werden soll.
5. Ein lineares Gleichungssystem sei durch die Matrix 4 und den Ergebnisvektor 5 bestimmt.

Wie konnen Sie aus der Matrix 4 die Anzahl der Unbekannten und die Anzahl der Glei-
chungen ablesen?

Die Anzahl der Unbekannten ist die Spaltenzahl, die Anzahl der Gleichungen die Zeilenzahl.

6. Sei Ax = 0 ein homogenes lineares Gleichungssystem. Wie konnen Sie aus dem Rang von
A und der Anzahl der Unbekannten die Dimension des Losungsraums bestimmen?

Siehe Satz 8.7: Die Dimension ist Anzahl der Unbekannten — Rang 4.

7. Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems ist immer ein Vektor-
raum. Was ist die Losung eines inhomogenen linearen Gleichungssystems?

Ein aus dem Ursprung verschobener Vektorraum.

8. Die Losungsmenge einer linearen Gleichung im R* beschreibt eine Ebene im R*. Warum?
Welche geometrische Form hat die Losungsmenge zweier linearer Gleichungen im R3?

Erkldren Sie den Zusammenhang zu den Ebenen, welche durch die beiden einzelnen Glei-
chungen bestimmt werden.

Ax = 0 heilt hier Rang 1 (die Matrix hat eine Zeile). Es gibt drei Unbekannte, also ist die
Dimension des Losungsraums 2 (eine Ebene durch den Ursprung), und die Losung des inho-
mogenen Systems ist eine aus dem Ursprung verschobene Ebene.
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8 GaulR’scher Algorithmus und lineare Gleichungssysteme

Ubungsaufgaben

1. Bestimmen Sie jeweils den Rang der folgenden Matrizen:

1 3 2 5 4 1 2 3 2 3 1 1 2 2 1
1 4 35 1 3 2 0 -4 4 5 5 3 7
1 4 2 4 3 |38 -7 =2 11 |5 8 1| |-6 1|
2 7 -3 6 13 21 9 —-10 -3 -1 2 2 5 -8

Die Rénge der Matrizen sind der Reihe nach: 3, 2, 3, 2. z.B. fiir die erste Matrix:

1 3 25 4 1 3 2 5 4 13 2 5 4 1 3 2 5 4

1 4 3 5|10-1 01 3 21 01 3 -2 1 01 3 -2 1
- - -

1 4 2 4 3|1I-1 01 4 -1 -1|I-1 o0 1 1 =2 o0 1 1 =2

2 7 =3 6 13)1v-21 01 1 4 5 )1V -1I 0 0 -2 -2 4)1v+21 00 0 0 O

Fiir die zweite Matrix:

1 2 -3 -2 -3 1 2 -3 2 3 1 3 2 5 4

1 3 2 0 -4|1-1 o1 1 2 -1 01 3 21
- -

38 -7 -2 -11|1I-31 0 2 2 4 =2\I-20 00 0 0 O

21 -9 -10 -3)1v-2I 0 -3 -3 -6 3)IV+3lI 00 0 0 O

2. Welche Unterrdume des R* werden durch die Losungen der folgenden linearen homogenen
Gleichungssysteme bestimmt?

a) 2x,—2x,+x,=0 nt Nt ooXN

©) x + x, = 0

2% -2x6+ x, =0 2%+ x4+ 2x, = 0

b)
x,+3x,=0

Es sei jeweils 4 die zugehorige Koeffizientenmatrix uns L der Losungsraum. Dann gilt:
a) Rang 4 =1 = dim L = 2. Eine Basis ist zum Beispiel (0,1,2), (1,1,0).

b) Rang 4 =2 = dim L = 1. Die Umwandlung mit dem Gauf3'schen Algorithmus liefert die
1 0 3,5

Matrix: (0 3 ] und damit als Basisvektor zum Beispiel (3.5, -3, 1).

¢) Rang 4 =2, = dim L = 1. Ein Basisvektor ist zum Beispiel (1,0,—1).

3. Bestimmen Sie die Inversen der folgenden Matrizen, falls sie existieren:
3 01 3 01 5 00
1 0 1], |6 0 2, |-1 2 0]
010 0 1 0 4 1 3
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GaulR’scher Algorithmus und lineare Gleichungssysteme

172 -1/2 0 2/10 0 0
At=1 0 0 1|, B'existiert nicht (RangB=2),C'=| 1/10 1/2 0
-1/2 3/2 0 -3/10 -1/6 1/3

. Stellen Sie fest, ob das folgende lineare Gleichungssystem ldsbar ist und bestimmen Sie
gegebenenfalls die Losungsmenge:

x1 + 2x2 + 3x3 =1

4x1 + Sx2 + 6x3 = 2
Txi + 82 + 9x3 =3
S5x«t + Tx2 + 9x3 =4
1 2 311
. ; . . 0 1 212/3
Das System hat keine Losung, da der Gauf'sche Algorithmus liefert: 00 o0l1l
0 00O

d.h. Rang (4,b) > Rang 4.

. Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem:

2x1  + x2 + x3 = ai
S5x1 + 4x2 — Sx3 = a2
3x1 + 2x — x3 = as

wobeil einmal a1= 5, a2=-1, a3= 3, und einmal a1=1, a2=-1, a3= 1 zu wihlen sind.

2 1 1 5 2 1 1 5
Der GauB'sche Algorithmus ergibt [0 1.5 -7.5 |-13.5|,bzw. [0 1.5 -7.5 |-3.5].
0 0 0 0 0 0 0 |(2/3

Damit existiert im zweiten Fall keine Losung, im ersten Fall lautet die Gau3-Jordan-Form:
1 0 3|7
0 1 -51|-9|, woraus sich als Losung flir das homogene System ergibt:
0 0 010

-3 7
{A| 5 || 2 €R}. Eine spezielle Losung lautet | -9 |.
1 0
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8 GaulR’scher Algorithmus und lineare Gleichungssysteme

6. Welche Ordnung hat der GauB3'sche Algorithmus , wenn Sie das folgende Gleichungssys-
tem auflosen:

a, a, 0 0 0 0 X, b,
@y Gy Gy 0 0 0 |l x b,
0 a, ay ay, 0 0 X3 by
0 0 ay; a, ag . : =
o 0 0 . - . 0
: : D Ain2 Gpanr Gy

0 0 0 0 0 an,n—l Ay Xy bn

Zeigen Sie, dass dieses System immer eindeutig losbar ist falls fiir alle i gilt

. Eine solche Matrix heif3t "spaltendiagonaldominant".

|aii| > |ai—1,i| T

Dann kann man ndmlich die folgenden Umformungen vornehmen, ohne dass irgendwann
die 0 im Nenner auftritt (warum?).

Beginnen Sie mit der zweiten Zeile und ziehen Sie fiir k = 2 bis k = n jeweils von der k-ten

a
Zeile das —* _fache der (k—1)-ten Zeile ab. Danach hat die erweiterte Matrix die

P
Form:

a, a, 0 0 0 0 |5
0 a, a; 0 0 0 |5,
0 0 a; a, O 0 |b
0 0 0 0 oa :
0o 0 0 . - - 0
oo 0 a,., a..,
0 0 0 0 O 0 a, |b,

Dabei wurden n — 1 elementare Zeilenoperationen durchgefiihrt. In der zweiten Runde miissen

a
Sie von k = n bis k = 2 von der (k—1)-ten Zeile das ——* — fache der k-ten Zeile abziehen. Das
A

Ergebnis ist die GauB3-Jordan Form.

Eine elementare Zeilenoperation besteht in dieser einfachen Matrix aus hochstens 1 Division,
3 Multiplikationen und 3 Subtraktionen, hat also konstante Laufzeit. 2(n — 1) solche Operati-
onen ergeben eine lineare Laufzeit: die Ordnung des Algorithmus ist 7.
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9 Eigenwerte, Eigenvektoren und Basistransformationen

9 Eigenwerte, Eigenvektoren und Basistransformationen

Verstindnisfragen

1. Welche geometrische Bedeutung hat die Determinante einer Matrix?

Bis auf das Vorzeichen stellt sie das Volumen des von den Zeilenvektoren aufgespannten
Korpers dar.

2. Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen der Determinante einer Matrix, dem Rang der
Matrix und dem Kern der dazugehdrigen linearen Abbildung.

Wenn die Determinante = 0 ist, hat die Matrix den maximalen Rang und der Kern der linea-
ren Abbildung ist {0}. Siehe Satz 9.4.

3. Bei einer Drehspiegelung im R* wird zunichst an einer Ebene gespiegelt und anschlieBend
um die Achse senkrecht zu dieser Ebene gedreht. Wie viele Eigenvektoren hat eine Dreh-
spiegelung. Welches sind die dazugehorigen Eigenwerte? Gibt es Sonderfélle?

Normalerweise hat die Drehspiegelung genau einen Eigenvektor, die Drehachse. Sonderfille
sind Drehungen um 180° und 360°. Dann ist die Ebene senkrecht zur Drehachse Eigenraum.

4. Ist 0 Eigenvektor zu jedem Eigenwert?
Ja.

5. Ist u ein Eigenvektor zu dem Eigenwert A und v ein Eigenvektor zu dem Eigenwert u
(4 = w), ist dann auch u + v ein Eigenvektor?

Nein, denn dann miisste flu + v) = Au + uv= k(u + v) fiir ein k sein. Das geht nicht, wenn
A = ist.

6. Wenn eine Matrix aus dem R** drei Eigenwerte hat und die Dimension des Eigenraums
zum ersten Eigenwert 2 ist, gibt es dann eine Basis aus Eigenvektoren zu der Matrix?

Ja, denn jeder Eigenraum hat mindestens Dimension 1.

7. Richtig oder falsch: Wenn ein Eigenwert der Matrix aus dem R einen Eigenraum mit
der Dimension 2 hat, so hat die Matrix genau einen weiteren Eigenwert.

Falsch, die Matrix kann auch nur einen einzigen Eigenwert haben.

8. Ist 1 Eigenwert einer Matrix 4 aus R>?, kann dann rang(4—AE) =2 sein?

Nein, rang(A4— AE) ist immer echt kleiner als die Matrixgrofe.

9. Ist 4 eine Matrix aus R”" und 7 € R™ eine invertierbare Matrix, hat dann 77'AT die
gleichen Eigenwerte wie 4?

Ja, da die Matrizen dhnlich sind.
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9 Eigenwerte, Eigenvektoren und Basistransformationen

Ubungsaufgaben

b
d] ist genau die Flache des Paralle-
C

a
1. Zeigen Sie: Die Determinante einer 2x2 Matrix (

logramms, das durch die beiden Zeilenvektoren bestimmt wird.

Aus der Zeichnung ergeben sich die folgenden Flichen:

1 =bc b+d
2= ab) ON©
3 ="(cd) d
Die Gesamtflidche des grof3en @
Rechtecks betrigt = (a+c)(b+d) @
Die Parallelogrammfliche ist die b
Gesamtfliche minus die Einzelflachen = ad — bc @ @
c a atc

2. Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen:

2 6 4 0 3 40 2 1 0 -1 2
4 -12 -1 2 0 7 6 3 2 1 0 1
1 7 2 112 60 1, |31 0 1
0 10 3 9 5 3 1 =2 2 2 0 -1

Die beiden ersten Determinanten berechnet man mit dem Gauf}'schen Algorithmus. Die
Ergebnisse lauten 1560 beziehungsweise —401. Die dritte Determinante erhdlt man durch
Entwicklung nach der dritten Spalte:

1 0 -1 2
2 1 1
2 1 0 1
=—1-1-3 1 1|=-1-(-15)=15.
-3 1 0
2 2 -1
2 2 0 -1
5 -1 2 1 -3 3
3. a) Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrizen | -1 5 2 |und |3 -5 3.
2 2 2 6 -6 4

b) Geben Sie zu jedem Eigenwert eine Basis des dazugehorigen Eigenraums an. Sind die
Matrizen diagonalisierbar? Wenn ja geben Sie die zugehorige Basistransformations-
matrix an.

34



Eigenwerte, Eigenvektoren und Basistransformationen

Zur ersten Matrix:

Das charakteristische Polynom lautet —1* +124> =364 = (=1)(1* =124 +36). Es hat die
Nullstellen A1 = 0 und A2/3 = 6, also zwei Eigenwerte. Zu diesen gehoren die linearen Glei-
chungssysteme
5-4 -1 2 X, 0

-1 5-4 2 || x,|=]|0], dasheilit:

2 2 2-2)\x 0

5 -1 2)(x) (0 -1 -1 2\(x) (0
-1 5 2| x|=[0]und -1 -1 2 | x |=|0].
2 2 2)lx) (0 2 2 -4)lx) O

Aus dem ersten System erhdlt man mit dem Gauf3'schen Algorithmus (Rang 2) die Losung
(1,1,-2), das zweite System (Rang 1) hat z.B. die Loésungen (1,-1,0) und (0,2,—1). Die Mat-
rix ist diagonalisierbar, da sie eine Basis aus Eigenvektoren besitzt, die Transformations-
matrix enthdlt als Spalten gerade die Basisvektoren:

I 1 0
r'=1 -1 2
-2 0 -1

Zur zweiten Matrix:

Das charakteristische Polynom lautet —A° +124+16. Durch Ausprobieren findet man die
Nullstelle —2. Polynomdivision durch A+2 ergibt : 1> —21—8. Diese Gleichung hat die
Nullstellen —2 und 4, also gibt es insgesamt zwei Eigenwerte. Zu losen sind die linearen
Gleichungssysteme (fiir A =-2 bzw. A =4):

3 -3 3)(x) (0 -3 =3 3\(x) (0
3 -3 3| x,|=|0],bzw.| 3 -9 3| x, |=|0
6 -6 6)lx,) |0 6 -6 0)lx,) |0

mit Rang 1 (2-dimensionaler Eigenraum) bzw. Rang 2 (1-dimensionaler Eigenraum). Eine
Basis des Eigenraums zu -2 ist {(1,1,0), (0,1,1)}, die zweite Matrix wird mit dem

1 0 -3
GauBY'schen Algorithmus umgeformt zu |0 1 -1 |, woraus sich als Basis des Eigen-
0 0 O
raums zu 4 ergibt: (1/2,1/2,1). Die Matrix ist diagonalisierbar, da sie eine Basis aus Eigen-
1 0 3
vektoren besitzt, die Transformationsmatrix lautet: 7=|1 1 &
0 1 1
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9 Eigenwerte, Eigenvektoren und Basistransformationen

4. Zeigen Sie, dass sich bei der Hintereinanderausfiihrung zweier Basistransformationen die
Transformationsmatrizen multiplizieren: ist 7" die Transformationsmatrix von B1 nach Bz,
und S die von B2 nach B3, so ist TS die Transformationsmatrix von B1 nach B3.

4 4 M
Seiv=| : | ,v=| : | v=| : | .Danngilt
vVl Bl 2/}’l BZ lLln B3
Y 4 4 H Vi K
Sei| : | =T\ : | ,| : =S = =TS
Vu B /In B, ﬁ“n B, M, By Va B i, B,

und damit 7 die gesuchte Transformationsmatrix.

5. Zeigen Sie, dass, die Aquivalenzrelation "gleich orientiert” die Menge der Basen des R” in
genau zwei Aquivalenzklassen einteilt.

Seien 4 und B verschieden orientiert und 4 und C verschieden orientiert. Zu zeigen ist
dann, dass B und C gleich orientiert sind. Ist 7 die Transformationsmatrix von 4 nach B
und U die Transformationsmatrix von 4 nach C so haben beide die Determinante —1. Ist
noch S die Transformationsmatrix von B nach C so gilt nach Aufgabe 4: TS = U, also
det 7-det S = det U, das heiflt —1-det S = —1, damit det S = 1, das heillt B und C sind gleich
orientiert.

6. Warum vertauscht ein Spiegel links und rechts, nicht aber oben und unten?

Ein Spiegel vertauscht rechts und links genauso wenig wie oben und unten, er vertauscht
nur vorne und hinten. Das konnen Sie iiberpriifen, indem Sie zwei Gegenstinde im Spiegel
anschauen, die verschieden weit vom Spiegel entfernt sind. Das Vertauschen von vorne
und hinten dndert aber die Blickrichtung meines Spiegelbildes, es schaut mir gerade ins
Gesicht. Da links und rechts aber subjektive Begriffe sind (im Gegensatz zu oben und un-
ten), die von der Blickrichtung des Subjekts abhidngen, ist das Rechts meines Spiegelbildes
genau anders herum als meines.

Konnen Sie mir jetzt erkldren, warum der Spiegel aus normaler Schrift Spiegelschrift
macht?
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10 Skalarprodukt und orthogonale Abbildungen

10 Skalarprodukt und orthogonale Abbildungen

Verstindnisfragen

1. Bildet ein Vektorraum mit der Addition und mit einem Skalarprodukt als Multiplikation
einen Ring?

Nein, denn die Skalarmultiplikation liefert keinen Vektor.

2. Warum kann ein Skalarprodukt nur fiir reelle Vektorrdume sinnvoll erklart werden?

Weil eine Anordnung auf dem Skalarenkdrper notwendig ist.

3. Erkldren Sie den Zusammenhang zwischen Skalarprodukt und Norm.

Jedes Skalarprodukt liefert eine Norm durch die Vorschrift ||u|| =\<u,u>.

4. Wenn eine lineare Abbildung im R? die Winkel zwischen allen Vektoren erhilt, so erhlt
sie auch die Lange der Vektoren und ist somit eine orthogonale Abbildung.

Nein. Ein Gegenbeispiel ist die Streckung.

5. Welche Typen von orthogonalen Abbildungen gibt es im R>.

Drehungen um eine Achse, Spiegelungen an einer Ebene und die Kombination davon: Dreh-
spiegelungen.

cosa —sina

6. Die Drehung im R? hat die Matrix [ ], die Spiegelung die Matrix

sina cosa

—cosa sina
j bzw. durch

sina cosa

cosa sina
sina —cosa

]. Und welche Abbildungen werden durch (

cosa sina
—sina cosa

j beschrieben?

Die erste hat Determinante -1 ist also eine Spiegelung, die zweite hat Determinante 1, ist also
eine Drehung. Wenn Sie anschauen wohin dabei (1,0) jeweils abgebildet wird (vergleiche das
Bild 7.3) finden Sie auch Spiegelachse bzw. Drehwinkel.

7. Die Translation ist zwar keine lineare Abbildung. Aber ist sie eine ,,orthogonale* Abbil-
dung in dem Sinn, dass sie Langen von Vektoren und Winkel zwischen Vektoren erhélt?

Langen werden erhalten, aber Winkel nicht.

8. Warum ist es manchmal sinnvoll mit homogenen Koordinaten zu rechnen?

Wenn man Translationen durch Matrizen beschreiben will.
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10 Skalarprodukt und orthogonale Abbildungen

Ubungsaufgaben

1. Bestimmen Sie eine lineare Gleichung, deren Losungsmenge die Ebene beschreibt, die
durch die Punkte (1,0,1), (2,1,2) und (1,1,3) im R? bestimmt ist.

Die Ebene steht senkrecht zu (2,1,2) — (1,0,1) = (1,1,1) und zu (1,1,3) — (1,0,1) = (0,1,2) .
Eine gemeinsame Senkrechte zu diesen beiden Vektoren stellt den Normalenvektor dar.
Am leichtesten berechnet man diese mit dem so genannten Kreuzprodukt, das ich Thnen
aber  vorenthalten habe. Daher miissen Sie die beiden Gleichungen
(A,L,1),(x;,x,,x;))=0und {(0,1,2),(x;,x,,x;)) =0 auflésen und erhalten als eine Losung
zum Beispiel u = (1, -2, 1). Die gegebene Ebene steht senkrecht zu u und geht durch v =
(1,0,1), die beschreibende Gleichung hat also die Form (vergleichen Sie die Bemerkungen
nach dem Beweis von Satz 10.5):

E={xeR’ [(u,x)—(u,v)=0}=E={xeR’|x —2x, +x,-2=0}.

2. Bestimmen Sie den Winkel zwischen den Vektoren (2,1,-1) und (1,2,1).
Wegen (u,v) = ||ul||ul|- cose gilt 5= V646 -cosa , also o= cos (5/6) = 33.56°.

3. Bestimmen Sie den Winkel zwischen der Diagonale eines Wiirfels und einer an die Diago-
nale angrenzenden Kante.

Zu berechnen ist also zum Beispiel der Winkel zwischen (1,1,1) und (0,0,1). Genau wie in
der letzten Aufgabe erhalten wir 1= V3 cosa und daraus o = 54.74°.

4. Ergénzen Sie den Vektor (1/ 2,1/2,1/\2 ) zu einer Orthonormalbasis des R>.

Die Ebene senkrecht dazu hat die Form %xl +%x2 +—=2x; =0. Darin liegt zum Beispiel

1
ND)
(1,-1,0). Ein Vektor dieser Ebene, der auch noch senkrecht zu (1,—1,0) ist, muss also auch
noch die Gleichung 1x1 — lx2 = 0 erfiillen. Eine Losung lautet (1,1, 2 ) Damit sind
(%,%,%), (1,-1,0), (1,1,—\/5 ) paarweise orthogonal. Sie miissen noch normalisiert
werden, indem man sie durch ihren Betrag dividiert. Der erste Vektor hat bereits Lénge 1,
der Betrag des zweiten ist V2, der des dritten 2 . Damit hat die Orthonormalbasis die Ge-

stalt: (lle (LLOj (ll—_lj
. 252)\/5 H \/5)\/55 H 2527\/5 .
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10 Skalarprodukt und orthogonale Abbildungen

5. Beweisen Sie: sind die Vektoren vi,va, ..., v» paarweise orthogonal, so sind sie auch linear
unabhéngig.

Es sollte noch die Bedingung dazu: vi,v2, ..., v» alle ungleich 0. Angenommen die v: sind
doch linear abhingig. Ohne Einschrinkung kann dann angenommen werden, dass gilt:
v, =4y, + 4y, +...+ 4 v, . Auf Grund der Linearitdtseigenschaften des Skalarprodukts und
der Orthogonalitét folgt dann:

<V1,V1>:<V1,22V2 +23V3 +"'+/1nvn>:Z’Z<vl7v2>+"'+ﬂ’n <v1’vn>:0

also vi = 0, im Widerspruch zur Annahme.

6. Welchen Typ von Abbildung erhilt man im R?, wenn man nacheinander eine Drehung, 2
Spiegelungen, 2 Drehungen und noch 4 Spiegelungen ausfiihrt?

Nur die Determinante ist interessant, und diese multiplizieren sich. Die Determinante der
Abbildung ist 1-(-1)>1%(—1)* = 1. Es handelt sich also um eine Abbildung vom Typ A, ei-
ne Drehung.

7. Welche der folgenden Matrizen sind orthogonal?

1 1 1

. 0 2 2 2
V22 1 _ 1 1 5 1 1

a) 1 11 b) NG V2 c) 2 "6 6 6
22 NG 1 L 1 1 1 _>5
L1 L 22 260 6

2 2 > 1 1 _5 1

f 2 6 6 6

Sie miissen nur iiberpriifen, ob 447 = E ist. Dies ist bei der zweiten und dritten Matrix der
Fall.

8. Bestimmen Sie die homogene Matrix der Abbildung, welche das Quadrat 1 mit der Kan-
tenldnge 1 und Ursprung links unten in das Quadrat 2 abbildet.

Zunichst wird um 45° gedreht, dann um den Faktor V2 gestreckt und schlieBlich eine
Translation nach (\/5,\/5 ) durchgefiihrt. Das cos 45° = sin 45° = l/ V2 , hat die Dreh-

1
Streckungsmatrix (in gewdhnlichen Koordinaten) die Form (1 : j und daher die homo-

gene Matrix die Form:
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10 Skalarprodukt und orthogonale Abbildungen

9. Leiten Sie fiir die Norm ||u|| = <u,u> aus der Cauchy-Schwarz'schen Ungleichung

(u.)

<|u||- ||| die Dreiecksungleichung [u +v| < |u]|+|v| her.

Wir untersuchen das Quadrat der Dreiecksungleichung und erhalten:

I = Gt vt v = ) (v, v) ) e <l AP + 2 e = e+ 1)

10. Ist 4 eine symmetrische Matrix, das heilt 4= A", so sind Eigenvektoren zu verschiede-
nen reellen Eigenwerten orthogonal.

Es ist

/‘LI <VI’V2> =<ﬂ1V1,V2> =<Avl’v2> =VITATV29
/12 <V1,Vz>=<v1,27v2>=<v1,AV2>ZVITAVZ’

und wegen A= A" ist das das Gleiche.
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11 Graphentheorie

Verstindnisfragen

1. Ein zusammenhédngender Graph ist ein Baum, wenn er einen Knoten mehr hat als Kanten.
Warum ist in diesem Satz der Zusammenhang wichtig?

Einfaches Gegenbeispiel: Drei Punkte in einem Dreieck und ein weiterer Punkt.

2. Wenn Sie in einem Wurzelbaum einen anderen Knoten zur Wurzel erklaren, erhalten Sie
wieder einen Wurzelbaum. Kann es sein, dass die beiden Wurzelbdume eine unterschiedli-
che Anzahl von Blittern haben?

Ja. Zum Beispiel Knoten a,b,c, Kanten [a,b],[b,c].

3. Jede Kantenfolge & von x nach y in einem Graphen enthilt einen Weg w von x nach y.
Natiirlich ist w kiirzer oder hochstens gleich lang wie &£. Kann es einen Weg von x nach y
geben, der langer ist als w?

Ja.

4. Wird ein gerichteter Graph automatisch zu einem Graphen, wenn man die Pfeile an den
Kanten weglésst?

Nein, es konnten dann zwei Knoten durch zwei Kanten verbunden sein.

5. Wird ein Graph automatisch zu einem gerichteten Graphen, wenn man jeder Kante eine
Richtung zuordnet?

Ja.

6. Kann man eine partielle Ordnung auf einer endlichen Menge durch einen Graphen oder
durch einen gerichteten Graphen darstellen?

Ja, durch einen gerichteten Graphen: Die Knoten sind die Elemente der Menge, [x,)] ist eine
gerichtete Kante genau dann wenn x < y.

7. In einem gerichteten Graphen kann es zwei gerichtete Kanten zwischen den Knoten x und

y geben. Kann es auch zwei gerichtete Kanten zwischen x und x geben?

Nein!
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11 Graphentheorie

Ubungsaufgaben

1. Schreiben Sie fiir den folgenden Graphen G den Grad jedes Knotens auf. Wie viele gerade
und ungerade Knoten (= Knoten geraden beziehungsweise ungeraden Grades) enthélt G?

Stellen Sie die Adjazenzmatrix fiir G auf.

b e
d 7

Es ist d(a,d)=4,d(b,c,e, f,g)=2,d(h)=0. Die Adjazenzmatrix lautet (nur die obere
Halfte, sie ist symmetrisch):

abcde f gh
all 1100000
b 0010000
c 010000
d 01100
e 0010
f 010
g 00
h 0

2. Ist es moglich, dass sich auf einer Party 9 Personen befinden, von denen jede genau fiinf
andere kennt?

Nein: Sind in einem Graphen die Personen die Knoten und die Kenntnis die Kanten, so hat
der Graph 9 Knoten und jeder Knoten hitte Grad 5. Die Anzahl der Knoten ungeraden
Grades in einem Graphen ist aber immer gerade.

3. G sei ein Graph mit n Knoten und » — 1 Kanten. Zeigen Sie, dass G mindestens einen
Endknoten oder einen isolierten Knoten (ein Knoten vom Grad 0) enthalt.

Angenommen das ist nicht der Fall, dann ist d(x) > 2 fiir alle Knoten x und daher
Zd (x)>2n. Es gilt aber Zd (x) = 2(Anzahl der Kanten) = 2(n—1), ein Widerspruch.

4. Zeichnen Sie den Syntaxbaum fiir den folgenden Ausdruck auf:

c = (a+3)*b - 4*x + z*x/7;
Besuchen Sie die Knoten des Baumes mit den drei Verfahren Inorder, Preorder und Post-
order.
/ ' Y

Preorder: _ *
+-*+a3b*4dx*z/x7 / \ / \
Inorder: * * g / /
a+3*b-4*x+z*x/] \
Postorder: / \ / \

b 4 X X 7

+
al3+b*4dx*-zx7/*+ / \
a 3
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11 Graphentheorie

5. Uberpriifen Sie, ob die Codes, die aus den folgenden Worten bestehen, Prifixcodes sind
und zeichnen Sie gegebenenfalls den zugehdrigen bindren Baum.:

a) 11, 1010, 1011, 100, 01, 001, 000
b) 00,010,011, 10, 110, 111, 0110, 0111

b) ist kein Préfixcode, denn 011 ist Anfang von 0110.
1/ N

Der Baum zum Prifixcode a) sieht wie folgt aus: / 0 1/ 0
1 0
V& 2N
y N

6. Konstruieren Sie einen Priafixcode fiir das Alphabet {a, b, ¢, d, e, f, g, h} bei der folgenden
Haufigkeitsverteilung {4, 6, 7, 8, 10, 15, 20, 30} (a =4%, b = 6%, ... , h =30%).

4 6 7 8 10 15 20 30
Prifixcode: a = 0000, b= 0001, ¢ = 1000, d=1001,e =001, f=101,g=01,h=11

7. Der Algorithmus von Dijkstra zum Finden kiirzester Wege in bewerteten Graphen setzt
voraus, dass die Entfernung zwischen zwei Knoten nicht negativ ist. Warum ist das so?
Geben Sie ein Beispiel eines bewerteten Graphen an, in dem diese Bedingung nicht erfiillt
ist, und in dem daher der Algorithmus versagt.

Ist eine Entfernung negativ, so kann ein
Weg zu einem Knoten w im Rand R fiir
den /r(w) minimal ist, durch einen Umweg
moglicherweise noch verkiirzt werden, w
kann also nicht zu B hinzugenommen wer-
den. Als Beispiel die Abbildung zu dem
Dijkstra Algorithmus aus dem Buch, wobei
eine Entfernung negativ gewihlt wurde.
Nach dem Algorithmus wird w zu B dazu
genommen, der kiirzeste Weg zu w geht
aber tiber y, und dieser Weg ist noch nicht
bekannt.
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11 Graphentheorie

8. Gegeben ist die folgende Adjazenzmatrix eines bewerteten Graphen:

000412000
004260420
040200204
4 2203200 2
1 6 03 000380
200200001
042000030
0200380300
004201000

Der Matrixeintrag a; enthdlt gerade die Linge des Weges vom Knoten i zum Knoten j.
Versuchen Sie ein iiberschneidungsfreies Bild des Graphen zu zeichnen. Bestimmen Sie
ausgehend vom ersten Knoten die kiirzesten Wege zu den anderen Knoten. Zeichnen Sie in
den Graphen spannende Bidume ein, die entstehen, wenn man ausgehend vom ersten Kno-
ten Breitensuche beziehungsweise Tiefensuche durchfiihrt.

Haben Sie lange dazu gebraucht? Es ist natiirlich viel leichter von einem gegebenen
Graphen die Adjazenzmatrix aufzustellen als umgekehrt. Dies ist der gleiche Graph wie in
der Aufgabe 7, die Punkte sind etwas anders nummeriert:

@

8 @

Beispiele fiir spannende Baume (beginnend beim Knoten 0) in diesem Graphen bei

Tiefensuche: Breitensuche:

44



11 Graphentheorie

9. Der Automat aus Abbildung 11.19 ist noch nicht ganz perfekt. Wenn jemand auf die Idee
kommt folgenden Text zu schreiben:

a//* das 1ist eine Division */b

dann versagt er. Vervollstindigen Sie den Automaten, so dass er auch damit zurecht
kommt!
H/"

letztes "/" als plaintext
interpretieren

"k

An den Knoten into und out of miissen noch zwei Bogen angebracht werden. Bei der
Implementierung muss man darauf achten, dass beim mehrfachen Lesen von "/" jeweils
das letzte noch zum Plaintext gerechnet werden muss.

10.Zeigen Sie: Ein azyklischer bewerteter Graph, der genau eine Quelle und eine Senke hat ist
schwach zusammenhingend.

Angenommen, der Graph ist nicht schwach zusammenhingend. Dann besteht er aus
mindestens zwei Komponenten. Jede dieser Komponenten ist azyklisch, und daher hat jede
dieser Komponenten eine Quelle und eine Senke. Damit gibt es mindestens 2 Quellen und
zweil Senken.
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