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Verstindnisfragen

1. Warum kann der Korper GF(p) keine Ordnung tragen mit der er ein angeordneter Korper
wird?

Weil dann 0 < p-1 <p =0 wire.

2. Woher kommt der Begriff Dreiecksungleichung in einer Metrik?

Aus der anschaulichen Bedeutung im R?: Die Summe zweier Seiten eines Dreiecks ist linger
als die dritte Seite.

3. Was ist der Unterschied zwischen einem Randpunkt und einem Beriihrungspunkt einer
Menge?

Ein Randpunkt kann nicht im Inneren der Menge liegen.

4. Was sind die inneren Punkte, Beriihrungspunkte und Randpunkte des Intervalls [0,n[ in R?

Innere Punkte: ]0, 7 [, Beriihrungspunkte: [0, 7], Randpunkte 0, 7.

5. Was sind die Randpunkte des Intervalls [0, z[~Q in Q?
Nur 0!

6. In einem metrischen Raum sei U, (x) der Abschluss einer e-Umgebung von x. Gibt es zu

jedem y e U (x) eine Umgebung U (y) mit Uy (y)c U, (x)?
Nein, nicht fiir die Randpunkte!

7. Richtig oder falsch: Durch die Festlegung x < y <= d(x,0) <d(y,0) fiir komplexe Zahlen
x, y wird auf der Menge C eine Anordnung definiert und C somit ein angeordneter Korper.

Nein. Beziiglich dieser Vorschrift sind nicht alle Elemente von C vergleichbar (alle Elemente
mit gleichem Abstand von 0). Nach Satz 12.3 muss das aber sein.
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Ubungsaufgaben

1. Beweisen Sie von Satz 12.3 die Aussagen c, d, e, f:
c)x<yundy<x=x=y.
d)x<yz<sw=x+z<y+w

e) x<y,z>0=xz<yz,
xX<y,z<0=>xz>yz

f) x>0=-x<0und x<y= -y <-x,
1

O<x<y=yl<xl
Die Aussagen lassen sich alle auf die Axiome zuriickfiihren:

c): Wegenx <y, gilt y—xe PU{0} und wegen y <x gilt x—y e PU{0}, das heilit
—(x—y)=y—-xe—-Pu{0}. Da Pund —P disjunkt sind kann nur y — x = 0 sein.

d): Ist z<w,sogilt y-xePundw-zeP, dh.y—x+w-z=(y+w)-(x+z)eP,dh
x +z<y-+w. Ahnlich fiir z = w.

e): x<y,z>0=>y—xeP,zeP=>(y—x)z=yz—xze P=xz<yz.Ist z<0, so ist
—z € P (siehe e)) und entsprechend folgt xz > yz.

f): x>0 heilitx € P. Dann ist—x € —P, also 0 —x € P, d.h. 0 > x.

x<y=>y-xeP=-x—(-y)e P= -y <—x.Mitx =0 ergibt sich auch
y>0=-y<0.

Zum zweiten Teil: Zunichst gilt fiir alle x >0 auch x™' > 0, sonst wiire nach
d) 0>xx"' =1, aber 1 >0. Angenommen es wire x ' < y ™', so ergiibe sich, wieder
nachd): 1=xx"' <yx™' <y~ =1, ein Widerspruch.

2. Seien M, N Teilmengen von R, die ein Maximum besitzen. Es sei
M+ N:={x+y|xe M,y e N}.Zeigen Sie: Max (M + N )=Max M + Max N.

Sei m=MaxM, n=Max N . Dann ist m+neM +N und ist ze M + N,z=x+y mit
xeM,ye N, so gilt wegen x <m und y <n auch x + y <m + n, also ist m + n das Maxi-
mum.

3. Priifen Sie die Dreiecksungleichung fiir x, y € R nach: |x + y| < | x|+ |y |;

Sie konnen hierzu viele Fallunterscheidungen machen, oder Sie verwenden dass |x| = Max {x,—x} ist und
wenden Aufgabe 2 an.

Wegen | x |= Max{x,—x},| y |= Max{y,—y} ist
| x| +]yEMax{x+y,x—y,—x+y,-x=-y}3|x+y]

und damit |x + y| < | x|+ |y];
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4. a) Fiir welchea € R gilt: -3a -2 <5<-3a+4?
b) Fiir welchea € Rgilt|a+1|—|a—1|=1?

c) Skizzieren Sie die Bereiche in R?, fiir die gilt:

[ x[+[y]=2,
|x|<S5und|y| <5,
|x|<5oder|y|<5.

a): 3a2<5=a>-7/3; 5<3a+4=a<-13=ae[-7/3,-1/3].

b): 4 Fille sind zu unterscheiden:

a+l120=>a>2-1

=a>21=(a+1)—(a-1)=1, aber 2 # 1, keine Losung.
a-120=a2=>1

a+1<0=>a<-1
a-1<0=a<l1

a+120:>a2—1}

= a<-1=—(a+1)+(a-1)=1, aber —2 #1, keine Losung.

=(a+1)+(a-1)=1 Loésunga=1/2.
a-1<0=a<l1 ( )+ ) 8

a+1<0=>a<-1

keine Losung.
a-1>20=a2=>1

C): X[+ =2 x| <Sund |y <5 Ix| <5 oder |y <5

R S
N

e

5. Beweisen oder widerlegen Sie: Der Korper C ist mit der lexikographischen Anordnung
(siehe Beispiel 3 zu Ordnungsrelationen in Kapitel 1) ein angeordneter Korper.

Die Aussage ist falsch. Sonst wiire i = (0,1) > (0,0), aber i* = (-1,0) < (0,0). Quadrate miis-
sen aber immer positiv sein.

6. Untersuchen Sie ob die folgenden Abbildungen Metriken sind:
a) Sei X eine Menge und fiirx, y € X sei

I fallsx#y

d(x,y) = .
(x.7) {Ofallsx=y
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b) Sei G ein bewerteter Graph. Das Gewicht w(x, y) sei immer positiv und w(x,x) = 0 fiir
alle x. Ist w eine Metrik auf der Menge der Knoten von G ?

a): Die Eigenschaften M1, M2 sind natiirlich erfiillt. Setzt man in M3 ein, erhilt man fiir:
X, y, z paarweise verschieden: 1<1+1,

xX=y=z 0<0+0,
X=y#z 0<1+1,
x=z#yodery=z#x: 1<1,

also jedenfalls eine wahre Aussage. Damit ist d eine Metrik.

b):Nein, denn w(x,y) ist nur fiir benachbarte Knoten definiert, nicht fiir beliebige Knoten-
paare. Konnen Sie selbst auf solchen Graphen eine verniinftige Metrik definieren?

. Zeigen Sie, dass flir den Hamming-Abstand von Codeworten die Dreiecksungleichung gilt:
d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).

Es sei d(x,y) = r, ohne Einschrankung sollen sich x und y gerade an den ersten » Positionen
unterscheiden, die restlichen Positionen stimmen iiberein. z unterscheide sich von x in den
ersten 7 Positionen an 71 Stellen und an den restlichen Positionen um 72 Stellen. Dann muss
sich z von y in den ersten » Positionen an » — r1 Stellen und an den restlichen Positionen
wieder um 72 Stellen unterscheiden. Es ist also d(x,z)=r+r, d(y,z)=(r—r)+r, und
damit

d(x,z)+d(z,y)=n+n+r—n+rn=r+2r,2r=d(x,y).

. Formulieren Sie mit Hilfe des Begriffs der &Umgebung die Aussage "Z ist dicht in R" und
beweisen oder widerlegen Sie diese Aussage.

Z dicht in R heif3t: jeder Punkt von R ist Beriihrungspunkt von Z. Das heif}t: fiir » € R gilt:
in jeder Umgebung U, (r) liegt ein z € Z. Aber in U, ,,(1/2) liegt z.B. keine ganze Zahl,
also ist die Behauptung falsch.
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Verstindnisfragen

1.  Kann eine Zahlenfolge mehrere Grenzwerte haben?

Nein, siche Satz 13.3.

2. Gibt es beschrinkte reelle Zahlenfolgen, die nicht konvergieren?

Ja, (an) = (-1") ist ein Beispiel dafiir.

3. Welche Ordnung ist groBer: O(n'°%) oder O(2")?

O(2H)

4. Eine komplexe Zahlenfolge (z,),.,soll beschrinkt heilen, wenn die Folge der Betrige
(\ z, |)nEN beschrénkt ist. Ist jede konvergente komplexe Zahlenfolge beschrankt?

Ja. Die Begriindung ist &hnlich wie in Satz 13.5 fiir reelle Zahlenfolgen.

5. Eine Reihe ist nichts anderes als eine Folge. Wieso?

Sie ist die Folge der Partialsummen.

6. Die Formel Zan hat in der Theorie der unendlichen Reihen zwei unterschiedliche Bedeu-
n=1

tungen. Welche sind das?

Die Reihe selbst und, falls diese konvergent ist, der Grenzwert der Reihe.

7. Gibt es im Korper der reellen Zahlen in der Dezimalsystemschreibweise einen Unterschied
zwischen 0.9 und 1?

Nein. Esist 09=1.

8. Welche Eigenschaft hat die Dezimalbruchentwicklung fiir eine nicht rationale Zahl?

Sie ist nicht periodisch.
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Ubungsaufgaben

1. Geben Sie ein Beispiel fiir Folgen (an)ney und (bn)ney mit an < bn fiir alle » € N und
lima, =limb,.

n—>0 n—>0

a =—1/n, b, =1/n

2. Finden Sie die Grenzwerte der Folgen (falls sie existieren):

2 2 7
g Al S 0 (1+3]

n'=3n* -1 n’ -5 n!

342 41 3
a): 1imM=1im}/(”+"2+"3):9:o b) lim= 3 _ fim (1+"2):1
I A ) T s T ()

7 7
c): lim(l—i—ij :(lim1+3] =1 =1
n—>o0 n! n—>00 n!

3. Zeigen Sie oder widerlegen sie die Aussagen:
a) Sind a» und b, divergent, so sind auch a» + b» divergent und a.-b» divergent.

b) Ist an beschrinkt und b, eine Nullfolge, so ist auch a»-b» eine Nullfolge.

a): an=n, bx =—n sind divergent, a» + b, = 0 ist konvergent.
an=(-1)", bn=(-1)" sind divergent, aber a.-b» = 1 ist konvergent.
Vorsicht: a» divergent heif3t nicht, dass a» gegen unendlich geht!

b): Sei £> 0 gegeben und ¢ eine Schranke flir an. Aus |ax| < c und |bs| < gc fiir groBes n
folgt |an-bu| < c:|by| < & fiir groBes n. Also ist anb» eine Nullfolge.

4. Sie kennen sicher die Geschichte von Achilles und der Schildkréte: Bei einem Wettlauf
bekommt die Schildkrte einen Vorsprung vor Achilles. Achilles kann die Schildkrote
niemals einholen, denn er muss immer erst den Punkt erreichen, an dem die Schildkrote
gerade war. Dann ist die Schildkrote aber schon weitergelaufen. Kénnen Sie Achilles hel-
fen?

Am einfachsten sieht man es an einem Zahlenbeispiel: Angenommen Achilles (A) lduft
1 m/s, die Schildkrote (S) 2 m/sec. S habe 1 m Vorsprung. Dann hat
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nach 1 Sek. S einen Vorsprung von 1/2 m,
nach 1+1/2 Sek. S einen Vorsprung von 1/4 m,
nach 1+1/2+1/4 Sek. S einen Vorsprung von 1/8 m, und

nach 1+1/2+1/4+...+1/2" Sek. S einen Vorsprung von 1/2""! m.

Es ist ZL = ! =2 (geometrische Reihe) und daher ist im Grenziibergang nach 2 Se-
k=0 2k 1_%

kunden der Vorsprung von S auf 0 geschrumpft.

5. Uberpriifen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:

0

0 nz o0 7’1' 2n+l
2) ZQ__" b) Z:1.3.5.....(2,4_1) 2

n=0 n=0 n=0 N '

Hier muss das Quotientenkriterium angewendet werden:

2An 2

a): Dyt | _ (nt1)+12 :(”JFIJ l<é fiir grofes n, also konvergent.

a, n>2" ‘ n 2 4

.3.5. . _ !

b): G| (1:3-3-..- (21 1)(n+1).|:| ntl |<z fiir n > 1, also konvergent.

a, 1-3-5-..-Qn+n! | [2n+1] 3

n+2 |

c): Do | _ 2" n! 1|: 2 <l fiir n > 3, also konvergent.

a, (n+D12"| n+1

6. Bestimmen Sie die Ordnung des Algorithmus
1 falls n=0
X" = x% ‘x% falls n gerade

n—1

X X sonst

Vergleichen Sie dazu die Aufgabe 9 in Kapitel 3.

Im besten Fall ist nach der genannten Aufgabe die Laufzeit: f(n)=Ilog,n-c+d, im
schlimmsten Fall f(n)=log,(n+1)-2c+e. Die Ordnung ist jeweils O(log n). Dazu kénnen
Sie die Definition 13.9 anwenden: Dividieren Sie f(n) jeweils durch b, = logz n. Sie erhalten
im ersten Fall:

f(n)/log,n=c+d/log,n

im zweiten Fall:
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f(n)/log,n=2clog,(n+1)/log,(n)+e/log,(n) <
2clog,(2n)/log,(n) +e/log,(n) = (2c(log, 2 +log, n))/log, n+e/log,(n)
=2clog,2/log, n+2c+e/log,(n)

In beiden Fillen sind die Folgen f(n)/b, beschrinkt.

7. Geben Sie natiirliche Zahlen p, g an, fiir die gilt:

a) L=047114711
q

by £ -0.1230434
q

c) £=\/§
q

a): 10000p—p=47114711-04711=4711=9999p =4711,p/q=4711/9999.

b): Geht genauso, es ist p/q = 1229204/9990000.
c): Ist natiirlich nicht moglich.

8. Zeigen Sie: Ist in einem metrischen Raum ¢ < d(a, b)/2, so gilt U_(a)NU _ (b) =D .

Anschaulich ist die Aussage einleuchtend: siehe Bild 13.2. Zum Beweis muss die Drei-
ecksungleichung verwendet werden: Angenommen es gibt ein Element c e U, (a)NU (),
dannist € +¢&>d(a,c)+d(c,b)>d(a,b)>2¢e, also 2&> 2¢&, ein Widerspruch.

9. Entwickeln Sie die Zahl 1/5! in einen Dezimalbruch, einen Dualbruch und einen Hexade-
zimalbruch.

1/120 = (0.0083),, = (0.0000001), = (0.02),

10.Suchen Sie endliche Dezimalzahlen, die sich nicht in endliche Dualbriiche umwandeln
lassen.

Zum Beispiel ist (0.1)10 = (0.00011), .
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Verstindnisfragen

1. Was bedeutet die Stetigkeit der Funktion f'im Punkt x?

Fiir jede Folge im Definitionsbereich, die gegen x konvergiert, konvergiert die Folge der
Funktionswerte gegen f(x).

2. Warum ist es oft leichter zu zeigen, dass eine Funktion in einem Punkt unstetig ist, als dass
sie dort stetig ist?

Es geniigt zwei konkrete Folgen mit verschiedenem Grenzwert im fraglichen Punkt anzuge-
ben.

3. Auch auf Z/pZ gibt es Funktionen. Warum hat fiir solche Funktionen der Begriff der
Stetigkeit keinen Sinn?

Wir kennen keine Metrik auf Z/pZ . Daher lésst sich der Grenzwertbegriff nicht formulieren.

4. Sei f:[a,b] > R eine stetige Abbildung. Gibt es ein xo € [a,b] mit der Eigenschaft
a)+ f(b
SECLIIGE

Ja, nach dem Zwischenwertsatz 14.25.

5. Im Nullstellensatz ist als Definitionsbereich der stetigen Funktion f ein Intervall erforder-
lich. Warum? Skizzieren Sie eine stetige Funktion ohne diese Voraussetzung, in welcher
der Nullstellensatz nicht gilt.

-1x<0
Die Funktion f:[-1,0[U]0,1] > R, x> { . * 0 ist stetig, hat aber keine Nullstelle.
x>

6. Wie berechnet der Taschenrechner cos und sin?

Als Grenzwert der trigonometrischen Reihen.

7. sin und cos sind surjektive Funktionen von R nach [—1,+1]. Warum hat die Umkehrfunkti-
on nicht den Bildbereich R?

Weil die Funktionen nicht injektiv sind. Zur Bildung der Umkehrfunktion wird ein injektiver
Abschnitt von sin bzw. cos. ausgewdhlt.

8. Hat jeder Punkt im R* eine eindeutige Darstellung in Polarkoordinaten?

Jeder aufler dem Nullpunkt.

10
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Ubungsaufgaben

1. Seien M und N Intervalle in R. Skizzieren Sie Graphen von Funktionen von M — N mit
den Eigenschaften:

a) fist surjektiv, aber nicht injektiv.

b) fist injektiv, aber nicht surjektiv.

c) fist bijektiv.

d) fist nicht injektiv und nicht surjektiv.

e) fist streng monoton wachsend.

f) fist monoton wachsend aber nicht streng monoton wachsend.

Hier Beispiele von solchen Graphen:

N N /

T T
2) b). €)

N N

L 7 — T
c) d). )

2. Untersuchen Sie in welchen der Punkte a, b, c,d, e, f die im Folgenden skizzierte Funktion

stetig ist:
o /’
/ [ ]

a b ¢ d e f

Die Funktion ist in a, ¢ und f'stetig. In f, weil fiir die (im Wesentlichen) einzige Folge im
Definitionsbereich, die gegen f konvergiert (die konstante Folge), auch die Folge der Funk-
tionswerte gegen den Funktionswert konvergiert. Die Funktion ist nicht stetig in b, e (gar
nicht definiert) und in d.

11
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3. Ist die Funktion f: R\{0} — R, x — 2 — |x|/x stetig auf die Stelle 0 fortsetzbar?

Angenommen es geht, und f(0)=ceR. Dann muss ling f(x)=c sein. Aber
lim f(x)=3, liom . f(x)=1, und es kann nicht ¢ =1 und ¢ = 3 sein.

x—0,x<0

4. Zeigen Sie, dass die Funktion /: R\{1} = R, x = (2x* — 6x® + x* + 3)/( x— 1) an der Stelle
x = 1 stetig fortgesetzt werden kann.

Mit Polynomdivision erhilt man, dass im Definitionsbereich f(x)=2x" —4x” —3x—3 ist.
Dann kann f(1)=2-1-4-1-3-1-3=-8 gesetzt werden. Da Polynome stetig sind gilt

lim £(x)=-8.

5. Zeigen Sie: Fiirg € Q und x e R ist exp(xq) =exp(x)?. Verwenden Sie die Idee des Be-
weises von Satz 14.15.

In Satz 14.15 ersetzen Sie n durch xn: Zunidchst sei n eN. Dann ist
exp(xn) =exp(x+x+---+x) =exp(x)".

n—mal

Sind n, m € N so gilt exp(xﬁj = exp(x£+ Ly xﬁj = exp(xn) =exp(x)”.
m m m m

m—mal

n

Wurzelziehen ergibt exp[xij =%exp(x)" = exp(x); .
m
Fiir m/n < 0 kdnnen Sie genau wie in Satz14.15 schlieen.

n

6. Zeigen Sie, dass die reelle Exponentialfunktion exp: R — R, x > zx_' injektiv ist. Hin-
n=0 M-

weis: Zeigen Sie zundchst, dass fiir x # 0 gilt: exp(x) # exp(0) = 1 ist.

0 k
Fiir x > 0 ist Z%:1+R, R >0 und exp(0) = 1, also exp(0) # exp(x). Fiir x < 0 ist

k=0 v
exp(x) = l/exp(—x) # 0. Ist jetzt exp(x) = exp(»), so folgt 1 = exp(x)/exp(y) = exp(x—y), also
X=).

7. Berechnen Sie die Zahl 7 mit Hilfe der Intervallschachtelung auf 8 Stellen genau.

Nach unserer Definition ist 7 das Doppelte der ersten Nullstelle des cos und liegt zwischen
0 und 2. Entweder mit der Hand oder mit Hilfe des Programms der Aufgabe 14 von Kapi-
tel 15 konnen Sie die Nullstelle bestimmen.

12
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. . sinx : )
8. Berechnen Sie lim und lim(x-sinx).
x=>0  x x—0

Verwenden Sie fiir den ersten Limes die Reithenentwicklung von sin x, flir den 2. Limes die
Tatsache, dass |sin x| < 1 fiir alle x gilt.

PR

sinx 1 X X x* X . sinx
=—|x 1 1
X X

lim|x-sin x| = lim|x||sin x| < 1im|x| -1=0. Dann ist auch limx-sinx=0.
x—0 x—=0 x—=0

x—0

9. Ein beriihmter Satz der Zahlentheorie besagt, dass fiir groe n die Anzahl der Primzahlen
im Intervall [1,n] etwa n/In(n) betragt. Wie groB ist der Anteil der Primzahlen an allen na-
tiirlichen Zahlen der Lange 512 Bit? Dabei soll das erste Bit gleich 1 sein.

Diese Primzahlen braucht man zur Erzeugung von Schliisseln im RSA-Algorithmus.

Die Anzahl der Zahlen mit n Bit Lange betrigt gerade 2. Ist 7(x) die Anzahl der Primzah-
len bis zur Zahl x, so muss also 7(512) — #(511) berechnet werden:

2512 2511 2512 2511
7(512)-z(511) = - = — _
(>12)-( )ln2512 In2°"  512-In2 511-In2
511-2°7-512.2°""  (2-511-512)2°"" 510 S5
511-512:In2 511-512:In2  511-512-In2

Die Anzahl aller Zahlen zwischen 2°!! und 2°'? betriigt genau 2°!'. Um den Anteil der
Primzahlen zu bestimmen muss also die Anzahl der Primzahlen durch 2°!! geteilt werden.

Wir erhalten einen Primzahlanteil von etwa: 5—10 ~2,81-107.
511-512-In2

-1 1 N

10.Was sagen Sie zu dem folgenden Beweis: i > ——=-——=-=-=1=i", im

-1 1 Ja N i

Widerspruch zu i = —1.

Mit solchen und dhnlichen Aufgaben versuchen seit Generationen Schiiler ihre Mathema-
tiklehrer aufs Glatteis zu fiihren. Ich verrate IThnen den Fehler nicht, vielleicht nehmen Sie
die Aufgabe zum Anlass fiir eine Internetrecherche. Nur so viel: des Rétsels Losung kon-
nen Sie mit Hilfe eines der Beispiele vor Definition 14.13 finden.

13
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Verstindnisfragen

1. Ist f:D— R und x, € D, so ist der Differenzenquotient eine Abbildung von D\x, —> R.
Warum muss hier xo aus dem Definitionsbereich herausgenommen werden?

Weil sonst der Nenner 0 werden kann.

2. Sei f:[a,b] > R eine stetige Abbildung. Ist dann f* ist im offenen Intervall Ja, b[ diffe-
renzierbar?

Nein, siche das Beispiel im Bild 15.4.

3. Sei f:[a,b]—> R stetig und differenzierbar und fiir ein xo € [a, b] sei f'(x,)=0. Hat
dann fan der Stelle xo einen lokalen Extremwert?

Nein, es kann auch ein Terassenpunkt vorliegen.

4. Welche Punkte im Definitionsbereich einer stetigen Funktion sind potentielle Kandidaten
fiir Extremwerte?

Nullstellen der Ableitung, Randpunkte und Punkte in denen die Funktion nicht differenzierbar
ist.

5. Welche Voraussetzung muss eine Funktion f erfiillen, wenn man eine Taylorreihe dazu
aufstellen will?

Sie muss unendlich oft differenzierbar sein.

6. Sei R (x—x,) das Restglied bei der Entwicklung einer Funktion f in eine Taylorreihe
Welcher der beiden folgenden Grenzwerte konvergiert jedenfalls gegen 0?

limR (x—x,) oder limR (x—x,)

n—>0

Der zweite, siche Satz 15.24.

14
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Ubungsaufgaben

1. Berechnen Sie die Ableitungen von +/2x—1, cot x, cos”"(x/n).

2. (Vzx=1) =(2x-1?) :%(2x—1)‘% 2=1/V2x—1.

!

b): (cotx) =—1/sin’ x mit Hilfe der Quotientenregel.

!
¢): Zunichst: (cos" x) =ncos"" x- (—sinx) =—ncos"” x-sinx. Dann

o 3 L (g (o2

2. Bestimmen Sie die Ableitung der folgenden Funktionen jeweils zweimal:
a) (3x +5x* —1)*> nach Produktregel und Kettenregel,

b) 10/(x* — 2x + 5) nach Quotientenregel und Kettenregel.

((3x+5x* -1)° )! =2(3x+5x* =1)(3+10x) nach der Kettenregel,

((3x +5x7=1)° ), = (3x+5x =1)(3+10x) +(3+10x)(3x + 5x* —1) nach der Produktregel.

!

( 10 j -10 Gx*—2).

X =2x+5 - (x’ —=2x+5)

3. An welchen Stellen ist die Funktion x - x |sin x| differenzierbar? Begriinden Sie warum
die Funktion nicht tiberall differenzierbar ist.

In den Nullstellen x = kx (k #0) ist die Funktion nicht differenzierbar: die Ableitung ist
links und rechts der Nullstelle verschieden. Da wo sinx > 0 ist, ist die Ableitung sinx +
xcosx, da wo sinx < 0 ist, ist die Ableitung —sinx — x cosx. Der Grenzwert des Diffe-
renzenquotienten gegen kr ist dafiir jeweils +k bzw. —k, also gibt es dort keinen limes des
Differenzenquotienten.

h-|sin(h
Im Punkt x = 0 lautet der Differenzenquotient w = |sin(h)| . Der Grenzwert fiir /4

gegen 0 existiert, er ist 0. Dort ist die Funktion also differenzierbar, genau wie in allen
anderen Punkten des Definitionsbereichs.

4. Ist die Funktion x > x sin|x| im Punkt 0 differenzierbar?

Da lim hsin |kl -0

L = lhim sin|h| = 0 existiert, ist die Funktion differenzierbar.
—0 —0
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Seif:]-1,+1[ > R*, x > (1 +x)/(1 —x).
a) Zeigen Sie, dass f* bijektiv ist.
b) Berechnen Sie die erste und zweite Ableitung der Funktion f.

v oa I+ x 1+
a) In_]ektwltat:l—:—y o (+0l-»=1+n1-x) & x=y

-X -y [xl,|v|<1 ausmultiplizieren

Surjektivitit: Sei y=1+—x, y>0. Auflésen nach x ergibt: x:y—_l. Fir y > 0 ist
-X v+

wirklich immer Y <1.

y+1

b) Die erste Ableitung lautet: L+le2 , die 2. Ableitung lautet: 2 + 2(1+x) )

1-x (l—x) (l—x)2 (l—x)3

Zeigen Sie dass die Funktion f :R\{0} > R,x— ln|x| im gesamten Definitionsbereich
differenzierbar ist und berechnen Sie die Ableitung. (Verwenden Sie dazu, dass fiir x > 0
In(x)' = 1/x ist).

Nur noch fiir x < 0 ist die Ableitung zu berechnen: Dann gilt nach der Kettenregel:

(Inlx))’ = (In(=x)) =(-1)-2—=1L.
—X X

Berechnen Sie die Ableitung von logas(x) mit Hilfe der Aussage, dass logs(x) die Umkehr-
funktion von a* ist.
1 1 1

a’ = e’ :>(ay)’: Ina)e’™ = (Ina)a’. Also: (log x)= = = ,
(na) (lna) (log, x) (na)a’ (na)a** (Ina)x

Bestitigen Sie das Ergebnis aus Aufgabe 7 mit Hilfe der Aussage logu(x) = In(x)/In(a).

!

1 1

(log, (x))' = (ﬁln x) =

Ina x

Fiihren Sie mit den beiden folgenden Funktionen eine Kurvendiskussion durch und skiz-
zieren Sie die Funktionen:

a) x> + 4x?> — 3x. Bestimmen Sie Nullstellen, Extremwerte, Wendepunkte und Kriim-
mungsverhalten.

b) x’e¢* Bestimmen Sie den Definitionsbereich, die Nullstellen, die Extremwerte und
die Wendepunkte.

16
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-4.65

a)  f(x)=x(x*+4x-3). Nullstellen: x, =0, x,,, =—2++4+3 z{ 065

f(x)=3x" +8x—3. Nullstellen: x,,, =—

4 N e 1/3 (Minimum)
37Vo

-3 (Maximum)

f"(x)=6x+8. Nullstelle x, = —% ist Wendepunkt,

£(x,)>0 (Min), £(x;)<0 (Max).

b)  Definitionsbereich ist R.
Die einzige Nullstelle ist x = 0.

Die 1. Ableitung: 2xexp(—2x)—2x" exp(—2x) = 2(x —x*)exp(-2x) hat die Nullstel-
len 0 und 1

Die 2. Ableitung lautet:
2exp(—2x) —8x exp(—2x) + 4x” exp(—2x) = 2(1 —4x + 2x*) exp(—2x)

Esist f"(0)=2, f"(1)=-2e <0, also ist bei 0 ein Minimum und bei 1 ein Maxi-
mum.

Nullstellen der 2. Ableitung sind 1+1/ 2\/2—, dort sind also Wendepunkte

10. Skizzieren Sie den Graphen einer nicht stetigen Funktion, fiir die der Mittelwertsatz der

11.

Differenzialrechnung nicht gilt.

Fiir die folgende Funktion gilt der Mittelwertsatz nicht (der mittlere Anstieg ist 0, es gibt
aber keine waagrechte Tangente)

—x+2 fiir0<x<l1

Essei f:[04 > R, x> X ] .
—x"+4x-2 fiirl<x<4

Untersuchen Sie in welchen Punkten die Funktion stetig und differenzierbar ist und be-
rechnen Sie alle Maxima und Minima der Funktion.

Fiir 0 < x <4 kann hochstens im Punkt x = 1 Unstetigkeit oder Nicht-Differenzierbarkeit
vorliegen. Da fiir x - 1 immer gilt f(x) - 1= f(1) (sowohl links als auch rechts von 1),

liegt im Punkt 1 Stetigkeit vor.
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12.

13.

In 1 ist fjedoch nicht differenzierbar: Der Differenzenquotient lautet:

—(1+h)+2-1

h<0
fA+h)— 1) _ h
h —(1+h) ;4}1—2—1 h>0

Fiir #— 0 wird der obere Term zu 1 (Ableitung von —x + 2), der untere Term zu 2 (Ab-
leitung von —x* +4x — 2), also existiert der Grenzwert an der Stelle 1 nicht.

Fiir 0 <x <1 liegt kein Extremwert vor, fiir | <x <4 ist x = 2 (Nullstelle der Ableitung)
ein Maximum. Rechts von 1 ist die Funktion streng monoton wachsend, links davon
streng monoton fallend, also ist 1 ein Minimum, am Randpunkt O liegt schlieBlich auch
ein Maximum vor.

Berechnen Sie von den folgenden Potenzreihen die Konvergenzradien:
0 xn 0 n2xn o0 xn
a — b c
) ,,Z:(;Z" ) ;2n+1 ) ;(2n+1)!
1 a, .
a) a, = — = |——| =2 =Konvergenzradius.
ak+1
2 2 3 2
b) a = k :>| % |: k (22k+3) = 2]: +3k2 . Klammern Sie im Zéhler und
2k+1 " a,,| (k+1*Qk+1) 2k +O(k?)
Nenner £* aus, dann erhalten Sie, dass der Grenzwert (=Konvergenzradius) fiir
k — oo gleich 1 ist.
!
¢) a, = ! = | % | _ k3 (2k +3)(2k +2) , der Grenzwert ist unendlich.
Qk+D! |a,,|  Qk+1)!
Bestimmen Sie fiir die Funktion +/x das Taylorpolynom 3. Ordnung im Punkt x = 1.
Berechnen Sie damit fiir # = 0, 0.5, 1 einen Ndherungswert fiir ~/x+ /4 . Bestimmen Sie
den dabei entstehenden Fehler im Vergleich zum Wert aus dem Taschenrechner.
ro= 2| =2 =L, rw=-te o --L w22 2
277 2’ 477 4’ 8 8
1 1 3 P(2) .
Nl+h=l+—h—h +—n"+ B, mitl<z<1+h.
2 4.2 8-6 3!
Néherung
1 1., 1 4
Das Taylorpolynom lautet: 1+5h—§h +Eh .

h = 0.5: Naherung = 1.226563, Fehler = 0.001818, 7 = 1: Ndherung = 1.4375, Fehler
0.0233, 7= 0: Wert ist exakt.
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14. Schreiben Sie ein Programm zur Ermittlung von Nullstellen mit dem Bisektionsverfah-

15.

ren. Bilden Sie die Ableitung der Funktion f: x > (1/x)sin(x) (x # 0) und bestimmen Sie
einige Nullstellen der Ableitung numerisch. Skizzieren Sie dann den Graphen der Funkti-

on f.

Das folgende sage Programm fiihrt die Bisektion zwischen a und b durch:

def bisektion(f,a,b,anz):
t =[]
if f(a) < 0:
f = -f # so muss nur der Fall f(a) > 0 behandelt werden
for i in range(0,anz):
c = RR((a + b)/2)
if(f(c) < 0):
b =c¢
else:
a =c
t.append ([i+l,c])
return t

Die Nullstellen des gegebenen f sind die Werte k7x, k # 0, die Nullstellen von ' liegen
jeweils dazwischen. Die Werte k7, (k+1)7 konnen also als Startwerte verwendet werden.

Esist f'(x)= lcos(x) —Lzsin(x) .

X X
Zum Beispiel ergeben 10 Iterationen zwischen 7und 27 fir f'(x) die Ndherung an die
Nullstelle 4.494.

Die Funktionen f* (blau) und /" (griin) schauen etwa so aus (erstaunlicherweise ist fauf 0
fortsetzbar und dort sogar noch differenzierbar):

0ad N

Bestimmen Sie sdmtliche partiellen Ableitungen erster Ordnung der Funktionen

a) 3x/xoxix, +5xx, +8x,x, +1.

Vxz

b) xeyz—i-l— , X,y,z>0.
ny

6y" 3.3 21 éyr 4 2 2 1
—=12xx,x"x, +5x,, =—=9x, x,’x;"x, +5x,,
) ox, X,
a):
a 4 3 11 a 4 3 2
l=6x1 X, x; x, +8x,, l=3xl X, x;, +8x;
Oox; ox,

19
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b): gze}’z+\ﬁ;,@=xze”— \/)Tzz,gmcyeyz-ir\/g !
ox x2lny oy y(Iny)” oz z2lny

16. Bestimmen Sie simtliche stationdren Punkte der folgenden Funktion:

17.

X =3x"y+3x7 +y’ —3x-21y.

I: g=3x2—6xy+3y2—3=0, II: g=—3x2+6xy+3y2—21=0.
ox oy

I+IL: 6y —24=0=y,, =+2. Eingesetzt in I:

Fiir y1 = 2: 3x* —12x+9 =0, bzw. fiir y, =—2: 3x* +12x+9 = 0. Die Losungen fiir y1 sind
x,=1L,x,=3 und fiir y,:x; =-1,x, =-3. Die Wertepaare (1,2), (3,2), (-1,-2), (-3,-2)
sind also Losungen fiir I, durch Einsetzen findet man, dass sie auch Gleichung II 16sen.
Dies sind damit die vier stationdren Punkte.

Eine quaderformige Kiste (Lénge x, Breite y, Hohe z), die oben offen ist, soll einen Inhalt
von 32 Liter haben. Bestimmen Sie x, y und z so, dass der Materialverbrauch fiir die Kiste
minimal ist.

Sei x = Lange, y = Breite, z = Hohe. Es ist xyz =32, Daraus z = 32/xy. Die Oberfldche

. . . 2 2 4 64 .

ist:xy+2xz+2yz. z eingesetzt erhalten wir: xy+ 2x3— + 2y3— =xy+ 64 + 64 . Diese
xy xy y X

Funktion muss minimiert werden. Es muss gl =y- % =0, g =x- 64 _ 0

sein, al-
X X oy y

2

4
soy:6—?, x=6—j.y eingesetzt: x=64&:>64=x3 = x=4, daraus y = 4 und z = 2.

X
12
128
Die Hesse-Matrix lautet | ~ 128 |’ es liegt also ein Minimum vor.
1 7
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16 Integralrechnung

Verstindnisfragen

b
1. Sei f:[a,b] > R stetig. Existiert dann das bestimmte Integral _[ f(x)dx?
Ja. ’

2. Sei f:[—a,a]— R eine integrierbare, gerade Funktion. Was ist .[ f(x)dx?

Immer = 0. -
3. Erldutern Sie den Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung.

Siehe Satz 16.9. Kurz gefasst: Stammfunktion bilden und Ableitung bilden sind zueinander
inverse Operationen.

4. Wenn die Stammfunktion F(x) der Funktion f(x) existiert, ist dann F':[a,b] —> R stetig
und differenzierbar?

Ja, und die Ableitung ist gerade f(x).

5. f:la,b] > R sei eine nicht periodische stetige Funktion. Kann man trotzdem eine Fou-
rierreihe zu faufstellen?

Ja, man muss dazu die Funktion periodisch fortsetzen.

6. In der Anmerkung zu Satz 16.19 habe ich gesagt, dass die Funktionen cos(nx),sin(nx) auf
dem Vektorraum der auf [0,27] integrierbaren Funktionen beinahe eine Basis darstellen.
Warum nur beinahe? Schauen Sie sich dazu noch einmal die Definitionen 6.16 und 6.5 an.

Die Funktionen lassen sich nicht durch endliche Linearkombinationen der ,,Fastbasis® darstel-
len

7. Konnen Sie den Begriff ,,Konvergenz im quadratischen Mittel erklaren?

Es wird die Fliche der quadrierten Differenz der Funktionen berechnet. Wenn diese Flache
gegen 0 geht spricht man von der Konvergenz im quadratischen Mittel. Siehe hierzu Satz
16.26.
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Ubungsaufgaben

1. Berechnen Sie die folgenden Integrale:

2z b
a) I sin(x) cos(x)dx b) _[ x In xdx ¢) I x’e'dx
0 a
1 2
d) | Bx—2)%dx e dx
)!( ) )izx_g
2z 5 2z
j sin(x) cos(x)dx = —cos(x) cos(x)|.” — j (- cos(x))(=sin(x))dx =
a): 02” 0
2z
2j sin(x) cos(x)dx = —cos’ x‘o =0
0
2 2 2 2 2
b): lenxdx :x—lnx—jx—ldx = x—lnx—_[idx L P
mo st Ty oS x2 ) 4
[l &
c): . {igﬁdx=§i§:—jg§§:dx:xze“‘—2 (x—1)e* =(x* =2x+2)e"
v ou v ou vioou T

berechnet als Beispiel im Buch

d): Entweder ausmultiplizieren und Polynomintegration oder Substitution y = 3x—2:
1

_1(1_—_8)_1
L 33 3

1 1 1 3
JGr-2yde=1 [Gr-273dv=— [ ydy=12
0 3% 3%

33
2 2 -4
e) j ! dx:lj U oae = 1L 1oy = Lina-mi2)=Linl~—0ss
° 2x-8 2°2x-8 T2y T 2 2 3
: 2 y=2x-8 12 Stammfunktion
dy=2dx ist Iny|

2r
2. Berechnen Sie J- cos’(nx)dx , n € N. Verwenden Sie dazu Beispiel 4 nach den Rechenre-
0
geln zur Integration, Satz 16.12.

2z 1 2z 1 27zn 1 27n
.[ cos’ (nx)dx = — J. cos’(mx)ndx = — J- cos’(y)dy =— (cosxsinx+x) =rx
0 ns Toony 2n o
Substitution
y=nx,dy=ndx

3. Berechnen Sie eine Stammfunktion zutan(x) im Bereich —7/2 < x<7/2. Verwenden
Sie dazu Beispiel 6 nach den Rechenregeln zur Integration, Satz 16.12.

Fir -2 <x <% hat g(x)=cos(x) keine Nullstellen und ist iiberall positiv. Nach dem

—sin(x)

Beispiel ist dann: I tan(x)dx = —.[ dx = —In(cos(x)).

cos(x)
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4. Eines der beiden folgenden Integrale konnen Sie (als eigentliches Integral) berechnen,
eines nicht. Berechnen Sie das Integral beziechungsweise begriinden Sie, warum es nicht
geht:
3 5
7 2
a) j L ax, b)) [———ax.
J3x+4 7 6x+9
a) Die Nullstelle des Nenners liegt im Integrationsbereich, geht also nicht.
b) Substitution: g(x) = 6x+9:
5 1 5 2 g(35)
=— -6dx =— :—ln 39)—1In3 ——ln 13) = 0.855.
J.6)c+9 6~[6x+9 6g(-|.1) (n(39)~1n3) 13)=
5. Berechnen Sie die Lidnge des Kreisbogens des Einheitskreises zwischen (0,0) und
(cosa,sina).
Als Ergebnis stellen Sie fest, dass zum Winkel a im Bogenmal} genau der Kreisbogen der Lange o gehort.
Die Parameterdarstellung des Kreisbogens lautet s:[0,a] = R?, ¢ > (sint,cost). Nach
Satz 16.16 ist dann die Bogenlinge: L = J\/ cos’ t+sin’ tdt = Ildt —a
0 0
6. Berechnen Sie das Volumen einer Kugel mit Radius R.
Nach den Beispielen in Abschnitt 16.2 und Satz 16.14 ist:
R 3 \[f 3 3
R R 4
V= I (R* = x*) dx = (Rzﬂ'x—x—ﬂ'j R~ LRl =Ry
i 3., 3 3 3
7. Berechnen Sie die Fourierreihe zu der periodischen "Sigezahnfunktion" f(x)=x fiir

0 <x<2x. Verwenden Sie zur Bestimmung der notwendigen Integrale die Integraltabel-
le aus der Formelsammlung oder ein Mathematiktool.

Aus der Integraltabelle:

cos(kx) N xsin(kx) .[ . Damit:
k* k

, | xsin kxdx =

jx cos kxdx = sin(kx)  x COZUCX)

k2
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1 2z
aO:—_[xdx=27z
4 0

2r
27 .
a =L [ x cos(ku)dx 1 Cos(zkx) pxsinteo |
0 T k k
=0 0
2z
2r .
b, = [ wsin(loyax =—| S0 _xeostko | 127 2
Ty T k 7 k k
=0 0

2sin3x_2sin4x_

f(x)=m—-2sin(x)—sin(2x) — 3 ;

Bild der ersten

8 Summanden:

8. Implementieren Sie die diskrete Fouriertransformation in beide Richtungen und bestétigen
Sie durch Tests den Satz 16.22.

Die beiden folgenden sage Funktionen fiihren die DFT hin- und zuriick durch. Dabei ist f
ein Array, das die N Funktionswerte an den Stiitzstellen enthilt, @ und b sind Arrays, wel-
che die Fourierkoeffizienten enthalten (dabei ist 5[0] = 0). Aber Achtung: Das ist natiirlich
kein Beweis!

reset ()
def dft (N, f):
T = 2*pi/N
a = [2/N*sum(f)] #a0
b = [0] #b0
for k in range(l,floor (N/2)+1):

a.append (2/N*sum ([f[1i] *cos (k*1*T) .n() for i in range(N)]))
b.append (2/N*sum([f[i]*sin(k*i*T).n() for i in range(N)]))

return a,b

def dft b(N,a,b):
T 2*pi/N
£ [1
if is_odd(N) :
for i in range(N):
f.append((a[0]/2)+sum([(alk]*cos (k*i*T)+b[k]*sin(k*i*T)) .n()
for k in range(1l,floor (N/2)+1)1]1))

else:
for i in range(N):
f.append((a[0]/2)+sum([(alk]*cos (k*i*T)+b[k]*sin(k*i*T)) .n()
for k in range(l,floor(N/2))]1)+a[N/2]/2*cos (N/2*1i*T))

return f
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2z
9. Uberpriifen Sie, ob durch die Beziehung < f, g> _1 _[ f(x)g(x)dx auf der Menge der im
4 0

Intervall [0,27] integrierbaren Funktionen ein Skalarprodukt gegeben ist. Siehe dazu Defi-
nition 10.1. Eine der vier Bedingungen ist nicht erfiillt. Welche?

Die Regeln S1 bis S3 folgen unmittelbar aus den Eigenschaften des Integrals in 16.12 b).

S4 gilt nicht: Zum Beispiel gilt fiir die (stiickweise stetige) Funktion £, die liberall = 0 ist,
am Punkt 77aber den Wert 1 hat: J‘:ﬂ f(x)’dx=0.
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17 Differenzialgleichungen

Verstindnisfragen

1.  Was ist eine trennbare Differenzialgleichung?

Funktion y und Parameter x lassen sich in zwei Faktoren eines Produkts separieren. Siehe
Definition 17.3.

2. Sei eine lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung gegeben. Kann man dann neben den
Anfangswerten y(x,), y'(x,),..., »" " (x,) auch noch y" (x,) vorgeben?

Nein, dafiir gibt es in der Regel keine Losung mehr.

3. Sind fund g Losungen einer linearen Differenzialgleichung, ist dann auch f-g Losung der
Differenzialgleichung?

Nein.
4. Sind fund g Losungen einer linearen Differenzialgleichung, so auch f+g. Gilt diese Aussa-
ge auch fiir nichtlineare Differenzialgleichungen?

Nein.

5. Sind sin(x) und cos(x + 7/2) linear unabhéngige Funktionen?

Es ist cos(x+7/2) = —sin(x), also sind die Funktionen nicht unabhingig.
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Ubungsaufgaben

1. Losen Sie die Anfangswertprobleme:

, 1+x ,
a) sz,y(l)Zl b)  Y=xp+2y, y(1)=2.

Beides sind trennbare Differenzialgleichungen, Satz 17.4 kann angewendet werden. Ma-
chen Sie jeweils die Probe!

y X
Zua): y' = (1+x)l, y)=1. = j ydy = j (1+ x)dx. Das heiBt:
Yy 1 1

2 X

y 2
-9
2, 2

1

2 2
3%—%=x+%—1—% = y2:2x+x2—2 = y:\/2x+x2—2.

Auf Grund der Anfangsbedingung kommt nur die positive Wurzel in Frage.
y X

Zub): ¥ =(x+2)y, y(1)=2 = jldy =[ (x+2)dx. Das heiBt:
2 y 1

X
X2 1 y 2 RANEN

2
=—+2x——-2 = 1n—=x—+2x—§ = y=2e? 2,
2 2 2 2

1ny—1n2=x7+2x

1

2. Finden Sie die vollstindigen Losungen der Differenzialgleichungen:

a) y'+ly:sinx b)  Y+Q2x-Dy=uxe".
X

Beides sind lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung, Satz 17.6 kann angewendet
werden.

Zu a): Fiir a(x) :l, A(x)=Inx = ( _[ sin xelnxdx+c] e ™ ist fiir x > 0 die vollstindige
x

Xo

Losung (fiir x < 0 muss In x durch In (—x) ersetzt werden, das Ergebnis ist dasselbe). Aus-
gerechnet ergibt sich:

X X .
. _ . 1 ) 1 sinx d
(Js1nxe1“dx+c]e nx — ('[xs1nxdx+c]—: (—xcosx+sinx+d)—=—cosx+ +=.

X X X X
X0 X0

Zub): a(x)=2x-1, A(x)=x"-x = (I xexexzxdx+CJ e,

Xo

+

Substitution xoz

X ) 1 X ) 1 XZ 1 ) . .
jxexex “dx = > J‘ 2xe* dx = — _[ e’dy = Ee" + ¢. Damit lautet die Losung:

X0

y= (le"z +dje"‘2+" = le" rde ™
2 2
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3. Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die Differenzialgleichungen:
a) ym + _3y” + 4y! _ 2y — 0 b) y” _ 6y! + 9y — O

Beides sind lineare Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, das charakteris-
tische Polynom muss untersucht werden.

Zu a): Suche Nullstellen von A’ —31>+41-2=0. Erste Nullstelle A1 = 1 durch Raten.
Nach Polynomdivision durch (1-A) erhilt man A°> —21+2. Die beiden weiteren Nullstel-
len lauten A,,, =1+i und damit lautet das Fundamentalsystem: e*,e* cosx,e"sinx.

Zub): 1> —64+9 hat die doppelte Nullstelle 3, das Fundamentalsystem lautet ¢’*, xe*

4. Zeigen Sie, dass die in Satz 17.5 und Satz 17.6 angegebenen Losungen der Differenzial-
gleichung y'+a(x)y = f(x) vollstindig sind. Verwenden Sie dazu Satz 17.10.

—A(x)

Nach Satz 17.10 ist die Dimension des Losungsraums 1. Damit ist e eine Basis und

ce "™ der Losungsraum des homogenen Systems.

V= J. f()e'dt e ist eine spezielle Lésung des inhomogenen Systems, daher ist nach

R

Satz 17.9 y +y, = (I f()e'dt + c} e ™ vollstindig.

Xo

5. Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen linear unabhéngig sind:

a) e, e, (a#p) b) ™, xe™*

In beiden Féllen ist zu zeigen, dass in einer Linearkombination der Funktionen, welche die
Nullfunktion ergibt, die Koeffizienten gleich 0 sind.

Zu a): Seien A und u, so dass fiir alle x gilt le** + ue” =0. Angenommen A und u sind
ungleich 0. Fiir x = 0 ergibt sich dann A = —u, das heiBt ¢** = ¢”*. Fiir x = 1 erhilt man da-
raus « = 3, ein Widerspruch, denn die Funktionen sollen natiirlich verschieden sein.

Zu b): Ae™ +uxe™ =0=e""(A+ux). Da " #0 ist, folgt (1 + ux) = 0 fiir alle x. Fiir
x =0 folgt A= 0, fiir x = 1 dann auch x4 = 0.
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Verstindnisfragen

1. Wenn a und b fehlerbehaftete Zahlen sind, bei welchen Operationen kann der Fehler gro-
Bere Probleme machen: Bei der Addition oder bei der Multiplikation?

Bei der Multiplikation.

2. Sie mochten eine Nullstellengleichung in eine Fixpunktgleichung umwandeln. Geht das
immer?

Ja.

3. Wenn der Banach’sche Fixpunktsatz auf eine nichtlineare Gleichung nicht anwendbar ist,
weil sie keine Kontraktion darstellt, kann die Gleichung trotzdem einen Fixpunkt haben?

Ja. Ein Beispiel finden Sie in Bild 18.2.

4. Sie wissen, dass eine Funktion eine Nullstelle hat. Welches Verfahren liefert die Nullstelle
immer?

Die Intervallschachtelung.

5. In kubischen Splines hat man die Freiheit die erste oder zweite Ableitung an den Réndern
festzulegen. Kann eine solche Festlegung auch Auswirkungen auf die inneren Kurvenstii-
cke eines Splines haben?

Ja, da die Randkurve auch am inneren Rand anders aussieht.

6. Mit Hilfe der Simpsonregel lassen sich Polynome 3. Grades exakt integrieren. Kdnnen Sie
eine dhnliche Aussage fiir die Integration mit der Trapezregel aufstellen? Schauen Sie sich
dazu noch einmal die angegebenen Fehlerabschidtzungen an.

Lineare Polynome lassen sich mit der Trapezregel exakt integrieren (das ist natiirlich nicht
sehr spannend).

7. Bei der numerischen Lésung von Differenzialgleichungen kann man die Losung theore-
tisch beliebig genau erhalten, wenn man nur die Schrittweite klein genug macht. Wodurch
sind dieser Genauigkeit in der Praxis Grenzen gesetzt?

Durch die Rechengenauigkeit.
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Ubungsaufgaben

1. Implementieren Sie den Gauf3’schen Algorithmus. Dieser soll rekursiv implementiert
werden und es soll Zeilenpivotsuche durchgefiihrt werden. Zahlen Sie die Anzahl der
Multiplikationen und Divisionen, die Sie zur Lésung des Systems brauchen.

Als Input erwartet das Programm eine reelle Matrix M, sowie die Zeilenzahl n und die
Spaltenzahl m. Diese sind fiir die drei Funktionen global. Ich verwende die in sage einge-
bauten Funktionen zum Vertauschen zweier Zeilen und zur Addition des Vielfachen einer
Zeile zu einer anderen.

def gauss(i,Jj):

show ('i= ',i,"' j="',3)

show (M)

if i == n-1 or j > m-1:
return

tausche (i, 7) # Pivotsuche

if M[i,j] == 0: # Tausch war nicht méglich
gauss (i,j+1)
return

subtrahiere (i, Jj)
gauss (i+1,j+1)
return

# Die Pivotsuche und Zeilentausch
def tausche(i,j):
maxk = i
max = abs (M[i,j])
for k in range(i,n):
if abs(M[k,j]) > max:
max = abs (M[k,]J])

maxk = k
if max ==
return
M.swap_rows (i, maxk)
return

def subtrahiere(i,j):
for k in range(i+l,n):
M.add multiple of row(k,i,-M[k,j]/M[1i,]],1+1)
M[k,j] =0
Return

2. Implementieren Sie den Gauss'schen Algorithmus fiir tridiagonale Matrizen. Zidhlen Sie
auch hier die Anzahl der Multiplikationen und Divisionen.

Hier eine sage-Funktion fiir tridiagonale Matrizen. Eine Anwendung der Funktion sehen
Sie in Aufgabe 6.

Als Input erwartet die Funktion eine tridiagonale reelle Matrix M, den Ergebnisvektor y
des linearen Gleichungssystems Mx =y und die Dimension der Matrix n. Wenn das Glei-
chungssystem eine eindeutige Losung hat (zum Beispiel wenn es spaltendiagonaldomi-
nant ist), dann wird die Losung zuriickgegeben.

def tridiagonal (M,y,n):

N = copy (M)

yy = copy (y)

for i in range(l,n):
lamb = -N[i,i-1]/N[i-1,1i-1]
N[i,i-1] = O
N[i,i] += lamb*N[i-1,1i]
yylil += lamb*yy[i-1]

for i in range(l,n):
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k = n-1i

lamb = -N[k-1,k]/N[k, k]

N[k-1,k] =0

N[k-1,k-1] += lamb*N[k,k-1]

yy[k-1] += lamb*yy[k]
loes = [yy[i]/N[i,i] for i in range(n)]
return loes

Implementieren Sie die Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungen. Bestimmen Sie
damit die Losungen von e *+1=x. Wie genau konnen Sie die Losungen berechnen?
Wie schnell konvergieren die verschiedenen Verfahren?

Zunichst mit dem Banach'schen Fixpunktsatz. Zu berechnen sind die Fixpunkte von
e +1.

Ein plot zeigt, dass der Fixpunkt zwischen 1 und 2 liegt. Dort ist der Betrag der Ableitung
kleiner 1, also liegt eine Kontraktion vor, wir kdnnen den Banach'schen Fixpunktsatz an-
wenden.

def banach(f,x0,n):
x = x0
t = 1]
for i in range(0,n):
x = RR(f(x))
t.append([i+1,x])
return t
f(x) = exp(-x)+1
banach (f,1,10)

Ergebnis:

1, 1.36787944117144
.25464638004358]
.28517667455953]
.27660171082938]
.27898375885919]
.27831999701620]
.27850479653501]

]

]

6

’

.27845333373792
.27846766409407
, 1.2784636735818

e e = =

[t ]
(2, ,
3, ,
[4l 4
(5, ,
(6, ,
(7, ,
[8l 4
[97 4
[10 1]
Bei der Nullstellenberechnung muss x auf die andere Seite gebracht werden: Sie miissen

die Nullstellen von e +1—x berechnen. Beispielsweise im Intervall [0.2] sind erste und
zweite Ableitung # 0 und beschrinkt, es konvergieren also alle Verfahren:

def newton(f,a,anz):
fa = £.diff ()
t = 1]
for i in range(0,anz):
a = RR((a - f(a)/fa(a)))
t.append([i+l,al)
return t

def regulafalsi(f,a,b,anz):
t = 1]
for i in range(0,anz):
c = RR(a + f(a)*(b-a)/(f(a)-f(b)))
if(f(c) < 0):

b =c¢
else:
a=c¢
t.append([i+1l,c])
return t
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def bisektion(f,a,b,anz):
t = 1]
if f(a) < 0:
f = -f # so muss nur der Fall f(a) > 0 behandelt werden
for i in range(0,anz):
c = RR((a + b)/2)
if(f(c) < 0):
b =c¢c
else:
a=c
t.append ([i+1l,c])
return t

f(x) = exp(-x)+1l-x

print ('Newton-Verfahren')
print (newton(f,2,10))

print ('Regula Falsi')
print (regulafalsi(£f,1,2,10))

print ('Bisektion')
print (bisektion(f,1,2,10))

Ergebnis:

Newton-Verfahren
[[1,1.23840584404424
[2,1.27828662747736]
[3,1.27846453931351]
[4,1.27846454276107]
[5,1.27846454276107]
[6,1.27846454276107]

]
]
1
5

’

[7,1.27846454276107
[8,1.27846454276107
[9,1.27846454276107
[10,1.2784645427610

]
’
’
’
’
’
’
’
’
]

]

Regula Falsi
[[1,1.29847161158740
[2,1.27910751885152]
[3,1.27848529042433]
[4,1.27846521233755]
[5,1.27846456436999]
[6,1.27846454345845]
]
]
1
5

’

[7,1.27846454278358
[8,1.27846454276180
[9,1.27846454276110
[10,1.2784645427610

]
’
’
’
’
’
’
’
’
]

]

Bisektion
[[1,1.50000000000000
[2,1.25000000000000]
[3,1.37500000000000]
[4,1.31250000000000]
[5,1.28125000000000]
[6,1.26562500000000]
[7,1.27343750000000]

]
1
0

’

[8,1.27734375000000
[9,1.27929687500000
[10,1.2783203125000

]
1]

Gegeben sei die Funktion £ R — R, x = x> + 3x + 1. Berechnen Sie die Nullstellen der
Funktion nach dem Newton'schen Naherungsverfahren. Bestimmen Sie zu den Startwer-
ten xo = 0, —1, —2 jeweils die vier Anndherungen x1, x2, x3, x4 und vergleichen Sie die Er-
gebnisse mit den Nullstellen, die Sie durch Auflosen der quadratischen Gleichung erhal-
ten.

Mein Taschenrechner berechnet bei der Auflosung: -0.3819660113 bzw. -2.618033989.
Die Funktion aus Aufgabe 3 liefert fiir diese Funktion die folgenden Ergebnisse:
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Startwert 0:

[[1, -0.333333333333333],
[2, -0.3809523809523817,
[3, -0.3819655521783187,
[4, -0.3819660112500111]]

Startwert -1:

[1, 0.000000000000000
2, -0.333333333333333
3, -0.380952380952381
4, -0.381965552178318

[ 4
[ ’
[ ,
[ ]
Startwert -2:

[[1, -3.000000000000007,
[2, -2.66666666666667],

[3, -2.61904761904762],
[4, -2.61803444782168]]

5. Berechnen Sie numerisch alle Nullstellen des Polynoms x* —x’ —6x” +x+6 .

Erstellen Sie zuerst einen plot mit sage:

Dann rechnen Sie mit dem Programm aus Aufgabe 3 die vier Nullstellen aus, indem Sie
glinstige Ausgangsintervalle bzw. Startwerte bilden. (Dabei muss man durchaus etwas
rumprobieren!)

Es ergibt sich:

-1.664544922250
-1.190909619125
1.097438278655
2.758016262719

Berechnen Sie zu n vorgegebenen Punkten im R? das Lagrange-Polynom und die natiirli-
chen Splinefunktionen. Verwenden Sie ein Grafikprogramm zum Zeichnen Threr Ergeb-
nisse.

Das folgende Programm nimmt an, dass die Punkte in Form einer zweispaltigen Matrix |
gegeben sind und verwendet die Funktion zum Ldsen eines tridiagonalen Gleichungssys-
tems aus Aufgabe 2:
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n = I.nrows ()

xx = I.column (0)

y = I.column(1l)

dx = [xx[i+1]-xx[1] for i in range (0,n-1)]

al = dx

be = [2*(dx[1i]+dx[i+1]) for i in range (0,n-2)]

ga = [dx[i+1] for i in range (0,n-2) ]

de = [6*((y[i+2]-y[i+1])/dx[i+1] - (y[i+1l]-y[i])/dx[1]) for i in range (0,n-2) ]
M = Matrix(RR,[[0 for i in range (0,n)] for i in range (0,n)1])

for i in range(l,n-1):

M[i,i-1] = al[i-1]
M[i,1+i-1] = be[i-1]
M[i,2+i-1] = gal[i-1]

M[0,0]= 1

M[n-1,n-1]= 1
# M ist die tridiagonale Koeffizientenmatrix
dd = [0]
for i in range (0,n-2):
dd.append(de[i])
dd.append (0)

# dd ist der Ergebnisvektor

z = tridiagonal (M,dd,n)

a [(z[i+1]-2[1])/(6*dx[1]) for i in range (0,n-1)]

b = [z[1]/2 for i in range(0,n-1)]

c = [(y[i+1l]-y[i])/dx[1i] - 1/6*dx[i]*(z[i+1]+2*2z[i]) for i in range (0,n-1)]
d =y

#Der Plot:

P = list plot(I)
for i in range (0,n-1):
P += plot(al[il*(x-xx[1])"3+b[1i]* (x-xx[1])"2+c[i]* (x-xx[1i])+d[i],xmin = xx[i], xmax =
x[1+1])
show (P)

Mit den Eingabedaten

= Matrix([[.9,1.3],
1.57,

N
=

NN NNDNDNDNIDONOF O W

[11.3, .97,
[11.6, .71,
[12,.61,
[12.6, .57,
[13,.471,
[13.3, .2511)

wird das folgende Bild erzeugt:
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o
|4

2 4 L] 8 10 12

Jetzt das Programm zur Berechnung des Lagrange-Polynoms: Mit der gleichen Inputmatrix
wie zur Splineberechnung wird damit das Lagrangepolynom erzeugt:

L
for

in range(0,n):
£ (3 1= 1i):
Z *= (x-xx[J])
N *= (xx[i]-xx[3])
L.append (Z/N)
LP =0
for i in range (0,n):
LP += L[i]*y[i].

Und die Eingabedaten des Beispiels von oben liefern dann dieses Bild:

3

Implementieren Sie die Trapezregel und die Simpson'sche Regel zur numerischen In-
tegration. Berechnen Sie damit zu der Tabelle der Normalverteilung im Anhang die je-
weils ndchste Dezimalstelle. Schiatzen Sie vorher ab, wie fein Sie die Unterteilung wihlen

1

2z

e2dt=05

0
miissen um moglichst effizient zu sein. Verwenden Sie dabei, dass I
—o0

ist.

e 2 . Wenn Sie die Graphen

Berechnen Sie die zweite und vierte Ableitung von !

N2z
zwischen 0 und 4 zeichnen, stellen Sie fest, dass der Betrag der Ableitungen jedenfalls
kleiner als 0.6 ist. Damit ist der Fehler bei Integration von 0 bis 4 in der Trapezregel

F<4/12-k-0.6, in der Simpsonregel F <4/180-A'-0.6. Wenn F <107 sein soll (6

Stellen Genauigkeit) so erhalten wir 4, <7-10" und A, <0.05. Damit ergibt sich eine
Schrittzahl von ca. 5715 fiir die Trapezregel und von ca. 80 fiir die Simpsonregel. Fiir
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kiirzere Integrationsintervalle entsprechend noch weniger. Probieren Sie aus, dass tat-
sdchlich noch viel weniger Schritte benotigt werden!

Hier die sage Funktionen zur numerischen Berechnung der Integrale:

def trapez(f,a,b,n):

x = [a]

h = (b-a)/n

for i in range(0,n+1):
x.append (a+h* (i+1))

F=0

for i in range(0,n):
F += RR(f£(x[1])+f(x[1i+1]))

return RR(F*h/2)

def simpson(f,a,b,n):
x = [a]
h = (b-a)/n
for i in range(0,n):
x.append (a+h* (i+1))
F = RR(f(a)+f (b))
for i in range(l,n):
if is_even(i):
F += RR(2*f(x[1]))
else:
F += RR(4*f(x[1])
return RR(F*h/3)

Zeigen Sie, dass bei Differenzialgleichungen der Form ' = f(x) das Euler'sche Verfahren
der Integration mit Riemann'schen Summen und das Heun'sche Verfahren der Trapezre-
gel entspricht.

I = J- f(x)dx =y(x,,,)—y(x,). Bei Integration mit Hilfe der Riemann'schen Summen

erhalten wir /= y(x,,,)—y(x,)=h-f(x,), die Losung der Differenzialgleichung mit
dem Euler Verfahren ergibt y(x,,,)=y(x,)+ f(x,)-h. Integrieren wir mit der Trapezre-

gel so ist 1=y(x, . )—y(x,)=h- (% )+2f (%) und die Losung der Differenzialglei-
chung mit dem Heun'schen Verfahren ergibt schlieflich

-h . Die Ergebnisse stimmen also iiberein.

_ S )+ /()
V(X)) =y(x)+ 5

Implementieren Sie das Euler'sche Polygonzugverfahren, das Heun'sche Verfahren und
das Runge-Kutta-Verfahren zur numerischen Losung von Differenzialgleichungen 1.
Ordnung. Bestimmen Sie damit die Kaninchenkurve

¥Y'(0) = y()(1-1/1000- (1)), »(0)=10,

im Intervall [0,10] numerisch. Vergleichen Sie die Werte mit der exakten Losung.
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def

def

def

euler (f,x0,y0,b,n) :

x = [x0]

h = (b-x0)/n

for i in range(0,n+1):
x.append (x0+h* (i+1))

y =1[y0]

xy = [[x0,y0]]

for i in range(0,n):
y.append (RR(y[i]+f(x[i],
xy.append ([x[1+1],y[i+1]

return xy

y[i])))
1)

heun (£,x0,y0,b,n) :
x = [x0]
h = (b-x0)/n

for i in range(0,n+1):
x.append (x0+h* (i+1))
y =1[y0]
xy = [[x0,y0]]
for i in range(0,n):
m = RR((f(x[i],y[i])+f(x[i+1],y([i]+f(x[i],y[i1*h)))*h/2)
y.append (RR(y[i]+m*h))
xy.append ([x[1+1],y[i+1]11])
return xy

runge (£,x0,y0,b,n) :
x = [x0]
h = (b-x0)/n
for i in range(0,n+1):
x.append (x0+h* (1i+1))
y =1[y0]
xy = [[x0,y0]]
for i in range(0,n):
ml RR(f (x[1],y[1]))
m2 = RR(f(x[1i]+h/2,y[1i]+ml1*h/2))
m3 RR(f(x[1]1+h/2,y[1]+m2*h/2))
mé RR(f(x[1]+h,y[1]+m3*h))
m = RR(1/6* (ml+2*m2+2*m3+m4) )
y.append (RR(y[i]+m*h))
xy.append ([x[1+1],y[i+1]11])
return xy

Die Anwendung auf die Kaninchenkurve

be = 0.001

c = log(be*y0/ (1-be*y0))

f(x,y) = y*(1-be*y)

x0 =0

y0 = 10

b = 10

#exakte LOsung

g (x)=exp (x+c) / (be* (exp (x+c) +1))

n = 20

pointsl = euler(f,x0,y0,b,n)

points2 = heun(f,x0,vy0,b,n)

points3 = runge (f,x0,y0,b,n)

P = plot(g(x),xmin = 0,xmax = b)

P += list plot(pointsl,color = 'green')
P += list plot(points2,color = 'red')

P += list plot(points3,color = 'black')
show (P)

ergibt das Bild:
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