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Lésung von Aufgabe 1.1: Hier muss man nur konsequent das Kommutativ- und
das Assoziativgesetz anwenden; zunéchst setze ich - wegen des Assoziativgesetzes
unnotige - Klammern und erhalte

a+b+c=a+ (b+c).
Nun wende ich das Kommutativgesetz auf a und (b + ¢) an, was liefert
a+(b+c)=(b+c)+a,

und weils so schon klappt, gleich nochmal das Kommutativgesetz, diesmal angewen-
det auf den Term in der Klammer:

(b+c)+a=(c+bd)+a.
Nun lasse ich die unnotige Klammer wieder weg und erhalte

c+b+a.

Loésung von Aufgabe 1.2: Na ja, hier weifl ich offen gestanden nicht so recht, was
ich der Losung im Buch noch hinzufiigen soll. Es werden immer zunéchst die Terme
in den Klammern berechnet, und danach die sich ergebenden Werte multipliziert.
Das ergibt:

a) (3-6)(=2—3)=(=3)(-5) =15;
b) —(8 —3)(=2+45) = (—5)3 = —15;
¢) (9-3-8)(3—1-7)(=2+1) = (=2)(=5)(~1) = —10.

Losung von Aufgabe 1.3: Der Nenner des Bruchs % enthélt nur die beiden
Faktoren 2 und 11, wenn ich also irgendetwas kiirzen will, muss ich es mit diesen
beiden versuchen. Der Zéhler ist aber gerade, also nicht durch 2 teilbar, daher muss,
wenn es {iberhaupt klappen soll, durch 11 gekiirzt werden. Tatséchlich ist 231 = 21-11,

und somit
231 21-11 21

22 2.11 2
Wenn man in seiner Jugend schon brav die ,, Viererreihe“ gelernt hat, dann sieht man
bei dem Bruch %, dass sowohl Z#hler als auch Nenner durch vier teilbar sind; fiihrt
man diese Zerlegung aus, so erhilt man

52 4-13 13

28 4.7 77
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und da sowohl 13 als auch 7 Primzahlen sind, ist kein weiteres Kiirzen moglich.
Schliellich schaue ich mir den Bruch g genauer an und sehe, dass der Nenner einfach
das Vierfache des Zahlers ist; somit wird

16 1

64 4
Losung von Aufgabe 1.4: Natiirlich kann man hier Zéhler und Nenner separat
multiplizieren und anschlieffend kiirzen, sehr viel effizienter ist es allerdings, bereits
vor dem Multiplizieren zu kiirzen, und zwar, wie mein alter Physiklehrer zu sagen
pflegte, ,,iibers Kreuz“. Bei dem Produkt % . g kann man beispielsweise 9 gegen 3 und
6 gegen 4 kiirzen, was ergibt:

9 6 3.3 9

413 2.1 2°

Bei dem Produkt ? . % lacht einen zun&chst die 13 an, die auch zweimal in 26 steckt,

und von 21 durch 7 bleibt auch nur eine 3 iibrig, somit ist
13 21 3
T % 2
SchlieBlich ist 52 =4 - 13 und 76 =4 - 19, also
52 19 4,
76 13 4 '

Losung von Aufgabe 1.5: Durch einen Bruch dividiert man, indem man mit
seinem Kehrwert multipliziert, der Rest ist einfaches Kiirzen wie in Aufgabe 1.4
bereits ausfiihrlich geiibt. Es ergibt sich somit

3.7_38_32_6
4°8 4 7 7 7
52 13 52 19_&_1

7619 76 13 4
M3 130 143 22 112 11
11 ~22 11 130 1-10 5 °

Losung von Aufgabe 1.6: Ich I6se - streng nach Vorschrift - die Klammern von
innen nach auflen auf, das ergibt:

)
((2-3)-9)-2)-(-2) = ((-1)4)~2)(-2) = (~4-2)-(-2)

und

—6-(—2) = 12

b)
2-((1-4)- (3-2)+4)=2—((-3)-1+4)=2—(-3+4)=2-1=1.
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Losung von Aufgabe 1.7: Hier sollte man das Ganze auf einen Bruchstrich
bringen und danach kréftig kiirzen. Man erhélt dann:

Do) 3y e 2 1 1
2 3 4)  23.35.42  33.42  27.4 108

(a2b3071)2'(c2)2 — a4b667264 — a4b602

Ubungsaufgabe 1.8:
a) Hier gibt es eigentlich auch nicht viel zu erldutern, der Ausdruck v/81 bezeichnet
eine Zahl, die, in die vierte Potenz genommen, 81 ergibt; das ist offensichtlich die 3,

also
V8l = 3.
b) Bei v/22 - 2 benutzt man am besten die Regeln des Potenzrechnens und erhilt
V222 = V23 = 2.

¢) Auch hier niitzen die Potenzrechenregeln etwas, man erhélt
v (a®)? = Va0 = q¢? .

Loésung von Aufgabe 1.9:
a) Der Schliissel ist bei dieser Aufgabe die Erkenntnis, dass 43 .23 = 83, also gleich
2 ist. Damit geht alles wie von selbst:

b) Hier ist es wahrscheinlich am besten, den Term 9004 umzuschreiben, und zwar in

9007 = (9002)7 = 307 .

Damit erhalt man:
1202 - 9007 = 1202 -302 = 36002 = 60.

c¢) Hier ist nach /0, 16 gefragt, also nach einer Zahl, die - mit sich selbst multipliziert
- 0,16 ergibt. Da gibts nur eine Moglichkeit:

V0,16 = 0,4 .
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Loésung von Aufgabe 1.10: a) Bei dem Term (a? + b — ¢)(a + be)(a?b) fillt mir
auch nichts Besseres ein als nacheinander auszumultiplizieren:

(a®> +b—c)(a+bc)(a*b) = (a® +b— c)(a®b + a’b’c)

= a®b+ a®b? — abe + a*bPe + a®b3c — a®h3 P

Leider kann man hier nichts mehr zusammenfassen, womit Teil a) der Aufgabe auch
schon beendet wire.
b) Hier sieht es schon besser aus: Ausmultiplizieren ergibt zunéchst

A+z4+22+23+2M)(1-2) = 14+ +23+2 — (@ + 22+ 23 + 24 +25);

fast alles hebt sich hier weg, und das Endergebnis ist

1—2°.

Losung von Aufgabe 1.11:

a) Bei dem Term 342yz? — 172%yz + 51y* schaue ich zunichst, welcher grofite Faktor
in den ersten beiden Summanden steckt; da 34 durch 17 teilbar ist, ist dieser Faktor
172yz. Nun vergleiche ich diesen mit dem letzten Summanden, 51y*. Da auch 51
durch 17 teilbar ist, andererseits aber hier weit und breit weder x noch z zu erkennen
ist, bleibt als grofiter gemeinsamer Faktor nur 17y iibrig. Klammert man diesen aus,
ergibt sich

3dxyz® — 1703yz + 51yt = 17y(2z2% — 232 + 39°).

b) Weils gerade so gut geklappt hat, vergleiche ich auch hier zunichst die ersten
beiden Summanden; diese enthalten 2abc als grofiten gemeinsamen Faktor. Und da
das Leben manchmal auch schone Geschichten schreibt, ist dieser auch im dritten
Summanden enthalten; somit ist die Losung der Aufgabe:

2a%bc — 4ab*c + 8abc® = 2abc(a — 2b + 4c)

Lésung von Aufgabe 1.12:
a) Bei dem Term (2abc — 4ab) im Nenner kann man noch den gemeinsamen Faktor
2ab ausklammern, so dass dieser zu 2a3b(c — 2) wird. Der Faktor 2a3b steckt aber
auch im Zéahler, und deshalb kann man durch ihn kiirzen. Es ergibt sich

4a3(be)? 2a3b - 2bc? 2bc?

(2abc — 4ab)a?  2a3b(c—2) -2

b) Hier sollte man zunichst Zihler und Nenner nach den Regeln der Potenzrechnung
ausmultiplizieren; dies liefert

(322yz)3 27259323

9(xy2z)3  9a3ybz3
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Nun erkennt man, dass der grofite gemeinsame Faktor 923y3 23 ist, und dividiert man
diesen aus, ergibt sich

(3x2yz)3 9x39°2% - (32%) 5 (x>3

9(xy2z)3 - 9x3y3z3 .yS

Y

Loésung von Aufgabe 1.13:

a) Mit ,,Zahlen® sind hier, wie in der Teilbarkeitlehre iiblich, natiirliche Zahlen ge-
meint. Eine durch 3 teilbare natiirliche Zahl ist immer von der Form 3n mit n € N.
Somit muss die gesuchte Summe von der Form

irgendwas

Z 3n

n=1

sein. Um herauszubekommen, was ,irgendwas“ ist, muss man nur iiberlegen, fiir
welches n der Term 3n gleich 99 ist, denn das ist die gréfite durch 3 teilbare Zahl
unter 100. Man findet n = 33, und somit ist die Losung der Aufgabe

33
Z 3n .
n=1

b) Eine ungerade Zahl ist immer von der Form 2n + 1 mit einer natiirlichen Zahl n.
Somit ist die Losung der Aufgabe

10

> (@2n+1)

n=0

Losung von Aufgabe 1.14: Wie im Beispiel im Buch sollte man hier zunéchst
die dulere Summe, also die {iber ¢, auflésen; fiir ¢ = —1 ist der Laufbereich von j von
4 bis —1, also ist dies eine leere Summe, deren Wert null ist. Somit ergibt sich

1 7
DY i =040+ (-2-140+1) = 2.

i=—1 j=—2i

Losung von Aufgabe 1.15:
a) 8! ist nach Definition das Produkt 1-2-3-4-5-6 -7 -8, also 40.320.
b) Das Produkt aller Zahlen von 1 bis 11 ist 11!, das der Zahlen von 1 bis 8 ist 8!.

Durch Kiirzen ergibt sich

11!
9'10~11:§.



Losungen der Ubungsaufgaben in Kapitel 2 1

Losungen der Ubungsaufgaben in Kapitel 2

Losung von Aufgabe 2.1: Ich untersuche zunéchst, worauf die Randpunkte des
Intervalls [—1,2], also die Zahlen —1 und 2, abgebildet werden. Durch Einsetzen
findet man f(—1) = —1 und f(2) = —1.

Nun kann man im Allgemeinen nicht einfach schlieBen, dass das ganze Intervall [—1, 2]
auf das Intervall [—1, f%] abgebildet wird, denn es konnte ja sein, dass die Funktion
zwischendurch sozusagen einen , Schlenker“ macht und einen sehr grofien Funktions-
wert annimmt. Bei dieser Funktion ist das aber nicht der Fall, wenn z zwischen —1
und 2 lduft, so laufen die zugehorigen Funktionswerte schon gleichméfig zwischen
—1 und —% (ein paar Seiten weiter im Text werden Sie fiir ein solches Verhalten den
Begriff , streng monoton fallend“ kennen lernen), es ist also

F-1,2) = [-1,-]
Lésung von Aufgabe 2.2:
a) f:N— N, f(z) = 2? ist eine Funktion, denn das Quadrat einer natiirlichen Zahl
ist wieder eine natiirliche Zahl.
b) g : [-1,1] — R, g(z) = L ist keine Funktion, denn fiir # = 0 ist g(z) nicht
definiert.
c)h:Q—Q, h(z) =22* — gx?’ + %x ist eine Funktion, denn Potenzen, Produkte
und Summen von rationalen Zahlen sind wieder rationale Zahlen, die Werte von h
liegen also alle in Q.
Losung von Aufgabe 2.3: Die Verkettung (g o f) der beiden Funktionen aus
Beispiel 2.3 ist moglich, denn g vertrigt als Eingabewerte alle reellen Zahlen. Als
moglichst einfache Darstellung ergibt sich

(9o Ny) = (Vy—8)+9)° = (Vy+1)°,
oder, wenn Sie es lieber mit der Variablen x sehen mochten,
(9o f)x) = (Vz+1)*.

Auch das Paar aus Beispiel 2.4 kann man in umgekehrter Reihenfolge verketten, denn
f produziert als Output nur positive Zahlen, und solche vertréigt g als Input gut. Die
einfache Darstellung formuliere ich diesmal gleich mit der Variablen z:

1
?—FQ 14 222
o) = 3 -

wobei ich im letzten Schritt mit 22 erweitert habe.
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Lésung von Aufgabe 2.4: Zur Funktion

X

f(x)zﬁ—ﬁ :

Wenn x5 grofier ist als z1, dann ist natiirlich auch {2 grofler als 75, und wenn ich von
beiden Werten jeweils 17 abziehe &ndert das auch nichts an den Groflenverhéltnissen.
Daher ist die Funktion f monoton steigend.

Die Funktion

x
g(x) = - +10
dagegen ist monoton fallend, denn wenn x5 grofler ist als 7, dann ist — wegen des
Minuszeichens — 72 kleiner als 7%, und wenn ich zu beiden Werten jeweils 10 addiere
dandert das auch nichts daran.

Auch die Funktion

die wir spéter unter dem Namen Hyperbel wiedersehen werden, ist im genannten
Bereich [1,17] monoton fallend, denn wenn der Zihler konstant eins ist und der
Nenner grofler wird, dann wird der Bruch - hier also der Funktionswert - kleiner.

Loésung von Aufgabe 2.5: Da alle drei Funktionen streng monoton sind, sind die
Umkehrfunktionen definiert. Man erhélt sie am besten, indem man fiir den Moment
f(x) durch y ersetzt und dann nach x auflost.

Nicht ganz klar? Das glaube ich, bei dem unverstindlichen Satz von mir. Machen
wir uns lieber an die konkrete Aufgabe:

Ich setze also

x
=——17
Y710
und 16se nach x auf. Das ergibt im ersten Schritt
10y = - 170,
und im zweiten
z =10y + 170

Damit hat man’s auch schon; da man in unserem (und nicht nur in unserem) Kul-
turkreis die unabhéngige Variable lieber mit = als mit y bezeichnet, und es sich hier
um die Umkehrfunktion von f handelt, schreibt man das nun noch um zu

fFTY'R—-R, fYz)= 10z +170.
Bei der Funktion g fasse ich mich ein wenig kiirzer, Auflésen von

X
=——+1
Y 17+0

nach x ergibt
xr=—17y+ 170,
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und Umbenennen der Variablen wie gerade erldutert liefert das Ergebnis
g V:R—=R, g z)= 17z +170 .

Bleibt noch die Funktion h. Hier ist es ganz einfach, denn Auflésen von

1
Yy=—
x
nach x liefert 1
x=-,
Y
die Funktion ist also mit ihrer Umkehrfunktion identisch, es folgt
1 1
—1 —1
=1 R = —.

Lésung von Aufgabe 2.6: Die Funktion
f(z) =2® 43"
ist kein Polynom, denn der Ausdruck 3* ist keine Potenz von z. Die Funktion

g(z)=va?+2x+1

dagegen ist sehr wohl ein Polynom, denn wenn Sie Thre moglicherweise tief vergra-
benen Erinnerungen an die binomischen Formeln wieder ausgraben, dann sehen Sie,
dass 22 + 2z + 1 = (z + 1)? ist, also

Va2 420 +1=/(z+1)2=a2+1,

und das ist allemal ein Polynom.
Dagegen ist h(x) = 22 — =2 wiederum kein Polynom, denn ein Polynom darf keine

negative Potenz von z, hier —2, enthalten.

Losung von Aufgabe 2.7: Der Funktionswert p(0) = 117 ist positiv, wihrend
beispielsweise die Werte p(—1000) und p(1000) negativ sind, also muss dazwischen je
eine Nullstelle sein, insgesamt also zwei.

Lésung von Aufgabe 2.8: f ist wegen des Terms x” keine rationale Funktion,
denn als Potenzen von z diirfen nur natiirliche Zahlen auftreten. g ist dagegen eine
rationale Funktion. Aus dem Definitionsbereich auszuschlielen sind lediglich die Null-
stelle(n) des Nenners, und davon gibt es hier nur eine, ndmlich die 1; der maximale
Definitionsbereich ist also R\ {1}.

Lésung von Aufgabe 2.9: Die Werte konnen Sie folgender Tabelle entnehmen:

’ a HJ:z—Q\sz\J:zl\sz\ leO‘
0,5 4 1 0,5 | 0,25 | ~ 0,00097
1 1 1 1 1 1
2 0,25 1 2 4 1024
4 0,0625 1 4 16 1048576
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Losung von Aufgabe 2.10: Sie sollte Bank A wéihlen, da sie dort etwa

45\*
8.000 - (1 T 100) — 9.540,15 Euro,

also mehr als 9.431,07 Euro, erhélt.

Losung von Aufgabe 2.11: Nun ja, streng nach Vorschrift ergibt das

10.000

1 5.776
<2) ~ 0,301 Gramm

Losung von Aufgabe 2.12: Bei log;,(0,001) wird nach derjenigen Zahl gefragt,
mit der man 10 potenzieren muss, um 0, 001 zu erhalten. Da man 0,001 auch als Tloo
oder ﬁ oder 10~3 schreiben kann, muss dies —3 sein.

Bei dem Ausdruck log7(\‘7773) rate ich Thnen erst mal: keine Panik! Mit den Regeln
der Potenzrechnung ermittle ich zunichst, dass v/7% = 7% ist. Es wird also in der
Aufgabe nach derjenigen Zahl gefragt, mit der man 7 potenzieren muss, um 7% zu

erhalten. Das beantwortet sich aber quasi von selbst, denn es muss % sein, also

log7(W) = log7(7%) = % .

Losung von Aufgabe 2.13: Teil a) der Aufgabe kann man im Kopf 16sen: ,, Halb-
wertszeit von 500 Jahren“ bedeutet doch gerade, dass nach jeweils 500 Jahren genau
die Halfte des zu Beginn dieses Zeitabschnitts noch vorhandenen Materials zerfallen
ist. Nach den ersten 500 Jahren ist also noch die Hélfte iibrig, und nach nochmals
500 Jahren die Halfte der Hélfte, also das gewiinschte Viertel. Die Losung von Teil
a) lautet also: nach 1000 Jahren.

Bei b) wird’s mit dem Kopfrechnen schon schwieriger, hier wiirde ich zur Benutzung
der Formel raten: Wir suchen dasjenige z, fiir das

" 1

2) 5
ist, also z = log 1 (%) Wenn ich hierzu beispielsweise den im Text vorgeschlagenen
Umweg iiber den Zehnerlogarithmus gehe, erhalte ich

(1) _logyp(3)  —0,69897

:1 = =
T8N T loge(L) | —0,30103

~ 2,3219 .

Nach ungefihr 2, 3219 Halbwertszeiten, also 2,3219 - 500 = 1160, 96 Jahren ist also
noch ein Fiinftel {ibrig.
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Losung von Aufgabe 3.1: Es ist die Gleichung
12+ 6z = 60

zu 16sen, also

6r = 48

oder x = 8. Es konnen also 8 Menschen eine Pizza essen, d.h., Sie konnen 8 Géste
einladen, wenn Sie selbst hungern, oder 7, wenn Sie auch eine Pizza essen.

Lésung von Aufgabe 3.2:
a) Zur Losung von
20z —-3)+4 = 3(1—x)

multipliziere ich zunéchst beide Seiten aus, das ergibt
2r —6+4 = 3 -3z,

und sortiere dann nach z-Termen und Konstanten. Es folgt

also z = 1.
b) Auch bei der Gleichung

3(z+1)(1—2) = 1 —x— 322
multipliziert man zunéchst aus, hier nur die linke Seite, und erhélt
3—322 = 1—2—32%.
Zum Gliick fillt also der 22-Term heraus, und es verbleibt zu 16sen
3 =1—xa,

also z = —2.

¢) Die Gleichung
z—1 T

20z +3) 22-1
sieht schlimmer aus als sie ist (sonst stiinde sie auch nicht als Ubungsaufgabe hier).
Nachdem man mit dem Hauptnenner 2(x + 3)(2z — 1) durchmultipliziert hat, lautet
die Gleichung

(r—1)2zx—-1) = 2z(x+3).
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Nun fasse ich mich etwas kiirzer: Ausmultiplizieren und Sortieren zeigt, dass der
22-Term wegfillt, und es bleibt die Gleichung
—-9z+1 =0

mit der Losung x = é.

Lésung von Aufgabe 3.3:
a) Es ist die quadratische Gleichung

x2+\/§m+220

zu l6sen. Hier wende ich stur die p-¢-Formel an:

Vs 3 V8
T = Ty E 2T Ty

Diese Gleichung hat also nur eine Losung, und zur Not kann man die auch so stehen
lassen, aber es wird viel eleganter, wenn man wei, dass v/8 = 2v/2 ist, denn dann
lautet die Losung einfach: z; = zo = —/2.

b) Die zu losende Gleichung lautet hier

2% 4 (3—V3)x — V27.
Auch in diesem Fall hilft es - &hnlich wie bei a) - wenn man sieht, dass
V27T = V33 = 3V3

ist; ich zeige Thnen gleich, wo man das brauchen kann. Zunéchst wende ich wieder
mal die p-g-Formel an und erhalte

Ti/2 = —3_2\/§i\/(3_4\/§)2+\/ﬁ.

Ziemlich {ible Sache, aber nicht entmutigen lassen! Wenn ich ndmlich jetzt den qua-
dratischen Term unter der Wurzel ausmultipliziere und gleichzeitig die gerade gezeigte
Identitét fiir /27 benutze, wird der ganze Radikand zu

— 2 — 12
BoVEP gy - SOVEHE 45 126/

Die Wurzel hieraus ist, da

(3+V3)2=12+6V3

ergibt, gerade

3+4V3
o

3—\/§i3+x/§

2 2 ’

Insgesamt ergibt sich

Ti/2 = —

also 1 = v/3 und x» = —3.
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Lésung von Aufgabe 3.4:
a) Die zu l6sende Gleichung lautet hier

(z—1)+2(@+2) = 2z —1)(z+2).
Multipliziert man diese aus, so ergibt sich
2?2z 4+ 14+2°+22 = 227 + 22— 4,

und nach Zusammenfassen

2r = 5.
Dies ist eine lineare Gleichung mit der Losung x = 5/2.
b) Multipliziert man die zu lésende Gleichung

x—1 T 222 4+ 1

m—|—2+x—1 (2 +2)(z—1)

mit dem Hauptnenner (x 4 2)(x — 1) durch, so ergibt sich
(x—1)2+a(x+2) = 222 +1,
was nach Ausmultiplizieren der linken Seite zu
0=0

wird. Die Gleichung ist somit allgemeingiiltig, wird also von jeder reellen Zahl x
gelost, allerdings darf man die Nullstellen der Nenner nicht einsetzen. Die Losungs-
menge ist somit L =R\ {-2,1}.

Lésung von Aufgabe 3.5:

a) Bei der Zihlerfunktion 23 + 722 — 60z kann man zuniichst z ausklammern; die
verbleibende Funktion 22 4+ 72 — 60 hat die Nullstellen —12 und 5, wie Sie z.B. mit
der p-g-Formel herausbekommen. Der Z#hler kann folglich faktorisiert werden zu

23+ 72?2 —60r = x(x+12)(x —5) .

Ebenso findet man, dass der Nenner 322 — 272 + 60 die Nullstellen 4 und 5 hat, also
in der Form

3(x —4)(x —5)
faktorisiert werden kann. Zahler und Nenner enthalten also den gemeinsamen Faktor

(z —5), und es ergibt sich

oz +12)(x —5)  z(z+12)
@) = Se T D@5 3@—0)

b) Bei der Funktion
2?2 —4
2z — 4

ro(xz) =
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geht es schneller: Der Zihler kann nach der binomischen Formel in (z — 2)(x + 2)
faktorisiert, der Nenner in 2(z — 2) zerlegt werden. Es folgt

-4 (z—-2)(x+2) w42
@ = 5Tl T Ty 2

Lésung von Aufgabe 3.6:

a) Es gilt:

(22 +192+34) : (z +2) =2+ 17
2% + 2z
172 + 34
172 + 34
0

Also ist
(2 + 192 +34) : (z +2) =2+ 17.

b) Es gilt:

(a3 —3z2+2+3):(z—-2) =2 -z -1+ -1
23 — 222
-4z
—z2 4+ 2z
—xz+3
—x 42
1

Also ist
1

(3 —32% + . +3) (x—2)=x2—x—1+72.
T —
¢) Der Bruch wird als Divisionsaufgabe geschrieben.

(23 =422+ 22+ 1):(x—1) =22 -3z -1

3 — 2
— 322 4+ 2z
—3z2 + 3z
—xr+1
—x+1
0
Also ist

3 _4x2 42 1
a: v 2wt =22 -3z —1.

rx—1
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Losung von Aufgabe 3.7: Man multipliziert zunéchst die gegebene Gleichung
mit dem Nenner 2 + 1 durch; dies ergibt

214 2) +2%(2*+1) = (2 -1 (z* + 1),
also
—2 -2z +at+a2? = 2t 1.
Hier kann man den z*-Term eliminieren und den Rest auf die linke Seite bringen,
was zur quadratischen Gleichung

22—2-1 =0

fiihrt. Diese hat die im Losungsteil angegebenen Losungen xy,, = 1 + V2.
Loésung von Aufgabe 3.8: In jedem Aufgabenteil substituiere ich zunsichst u = z2
und untersuche die sich ergebende quadratische Gleichung.

a) Fiir die substituierte Gleichung
wHu+l =0

liefert die p-g-Formel
1 1
= ——+4/--1
Uy/2 2 4 s
die substituierte und damit auch die Ausgangsgleichung hat somit keine Losung.
b) Substitution und gleichzeitige Division durch 2 liefert
u? 4+ 16u — 225 = 0

mit den Loésungen

U1/2 = —8ﬂ:\/64+225 = —8:|:17,
also u; = —25 und uy = 9. Nur aus us kann man noch Wurzeln ziehen und erhilt
die Losungen x21 = =3, 22 = 3.

¢) Hier ist die substituierte Gleichung
u? —13u+36 = =

zu 16sen; man erhélt u; = 4 und uy = 9. Aus beiden lassen sich Wurzeln ziehen, und
die endgiiltigen Losungen sind 21,1 = =2, 212 =2, 21 = —3, Z22 = 3.

Losung von Aufgabe 3.9:
a) Die Gleichung

vVe+4 = a2+

wird quadriert; das liefert
z+4 = 22 +z,
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also

mit den Losungen x1 = —2, x5 = 2.

b) Bei der Gleichung

Vi+Vi—a = V2r +7
muss mehr gearbeitet werden; erstes Quadrieren liefert

r+2y/x(b—z)+(5—-1x) = 2x+7.
Das fasst man zusammen zu
2yx(b—1z) = 2x+2,

teilt durch 2 und quadriert, was liefert

x(5-x) = 2 +2x+1.
In Normalform gebracht ergibt dies die quadratische Gleichung

3 1
2—7 - =
T 23@—1—2 0

mit den Losungen x7; = 1 und zo = % Setzt man z; = 1 in die Ausgangsgleichung

ein, so erhélt man auf beiden Seiten den Wert 3. Setzt man dagegen zo = % ein, so
ergeben sich unterschiedliche Werte; dies ist also eine Scheinlésung.

¢) Quadriert man die Gleichung
Ve—vVz+2 = 2
r—vVr+2 =4

so erhalt man

also

r—4 = Vr+2.
Das wird unverdrossen nochmal quadriert, was liefert
22 —8x+16 = z+2,

also
22—9x+14 = 0

mit den Losungen x7; = 7 und x5 = 2. Wahrend x; = 7 auch die Ausgangsgleichung
16st, trifft dies fiir zo = 2 nicht zu, =5 ist also eine ScheinlGsung.
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Lésung von Aufgabe 3.10:
a) Die Gleichung
7 o= 17"

wird offensichtlich von x = 0 geltst, denn dann steht auf beiden Seiten der Wert 1.
b) Die Gleichung
2ot 416 —12-2"71 = 0

bringe ich zunéchst in die Form
4.2 416 -12.-2°71 = 0,

zusammengefasst also
16—8-2"1 = (.

Es muss also
2771 = 2

sein, und damit z = 2.
¢) Bei der Gleichung
2:E+1 +2I+2 — 2'3171

benutze ich die Identitéit 2712 = 2. 27+1  was liefert
3.20F1 = 9.3771,
Logarithmieren dieser Gleichung ergibt
log3+ (z+1)log2 = log2+ (x —1)log3 .
Sortiert man dieses nach = behafteten Termen und Konstanten, so erhélt man

—2log 3
. log2 —log 3 ’

Loésung von Aufgabe 3.11: Es ist die Gleichung

4 xr
1+—) = 1.000.
< + 100) 000.000

nach x aufzulésen. Da hilft nur Logarithmieren, was ergibt
r = log; ¢4(1.000.000).

Da der Taschenrechner vermutlich nicht den Logarithmus zur Basis 1,04 bereit hélt,
benutze ich die im Text angegebene Formel zur Umrechung von Logarithmen und

erhalte
B log,(1.000.000)

~ 352,25.
10g10(17 04) ’
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Lésung von Aufgabe 3.12:
a) Bei der Ungleichung
20 +1 < 32 -5

gibt es keinen Trick und doppelten Boden: Man sortiert einfach und erhélt
—x < —6,
also
L={xecR|z>6}.

b) Bei
2 +1)(z—2) < 222 +5

multipliziere ich die linke Seite aus und erhalte
202 — 22 —4 < 222 +5,

also
—2r < 9

und somit
L={zeR|x>-9/2}.

¢) Bei der hier zu l3senden Ungleichung

1-—2x
xr+1

< -1

muss ich eine Fallunterscheidung danach machen, ob der Nenner der linken Seite
positiv oder negativ ist.

Fall 1: Ist x+1 > 0, also x > —1, so dndert sich das Ungleichungszeichen nicht, wenn
ich mit 4+ 1 durchmultipliziere; es ergibt sich

1—-22 < —(z+1),

also —z < —2 oder
Tz > 2.

In diesem Fall sind also alle x-Werte Losungen, die grofler als 2 sind; da diese dann
allemal auch grofler als —1 sind, ist hier nichts weiter zu tun.

Fall 2: Ist  + 1 < 0, also x < —1, so dndert sich das Ungleichungszeichen beim
Durchmultiplizieren, und ich erhalte

1—-22 > —(z+1),

also —xz > —2 oder
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Jetzt muss man ein wenig aufpassen: Das Ergebnis sagt zunéchst, dass alle z die
Ungleichung erfiillen, die kleiner als 2 sind; in diesem Fall 2 sind aber nur x-Werte
zugelassen, die kleiner als —1 sind, und das ist die strengere Ungleichung. Somit ist
hier z < —1 als Ergebnis zu nehmen.

Als Endergebnis erhalte ich also die Losungsmenge

L = {xeR|z< -1 oder z>2}.
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Loésungen der Ubungsaufgaben in Kapitel 4

Losung von Aufgabe 4.1: Der Flicheninhalt F eines allgemeinen Dreiecks ist die
Hiélfte des Produkts der Lange der Hohe h mit der Lénge der Seite ¢ auf die diese Hohe
senkrecht steht: F' = he/2. Im a), b) und ¢)-Teil der Aufgabe kann ich als Grundseite
die Strecke von A = (0/0) nach B = (4|0) wihlen. Es gilt also ¢ = 4. Fiir jede der
Wahlen C' = (2]2),C = (0]2) und C' = (6]2) hat die auf diese Seite senkrecht stehende
Hohe die Lange h = 2, denn die zweite Koordinate dieser Punkte ist jeweils die Zahl
2. Somit ergibt sich in diesen Fillen jeweils der Flidcheninhalt F' = (4-2)/2 = 4.
Zur Losung des d)-Teils sollte ich mich an Heron’s Formel erinnern. Diese bietet sich
an, denn ich kenne hier die drei Seitenléingen des Dreiecks und mit diesen 148t sich
gem#fl Heron’s Formel der Flicheninhalt des Dreiecks bestimmen. Ich erkenne an
dieser Stelle, dass ich den Punkt C' zur Losung des d)-Teils nicht explizit kennen
muss. Der Abstand von A = (0]0) nach B = (4|0) ist ¢ = 4, wéhrend nach den
Vorgaben der Aufgabe die Linge der Seite von A = (0|0) nach C gerade b = /5 ist
und die Linge der Seite von B = (4]0) nach C' den Wert a = 1/13 hat. Nach Heron’s
Formel gilt somit fiir den Fldcheninhalt F' dieses Dreiecks:

F = LJa+b+c)(b+c—a)(@a+c—0b) (a+b—rc)
— LJ(VIB+VE+4) (VB +4— VI3) (VI3 +4—5) (VI3 + /5 —4).

Wegen der vielen Terme wire es relativ mithevoll und fehleranfillig wenn ich jetzt
alle diese Terme unter der groflen Wurzel ausmultiplizieren wiirde. Ich mache dies
etwas geschickter und einfacher, indem ich zun#chst die dritte Binomische Formel
verwende:

F o= LJ(VB+4)+VI3) (VE+4) - VI3) (VI3 + (4 - V5) (VI — (4 — V5)
= i\/((\/5+4)2—13) (13 — (4 —V/5)2).

Jetzt kann ich die erste beziehungsweise zweite Binomische Formel fiir die beiden
verbleibenden Quadratterme anwenden und berechne

F = %\/((5—1—8\/54-16)—13) (13 — (16 — 8V5 +5)) = i\/(8+8\/5) (-8 +8V/5)

Hieran erkenne ich, dass ich nun fiir die beiden Terme unter der Wurzel jeweils die
Zahl 8 ausklammern kann. Die nochmalige Verwendung der dritten Binomischen
Formel ergibt schliellich das Ergebnis

F = i\/s‘z (V5+1) (V-1 =8/(5-1)=2-Vi=2-2=4.
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Losung von Aufgabe 4.2: Die Linge der Hypotenuse des vorgegebenen, recht-
winkligen Dreieck ist hier ¢ = 5 und die Flidche des Quadrats iiber einer der Katheten
ist 16. Ist also a die Linge dieser Kathete, so gilt somit a? = 16. Nach dem Satz des
Pytagoras ist die Beziehung a? + b = ¢? fiir rechtwinklige Dreiecke giiltig. Hier ist b
die gesuchte Linge der verbleibenden Kathete. Wegen ¢ = 5 ergibt sich ¢? = 25. Setze
ich nun diese Werte fiir a? und ¢? in die durch den Satz des Pytagoras gegebenen
Beziehung ein, so erhalte ich 16 4 b? = 25. Hieraus folgt nun b? = 25 — 16 = 9. Damit
ist b = 3.

Losung von Aufgabe 4.3: Die Summe der Langen der Katheten a und b soll hier
2 sein, das heifit es soll a + b = 2, beziehungsweise

b=2—-a

gelten. AuBlerdem soll die Linge der Hypothenuse ¢ doppelt so lang wie eine der
Katheten sein, das heif3t es soll

c=2a
gelten. Da es sich um ein rechtwinkliges Dreieck handelt, gilt nach dem Satz des
Pytagoras a® 4+ b?> = c?. Setze ich die beiden obigen Beziehungen zwischen b und a,
beziehungsweise ¢ und a hier ein, so erhalte ich
a®>+ (2 —a)? = (2a)* .
Die zweite Binomische Formel und Ausquadrieren der rechten Seite ergibt nun
a® 4 (4 — 4a + a*) = 4a* , das heiBit 2a* — 4a + 4 = 4a*.
In dem ich Terme gleicher Ordnung auf der rechten Seite sammle erhalte ich hieraus

0=2a>+4a—14.

Ausklammern von 2 ergibt die Bedingung 2(a? + 2a — 2) = 0. Mit der p-q-Formel
(mit p = 2 und ¢ = —2) bestimme ich nun die moglichen Losungen fiir a:

a=-2+ 24—2—(—2):—1+\/§unda2:—1—\/§.
Die gesuchte Losung fiir a ist a1: a = a1, denn as ist keine positive Zahl und def3halb

keine giiltige Seitenldnge. Jetzt lassen sich mit den beiden obigen Beziehungen zwi-
schen b und a, beziehungsweise ¢ und a die verbleibenden Gréflen b und ¢ berechnen:

b=2—-a=2—(-1+v3)=3—-V3, undc=2a=-2+23.
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Losung von Aufgabe 4.4: Die verbleibende Seite im gleichschenkligen Dreieck
wird durch die auf diese senkrecht stehende Hohe in der Mitte geteilt. Ist h die Linge
dieser Hohe, b die Lénge der verbleibenden Seite und a die Lénge der (gleichlangen)
Schenkel, so gilt nach dem Satz des Pytagoras

b
h,2 + (5)2 = CL2 .
Der Grund dafiir ist, dass die Hohe das Dreieck in zwei rechtwinklige Teildreiecke
unterteilt. Die Linge der Katheten dieser Dreiecke sind h und b/2. Zudem ist die
Lénge der Hypotenuse dieser Teildreiecke a. Lose ich obige Formel nach h auf, so
kann ich die Lénge der Hohe im gleichschenkligen Dreieck durch dessen Seitenléingen

ausdriicken:
_ 2 _ b _\/4a27b2 1. /a2 12
h = \/a T = =3 4a b? .

Wende ich die Formel fiir den Fldcheninhalt eines Dreiecks an, so erhalte ich nun
durch Ersetzen von h:

£ hb _ b/ia P
2 1 :

Losung von Aufgabe 4.5: Fiir das vorliegenden, rechtwinklige Dreieck wurde
bereits in Beispiel 4.3 die Lénge ¢ = 2 der Hypotenuse berechnet. Zudem ist die
Linge p = 1 eines Hypotenusenabschnitts vorgegeben, sowie die Linge b = v/2 der
Kathete die keinen gemeinsamen Punkt mit diesem Hypotenusenabschnitt hat. Ich
berechne die Lénge des verbleibenden Hypotenusenabschnitts g =c—p=2—-1=1.
Bezeichne ich mit h die Lange der Hohe auf die Hypothenuse, so gilt nach dem
Hohensatz h? = pg = 1-1 =1, also h = 1. SchlieBlich ermittle ich mit dem Satz des
Pytagoras die Lénge der verbleibenden Kathete: a = /¢2 — b2 = /4 — 2 = /2.

Losung von Aufgabe 4.6: Ist g der Innenwinkel im Dreieck, der an der Kathete
mit Seitenlinge a = 3v/3 anliegt, so gilt

b 3 1 V3
tan(ﬁ):a:ﬁ:ﬁ:?'

Hier habe ich im letzten Schritt den Bruch mit /3 erweitert. Driicke ich INV und
TAN auf meinem Taschenrechner (Gradma$), so erhalte ich G = 30°. Da es sich um
ein rechtwinkliges Dreieck handelt und die Summe der Innenwinkel eines Dreiecks
stets 180° ist, erhalte ich den verbleibenden Winkel o = 180° — 90° — 30° = 60°.
Natiirlich konnte ich nun — wenn ich das wollte — die Lange der Hypotenuse ¢ mit
dem Satz des Pytagoras berechnen. Ich mache das hier aber mit Hilfe der Festlegung
des Sinus. Es gilt ndmlich

sin(f) = %, beziehungsweise ¢ = % =

vl o
Il
=2}
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Losung von Aufgabe 4.7: Ist h, die Linge der Hohe auf die Seite mit Linge
a = 4, so gilt die folgende Beziehung
h

in(30°) = =

sin(30°) = 2,
denn diese Hohe ist die dem Winkel o = 30° gegeniiberliegende Kathete eines
rechwinkligen Dreiecks mit Hypotenusenldnge b = 5. Lose ich diese Formel nach
h, auf, so erhalte ich

1 5
he =5 sin(30°)=5-=- = =.
sin(30°) 5=3
Der Flédcheninhalt F' dieses Dreiecks ist somit nach der allgemeinen Formel
h oa 5.4
F="2"=2_—5,
2 2

Alternativ kann ich zunéchst h;, die Lénge der Hohe auf die Seite mit Lénge b = 5,
berechnen:
hy = 4 in(30°) = 2,

und dann die allgemeine Fliacheninhaltsformel fiir das Dreieck — diese Hohe benutzend
— anwenden:

b 2-5

F
2 2

5.

Losung von Aufgabe 4.8: a) Im Intervall [0,27] besitzt die Sinus-Funktion
sin genau an der Stelle = 7/2 den Wert 1: sin(7/2) = 1 und sin(z) # 1, falls
x € [0,27] \ {w/2}. AuBlerdem wiederholen sich die Werte des Sinus 27-periodisch:
sin(x) = sin(x + 2m) fiir alle x. Dies bedeutet beispielsweise, dass die Sinus-Funktion
im Intervall [27,47] genau an der Stelle z = (5/2)r = 27 + 7/2 den Wert 1
hat: sin((5/2)7) = 1. Im Intervall [—2m,0] hat der Sinus genau an der Stelle
x = —(3/2)mr = =271 + 7/2 den Wert 1: sin(—(3/2)r) = 1. Allgemein besitzt die
Sinus-Funktion somit fiir jede ganze Zahl k im Intervall [2km, (2k 4+ 2)7] genau an
der Stelle x = 2km + 7/2 den Wert 1: sin(2kw + 7/2) = 1. Da die Vereinigung aller
dieser Intervalle den reellen Zahlenbereich vollsténdig iiberdecken sind dies genau die
Stellen an denen der Sinus den Wert 1 hat. Es gilt also

{z reell :sin(z) =1} ={z=2kr+x/2: k ganz } .

b) Im Intervall [0,27] besitzt die Cosinus-Funktion cos genau an der Stelle x = 7
den Wert —1: cos(w) = —1 und cos(z) # —1, falls x € [0,2n] \ {7}. AuBerdem
wiederholen sich die Werte des Cosinus 27-periodisch: cos(z) = cos(z + 2) fiir alle
2. Dies bedeutet beispielsweise, dass die Cosinus-Funktion im Intervall [27, 47] genau
an der Stelle z = 37 = 2w + 7 den Wert —1 hat: cos(37) = —1. Im Intervall [—2, 0]
hat der Cosinus genau an der Stelle x = —m = =27+ 7 den Wert —1: cos(—m) = —1.
Allgemein besitzt die Cosinus-Funktion somit fiir jede ganze Zahl k£ im Intervall
[2km, (2k + 2)7] genau an der Stelle © = 2km + m den Wert —1: cos(2km + 1) = —1.
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Das selbe Argument wie in a) zeigt mir nun, dass dies genau die Stellen sind an denen
der Cosinus den Wert —1 hat. Es gilt also

{z reell :cos(z) =1} ={x=2kr+7: kganz } .

Losung von Aufgabe 4.9: Die Tangens-Funktion tan(z) = sin(z)/ cos(x) ist fiir
alle reellen Zahlen x sinnvoll definiert an denen der Nenner cos(z) nicht verschwindet,
das heiit alle z mit cos(z) # 0. Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass der Tangens
nur an den Stellen z nicht definiert ist an denen eine Nullstelle der Cosinus-Funktion
vorliegt. Im Intervall [0, 7] besitzt die Cosinus-Funktion cos genau an der Stelle z =
m/2 den Wert 0 und im Intervall [, 27] verschwindet die Cosinus-Funktion genau
an der Stelle z = (3/2)r. Aulerdem wiederholen sich die Werte des Cosinus 27-
periodisch: cos(z) = cos(x + 2m) fiir alle 2. Dies bedeutet beispielsweise, dass die
Cosinus-Funktion im Intervall [27,47] genau die Nullstellen z = (5/2)7 und = =
(7/2)m besitzt, wihrend sie im Intervall [—27,0] genau an den beiden Stellen z =
—n/2 und = —(3/2)7 verschwindet. Allgemein besitzt die Cosinus-Funktion somit
fiir jede ganze Zahl k im Intervall [k7, (k + 1)m| genau an der Stelle z = km + 7/2
den Wert 0. Das selbe Argument wie in der Losung von Ubungsaufgabe 4.8 a) zeigt
mir nun, dass dies genau die Stellen sind an denen der Cosinus den Wert 0 hat. Es
gilt also, dass der Tangens fiir alle reellen Zahlen aus der Menge

{z: x4kr+7/2: k ganz }

sinnvoll definiert ist.

Losung von Aufgabe 4.10: Hier sollten Sie die Giiltigkeit der Formel
cos(z) + cos(y) = 2 cos(LY) cos(L52)
fiir alle reellen = und y nachweisen. Das zweite Additionstheorem lautet
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).

Setze ich hier a = (z +y)/2 und b = (x — y)/2, so folgt aus diesem wegen a + b = x,
beziehungsweise a — b = y:

a b
A~ A~
cos(x) = cos(% +5) = cos(#)cos(%) — sin(%)sin(%)
cos(y) = cos(ZEL + 452 = cos(LHE) cos(45E) — sin(LEY) sin(452).
a —b

Da die Cosinus-Funktion cos(z) = cos(—z) erfiillt und die Sinus-Funktion die Eigen-
schaft sin(z) = —sin(—z) fiir alle z besitzt gelten die Relationen

cos(¥57) = cos(“5¥) und — sin(45%) = sin(52).
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Hier habe ich z durch (y — z)/2 ersetzt und —(y —x)/2 = (z — y)/2 verwendet. Setze
ich diese Beziehungen in die zweite Gleichung fiir cos(y) oben ein, so erhalte ich

cos(y) = cos(EHE)cos(L52) + sin(ZH2) sin(L5Y).

Addiere ich nun cos(z) = cos(£H2) cos(£52) — sin(ZE) sin(Z5%) und cos(y) zusam-
men, so sehe ich, dass sich die Produkte der Sinusterme in der Summe aufgrund der
unterschiedlichen Vorzeichen gegenseitig aufheben und gleichzeitig jeweils die glei-

chen Cosinusterme auftreten. Es folgt somit die Behauptung.

Losung von Aufgabe 4.11: Der Cosinussatz besagt, dass die Beziehungen

2y)° = (29)*+ (3y)* — 2(2y)(3y) cos(a),
2y = (29)* + (3y)* — 2(2y)(3y) cos(S),
By)? = (29 + (29)* — 2(2y)(2y) cos(7)

giiltig sind. Ich rechne dies weiter aus

4y? = 4dy* 4+ 9y* — 12y% cos(a),
4y = 4y* + 9y — 12y% cos(B),
9y* = 4y’ +4y® — 8y” cos(v),

fasse dann die Terme die y? enthalten zusammen
—9y% = —12y%cos(a), —9y* = —12y%cos(f), y* = —8y? cos(7),
und isoliere schliefflich die Cosinus-Terme
3 = cos(a), 2 =cos(8), —3 = cos(7),

indem ich auf beiden Seiten durch y? # 0 teile. Der letzte Schritt hat mir gezeigt, dass
die Innenwinkel des Dreiecks unabhéngig von y sind, denn y taucht jetzt gar nicht
mehr in den Gleichungen auf. Durch Verwendung des Taschenrechners (Driicken von
INV und COS im Gradmaf}) bestimme ich schliefllich die ndherungsweisen Innenwin-
kel @« = 3 =~ 41.41° und v ~ 97.18°.

Lésung von Aufgabe 4.12: Die Antwort auf die gestellte Frage lautet: Nein!
Ich betrachte beispielsweise die vorgegebenen Seitenléingen a = 1,b = 2 und ¢ = 3.
Nehme ich nun an es gibt ein Dreieck mit dieses Seitenléingen, so miifite geméafl der
Dreiecksungleichung vom Beginn des Kapitels 4 die Bedingung a 4+ b > ¢ gelten. Dies
ist aber fiir die vorgegebenen Léngen nicht der Fall, denn es gelten hier a + b =
14+2=3und c=3.
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Lésung von Aufgabe 4.13: Die Losung der Aufgabe gelingt durch Anwendung
des Sinussatz. Ich berechne zunéichst den der Seite mit Lénge b gegeniiberliegenden
Winkel . Nach dem Sinussatz gilt

ZEEZ; = %, das heiit sin(5) = 2 sin(a).

Da neben b = 8 auch @ = 2 und a = 10° vorgegeben sind, erhalte ich durch Einsetzen
. 8 . o : o}
sin(f) = 3 sin(10°) = 4 sin(10°) ~ 0.6946.

Somit liefert das Driicken von INV und SIN (im Gradmaf) auf dem Taschenrechner
die folgende Ndherung an den gesuchten Winkel 5 ~ 43.99°. Da die Summe der
Innenwinkel eines Dreiecks stets 180° ist berechne ich den verbleibenden Winkel
v=180° — a — [ ~ 180° — 10° — 43.99° = 126.01°. Hiermit kann ich nun schliellich
die verbleibende Seitenléinge niherungsweise ausrechnen, indem ich den Sinussatz in
der Form

s%n(a) = g, das heifit c = a s?n(w),
sin(y) ¢ sin(a)
nochmals anwende. Ich berechne
in(126.01°
sn(126.01%) g 2167

sin(10°)

Betrachte ich nun die Situation bei der die selben beiden Seitenldngen a = 2 und b = 8
vorgegeben sind, aber fiir den der Seite mit Lange a gegeniiberliegenden Innenwinkel
a = 40° gefordert ist, so stelle ich mit der selben Uberlegung wie eingangs der obigen
Losung fest, dass die Bedingung

sin(3) = 4 sin(40°) ~ 2.5712

giiltig sein miiflite. Dies kann aber nicht sein, denn die Werte des Sinus bewegen
sich zwischen —1 und 1, das heiit |sin(a)| < 1 fiir alle . Hieraus folgt, dass ein
solcher Winkel 3 nicht konstruierbar ist und dies bedeutet, dass ein ebenes Dreieck
mit Seitenldngen ¢ = 2 und b = 8 und « = 40° nicht existieren kann.

Losung von Aufgabe 4.14: Ich betrachte zwei Seiten eines Dreiecks A — sa-
gen wir mit den Lingen b und ¢, und der diese beiden Seiten einschlieBende Winkel
« dieses Dreiecks. Die Hohe mit Lénge hy auf die Seite mit Lange b zerlegt A in
zwei rechtwinklige Teildreiecke. Fiir eines dieser Teildreiecke ist die Seite mit Linge
¢ die Hypotenuse. Zudem ist die dem Winkel o gegeniiberliegenden Seite dieses Teil-
dreiecks die Hohe mit Lénge hy. Aus der Festlegung des Sinus als Quotient von
Gegenkathete und Hypotenuse erhalte ich nun

h
sin(a) = =2 das heiBt hy = ¢ sin(a).
c
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Geméf der allgemeinen Formel fiir den Fldcheninhalt F' von A komme ich jetzt auf

bh b
b_2¢ sin(a).

=22
2 2

Die unterhalb des Sinussatz erwihnte Beziehung

Sn(a) = 2r, das heifit sin(a) = %,

mit dem Umkreisradius » von A, ergibt dann durch Einsetzen in obige Formel

bc a abc
2 2r 4r

Lésung von Aufgabe 4.15: Betrachte ich ein Parallelogramm wie in Abbildung
4.15, so gelten nach den Voraussetzungen der Aufgabe mit den dortigen Bezeich-
nungen ¢ = 5, b = 3 und § = 120°. Ich berechne zunéchst den verbleibenden Winkel
im Parallelogramm o = 180° — § = 180° — 120° = 60°. Die Lange d der Diagonale
im Parallelogramm bestimmt sich allgemein geméfl der Formel

d = \/a? + b2 — 2abcos(a) .

Setze ich hier die speziellen Werte fiir a, b und « ein so erhalte ich

1
d= /57 +3% =253 cos(60°) = /25 +9-30- 5 = V34— 15 = V19 ~ 4.3589 .

Der Flédchenininhalt F' eines Parallelogramms ist allgemein durch die Formel
F =sin(«) ab

gegeben. Setze ich hier ebenfalls die speziellen Werte fiir a, b und « ein, so berechne
ich

3
F =sin(60°) 3-5 = % 15 ~ 12.9904 .

Lésung von Aufgabe 4.16: Zur Erklarung der Losung verwende ich Abbildung 1.
Diese zeigt, dass der Flidcheninhalt eines Drachens die Hilfte des Fliacheninhalts des
in dieser Abbildung eingezeichneten Rechtecks ist. Die Seitenléingen dieses Rechtecks
sind gerade die Léngen dy und ds der beiden Diagonalen im Drachen und somit
ist dessen Fliacheninhalt dids. Der Flacheninhalt des Drachens ist somit durch die
Formel (d1d2)/2 gegeben.
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d1

d2

Abbildung 1: Der Flicheninhalt F' eines Drachens (graue Fliche) mit Diagonalen der Linge di
und d2 ist die Hilfte des Flicheninhalts eines Rechtecks mit Seitenldngen d; und da.

Losung von Aufgabe 4.17: Der Flicheninhalt F' eines Trapez mit Seitenléingen
a und b der parallelen Seiten und Hoheldnge £ ist allgemein durch die Formel

h

F= b) =

(a+b) 3
gegeben. In dieser Aufgabe sind fiir ein Trapez < die Groflien a = 6 und b = 4 vor-
gegeben, so dass man lediglich noch die Lénge der Hohe h benétigt. Diese bestimme
ich durch Verwendung der zusétzlichen Vorgaben, dass die Seite mit Liange a einen

Winkel von a = 45° mit einer Seite von ¢ der Liinge ¢ = v/2 einschlieBt. Aus der
Festlegung des Sinus folgt ndmlich

h
sin(a) = —, das heifit h = sin(«a)c .
c

Somit erhalte ich

2 2
h:ﬁd%ﬂJﬁ:%;@:izL
und Einsetzen in die obige, allgemeine Fldcheninhaltsformel des Trapez ergibt
poO+H1 10 o
2 2

Losung von Aufgabe 4.18: Vorgegeben ist hier ein Trapez, bei dem eine der
beiden parallelen Seiten die selbe Liange h wie die Hohe auf diese Seite besitzt, also
a = h gilt und die verbleibende, parallele Seite doppelt so lang ist: b = 2 h. Zudem
soll der Flidcheninhalt dieses Trapez F' = 1 sein. Mit diesen Informationen kann ich
h bestimmen, indem ich a und b, sowie F' in der allgemeinen Flécheninhaltsformel
fiir das Trapez ersetze
A
1 =(Ch +2h) 3
das heif3t
3

1=2 h2
2
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Lose ich nach h auf, so erhalte ich nach Multiplikation der letzten Gleichung mit 2/3

2
h? ==
37

also

V2 V2V3 V243

"V

Damit berechnen sich die Langen a und b der parallelen Seiten des Trapez wegen
des vorausgesetzen Zusammenhangs zur Linge der Hohe h als a = h = /6 /3 und
b=2h=(2V6)/3.

Ich bestimme nun die Liange ¢ der beiden verbleibenden Seiten des Trapez. Diese ist
jeweils gleich lang, da ein gleichschenkliges Trapez vorliegt. Ich betrachte hierzu ein
rechtwinkliges Dreieck dessen Hypothenuse eine der verbleibenden Seiten des Trapez
ist. Weiter soll eine Kathete dieses Dreiecks die Hohe auf die Seite der Lange b = 2h
durch den Schnittpunkt der Seite mit Linge a = h mit dieser verbleibenden Seite
sein. Nach dem Satz des Pytagoras gilt dann der folgende Zusammenhang:

g
3

V6
5

h AR
(5)2 + h* = ¢* das heifit (Z +1) K2 =c2.

o

Lose ich dies nach ¢ auf, indem die Wurzel ziehe, so erhalte ich wegen h = /6 /3:

5, V3V _VET_ VA

4 2 3 2.3 6

Aus der Festlegung des Sinus folgt bei nochmaliger Betrachtung des oben beschrie-
benen Dreiecks die Beziehung

sin(a) = —,
c

wobei a der von den Seiten der Lénge b und ¢ eingeschlossene Winkel im Trapez ist.
Setze ich hier die oben ermittelten Werte fiir A und ¢ ein, so gelange ich auf

66 2 25 2

sin(a) @ 553 VB AV B V5 ~ 0.8944.
Nachfolgendes Driicken von INV und SIN auf meinem Taschenrechner (im Grad-
maf}) hilft mir den folgenden Ni#herungswert zu ermitteln: o ~ 63.43°. Weil das
Trapez gleichschenklig ist treten fiir dieses nur zwei unterschiedliche Innenwinkel
auf. Andererseits ist die Summe der Innenwinkel in jedem Viereck 360°, so dass sich
der verbleibende Innenwinkel 3 des vorliegenden Trapez wie folgt ndherungsweise

berechnet: g = 180° — o ~ 116.57°.
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Losung von Aufgabe 4.19: a) Die allgemeine Formel fiir den Flicheninhalt Fiy
des regelméfBiges N-Eck lautet

a® . 600
FN :N (? SIH(T)),

wobei a im folgenden Zusammenhang mit der Seitenléinge b steht:

b=2a sin(%).
Ich kann also a in Abhéngigkeit von b ausdriicken, indem ich die letzte Gleichung
durch 2 sin(15-) teile
b

2 sin(8%) -

Um obige allgemeine Formel fiir den Flicheninhalt anzuwenden zu kénnen rechne ich
zundchst den Teilterm

aus, und setze das Ergebnis in diese Formel ein

b? . N sin(262)
Fy =N (———% sin(38%)) = — — LN~ 7
8 sin®(180°) N 8 sin’(180)

Betrachte ich nun die spezielle Wahl N = 3600, so erhalte ich

Frang = 2000 SGEE) o 0 sin((0.0)°)
8 sin®(3500) sin2((0.05)°)

b? ~ 1031323.769 b? |

denn sin((0.1)°) ~ 0.001745328366 und sin®((0.05)°) ~ 7.615433562- 10~".

b) Der Umfang eines Kreises mit Radius a = 1 wird durch die Summe Uy der Léngen
der Seiten des regelméfiigen N-Ecks angenéhert. Da die Lange dieser Seiten jeweils
gleich b ist gilt Uy = N b. Mit dem Zusammenhang

b=2a sin(%).

und der Voraussetzung a = 1 gelange ich auf

Uy = 2N sin($8) .
Fiir N = 3600 ergibt sich nun
Usgoo = 2 - 3600 sin(%gg) = 7200 sin((0.05)°) ~ 6.28318451,

denn sin((0.05)°) ~ 0.0008726645152.
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Losung von Aufgabe 4.20: Der gesamte Flicheninhalt F' der Pizza mit 80 cm
Durchmesser (also Radius 7 = 40 ¢cm) ist F' = 7 402 cm? = 16007 cm?. Jede der
acht Pizzaportionen ist also 200m cm? ~ 628 cm? grof8. Der gesamte Umfang U der
Pizza mit Radius r = 40 cm ist U = 27 40 cmm= 807 cm. Jede Pizzaportion hat also
einen Rand der Léange 107 cm ~ 31.42 cm. Die Gesamtfliche der Kreisring-Pizza ist
(2500 —625)7 cm? = 18757 cm?, denn die Radien sind 50 cm, beziehungsweise 25 cm.
Das Angebot IThres Pizzabackers nehmen Sie vermutlich an, denn jedem Ihrer acht
Freunde stehen dann 1875/87 cm? = 234.3757 cm? ~ 736 cm? Pizza zu. Der Rand
jeder Portion hat dann allerdings die Lange (27(50 + 25))/8 cm = 18.757 &~ 58.90
cm, was es zu beachten gilt.

Losung von Aufgabe 4.21: In der Tat habe ich hier ein Problem fiir Sie aufge-
worfen, welches Sie vermutlich einfach nicht mehr los 148t. Das Griibeln hat nun eine
Ende: Ich zeige Ihnen wie man die Losung finden kann.

Der Flidcheninhalt Fi eines kreisformigen Hamburgers im gefrorenen Zustand mit 20
em Durchmesser (also Radius 10 cm) ist Fix = 7 102 cm? = 1007 cm?. Andererseits
ist der Flacheninhalt Fg einer Ellipse deren Hauptachsenradius r doppelt so grofl wie
der Nebenachsenradius b ist, das heifit » = 2b, durch die folgende Formel gegeben:
Fg = mrb = 7(2b)b = 27 b%. Nun schmurgeln nach Threr jahrelangen Erfahrung
beim sommerlichen Grillen die im gefrorenen Zustand runden Hamburger auf eine
Ellipse mit zwei Drittel Groe (Flidche) zusammen. Ich mache defhalb den Ansatz
2/3 FK = FE Also:

2
3 (1007) = 27 b°.
Hier kann ich nun durch 27 teilen und erhalte

100 10 3
b = —=, das heift b = 510 % ~5.77 .

Somit ist der Nebenachsenradius b der gegrillten Hamburger-Ellipse in etwa 5.77 cm
grof} und fiir den doppelt so grolen Hauptachsenradius ergibt sich in etwa 11.55 cm.
Ich hoffe iiber dies an dieser Stelle, dass Thnen beim Griibeln iiber diesem Problem
Thre Hamburger nicht angebrannt sind und Sie nun endlich wieder relativ ablenkungs-
frei grillen kénnen.
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Losungen der Ubungsaufgaben in Kapitel 5

Losung von Aufgabe 5.1: Vektoren, die in ihren Dimensionen zusammen passen,
addiert man immer komponentenweise. Die Multiplikation mit einer Zahl geschieht,
indem man jede einzelne Komponente eines Vektors mit der Zahl multipliziert. Also
gilt:

1 —2 12 1 -8 24
2 =4 1 |42 0| = | 2] 4 |+ o
5 4 1 5 16 2
1—(—8)+24
= —2-4+40
5- 1642
33
= | -6
-9

Im néchsten Beispiel berechnet man zuerst den Ausdruck in der eckigen Klammer.

ORI RORERE]

Daraus folgt dann:
3 4
(%) (5

(A) (1) ()
- (A)5)- ()

Losung von Aufgabe 5.2:
a) Ein Skalarprodukt aus zwei Vektoren berechnet man, indem man die zueinander
passenden Komponenten der beiden Vektoren miteinander multipliziert und
dann die Summanden addiert. Es gilt also:

3 1
—4 |- 0 =3-14+(-4)-04+1-(-12)=3-12=-9
1 —12
und
2 -1
1 . 5 =2-(-1)41-54+(-1)-6=-2+5—-6=—-3.

-1 6
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b) Einerseits kann man zuerst den Vektor in der grofen Klammer ausrechnen und
dann mit dem davor stehenden Vektor multiplizieren. Es gilt:

G- ()
() (D) (2N-(3) (3)=coarzo-n

Andererseits kann man aber auch die grofie Klammer ausmultiplizieren und
dabei genauso vorgehen, als handelte es sich um ganz normale Zahlen und
nicht um Vektoren. Das liefert:

D - 21O

—-3+8+2410=17.

Lésung von Aufgabe 5.3:

1 2
a) Um festzustellen, ob | 2 |, | 4 | linear unabhingig oder linear abhéingig
3 7

sind, muss man testen, ob man den einen Vektor als Vielfaches des anderen
darstellen kann. Der Ansatz

1 2
2 =c- 4
3 7

liefert aber die einzelnen Gleichungen
1=2¢,2=14¢,3="Tc.

Wiihrend aus den ersten beiden Gleichungen jeweils ¢ = % folgt, erhélt man
aus der dritten Gleichung ¢ = % Da eine Zahl nicht gleichzeitig zwei verschie-
dene Werte haben kann, kann die Ansatzgleichung nicht gelten. Versucht man
umgekehrt den Ansatz

2 1
4 | =d-| 2 |,
7 3
so kann man sofort durch d auf beiden Seiten teilen und findet:
1 2
2 =c- 4

3 7
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mit ¢ = é. Da dieser Ansatz schon beim ersten Versuch fehlgeschlagen ist, kann
auch die zweite Ansatzgleichung keine Losung d haben. Also kann man einen
Vektor nicht als Vielfaches des anderen darstellen, und daraus folgt, dass die
beiden Vektoren linear unabhéngig sind.

5 17 1
delt sich hier um drei Vektoren aus jeweils zwei Komponenten. Die Anzahl der
Vektoren ist also grofler als die Dimension, und in diesem Fall sind Vektoren
immer linear abhingig.

b) Die Vektoren —2 > , ( 12 ) , < 234 ) sind linear abhéngig, denn es han-

2 —4
c¢) Die Vektoren -1 1, 2 sind linear abhéngig, denn es gilt:
2 —4
—4 2
2 =-2-| -1
—4 2

Losung von Aufgabe 5.4: Man multipliziert eine Matrix mit einer Zahl, indem
man jeden einzelnen Eintrag der Matrix mit dieser Zahl multipliziert. Weiterhin
addiert man zwei Matrizen mit gleichen Ausmafien, indem man einfach die jeweiligen
Komponenten an den gleichen Positionen der beiden Matrizen addiert. Das ergibt

dann die folgenden Rechnungen.

a)

1 0 -2 -6 3 4
2 -3 5 1 +3 1 2 =2
4 2 -1 -3 -4 0

2 0 -4 —-18 9 12

= -6 10 2 + 3 6 —6

8§ 4 =2 -9 =12 0

2-18 049 —4+12
= | -6+3 1046 2-6
8—9 4-12 —2+40
~16 9 8
- -3 16 —4
-1 -8 -2
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b)
-1 5 2 2 =5 -2
-3-1 -2 1 0 + 2 -1 0
3 1 -2 -3 -1 3
3 —-15 -6 2 -5 =2
= 6 -3 0 + 2 -1 0
-9 -3 6 -3 -1 3

3+2 —-15-5 —6-2
= 6+2 -3-1 040
-9-3 -3-1 ©6+3

5 —-20 -8
= 8 -4 0
-12 -4 9

Losung von Aufgabe 5.5: Mit der Klammerung von Matrizenoperationen geht
man genauso um wie mit der Klammerung der iiblichen Operationen des Zahlenrech-
nens. In diesem Beispiel wird man also zuerst die Matrix aus der inneren Klammer
berechnen, dann das Ergebnis mit 3 multiplizieren und diese Matrix von der verdop-
pelten ersten Matrix abziehen. Das ergibt:

#(50)-2 G A ) (4 5]
= (An) A (4 5
HCEORACEY
- (—24 1822) ( —27)

()

Losung von Aufgabe 5.6:

a) Zur Matrizenmultiplikation ist das Falksche Schema beliebt, das hier zunéchst
notiert werden soll.

-6 3 4
1 2 =2
-3 -4 0
1 0 -2]0 11 4
-3 5 1 |20 -3 -—22
4 2 -1]-19 20 12
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Die genaue Berechnung der einzelnen Eintrige zeigt die folgende Rechnung.

1 0 -2 -6 3 4
-3 5 1 . 1 2 =2
4 2 -1 -3 -4 0

—6)+0-1+(—2)-(

—6)+2-1+(=1)-(

0 11 4
= 20 -3 =22
-19 20 12

b) Hier wird nur noch das Falksche Schema angegeben.

2 -5 -2 1
2 -1 0 2
-3 -1 3 0
-1 5 2|2 -2 8 9
-2 1 0|-2 9 4 0
Also gilt:
(—152)_3_?5%_(2—289)
-2 1 0 51 3 0 -2 9 40

Losung von Aufgabe 5.7: In der ersten Rechnung werden die Matrizen in der
eckigen Klammer addiert und anschlieflend die Matrizenmultiplikation durchgefiihrt.
Es gilt:

1 2 -2 0 4 -1 2 8 =5
2 -1 3 1 +| -2 3 1 = -4 9 3
4 0 3 1 5 =2 9 5 4

Also lautet die Multiplikation:

2 3 -1 2 8 =5 —-17 38 =5
-2 4 1 -l -4 9 3 =| —11 25 26
0 5 -2 9 5 4 -38 35 7

In der zweiten Variante multipliziert man die Klammern aus, wobei hier der Faktor 2
vor der zweiten Matrix zunéchst in die Matrix hinein multipliziert wird. Also ergeben
sich die folgenden Matrizenmultiplikationen.

2 3 -1 2 4 -4 —-10 26 -8

-2 4 1 |- -2 6 2 |=| -4 16 22
0 5 =2 8§ 0 6 —-26 30 -2

1-(—6 -3) 1:3+0-2+(=2)-(-4) 1-440-(=2)+(-2)-
(=3)-(=6)+5-1+1-(=3) (=3)-3+5-2+1-(-4) (-3)-44+5-(-2)+
4.(-6 -3) 4:-3+2-24+(=1)-(=4) 4-44+2-(=2)+(-1)-

~— =~

o O O
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und
2 3 -1 0 4 -1 -7 12 3
-2 4 1 -l -2 3 1 = -7 9 4
0 5 -2 1 5 =2 -12 5 9

Insgesamt ergibt sich das Resultat:

—-10 26 -8 -7 12 3 —-17 38 -5
-4 16 22 + -7 9 4 )= —-11 25 26
—-26 30 -2 -12 5 9 -38 35 7

Es spielt also keine Rolle, ob man zuerst die Matrizenoperationen innerhalb der

eckigen Klammer bearbeitet und dann die Matrizen multipliziert oder gleich ausmul-

tipliziert und dann zusammenfasst.

Losung von Aufgabe 5.8: Bei dieser Aufgabe ist der im Buch angegebenen
1

Losung nichts hinzuzufiigen. Hitte A = ( 9 i ) eine Inverse A~! = < CCL Z >, SO

miisste gelten:

10 A4l 1 2\ (a b\ _( at+2c b+2d

01 /)" T\ 2 4 c d ) \ 2a+4c 2b+4d ]’
Also wiire a 4+ 2¢ = 1 und gleichzeitig 2a + 4¢ = 0. Wegen 2a + 4¢ = 2(a + 2¢) ist das
unmoglich.

Losung von Aufgabe 5.9: Das erste Gleichungssystem hat drei Gleichungen mit
drei Unbekannten. Die zugehorige Matrix lautet:

1 1 -5 -10
Ap=3 -4 1 9
6 2 4 12

Nun wird der Gau-Algorithmus begonnen, indem die dreifache erste Zeile von der
zweiten und die sechsfache erste Zeile von der dritten subtrahiert wird. Das ergibt

1 1 -5 -10
0 -7 16 39
0 —4 34 72

Um einfachere Zahlen herzustellen, wird die doppelte dritte Zeile von der zweiten
abgezogen. Das ergibt

1 1 -5 =10

0 1 =52 -105

0 —4 34 72

Nun wird die vierfache zweite Zeile auf die dritte addiert mit dem Resultat
1 1 -5 —10
0 1 —-52 -105
0 0 —174 —348
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Teilen der dritten Zeile durch —174 liefert

11 -5 -10
0 1 -52 -105
0 0 1 2

Die zweiundfiinfzigfache dritte Zeile wird auf die zweite addiert und die fiinffache
dritte Zeile auf die erste. Das fithrt zu der Matrix

1 0 O
0 0 -1
0 1 2

1
-1

1
1
0
Zum Schluss wird die zweite Zeile von der ersten abgezogen, und man hat
0
1
0 2

1
0
0

= O O

Also ergibt sichz =1,y =—-1,2=2
Das zweite Gleichungssystem hat vier Gleichungen mit vier Unbekannten. Die zu-
gehorige Matrix lautet:

1 3 2 -6 1
1 2 -2 -5 -1
(4,6) = 24 -2 -9 0
2 4 -6 -9 2

Nun wird der GauB-Algorithmus begonnen, indem die erste Zeile von der zweiten
abgezogen wird und die doppelte erste Zeile von der dritten und der vierten. Das
ergibt
1 3 2 -6 1
0o -1 -4 1 =2
0o -2 -6 3 -2
0 -2 —-10 3 O
Die zweite Zeile wird mit —1 multipliziert. Das ergibt
3 2 -6 1
1 4 -1 2
-2 -6 3 =2
-2 =10 3 0

oo o

Die doppelte zweite Zeile wird auf die dritte und die vierte addiert mit dem Ergebnis

1 3 2 -6 1
01 4 -1 2
0 0 2 1 2
00 -2 1 4
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Die dritte Zeile wird auf die vierte addiert. Das fithrt zu der Matrix

1 3 2 -6 1

01 4 -1 2
00 2 1 2
00 0 2 6

Dritte und vierte Zeile werden durch 2 geteilt. Das ergibt
2 —6 1
4 -1 2
1 1
0 3

OO O
OO = W
— |

Die halbe vierte Zeile wird von der dritten abgezogen, die vierte Zeile wird auf die
zweite addiert und die sechsfache vierte Zeile wird auf die erste addiert. Das fiithrt zu

13 2 0 19
0 5
0o —
1

N[ =

0 1
0 0
0 0

O~

Nun wird die vierfache dritte Zeile von der zweiten abgezogen und die doppelte dritte
Zeile von der ersten mit dem Resultat

1 300 20
0100 7
0010 —3
0001 3

Zum Schluss wird die dreifache zweite Zeile von der ersten abgezogen. Das ergibt

1000 -1
0100 7
0010 —3
0001 3

Alsoist x = -1,y =7,z = —%,u =3.
Loésung von Aufgabe 5.10: Die Matrix des Gleichungssystems lautet

11 21
Abn=[1 5 2 3
2 -2 4 5

Die erste Zeile wird von der zweiten abgezogen, die doppelte erste Zeile von der
dritten. Das ergibt

1 1 21
0 4 0 2
0 -4 0 3
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Die zweite Zeile wird auf die dritte addiert. Das fiihrt zu
11 21

0 4 0 2

0 0 0 5

Wegen der dritten Zeile ist das Gleichungssystem unlésbar.

Losung von Aufgabe 5.11: Das erste Gleichungssystem lautet in Matrixform

1 -1 0 2
1 1 -2 0
2 -1 -1 3

Die erste Zeile wird von der zweiten abgezogen, die doppelte erste von der dritten:

1 -1 0 2
0o 2 -2 =2
o 1 -1 -1

Zweite und dritte Zeile werden vertauscht:

1 -1 0 2
o 1 -1 -1
0o 2 -2 =2

Die doppelte zweite Zeile wird von der dritten abgezogen:

1 -1 0 2
0o 1 -1 -1
0 0 0 0
Die zweite Zeile wird auf die erste addiert:
1 0 -1 1
01 -1 -1
0 0 O 0

Damit ist eine Einheitsmatrix aus zwei Zeilen und zwei Spalten erreicht. Formuliert
man die ersten beiden Zeilen der Matrix als Gleichungen, so ergibt sich

r—z=1lund y —z=—1,
wobei z € R beliebig ist. Also hat das erste Gleichungssystem die Losungen
r=z+1,y=2—1, z € R beliebig.
Das zweite Gleichungssystem lautet in Matrixform

1 -1 0 1
0o -2 -1 2
-2 5 2 -4
4 —-13 -6 10

o O o o
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Die doppelte erste Zeile wird auf die dritte addiert, die vierfache erste von der vierten

abgezogen:
1 -1 0
0 -2 -1
0o 3 2
0 -9 -6

Um Briiche zu vermeiden, wird die dritte Zeile auf die zweite addiert:

1 -1 0
0 1 1
0o 3 2
0 -9 -6

1
0
-2
6

OO OO

Die dreifache zweite Zeile wird von der dritten abgezogen, die neunfache zweite auf

die vierte addiert:

1 -1 0
0 1 1
0 0 -1
0 O 3

1
0
-2
6

O O OO

Die dritte Zeile wird mit —1 multipliziert, anschlieSend wird die dreifache dritte Zeile

von der vierten abgezogen:

-1

oo o

1
0
0

O = = O

SN O

o O oo

Die dritte Zeile wird von der zweiten abgezogen, anschlieffend die zweite auf die erste

addiert:
1 0 0
01 0
0 0 1
0 0 O

-1
-2
2
0

0
0
0
0

Damit ist eine Einheitsmatrix aus drei Zeilen und drei Spalten erreicht. Formuliert
man die ersten drei Zeilen der Matrix als Gleichungen, so ergibt sich

r—u=0,y—2u=0,24+2u=0,

wobei u € R beliebig ist. Also hat das zweite Gleichungssystem die Losungen

T =u,y = 2u,z = —2u, u € R beliebig.



Losungen der Ubungsaufgaben in Kapitel 5 11

Losung von Aufgabe 5.12: Es handelt sich um die Vektoren

5 1 1
1], 4|, 2
3 2 6

Lineare Abhéngigkeit bzw. Unabhéingigkeit kann man feststellen, indem man testet,
ob sich die gegebenen Vektoren auf eine nicht-triviale Weise zum Nullvektor kombi-
nieren lassen: ist das moglich, so sind die Vektoren linear abhéngig, ansonsten sind sie
linear unabhéngig. Im Falle der drei gegebenen Vektoren lautet die Ansatzgleichung

5 1 1 0
(1 1 + Co 4 +c3 2 = 0
3 2 6 0

Das entsprechende Gleichungssystem lautet dann

5%¢¢ + ¢ 4+ ¢ = 0
ci + 4e + 2¢3 = 0
3ci 4+ 2¢co 4+ 6c3 = 0.

Dieses Gleichungssystem hat natiirlich die Lésung ¢; = ¢ = ¢3 = 0, denn wenn
man fiir ¢1, ¢ und c3 jeweils den Wert null einsetzt, dann ergibt sich insgesamt als
Ergebnis jeder linken Seite wieder null. Die Frage ist nun, ob das Gleichungssystem
auch noch andere Losungen hat, denn nur in diesem Fall sind die Vektoren linear
abhéingig. Die Matrixform des Gleichungssystems lautet

5 1 1 0

1 4 2 0

32 6 0
Die ersten beiden Zeilen werden vertauscht:

1 4 2 0

5 1 1 0

3 2 6 0

Die fiinffache erste Zeile wird von der zweiten abgezogen, die dreifache erste von der

dritten:
1 4 2 0

0 -19 -9 0
0 =10 0 O

Die dritte Zeile wird durch —10 geteilt und mit der zweiten vertauscht:

1 4 2 0
0 1 0 0
0 =19 -9 0
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Die neuzehnfache zweite Zeile wird auf die dritte addiert, anschliefend wird die dritte
Zeile durch —9 geteilt:

1 4 2 0
01 00
00 10

Die doppelte dritte Zeile und die vierfache zweite werden von der ersten abgezogen:
10 00
0100
0 01 0

Das Gleichungssystem ist eindeutig l6sbar mit den Losungen ¢; = ¢co = ¢3 = 0. Also
sind die Vektoren linear unabhéngig.

Losung von Aufgabe 5.13: Zu berechnen ist die Inverse der Matrix

1 0 -1
A= -8 4 1
21 0

Man invertiert eine Matrix, indem man sie zusammen mit der entsprechenden Ein-
heitsmatrix in eine grofie Matrix schreibt und mit dem GauB-Algorithmus diese grofe
Matrix so lange manipuliert, bis in ihrer linken Hélfte, wo am Anfang A stand, die
Einheitsmatrix steht. In der rechten Hilfte befindet sich dann die gesuchte Inverse.
Die grofle Matrix aus A und I3 lautet hier

1 0 -1 1 0 0
-8 4 1 0 1 0
-2 1 0 0 0 1
Die achtfache erste Zeile wird auf die zweite addiert, die doppelte erste auf die dritte:

1 0 -1 1 0 O

0 4 -7 8 1 0

01 -2 2 1
Zweite und dritte Zeile werden vertauscht:

1 0 -1 1 0 O

01 -2 2 1

0 4 -7 8 1 0

Die vierfache zweite Zeile wird von der dritten abgezogen:

1 0
01 -2 2 0 1
0 0
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Die doppelte dritte Zeile wird auf die zweite addiert, die dritte Zeile wird auf die
erste addiert:

100 1 1 —4
010 2 2 -7
001 01 —4
Damit ist in der linken Hélfte die Einheitsmatrix erreicht, und es folgt:
1 1 -4
At=1|2 2 -7
0 1 —4

Losung von Aufgabe 5.14:

a) Einen Vektor zwischen zwei Punkten berechnet man, indem man die Koor-
dinaten des vorderen Punktes von denen des hinteren Punktes abzieht. Also

gilt
-1 2 -3
aB= o0 |-|3]|=| -3
3 1 2
und

D) (7)=(4)

b) Der Ortsvektor eines Punktes hat genau die gleichen Komponenten wie der
Punkt selbst, nur dass man den Vektor als Spalte schreibt, wiihrend der Punkt
als Zeile geschrieben wird. Daher ist

3 4
(ﬁz 6 und@: 7
-1 9

Losung von Aufgabe 5.15: Rechnerisch ist die Aufgabe sehr einfach, denn das
Addieren und Subtrahieren von Vektoren erfolgt komponentenweise. Es gilt also

eaees (3)+(0)- () ()
evees ()(0)+(1)-( 1)

Die graphische Addition zweier Vektoren erfolgt, indem man den Anfangspunkt des
zweiten Vektors an den Endpunkt des ersten Vektors setzt; der Summenvektor be-
ginnt dann am Anfangspunkt des ersten Vektors und endet am Endpunkt des zweiten.
Bei der Subtraktion muss man noch darauf achten, dass der abzuziehende Vektor in
seiner Richtung umgedreht wird. Die erste Rechnung ist in der ersten graphischen
Darstellung eingetragen.

Die zweite Rechnung ist in der zweiten graphischen Darstellung eingetragen.

und
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3 4
AbBikttung 1: Vektoren a, b, ¢ sowie a + 2b — ¢
C
AT
b A, |
VAT
Rt \
. \6 . .
\‘ B _
““ !‘ |
+b+
. 3 | 3a+b+c
N |
. 2
3a “1’\
. C
1 1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 - 1 1 2 3 4

-2 Abbildung 2: 3a+b +c
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Losung von Aufgabe 5.16: Zuerst berechnet man die Vektoren b und ¢, die den
Punkt A mit den Punkten B bzw. C' verbinden. Es gilt

~1 2 -3 1 2 -1
b= o |- 1|=| =1 ],e=[1]|=-1]=] o0
5 3 2 1 3 -2

Der Ortsvektor von A hat natiirlich genau die gleichen Komponenten wie A selbst.
Also lautet die parametrisierte Ebenengleichung

T 2 -3 -1
y |l=111]1+Xx| -1 |+p- 0 mit A\, 4 € R.
z 3 2 -2

In der gedruckten Fassung ist der Vektor b in seiner ersten Komponente falsch an-
gegeben.

Loésung von Aufgabe 5.17: Zur Berechnung des Vektorprodukts setzt man in die
entsprechende Formel ein. Es gilt

2 -3 (-1)-2-1-4 6
1 x| 1 |=( 4-(-3)-2.2 |=[ -16
4 2 2.1—(=3)-(-1) ~1

ODb zwei Vektoren senkrecht aufeinander stehen, priift man mit dem Skalarprodukt:
ist ihr Skalarprodukt gleich 0, so stehen sie senkrecht aufeinander, ansonsten nicht.
Es gilt

—6 2
-16 | - -1 =(—=6)-24+(-16)-(-1)+(-1)-4=-12416—-4=0
-1 4

und
—6 -3
-16 . 1 =(-6)-(-3)+(-16)-1+(-1)-2=18—-16—-2=0.
-1 2

Losung von Aufgabe 5.18: Zuerst werden die drei relevanten Vektoren berechnet.
Es gilt

4 5 4 1 -3 4 -7
a=[0],b=| 1 |-[o )= 1 Je=| 2 |-[0]|=[ 2
0 —1 0 —1 1 0 1

Die Berechnung des Kreuzproduktes von b und c ergibt den Normalenvektor
1 -7 1-1-2-(-1) 3

n=bxc= 1 X 2 = (-1)-(-7)—-1-1 | =| 6
~1 1 1.2—(=7)-1 9
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Fiir die Ebenenpunkte (z,y, z) macht man dann den Ansatz

z—4
n Y =0,
z
also
3 x—4
0=1] 6 Yy =3(x —4)+6y+92 =3z + 6y + 92z — 12.
9 z

Somit lautet die gesuchte Gleichung 3z + 6y + 9z = 12 oder, wenn man auf beiden
Seiten durch 3 teilt, z 4+ 2y + 3z = 4.
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Loésungen der Ubungsaufgaben in Kapitel 6

Lésung von Aufgabe 6.1: a) Die erste Ableitung von f(z) = 22 ist f/(z) = 2u.
An jeder Stelle z stellt f/(z) den Wert der Steigung von f in « dar. Speziell ist f/(3)
der Wert der Steigung von f an der Stelle z = 3. Konkret berechne ich diesen also
durch Einsetzen von z = 3 in die Funktion f’'(z) = 2a: f'(3) = 2-3 = 6. Analog
finde ich den Wert der Steigung von f in z = —2: f/(=2) =2-(-2) = —4.

b) Gesucht ist die Stelle z an der die erste Ableitung f’(z) = 2x von f(z) = 2% den
Wert —2 hat. Fiir diese Stelle x soll also 22 = —2 gelten. Teile ich beide Seiten dieser
Gleichung durch 2, so erkenne ich, dass x = —1 die gesuchte Stelle ist.

Lésung von Aufgabe 6.2: Hier mu8 ich fiir die Funktion p3(x) = 23 den Quoti-

enten
ps(x+h)—ps(z) (z+h)>—a®

(x+h)—z h
fir h # 0 anschauen und untersuchen was fiir diesen passiert, wenn h gegen 0 geht.

Hierzu sollte ich den Term (z + h)? ausrechnen. Der Hinweis in der Aufgabenstellung
besagt, dass

(x +h)® = 2% +3 2*°h + 3 zh® + h?
gilt. Dies kann ich iibrigens erkennen, indem ich die Binomische Formel anwende,
und danach ausmultipliziere, sowie Terme gleicher Bauart zusammenfasse:
(x+h)? = (x+h) (x+h)?=(x+h) (2® + 2hx + h?)
(z® 4 2ha?® + h?x) + (ha® + 2h%z + h?)
22+ (24 Dha? + (1 +2)h%z + 13 =23 + 3 2°h + 3 oh* + b3 |

Jetzt rechne ich den Z#hler des obigen Quotienten aus:
(x+h)? =2 =2 +3 2?h+3 ah? +h* —2® = 3 2®h+3 2h® +h3 = h(3 22 +3 xh+h?) .

Im letzten Schritt habe ich hier h ausgeklammert. Dies zeigt mir jetzt, dass bei der
Berechnung des obigen Quotienten h herausgekiirzt werden kann:

WP —a®  h(3a?+3ah+h?
(‘T“L;L G CE +2‘T ) a3 ahn?

Somit folgt fiir den Grenzwert des Quotienten der Differenzen

lim 322+3a2h+h?=32>2+32zlim h+1limh?=32>24+0+0=322.
h—0 h—0 h—0

Der Grenzwert existiert somit und ist fiir jedes x als 322 eindeutig festgelegt. Ich
stelle fest, dass p3(z) = 322 die erste Ableitung von ps(x) = 2 ist.
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Losung von Aufgabe 6.3: Ich berechne zunéchst die Differenzenquotienten von
f(x) = 2% + . Diese sind fiir h # 0 wie folgt festgelegt:

flat+h)—fl@) ((@+h)?+@+h)—(a*+2)
(x+h)—=x h '

Ich vereinfache den Zéhler, indem ich die Binomische Formel anwende, danach nach
Termen gleicher Bauart sammle und h ausklammere:

(x+h)?*+@x+h)—2>—z = 2*+2he+h’+z+h—2®—2
= 2hx+h*+h=hQ2zx+h+1).

Ich erhalte somit durch Kiirzen von h

(x+h)?*+(x+h) = (2°+2)

o =2x+h+1.

Somit folgt fiir den Grenzwert der Differenzenquotienten:

}llimo 2$+h+1=2$+1+%ﬁ%h=21‘+1+0=21‘+1.

Der Differentialquotient ist somit 2 z 4 1 und ich stelle fest, dass f'(z) =2 z + 1 die
erste Ableitung von f(x) = 22 + x ist.

Losung von Aufgabe 6.4: a) Die Funktion f(z) = |z — 2| ist an der Stelle
x = 2 nicht ableitbar, also insgesamt nicht ableitbar. Dies kann ich wie folgt einse-
hen. Zunéchst mache ich mir klar, dass ich f in der folgenden Form abschnittsweise
hinschreiben kann:

x—2, falls x > 2
f(x)—|:1c—2|—{ —(z—-2)=—2+42, fallsxz <2

Dies folgt aus der Definition der Betragsfunktion. Ich sehe jetzt ein, dass die ein-
zige kritische Stelle hinsichtlich der Ableitbarkeit die Stelle z = 2 ist. Der Grund
hierfiir ist die Tatsache, dass aulerhalb der Stelle z = 2 die Funktion aus (verschie-
denen) linearen Funktionen besteht, die bekanntlich ableitbar sind. Ich untersuche
die Stelle x = 2 nun genauer. Hierzu betrachte ich den rechtseitigen Grenzwert der
Differenzenquotienten

im —f(2+h)_f(2) = lim (@+r)-2)-0 = lim ﬁ =1
h—0 (2 + h) -9 h—0 h o0 h
h>0 h>0 h>0

und den linkseitigen Grenzwert der Differenzenquotienten

LSRAM SR (@m0 (R
h—0 (2 + h) -9 h—0 h h—0 h
h<0 h<0 h<0
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Ich beachte hierbei, dass ich die unterschiedlichen Festlegungen von f fiir > 2 und
x < 2 richtig verwende. Jetzt sehe ich, dass der rechts- und linkseitige Grenzwert
zwar jeweils existiert — diese aber nicht tibereinstimmen. Es folgt somit, dass der Dif-
ferentialquotient in = 2 nicht existiert (denn dieser ist nicht eindeutig festlegbar).
Somit ist f in # = 2 und damit insgesamt nicht ableitbar.

b) Die Funktion f(x) = 1/2((x — 2)3 + |z — 2|3) ist an allen Stellen x ableitbar. Dies
mache ich mir wie folgt klar. Ich verwende zunéchst die Definition des Betrags um f
in der folgenden Form abschnittsweise hinzuschreiben:

(=234 (z—-2)3) =(z—2)3, fallsx>2

1
f(x)_%((x—2)3+|x—2|3)—{ 2 ( (z—2)% = (z—2)3) =0, falls < 2

1
2
Die einzige kritische Stelle hinsichtlich der Ableitbarkeit ist offenbar die Stelle z = 2.
Der Grund hierfiir ist, dass ich die erste Ableitung ¢’ von g(z) = (v — 2)3 = 2% —
622 + 122 + 8 fiir > 2 mit der zuvor besprochenen Vorgehensweise als ¢'(x) =
3z% — 122 + 12 berechnen kann und h(z) = 0 fiir z < 2 ebenfalls ableitbar ist:
1/ (x) = 0. Ich betrachte also die verbleibende Stelle # = 2. Der rechtseitige Grenzwert
der Differenzenquotienten ergibt

lim w — Im (24 h)—2)3 —03 B3

o . [ . 2
RO Wy g n = lm 3= lmh =0
h>0 h>0 h>0 h>0

und der linkseitigen Grenzwert der Differenzenquotienten ist

g LMD -FR) o 0-0 0
h—0 (2+h)_2 h—0 h o0 h
h<0 h<0 h<0

Rechtseitiger und linkseitiger Grenzwert der Differenzenquotienten stimmen also
auch an der Stelle z = 2 iiberein. Da jegliche Wahl des Zulaufens auf diese Stel-
le x = 2 denselben Grenzwert der Differenzenquotienten ergibt, folgt dass fiir diese
Funktion der Differentialquotient auch an der Stelle x = 2 existiert (und somit ein-
deutig ist) — insbesondere ist f in 2 = 2 ableitbar und die obige Berechnung ergibt
zudem f’(2) = 0.

Losung von Aufgabe 6.5: Zunichst stelle ich fest, dass f(x) = 3 cos(x)—2 sin(x)
fiir alle z ableitbar ist. Dies folgt aus der Faktor- und Summenregel zusammen mit der
Tatsache, dass die Sinus-Funktion sin(z) und die Cosinus-Funktion cos(x) ableitbar
sind. Diese beiden Regeln verwende ich nun um die erste Ableitung von f konkret
auszurechnen:

f'(x) = (3 cos(z) — 2 sin(z)) = 3cos'(z) — 2 sin’(x) .

Erinnere ich mich noch daran, dass cos’(z) = —sin(z) und sin’(x) = cos(x) gelten,
so erhalte ich das Ergebnis

f(x) = =3sin(x) — 2 cos(zx) .
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Lésung von Aufgabe 6.6: a) Hier soll das Polynom f(z) = —2* -2 2?4+ % 2— V2
einmal abgeleitet werden. Dazu verwende ich meine Kenntnisse iiber die Bildung der
ersten Ableitung von Polynomen. Ich berechne also
1 1 1

fl(z) = —(z%) =2 (51:2)’+g (x) =v2(1) = —32%-2-2 x+§~1—\3/§-0 = -32°—4 THg
b) Hier soll das Polynom f;(z) = t? 24 —2t* 22+¢? einmal abgeleitet werden, wobei ich
zu beachten habe, dass x die Variable ist (nach der abgeleitet werden soll), wiihrend
t ein Parameter ist der also die Rolle einer beliebigen aber festen Zahl einnimmt. Ich
verwende nach dieser kurzen Voriiberlegung meine Kenntnisse iiber die Berechnung
der ersten Ableitung von Polynomen und erhalte

fl(x) =12 (%) —2t* (2®) + 2 (1) =4 22> —2-2t'2 + 0 =4 22> — 4 t'2 |

indem ich nach x ableite.

c¢) Dieser Aufgabenteil zeigt mir, dass ich die Bedeutung von Variablen und Parame-
tern sehr genau unterscheiden mufl. Withrend die Funktion f;(z) = 2 2 —2t* 2% +¢2
(aus dem b)-Teil) eine Polynom-Funktion vom Grad 4 in der Variablen x ist, ist
fe(t) = t? x* — 2t* 22 + 2 eine andere Polynom-Funktion vom Grad 4 in der Va-
riablen ¢. Sammle ich fiir die letztgenannte Funktion Terme gleicher Potenz (in der
Variablen t), so kann ich diese Funktion (wie im Aufgabentext erwihnt) ndmlich als
fu(t) = —22% t* 4 (z* 4+ 1) ¢? hinschreiben. Ich verwende jetzt meine Kenntnisse iiber
die Berechnung der ersten Ableitung von Polynomen um die erste Ableitung (nach
der Variablen ¢) von f, zu bestimmen:

o) = =227 (tY + (2" +1) (*) = 222 4P+ (a* + 1) 2t = -8 2** +2 (2 + 1)t .

x

Damit ist die Aufgabe gelést. Um deutlich zu sehen, dass sich f von der im b)-Teil
berechneten ersten Ableitung unterscheidet, schreibe ich f! als Extraservice noch
einmal hin, indem ich nach Termen gleicher Potenz in x sammle:

fh(t) =2t o* — 8322 + 2t .

Losung von Aufgabe 6.7: Hier soll die Produktregel zur Berechnung der ersten
Ableitung verwendet werden. Im a)-Teil berechne ich

fl(z) = (—2° (@® —42+2)) = —(2°) (2® — 4o +2) — 2° (2® — 4o +2)
= 327 (2® —4x +2) -2 (22 —4)
= —32'+122° — 62° — 22" + 42°
= —52* 4+ 162° — 62% = (—52? + 162 — 6) z*.

Damit ist der a)-Teil gelost. Zur Kontrolle berechne ich die Ableitung dieser Polynom-
Funktion f(z) = —2° + 42* — 22 auf alternativem Weg:

fl(x) = —(2°) +4(z") — 2(23) = =52 +4- 423 — 2322 = —521 4 1623 — 627 .
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Im b)-Teil berechne ich

f'(x) = ((@*+2) cos(z)) = (2% + ) cos(z) + (2% + ) cos'(z)
= (2z+1) cos(z) — (2% + ) sin(z),

denn cos’(z) = —sin(z). Wenn ich mdchte kann ich nun noch nach Termen gleicher
Potenz gruppieren. Ich erhalte dann

f'(x) = —sin(x) 2 + (2cos(z) — sin(z)) = + cos(x) .

Im ¢)-Teil berechne ich unter Verwendung von (e*)’ = e”

f/(x) _ (CC2 em)l _ (ZC2)/ e® +$2 (ez)/
= et +a’e” =2u+2?) " =22+ 1) " .

Im d)-Teil berechne ich

() = (cos(z) e®) =cos'(z) e” + cos(z) (e”)’
= —sin(x) e® + cos(z) e® = (cos(x) — sin(z)) e*,
denn cos'(z) = —sin(z) und (e*)" = e”.

Im e)-Teil sollte ich zunichst erkennen, dass f(z) = cos?(x) ein Produkt von Funk-
tionen ist: f(z) = cos(x)cos(x). Jetzt kann ich die Produktregel zur Berechnung der
Ableitung anwenden

f(x) = (cos(x)cos(z)) = cos'(x)cos(z) + cos(x) cos’ ()
= —sin(x) cos(z) + cos(z)(—sin(z)) = —2sin(z) cos(x) .
Hier habe ich wiederum cos’(z) = — sin(z) verwendet.

Losung von Aufgabe 6.8: Hier soll im wesentlichen die Kettenregel zur Berech-
nung der ersten Ableitung verwendet werden. Im a)-Teil betrachte ich die Funktion
f(x) = (22 — 42 + 2)'6. Die duBere Ableitung ist (z'6)’" = 16z!5. Die Variable
steht hier fiir den Term 22 — 4z + 2 und deshalb benétige ich zusiitzlich die innere
Ableitung. Diese ist (22 — 4z +2)" = (22)" — 4(x)" + (2) = 20 — 4 = 2(x — 2). Somit
erhalte ich gem&f der Kettenregel

Fl(x) =32 (z —2) (2% — 4z +2)5 .

Im b)-Teil betrachte ich die Funktion f(r) = exp(z? — x). Die #ufere Ableitung
ist exp(Z)’ = exp(Z), wihrend die innere Ableitung (2% — x)’ = 2x — 1 ist. So-
mit erhalte ich f/(z) = (22 — 1) e® . Im ¢)-Teil ist fiir n,m € N die Funktion
f(z) = /™ x> 0, vorgegeben. Dieses f ist die Verkettung der Potenz-Funk-
tion " mit der m-ten Wurzel-Funktion, denn ich kann diese ja auch folgenderma-
Ben hinschreiben f(z) = ( %/z)". Deshalb ist f ableitbar, denn fiir > 0 sind die
beiden beteiligten Verkettungsfunktionen ableitbar. Die duflere Ableitung ist hier
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(z") =n "', withrend die innere Ableitung ( /) = 1/m /™! ist (schauen Sie
sich gegebenenfalls noch einmal nach, was ich Thnen iiber die Ableitung der m-ten
Wurzel-Funktion fiir > 0 erzéihlt hatte). Ich erhalte also

|
—
+
3
|
-

fla) =1L gl (zw)t = =
Den Exponenten kann ich hier noch ein wenig vereinfachen, indem ich den Haupt-
nenner bilde und zusammenfasse

1 n—1 1-m+n—-1 n-m n

— 14+ =——-1.
m m m m m

SchlieBlich kann ich also die Ableitung von f(x) = /™ fiir 2 > 0 schreiben als
flla) =g ot

Ich stelle hier iibrigens fest, dass die Grobregel zur Berechnung der ersten Ableitung
(schreibe den Exponenten n/m multiplikativ nach vorne und ziehe eins von diesem
Exponenten ab) fir diese Funktion ebenfalls giiltig ist.

Im d)-Teil betrachte ich schlieBlich die Funktion f(z) = (1 —2?) (2% +1)72. Um den
Teilterm (22 + 1)~2 abzuleiten kann ich die Kettenregel verwenden. Dariiberhinaus
muf ich allerdings beachten, dass dieser Term mit (1 — 2?) multipliziert wird und
deBhalb insgesamt die Produktregel erforderlich ist. In der Tat handelt es sich hier
um eine Aufgabe bei der man Produkt- und Kettenregel kombinieren kann. Verwende
ich zunéchst die Produktregel, so erhalte ich

flla) =01 =2 @+ )77+ (1 -a?) (0" +1)77)".

Um weiter fortzufahren muf ich also (1 — %) und (2? + 1)72 ableiten. Ersteres ist
relativ einfach, denn es handelt sich hierbei um eine Polynom-Funktion: (1 — 22) =
—2x. Fiir den anderen Term (22 + 1)~2 verwende ich die Kettenregel

N o (2 3 —4z
(@417 = (=2) 20 (2 + )7 = s
Ich erhalte somit
M) = (—9g) 4 (] — g2
f@) =)yt 2)(x2—|—1)3'

Ich erweitere nun den ersten Term mit (22 + 1) und gelange auf

, —2x(x? +1 1—a2)(—4x
o) D ),

Den hier auftretenden Zéhler kann ich vereinfachen, indem ich zunéchst ausmultipli-
ziere und dann Terme gleicher Bauart zusammen gruppiere

—2x(z? + 1) + (1 — 2?)(—4x) = —22° — 22 — 4o + 42° = 2% — 62 = 22(2® - 3) .
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Damit gelange ich auf die folgende, bequeme Darstellung der gesuchten ersten Ab-
leitung:

=2z (2 =3) (2 +1)73 .

Losung von Aufgabe 6.9: Hier soll die Quotientenregel zur Berechnung der
ersten Ableitung verwendet werden. Im a)-Teil betrachte ich die gebrochen-rationale
Funktion f(x) = (x —4)/(2 2% +1). Der Zéhler sowohl als auch der Nenner sind hier
ableitbare Funktionen, denn es handelt sich dabei jeweils um Polynome. Auflerdem
ist der Nenner dieser Funktion stets ungleich 0, denn es gilt 2 22 +1 > 1 > 0. Somit
ist f fiir beliebige « ableitbar. Ich berechne die erste Ableitung f’ durch Anwenden
der Quotientenregel

(x—4)Y2 22 +1)— (z—4)(2 22+ 1) '

fi(w) = 222+ 1)2

Um f’ niher zu bestimmen sollte ich also die Ableitung des Nenner- und Z&hlerpo-
lynoms in der Festlegung von f kennen. Diese sind wie folgt

(x—4) =1, 22 +1) =4z .
Ich setze dies oben ein und erhalte

222 +1—(z—4)4r 222 +1—42* +162 227+ 162+ 1
f'z) =

2z2+12 (222412  (@2z2+1)?

Im b)-Teil liegt die gebrochen-rationale Funktion f(z) = (z +4)/(2 2 — 1) vor, die
durch einen #hnlichen Term wie die Funktion im a)-Teil beschrieben wird. Z#hler
und Nenner sind wiederum Polynome und damit iiberall ableitbar. Der Nenner hat
allerdings zwei Nullstellen, denn die Gleichung

2 22 — 1 = 0, beziehungsweise 2> = 3’

hat die beiden reellen Losungen x; = \/5/2 und o = —\/5/2. An diesen Stellen
darf ich die Funktion f nicht ableiten. Fiir alle anderen Stellen, also x # v/2/2 und
r # —/2/2, bestimme ich die Ableitung von f in #hnlicher Weise wie im a)-Teil. Ich
berechne fiir diese Stellen
1 2 2 /
() = (x4+4)(2x 1)2 (1—21—4)(2:10 1) '
(222-1)

Jetzt bestimme ich die Ableitung des Nenner- und Zahlerpolynoms in der Festlegung
von f:
(x+4) =1, 22%-1) =4z .
Ich setze dies oben ein und erhalte
227 —1—(z+4)4z  22*—1—42% - 162 2 2%+ 162+ 1

f(z) = 222 1) = (2 22 —1)2 =(-1) W .
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Im c)-Teil soll f(z) = sin(z)/x abgeleitet werden. Da sin(z) und = ableitbare Funk-
tionen sind und der Nenner nur fiir z; = 0 verschwindet, folgt dass die vorgegebene
Funktion fiir alle reellen Zahlen ableitbar ist, die ungleich 0 sind. Die erste Ableitung
dieser Funktion berechne ich mit der Quotientenregel wie folgt
sin’(z)x —sin(z)(x)’  cos(x)x — sin(x)

= 5 ,

f'(x) =

denn sin’(z) = cos(x) und (x)" = 1. Wenn ich méchte, so kann ich f’ auch wie folgt
hinschreiben

Im d)-Teil soll ich die Funktion f(x) = (1 —x?)/(2? +1)? ableiten. Dies ist wiederum
eine gebrochen-rationale Funktion. Deren Nenner verschwindet nirgends, denn fiir
diesen gilt (2% +1)? > 1 > 0. Zudem stelle ich fest, dass es sich wegen 1/(2? 4+ 1)? =
(22 + 1)72 um die selbe Funktion wie in Aufgabe 6.8 d) handelt. Dort hatte ich
die Funktion durch Verwendung von Produkt- und Kettenregel abgeleitet. Ich zeige
nun wie ich diese Funktion alternativ direkt mit der Quotientenregel ableiten kann.
Wende ich diese an, so erhalte ich zunéchst

(1—22) (22 +1)2 = (1 —2?)((2® + 1)2)
(2% +1)2)? '

Um fortfahren zu kénnen mufl ich nun die Ableitung von 1 — 22 und (22 + 1)2
berechnen. Das Polynom 1 — 22 kann ich leicht ableiten: (1 — 22?)" = —2z. Die Funk-
tion (22 + 1)? kann ich ableiten, indem ich die Kettenregel anwende: ((z% 4 1)?)" =
2 27 (22 4+ 1) = 4z (2% + 1). Jetzt erhalte ich

(—22) (2% +1)% — (1 — 2?)(4z) (2% + 1)
EEa '

Natiirlich kénnte ich jetzt — wie ich dies in meinen obigen Losungen gemacht habe
— nun fortfahren, indem ich die Terme im Z#hler weiter ausrechne und dann zusam-
menfasse. Bei der Ableitung von gebrochen-rationalen Funktionen kann man sich das
Leben aber oftmals etwas einfacher machen, indem man rechtzeitig kiirzt. Ein solche
Situation liegt hier vor, denn der Term 22 + 1 tritt sowohl im Zihler als auch im
Nenner auf

f'(a) =

f'(zx) =

ooy (=22)(2® +1) — (1 - 2”)(4a))(2® + 1)
fi(z) = (22 + 1)4 ’

und ich kann diesen somit wegkiirzen:

—22)(z2 +1) — (1 — 2?)(4x
ey = C2OE D~ (1))
(2 +1)
Erst jetzt multipliziere ich die Terme im Zéhler aus und gruppiere dort Terme gleicher
Bauart. Der Zihler ist also wie folgt vereinfachbar:

(—22)(2% + 1) — (1 — 2?)(4) = —22° — 22 — 4w + 42® = 22° — 62 = 22(2* — 3) .
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SchlieBlich erhalte ich hiermit das selbe Ergebnis wie in Aufgabe 6.8 d):

g 2x(x*—3) 2 -3
0=y =¥ e

Im e)-Teil sollte nun noch die Funktion f(z) = (—2% + z + 2)/e® abgeleitet wer-
den. Diese Funktion ist fiir alle 2 ableitbar, denn der Z#hler (Polynom-Funktion)
und der Nenner (Exponential-Funktion) sind ableitbare Funktionen und der Nen-
ner verschwindet nirgends: e* # 0 fiir alle z. Anwendung der Quotientenregel ergibt
zunéchst
(—2? + 2 +2)e® — (=2 + z + 2)(e*)

(e7)? '
Gliicklicherweise weif8 ich wie ich die Ableitung des Polynoms —x? + x + 2 und der
Exponential-Funktion bestimmen kann: (—z? + x +2)’ = =2z + 1 und (e®)’ = €®.
AuBerdem gilt nach den Potenz-Rechengesetzen (e%)? = €2*. Somit erhalte ich

f'(x) =

—2x e — (-2 +x e’
- C20HD) egw +o2)e

Ahnlich wie in der Losung des vorherigen Aufgabenteils klammere ich nun erst einmal
e” im Zahler aus und kiirze dann e” weg:

) = (—2z+1) — (;f to+2)e’ (2ot - (-af+at2)

e e*

Hier habe ich e¥/e?® = e%e™2% = ¢%72% = ¢7% = 1/e® verwendet. Jetzt ist es an
der Zeit den Ziahler weiter zu vereinfachen. Hierzu fasse ich Terme gleicher Bauart
zusammen:

2r+1+22-2-2 22-3z-1
- er B er '

f'(z)

Losung von Aufgabe 6.10: a) Die Polynom-Funktion
p(z) =42 —6 22 +¢8
besitzt die folgenden Ableitungen. Die erste Ableitung ist
p(x) =4 (%) —6 (2%) +e¥(1) =4 -42° — 620 + 0 = 162° — 122 .

8

Hierbei beachte ich, dass e® eine Konstante ist — dessen Ableitung ist also identisch

0. Die zweite Ableitung ist
p"(x) = (p'(x)) = (162° — 122) = 16(z*) — 12(z) =16 - 32? — 12 = 482% — 12 .
Die dritte Ableitung ist

P () = (pP(x)) = (482% — 12) = 96z .
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Weiter sind p® (x) = 96 und p(z) =0, i > 5.
b) Bei der Bildung der Ableitungen des Polynoms

felx) =t3 a3 —t 2 +t x4+ t3

beachte ich, dass ich nach der Variablen x ableiten mufl. Der Parameter ¢ ist hierbei
wie eine Konstante zu behandeln. Ich berechne zunéchst die erste Ableitung

flx) =1 (23 —t (2%) +t () +3(1) = 3% 2® — 2t v + L.
Nun bestimme ich die zweite Ableitung so wie ich es fiir Polynome gewohnt bin:
) = (fl(x) = (3% 2® =2t x +t) = 3t* () — 2t (z) + (1)’ = 6t* = — 2L.
Schliefllich ergeben sich
(x) = 6t* (x) — (2t)" = 6t%

und fti)(:v) =0, i >4.

Losung von Aufgabe 6.11: Die zweite Ableitung von f(x) = ¢ = wurde bereits
vor der Formulierung dieser Aufgabe berechnet: f”(z) = (4 22 —4 2 + 3) ¢* 2. Da
das Polynom 4 22 — 4 x4 3 und die Funktion ev' e (als Verkettung der Exponential-
Funktion mit einem Polynom) ableitbar sind ist f” ableitbar und ich kann die Ab-
leitung von f” — die dritte Ableitung von f — mithilfe der Produktregel ausrechnen.
Ich bestimme

@) = (@) = (42’ —da+3) ")
= (42> —4z2+3) e T (42> —42+3) (em2_m)' .
Die Polynom-Funktion 4 22 —4 z+3 lift sich einfach ableiten: (4 2% —4 2+3)" = 8z—4.

Die Ableitung von " =% kann ich nach der Kettenregel wie in Ubungsaufgabe 6.8 b)
bestimmen: (e ~7) = (22 — 1)e® ~%. Setze ich dies oben ein, so erhalte ich

F'x) = Br—4)e” T+(@da’—dr+3)(2w—1)e" T
= (Bz—4)+(@A2’—dz+3)(2x—1)) " .
Multipliziere ich nun die Terme in der Klammer aus und sammle dann nach Termen
gleicher Bauart so gelange ich auf die folgende Darstellung fiir die dritte Ableitung

von f:

F(x) = (82— 4+82% — 822+ 62— 4z + 4z —3) e 7 = (823 — 1222+ 182 —T) " " .
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Zur Berechnung der vierten Ableitung von f verfahre ich analog.

f””(.%‘) _ f///( ))/ _ ((8$3 — 1222 + 182 — 7) 612—m)/

(
(823 =122 + 182 —7)' € % + (82% — 1222 + 18z — 7) (e* 7’
= (2422 — 242+ 18) + (82° — 1222 + 182 — 7)(2w — 1)) &* ~©
(242% — 242 + 18 + 162" — 2423 + 36:c — 14z — 82% + 1227 — 182+ 7) €”
(162* — 322 + 7222 — 56z + 25) e

Losung von Aufgabe 6.12: Ich betrachte hier die abschnittsweise festgelegte
Funktion (C1/2) 22
—1/2) x=, alls z >0
f(a:)—{ 1/2 22, falls z < 0

Die einzige kritische Stelle hinsichtlich der Ableitbarkeit dieser Funktion ist die Stelle
x = 0, da an den sonstigen Stellen die Funktion mit einem quadratischen Polynom
iibereinstimmt. Ich m6chte nun — ohne die Verwendung von Differenzenquotienten —
sehen, dass diese Funktion einmal ableitbar ist. Hierzu schaue ich mir die Ableitung
fiir £ > 0 und < 0 an. Verwende ich meine Kenntnisse iiber die Ableitung von
Polynomen, so sehe ich

Fla) = { —x, fallsx >0

T, falls x < 0

Damit stimmt der rechtseitige und linkseitige Grenzwert der Ableitungen an der
Stelle = 0 iiberein

lim (—h)=0=lim h.

h—0 h—0

h>0 h<0

Folglich ist f einmal ableitbar. Wegen f’(0) = 0 kann ich unter Verwendung der
obigen abschnittsweise Darstellung von f’ sehen, dass f’(z) = —|z| gilt. Da nach
den Ausfithrungen von Abschnitt 6.1 die Betragsfunktion |.| in 0 nicht ableitbar ist,
folgt dass f’ in 0 nicht ableitbar ist. Fiir die Funktion f bedeutet dies, dass sie nicht
zweimal ableitbar ist. Zusammenfassend ist f also eine Funktion die einmal aber
nicht zweimal ableitbar ist.

Lésung von Aufgabe 6.13: In dieser Aufgabe mus ich die Funktion f(z) = e® —*
hinsichtlich lokaler Extrema untersuchen. Es bietet sich deshalb an die erste und
zweite Ableitung dieser Funktion zu verwenden. Diese kenne ich aus Beispiel 6.25:

Fla)=0@z—1)e" “und f'(z) = (42> —4z2+3)e
Ich suche die Nullstellen der ersten Ableitung von f, indem ich die Gleichung
(22 —1) " " =0

betrachte. Wegen et~ # 0 folgt 22 — 1 = 0, das heifit x = 1/2. Die Stelle z = 1/2
ist somit der einzige Kandidat fiir ein lokales Extremum von f. Zur Uberpriifung der
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Extremaleigenschaft dieser Stelle und zur Feststellung der Art des Extremums setze
ich diese Stelle in die zweite Ableitung ein. Ich erhalte

=

FfA) =@ (3?2 -4i43) @2 =4l —243) et 7 =27>0.

Deshalb handelt es sich bei der Stelle z = 1/2 um ein lokales Minimum. Die y-
Koordinate des zugehorigen Tiefpunkt des Graphen von f(x) = ¢ =% berechne ich
indem ich z = 1/2 in die Funktion einsetze. Ich berechne also

Der einzige Extrempunkt von f ist somit der Tiefpunkt 7' = (1/2|e~1/4).

Ubungsaufgabe 6.14: a) Ich bestimme die ersten drei Ableitungen des Polynoms
f(x) = (1/12)x*. Diese sind wie folgt

fl@) = (1/3) 2%, f'(x) =2?, f"(2) = 2a.

Zum Test auf Wendestellen setze ich die zweite Ableitung gleich 0, das heifit 2% = 0.
Somit ist x = 0 der Kandidat fiir eine Wendestelle. Jedoch gilt offenbar f"/(0) = 0.
Somit kann ich mit der Standardvorgehensweise hier nichts weiter aussagen. Um zu
zeigen, dass in = 0 tatséchlich keine Wendestelle vorliegt betrachte ich f/(z) =
(1/3) 23 und den Graph dieser Funktion, der in Abbildung 6.31 veranschaulicht ist.
Diese Funktion besitzt in x = 0 kein Extremum. Da die Wendestellen von f aber
immer Extrema von f’ sind folgt, dass = 0 keine Wendestelle von f sein kann.

b) GeméiB Beispicl 6.25 ist f”(z) = (422 —4x+3) ¢~ die zweite Ableitung der hier
vorgegebenen Funktion f(z) = ¢*”~7. Um Kandidaten fiir Wendestellen zu finden
setze ich die zweite Ableitung f”(z) gleich 0:

(2 — 4z +3) " " =0
Wegen e e # 0ist dies gleichbedeutend mit 422 —4x+3 = 0. Teilen dieser Gleichung

durch 4 zeigt mir, dass ich also die quadratische Gleichung

3:2—:04—%:0

losen muB. Die p-g-Formel (mit p = —1 und ¢ = 3/4) ergibt

LN EE T Y B 1 1
r1 =z - ——=c ——und 3 = - —4/—= .
=9V 1727V 2 279 2

Da hier eine negative Zahl unter der Wurzel steht existieren keine reellen Lésungen
dieser Gleichung. Dies bedeutet, dass f” an keiner Stelle den Wert 0 hat. Somit
folgt, dass f keine Wendestellen besitzt, denn an solchen Stellen miifite die zweite
Ableitung verschwinden (notwendiges Kriterium).
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Losung von Aufgabe 6.15: In dieser Aufgabe sollte eine Kurvendiskussion des
Graphen der Funktion f;(z) = t3/2? — t durchgefithrt werden. Hierbei soll ¢ > 0 ein
fester Parameter sein. Ich beginne mit der Bestimmung des Definitionsbereichs Dy,
dieser Funktion. Ausschliesen muf} ich hier Stellen an denen ich bei Einsetzen in f;
durch 0 teilen wiirde. Die einzige Stelle die ich nicht einsetzen darf ist offenbar x = 0.
Somit gilt Dy, = R\ {0}. Nun untersuche ich f; hinsichtlich Nullstellen, das heif}t
Stellen « fiir die f;(z) = 0 gilt. Diese Bedingung fiihrt auf die Gleichung

3 . T

Pl t =0, beziehungsweise 2= t.
Dat > 0 gelten soll, kann ich die letzte Gleichung durch ¢ teilen und erhalte t2 /22 = 1.
Multipliziere ich dies mit x? so sehe ich, dass die Nullstellen von f; die Bedingung
t?2 = 22 erfiillen. Somit folgt, dass 1 = —t und x5 = t die Nullstellen von f;
sind. Das kann ich auch nochmal nachpriifen indem ich diese Stellen in f; einsetze:
i) =83/t2 —t =t —t =0und fi(—t) = t3/(-t)> =t = 3/t> —t = 0. Nun
untersuche ich f; hinsichtlich lokaler Extrema. Hierzu bilde ich fiir alle x aus dem
Definitionsbereich Dy, die erste Ableitung von f;:

fllz) =3 a2 —t) = =23 273 .

Die Bedingung fiir das Verschwinden der ersten Ableitung ist nun
t3 t3
(—2)5 = 0, beziehungsweise i 0.
Egal was ich hier fiir = einsetze — diese Gleichung ist nicht erfiillbar. Deshalb gibt es
keine Stellen an denen f/ verschwindet. Somit besitzt f/ keine lokalen Extrema. Ich
mache mir also ein paar Gedanken um das Monotonieverhalten dieser Funktion. Ist
x > 0, so gilt wegen ¢ > 0:

<0
P
() ="-2a23<0.
fi(x) "z ° <
>0
Die erste Ableitung f/ von f; ist also fiir > 0 stets negativ. Dies bedeutet, dass
ft in diesem Bereich streng monoton fallend ist. Ahnlich kann ich nun fir z < 0
argumentieren um zu sehen, dass f; in diesem Bereich streng monoton steigend ist.
Ich untersuche die Funktion nun auf mogliche Wendestellen. Hierzu bilde ich die
zweite Ableitung
x) = (=23 273) =613 a1,

und sehe genauso wie oben ein, dass die Bedingung 6t =% = 0 fiir kein z erfiillt
ist. Es gibt also keine Wendepunkte des Graphen von f;. Ich stelle nun fest, dass der
Graph von f; achsensymmetrisch zur y-Achse ist, denn es gilt
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fiir alle z aus dem Definitionsbereich. Wegen

Jirg, fulw) = Jig g b=t

und

lim fi(z) = —t

ist schliefllich ay, (x) = —t die horizontale Asymptote von f;.

Losung von Aufgabe 6.16: Ich bezeichne die Seitenlingen des rechteckigen
Bauplatz Ihrer neuen Villa mit x und y. Da Sie eine Flidche von 2 Quadratkilometern
benotigen und der Flicheninhalt des Rechtecks durch zy gegeben ist, kann ich y
durch x ausdriicken. Es gilt

y=—.
x
Thre Idee ist es Einsparungen vorzunehmen, indem Sie die Lénge der Umzidunung des
auszuwihlenden Grundstiicks — also dessen Umfang — zu minimieren. In Abhéngigkeit
von x und y ist dieser Umfang 2(z + y). Beachte ich die obige Relation von = und
vy, die sich aus der Grofle des Grundstiicks ergab, so gelange ich also auf die folgende
zu minimierende (den Umfang darstellende) Funktion

fle) =20+ 2

die nur noch von der Variablen z > 0 abhdngt. Um Kandidaten fiir lokale Extrema
zu finden und diese zu iiberpriifen leite ich diese Funktion zweimal ab. Ich berechne

2 8

fla)=2(1- —3) und [ (@) = pei
Ich setze nun die erste Ableitung gleich 0 und gelange auf die Bedingung 1—2/22 = 0,
das heifit 1 = 2/22, also 22 = 2. Als zuliissigen Kandidaten fiir ein lokales Extremum
erhalte ich somit zy = v/2. Einsetzen dieser Stelle in die zweite Ableitung ergibt
f"(vV2) = 8/(v2)? = 4/v/2 > 0. Ich erkenne somit, dass 29 = /2 das einzige lokale
Extremum von f (im zuldssigen Bereich « > 0) ist und dass es sich hierbei — wie
gewiinscht — um ein lokales Minimum handelt. Der Umfang des Grundstiicks hat
dann die Linge von

F(V2) =2(V2 +2/V2) = 2(V2 + V2) = 4V/2 ~ 5.66

Kilometern. Die verbleibende Seitenléinge y berechnet sich aus der obigen Relation
y=2/ V2 = v/2. Aus dem Blickwinkel der Umfangsminimierung stellt also ein qua-
dratisches Grundstiick mit Seitenlingen z = y = v2 ~ 1.41 Kilometer die ideale
Losung fiir Sie dar. Ein Anwesen beeindruckender Grofie — Gratulation.
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Loésung von Aufgabe 6.17: a) Der Inhalt der Fliche, die der Graph von f(z) = 22
bei Durchlauf von [1,3] mit der a-Achse umschliefit 148t sich durch das bestimmte

Integral
3 3 3
3 1
2
dr = — — —
/1 T dz = 3
ausdriicken. Berechne ich hier die rechte Seite, so erhalte ich als Ergebnis 27/3—1/3 =
26/3.

b) Der Inhalt der Fliche, die der Graph von f(x) = 22 bei Durchlauf von [1,t] fiir
t > 1 mit der x-Achse umschliefit 148t sich durch das bestimmte Integral

t 3
/ a:2d:c:t——1
1 3 3

ausdriicken. Dieser Flidcheninhalt soll nun 7/3 sein, und deshalb sehe ich, dass die
Bedingung
17

gelten muf. Dies ist gleichbedeutend mit ¢3/3 = 8/3, beziehungsweise > = 8. Wegen
t > 1 folgt nun, dass t = 2 die gesuchte Stelle ist.

Losung von Aufgabe 6.18: a) Ich berechne zunéichst den orientierten Flichenin-
halt, indem ich lediglich das Integral auswerte. Die Integrationsregeln erlauben mir
die folgende Vereinfachung

1 1 1
/ ZCS—ZCdLL':/ :v3dx—/ x dx .
—1 —1 —1

Mit meinen Kenntnissen iiber die Integration von Potenzfunktionen rechne ich nun

1 14 (_1)4 1 12 (_1)2
le T 1 1 0 un 71:17 T 5 5 0

aus. Es ergibt sich somit der orientierte Fldcheninhalt

1
/ 2 —zxdr=0-0=0.
—1

Nun wende ich mich dem absoluten Flédcheninhalt zu. Hierzu sollte ich wissen, an wel-
chen Stellen der Integrand das Vorzeichen wechselt. Ich untersuche somit zunéchst
den Integranden z3 — 2 auf dessen Nullstellen. Dieser it sich wie folgt in Linear-
faktoren zerlegen

2 —r=z@® 1) =zx—-1)(z+1).

Dies kann ich beispielsweise durch Verwenden der Binomischen Formel noch einmal
nachpriifen. Damit sind —1,0 und 1 die Nullstellen des Intgranden, denn das Produkt
auf der rechten Seite der letzten Gleichung ist genau dann 0 wenn entweder z = 0
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oder z = —1 oder x = 1 gilt. An der Stelle 0 wechselt tatséchlich das Vorzeichen des
Integranden. Das schaue ich mit genauer an. Fiir —1 <2 <0 gelten z < 0,2 -1 <0
und z + 1 > 0, so dass 2° —z = z(x — 1)(z + 1) > 0 folgt. Fiir 0 < z < 1 gelten
z>0,z—1<0und z+1 >0, so dass 23 — 2 = z(z — 1)(z + 1) < 0 folgt. Ich stelle
also fest, dass der Integrand fiir —1 < x < 0 nicht negativ ist, wihrend dieser fiir
0 < x < 1 nicht positiv ist — also insbesondere einen Vorzeichenwechsel von + nach
— an der Stelle 0 hat. Somit ergibt sich aus der Festlegung des Betrags der absolute
Fldcheninhalt wie folgt

1 0 1
/ |x3—x|d:c:/ xg—:cd:c—i-/ —(2® — ) dx .
-1 -1 0

Verwende ich die Integrationsregeln und meine Kenntnisse iiber die Integration von
Potenzfunktionen, so erhalte ich weiter

0 0 0 4 (_1\4 2 _1)2
/x3—:17da::/ a:gd:c—/ xd:z::o__ﬁ_o__i_(l) :1,
. . . r 1 272 71

beziehungsweise
1 1 1 4 4 2 2
1 0 1 0 1
3 3
/Ox—i-ara? /Ox x+/0x3: 4+4+2 5 1
Insgesamt ergibt sich somit fiir den absoluten Fliacheninhalt

! 3

-1

1

N

b) Verwende ich die Integrationsregeln, so erhalte ich

1 1 1 1
/ 4x4—6x2+68d:c:4/ :174d:c—6/ xzda:—l—eg/ 1dz .
-1 —1 —1 —1

Meine Kenntnisse iiber die Integration von Potenzfunktionen fithren auf

1 5 15
/ atde = 1——( D) :g
. 5 5 5

1 3 3
1B (-1 2

2

d - —
/_1:” o 3 3 3

/11dx = 1-(-1)=2.

-1

Somit folgt

/1 4zt — 622 + €8 dx =4 2—6 2+es 2———4+2e8——2+2e8
-1 5 3 5 5 '
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Fiir die zweite Integrandenfunktion, f;(z) = t323 — tz? + tz +t3 gehe ich analog vor.
Hier muf ich beachten, dass ¢ ein Parameter ist — also wie eine feste Zahl zu behandeln
ist, wihrend z die Integrationsvariable ist. Verwende ich die Integrationsregeln, so
erhalte ich

1 1 1 1 1
/ t3x3—t162+tx+t3dx:t3/ x3dx—t/ :Cde—i—t/ :Cd:v+t3/ 1dz .
1 -1 —1 —1 -1

Meine Kenntnisse iiber die Integration von Potenzfunktionen fithren auf

1 4 4
" (=1)
Bdr = — — —0
/_1I ! 4 4
1 3 3
1B (-1 2
2
d = _ _ [
/_1I . 3 3 3
1 2 2
1* (=)
de = — — =0
/_1:10 x 5 5
1

Somit folgt

1
2 2
/ B —ta? +te+ 3 d:c:t3-0—t-§+t~0+t3-2 :2t3—§t.
-1

Lésung von Aufgabe 6.19: Hier ist die Integrandenfunktion f(z) = —a? + 2z
vorgegeben. Verwende ich die Integrationsregeln, so erhalte ich

t t t
/—x2+2xda::—/x2da:—|—2/xdx.
0 0 0

Integriere ich nun die beiden Potenzfunktionen, so gelange ich auf

t 3 3 2 2 3
t 0 t 0 t
2?42 dr=—— 4+ —+2(=— =) =——+1>.
/Oa:—i-xsc 3+3+(2 2) 7 T
Ich fasse nun das Ergebnis als Funktion Fjy der Variablen ¢ auf:
B,
Fo(t) = 3 +1°,

und leite diese spaf3halber ab:
Fj(t) = —t* + 2t .

Ich erkenne an diesem Beispiel, dass die Ableitung von Fj mit der Integrandenfunk-
tion f {ibereinstimmt:

Fy(t) = f(t) -
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Lésung von Aufgabe 6.20: a) Ich zeige, dass H(z) = —1/3 23 + 22 — 12 eine
Stammfunktion von h(z) = —x? + 2z ist, indem ich nachweise, dass die erste Ab-
leitung von H mit A iibereinstimmt. Ich berechne die erste Ableitung der Polynom-
Funktion H

1 1
H'(z) = -3 () + (2%) — (12)' = -3 32% 4+ 22 — 0 = —2? + 2u,
und sehe in der Tat, dass diese mit h(z) {ibereinstimmt.
b) Aus der Losung von Ubungsaufgabe 6.8 b) erkenne ich, dass F(z) = e®
Stammfunktion von f(z) = (22 —1) "~ ist, denn dort wurde F — die Kettenregel
verwendend — abgeleitet und das Ergebnis ist

2 .
~7 eine

Fl(a) = (" ) = (2w —1) e " = f(x) .

Da die Ableitung konstanter Funktionen die Nullfunktion ist, kann ich eine beliebige
Konstante zu F' hinzuaddieren und erhalte so eine weitere Stammfunktion von f. So
ist beispielsweise G(x) = e’ =" 4 5 eine Stammfunktion von flx)=(2z-1) e 2,
denn

G'(z) = (F(z)+5) = Fl(x) + (5) = F'(x) + 0 = F'(z) = f(z) .

Loésung von Aufgabe 6.21: Im a)-Teil ist f02 —22 422 dx mit der Funktion H aus
Ubungsaufgabe 6.20 a) zu berechnen. Dort haben wir uns gemeinsam klar gemacht,
dass H(z) = —1/3 23 + 2% — 12 eine Stammfunktion von h(z) = —2? + 2z ist. Nach
dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung kann ich nun das gesuchte
bestimmte Integral berechnen, indem ich H(2) — H(0) ausrechne. Somit bestimme
ich
/ 2, L3, o2 L3 2 8 4
—r°+2xder=H(2)-H(0)=—-2"4+2"-12—(—= 0°+0°—-12) = —=+4 = - .
0 3 3 3 3
Sie erkennen, dass das Ergebnis gliicklicherweise mit jenem {ibereinstimmt, dass ich
durch die Vorgehensweise oberhalb von Ubungsaufgabe 6.18 erhielt. Andererseits
zeigt die Losung hier, dass ich mithilfe der Stammfunktion H auf direkterem Weg
auf dieses Ergebnis komme.
Im b)-Teil ist f12(2x - 1) e”" =% dx zu berechnen. Aufgabe 6.20 b) hat mir gezeigt,
dass F(z) = ¢~ eine Stammfunktion des hier vorliegenden Integranden f (x) =
(22 — 1) e~ ist. Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung kann
ich nun das gesuchte bestimmte Integral berechnen, indem ich diese Stammfunktion
F verwende. Dies mache ich wie folgt:

2
/ (22 —1) er T dy = extzﬁ R T . S
1
Der c¢)-Teil sieht zugegebenermafien auf den ersten Blick recht schwierig aus. Ein-

facher wird die Losung dieser Aufgabe, wenn ich mir noch einmal Beispiel 6.35 an-
schaue. Dort stellte ich unter anderem fest, dass die Funktion G(x) = z/(1 + 2?)
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eine Stammfunktion von g(z) = (1 — 22)/(1 + 2?)? ist. In Beispiel 6.26 habe ich Th-
nen schlieflich (etwas andere Bezeichnungen verwendend) gezeigt, dass G’ (x) = g(x)
gilt. Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung kann ich nun das
gesuchte bestimmte Integral berechnen, indem ich diese Stammfunktion G verwende.
Dies mache ich wie folgt:

/2u—x%(m_[ T g 2 12 1 _4-5_ 1
L (T+22)2 77 M 4a2 5 2

1= 7592 1112 0 10

Im d)-Teil ist das bestimmte Integral [ (cos(z) — sin(z)) e” dx auszurechnen. Erin-
nere ich mich an die in Ubungsaufgabe 6.7 b) gewonnenen Kenntnisse, so sehe ich
schnell ein, dass F'(z) = cos(x)e” eine Stammfunktion des hier vorliegenden Inte-
granden f(z) = (cos(z) — sin(x)) e” ist. Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und
Integralrechnung kann ich nun das gesuchte bestimmte Integral berechnen, indem ich
diese Stammfunktion F' verwende. Dies mache ich wie folgt:

/Oﬂ(cos(x) —sin(z)) e® dv = cos(x)e”|] = cos(m)e™ — cos(0)e’
= (=" —1=—(e"+1).

Im e)-Teil verwende ich schlieflich, dass F(x) = —1/x eine Stammfunktion von
f(x) = 1/2? ist. Verifizieren Sie hierzu gegebenfalls die Beziehung F’ = f, indem Sie
nochmals unterhalb von Ubungsaufgabe 6.7 in Abschnitt 6.3 schmdkern. Ich wende
nun ebenfalls den Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung an und berechne

2
1 1 1 1 1 1
—dr=——1=—C4+-=—z+1=2.
Ajﬁ v==7 1T gt TS
Losung von Aufgabe 6.22: Unter Verwendung von partieller Integration soll ich
hier alle Stammfunktionen von f(x) = sin(z) 2 und g(x) = 2% e® explizit bestimmen.
Ich beginne mit den Stammfunktionen von f. Da

/t sin(x) x dx

eine Stammfunktion von f ist und sich verschiedene Stammfunktionen von f nur
um Konstanten unterscheiden, sehe ich ein, dass ich eine beliebige Stammfunktionen
von f erhalte, indem ich dieses unbestimmte Integral berechne und eine Konstante,
sagen wir ¢, hinzuaddiere. Ich wende nun partielle Integration zur Berechnung dieses
Integrals an

=(—cos(z)) = =—cos(z) (z)
—— —_——
/ sin(z) x  dx = —cos(t) t — / —cos(x) -1 dx .

Hier habe ich also sin(x) als Ableitung der Funktion — cos(z) aufgefafit und partiell
integriert. Das Integral auf der rechten Seite der letzten Gleichung kann ich nun
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wegen (x)" = 1 leicht berechnen, denn bekanntlich ist —sin(x) eine Stammfunktion
von — cos(z):

t t
/ —cos(x) -1 dx = / —cos(x) dx = —sin(t) .

Insgesamt ergibt sich, dass jede Stammfunktion von f von der Form
—cos(t) t — (—sin(t)) + ¢ = sin(t) — tcos(t) + ¢

ist. Ich checke nun noch, ob das auch stimmt, was ich da ausgerechnet habe. Hierzu
leite ich (die Produktregel benutzend) die Stammfunktionen ab

(sin(t) —tcos(t) +¢) = (sin(t)) — (tcos(t)) +0

cos(t) — ((t)" cos(t) + t(cos(t)))
) —1-cos(t) — t(—sin(t)) = tsin(t) = f(¢) .

= cos(t

Zur Bestimmung der Stammfunktionen von g gehe ich prinzipiell genauso vor. Ich
stelle zunéchst fest, dass ich alle Stammfunktionen von ¢ erhalte, indem ich das

Integral
t
/ z? e® dx

berechne und eine beliebige Konsante ¢ hinzuaddiere. Ich wende partielle Integration
zur Berechnung dieses Integrals an

=(e®) a? —e" (a2

t —_— t N
/ e® 22 da::ettQ—/ e’ 2x dx .

Hier habe ich also e als Ableitung der Funktion e® aufgefafit und partiell integriert.
Meine Hoffnung war es dabei, denn Integranden zu vereinfachen, das heifit auf der
rechten Seite ein Integral zu erhalten, welches einfacher zu bestimmen ist als das
Integral von dem ich ausgegangen bin. Das Integral

t t
/e””2xdx:2/ewxdx

das auf der rechten Seite der letzten Gleichung auftaucht, kann ich nun aber nicht
ganz so einfach berechnen, wie dies im ersten Aufgabenteil der Fall ist. Dennoch ist
der hier vorliegende Integrand nun etwas einfacher, denn anstatt mit 2 wird e® hier
nur noch mit x multipliziert. Meine Idee ist es nun nochmals partielle Integration
auf dieses Integral anzuwenden — mit dem Ziel das daraus entstehende Integral even-
tuell sehr einfach behandeln zu kénnen. Diese Hoffnung erfiillt sich, denn partielle
Integration zur Berechnung dieses Integrals liefert mir
=) = =e® (z)’

b~ b~

e’ x da::ett—/ e’ -1 dx.
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Hier habe ich also wiederum e® als Ableitung der Funktion e” aufgefafit und partiell
integriert. Man sieht, dass das hierbei entstehende Integral auf der rechten Seite sehr

einfach bestimmbar ist
t t
/ ez-ld:v:/ e dr =et |

denn e® hat sich selbst als Ableitung — ist also auch fiir sich selbst eine Stammfunk-
tion. Ich berechne also hiermit zunéchst

t
/ezxdx:ett—et,

und setze das dann ganz oben (in die erste Gleichung) ein

t t
/e“”:dex:ett2—2/emxdx:ett2—2(ett—et).

Multipliziere ich hier zunichst die Klammer aus und klammere danach den Term e!
aus, so erhalte ich schliellich, dass sich eine beliebige Stammfunktion von g wie folgt

explizit beschreiben 148t
t
/ e aldr+c=t*—-2t+2) el +c.

Zur Kontrolle iiberpriife ich dieses Ergebnis. Hierzu leite ich (die Produktregel be-
nutzend) die Stammfunktionen ab

(2 =2t+2) e +c) = (2 —2t+2) e+ —2t+2) (") +(c)
= (2t—-2) '+ —2t+2) e +0
el (2t —2)+ (t2 =2t +2)) =" t2 = g(t) .

Losung von Aufgabe 6.23: In dieser Aufgabe sind mit der (Standard-) Substitu-
tionsregel alle Stammfunktionen von f(z) = 322 (23 +4)% und g(z) = (2z—1) e* =
zu bestimmen. Ich beginne mit den Stammfunktionen von f. Da

t
/ 32% (2% +4)% da

eine Stammfunktion von f ist und sich verschiedene Stammfunktionen von f nur
um Konstanten unterscheiden, sehe ich ein, dass ich eine beliebige Stammfunktionen
von f erhalte, indem ich dieses unbestimmte Integral berechne und eine Konstante,
sagen wir ¢, hinzuaddiere. Ich sollte nun erkennen, dass ich die Substitutionsregel
anwenden kann. Betrachte ich die Polynom-Funktion f (vom Grad 2+ 3 - 88 = 266),
so sehe ich, dass hier fiir h(z) = 23 +4 gerade h'(x) = 32?% als multiplikativer Term in
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f auftritt. An dieser Stelle sollte mir auffallen, dass ich mithilfe der Potenz-Funktion
pss(z) = 288 das Polynom f als h/ (pss o h) hinschreiben kann:

1 (x) pss(h(z)) = 322 (2® +4)™ = f(2),

indem ich die Variable Z von pgg durch h(x) ersetze — also & = 2 +4 setze. Weiter ha-
be ich mir ja beim Lesen des Buches klar gemacht, dass ich fiir eine Potenz-Funktion
keine Schwierigkeiten habe, eine Stammfunktion zu finden. Im konkreten Fall ist
Pgg(z) = 1/89 289 eine Stammfunktion von pgg. Somit kann ich durch Anwenden der
Substitutionsregel die gesuchten Stammfunktionen bestimmen:

=h(t)

=h'(z) =pss(h(zx)) 3
L T 24 \
/ 327 (a8 +4)® dote = / 7 dx + e = Pas(D)]H + ¢
1 3 1 89
— 9t = —(t3+4 )
< "t +c 89( +4) " +c

Ich checke schliefllich mein Ergebnis, indem ich die gefundenen Stammfunktionen
(die Kettenregel benutzend) ableite und erkenne, dass der Integrand von dem ich
ausgegangen bin dabei heraus kommt:
L3 89 ’ L3 89y, / 1 2 (43 88
(89(t +4)" +c¢) _(89(t +4) ) +(c) = 9 89 3t° (t° +4)*° +0= f(t) .
Die Bestimmung aller Stammfunktionen von g(z) = (2z — 1) e = gelingt mir in
dhnlicher Weise. Ich werde Thnen gleich zeigen, wie man also hierzu die Substitutions-
regel anwenden kann. Allerdings sollte ich vorab nicht verheimlichen, dass ich diese
Aufgabe auch sehr einfach unter Verwendung meiner Ergebnisse aus Aufgabe 6.21 b)
l6sen kann. Dort hatte ich ndmlich gesehen, dass G(x) = "~ eine Stammfunktion
von g ist — alle Stammfunktionen von ¢ sind somit von der Form
etzft te,
wobei ¢ eine beliebige Konstante ist. Sie sehen also nochmals, dass die Kenntnis einer
Stammfunktion direkt auf alle Stammfunktionen fithrt, indem ich eine beliebige Kon-
stante zu dieser hinzuaddiere. Wie aber hétte ich vorgehen kénnen, wenn ich G nicht
apriori, das heifit im Vorhinein, gekannt hétte 7 Ich zeige IThnen wie versprochen, dass
ich dann die Substitutionsregel hétte anwenden kénnen. Betrachte ich die Funktion
g, so sehe ich, dass hier fiir h(z) = 22 — x gerade h/(z) = 2z — 1 als multiplikativer
Term in g auftritt. Jetzt sollte ich erkennen, dass ich die Funktion g mithilfe der
Exponential-Funktion exp(z) = e® als ' (exp oh) hinschreiben kann:

h'(z) exp(h(x)) = (22 — 1) et T — g(z),

indem ich die Variable Z von exp durch h(z) ersetze — also = 2 —x setze. Zudem ist

die Ableitung der Exponential-Funktion die Exponential-Funktion selbst, also exp’ =
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exp. Dies bedeutet aber auch, das die Exponential-Funktion eine Stammfunktion von
sich selbst ist. Somit kann ich durch Anwenden der Substitutionsregel die gesuchten
Stammfunktionen bestimmen:

=exp(h(z))
—_—N— =h(t)

—1(2) =h(x) —~ =

2
b 2 t°—1t B B
/(217—1) et T dI—l—CZ/ e’ d§:+c:€t|t27t+c:et27t—l—c.

Dies stimmt offenbar mit dem obigen Ergebnis iiberein und ich habe die Aufgabe
gelost.

Losung von Aufgabe 6.24: Der (absolute) Inhalt der in Abbildung 6.35 grau
dargestellten Fliche ist offenbar das bestimmte Integral

2
/zidf’
1 2 +1

denn die Integrandenfunktion f(z) = x/(z* + 1) ist im gesamten Intervall [1,2]
stets positiv. Ich werde nun versuchen, dieses Integral auszurechnen. Hierzu wére die
Kenntnis eine Stammfunktion niitzlich. In den seltesten Féllen wird es vermutlich
so sein, dass der moglicherweise noch nicht vollkommen mathematisch ausgebildete
Leser sofort sieht, dass F(z) = 1/2 In(z? + 1) eine Stammfunktion von f ist und
von daher gem#fl dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung der gesuchte
Wert F'(2)—F(1) = 1/2 (In(5)—1n(2)) & 0.4581 ist. Eher ist es wohl noch so, dass man
sich auf die Suche einer solchen Stammfunktion mit den hier zur Verfiigung stehen-
den Mitteln begibt. Nach einer Weile kommt einem vielleicht der richtige Gedanke,
dass man moglicherweise die Substitutionsregel anwenden koénnte. Betrachte ich die
Funktion f, so sehe ich, dass hier fiir g(x) = 2% + 1 im wesentlichen die Ableitung
g'(xz) = 2z als multiplikativer Term in f auftritt. Im wesentlichen bedeutet dabei,
dass nicht ¢’ selbst sondern 1/2 ¢ auftritt, denn dies ist . Um diese Beobachtung
auszunutzen multipliziere ich den fehlenden Faktor 2 an den Integranden heran und
dividiere gleichzeitig den Wert des Integrals durch 2 damit ich keinen Fehler mache.
Genauer hingeschrieben betrachte ich nun also

1 [? 22
- = dz,
2 /1 2yl ™
und Sie sehen, dass dies mit dem gesuchten Integral iibereinstimmt. Jetzt sollte ich er-

kennen, dass die so entstehende Integrandenfunktion 2 f(z) wie folgt hingeschrieben

werden kann
1 1

g(x)m:2xx2—+1=2f(:v).

In Beispiel 6.37 hatte ich Thnen unter anderem erklért, dass fiir > 0 der natiirliche
Logarithmus In(Z) eine Stammfunktion von 1/Z ist — hieran sollte ich mich nun
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erinnern, um fortfahren zu konnen. Ich kann damit ndmlich die Substitutionsregel
anwenden um das gesuchte Integral zu bestimmen:

=g'(x)

112 "o 1 9@ 1 Py
3 2™ T 3 =5 ), z¥
1 g(1) 1241

=g(x)
1 1
= =5 Inzlj = 3 (In(5) — In(2))

Nebenbei erkenne ich hier, indem ich Z durch g(z) ersetze — also in In(Z) nun z =
22 + 1 setze, auf konstruktivem Weg, dass

F(zx) = % In(z? + 1)

eine Stammfunktion von f ist. Dies kann ich durch Ableiten (die Kettenregel benut-
zend) checken

(22 +1) In' (2 +1) = % 2x = f(z) .

N =

F'(z) = 5 (In(a? + 1)) =

N =
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Losung von Aufgabe 7.1: Bei jedem Zug gibt es 32, insgesamt also
328 = 32.768

Moglichkeiten. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist somit

1
32.768

~ 0,0000305 .

Losung von Aufgabe 7.2: Das ist ein Fall fiir die Auswahl mit Zuriicklegen ohne
Beachtung der Reihenfolge. Wegen n =7 und [ = 5 gibt es

11
= 462
(5)
Moglichkeiten, von denen nur eine einzige das gewiinschte Wort ergibt. Die gesuchte
Wahrscheinlichkeit ist somit

— =~ 0,00216 .
462 ’

Losung von Aufgabe 7.3: Hier haben wir es mit der Auswahl ohne Zuriickle-

gen, aber mit Beachtung der Reihenfolge zu tun. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

demnach ( )
7—5)! 1 1
= = ~ 0,0003968 .
7! 3:4-5-6-7 2.520 ’

Loésung von Aufgabe 7.4:
a) Der Trainer hat
15 15!
<11> = a8
Méglichkeiten.

b) Hier miissen die drei genannten Mannschaftsteile separat analysiert werden, die
sich ergebenden Wahrscheinlichkeiten werden anschlieSend multipliziert.
Der neue Trainer hat somit

7N [(6) (2 7161 2!
. . = = 252
(5) (5) (1) SRR TR TR T

Moglichkeiten.
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Lésung von Aufgabe 7.5:
a) Es gibt
3 = 177147

verschiedene Tipps.
b) Bei ’5 aus 25’ ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Haupttreffer gleich

25\"" 1
5 © 53.130°

20\"" 1
4 C4.845°
also wesentlich hoher.

¢) Insgesamt haben die Fahrgiste

bei ’4 aus 20’ ist sie dagegen

7!

=i 840

Moglichkeiten.
d) Das geht wie beim ,,Skatbeispiel “ im Text: Der Veranstalter hat

12 8 12!- 8!
. = — — = 34.650
<4> (4) 41 8!- 4! 4]
Moglichkeiten.

Losung von Aufgabe 7.6: Durch Addition der einzelnen Héufigkeiten ergibt sich
n = 797. Das Ereignis Ay trat 140-mal auf, damit wird

140

h797(A1) = ﬁ

~ 0,176 .
Gerade Zahlen sind 2, 4, und 6, somit trat das Ereignis Ao
140 + 120 + 133 = 393

mal auf. Es folgt

393
hro7(Ag) = — ~ 0,493 .
797(Az2) 707 0,493
Ungerade Zahlen, die nicht durch 3 teilbar sind, sind hier 1 und 5. Damit wird
277
h797(A3) = _—_—— = 0,348 .

797
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Loésung von Aufgabe 7.7: Es sind insgesamt 166 Gewinne zu ziehen, die gesuchte

Wahrscheinlichkeit also 116
= — = 2.
p(G) 500 0,33
Alternativ kann man auch wie folgt rechnen: die Wahrscheinlichkeit dafiir, eine Niete

zu ziehen, ist
334

500
und da dies gerade die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, keinen Gewinn zu ziehen, folgt

p(G) = 1-0,668 = 0,332 .

= 0,668 ,

Lésung von Aufgabe 7.8: Zur Auswahl stehen hier nur die Ergebnisse 1, 3, 4,
und 5. Die einzige gerade Zahl ist hier also die 4, und diese ist weder durch 3 teilbar
noch gleich 5. Die einzige durch 3 teilbare Zahl ist die 3 selbst, und die ist weder
gerade noch gleich 5. Somit sind die drei Ereignisse unvereinbar.

Die Einzelwahrscheinlichkeiten sind p(A) = 1/6, p(B) = 1/3, p(C) = 1/6. Somit ist

p(A) +p(B) =1/2
p(B) +p(C) =1/2
p(4) +p(C) =1/3
Andererseits ist AUB = {3, 3,4}, also p(AUB) = 1/2. Ebenso ergibt sich p(BUC) =
1/2 und p(AUC) =1/3.
Loésung von Aufgabe 7.9: Es sei ' =, Schiiler lernt Englisch“ und L =, Schiiler
lernt Latein®. Da 35 von 50 Schiilern Englisch, 25t von 50 Latein lernen, ergibt sich
p(E) = % =0,7 und p(L) = % =
Da jeder Schiiler mindestens eine Sprache erlernt, ist p(E U L) = 1. Es folgt:
(a) 1=p(E)+p(L)—p(ENL),alsop(FENL)=0,2.

(b) p(,nur Englisch) = p(E) —p(ENL)=0,5.

0,5 .

(¢) p(,nur eine Sprache*) = p(,nur Englisch“) + p(,nur Latein“) = 0,5 + 0,3 =
0,8.

Lésung von Aufgabe 7.10: Sind A und B unvereinbar, so ist A N B umdoglich,

also p(AN B) = 0. Damit stimmt in diesem Fall (7.4) mit (7.3) iiberein.

Losung von Aufgabe 7.11: Wenn man sich hier vom Schock der Augabenstellung

erholt hat, ist es gar nicht schwer, denn die grundlegende Formel (7.5) kann direkt

angewandt werden: Es sei B das Ereignis ,, Teil stammt von Firma B“ und OK das

Ereignis ,, Teil ist intakt“. Dann ist nach Angabe p(OK N B) = 0,23, und es folgt
p(OK N B) 0,23

OK|B) = = = 0,92

es sind also 92% der von B gelieferten Teile intakt.
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Losung von Aufgabe 8.1:

2)

Welche Werte auftreten, stellt man fest, indem man einfach die angegebenen
Zahlenwerte durchgeht und jeden neuen Wert notiert. Dabei stellt sich heraus,
dass die Werte 5,7;5,8;5,9;6,0;6,1;6,2 auftreten.

In der geforderten Tabelle notiert man die vorkommenden Durchmesser, die
Héufigkeit, mit der diese Durchmesser jeweils in der Menge der untersuchten
Schrauben vorkommen und ihre jeweilige relative Haufigkeit, indem man die
absolute Haufigkeit durch die Gesamtzahl der Schrauben teilt. So gibt es zum
Beispiel genau eine Schraube mit dem Durchmesser 5, 7, und da es sich um ins-
gesamt 25 Schrauben handelt, hat man eine relative Haufigkeit von % =0, 04.
Dagegen gibt es drei Schrauben mit dem Durchmesser 5,8, was zu einer rela-
tiven Héufigkeit von % = 0,12 fiihrt. Weiterhin notiert man die kumulierten
Héufigkeiten, und das bedeutet nur, dass man die bis dahin angefallenen ab-
soluten Haufigkeiten addiert. Analog behandelt man die relativen kumulierten
Hé&ufigkeiten, indem man die bis dahin angefallenen relativen Haufigkeiten ad-

diert.
Auf diese Weise ergibt sich die gewiinschte Tabelle.

Lfd. Nummer | Durchmesser | aH | rH | kH | rkH
1 5,7 1 0,04 |1 0,04
2 5,8 3 0,12 | 4 0,16
3 5,9 6 0,24 |10 |04

4 6,0 9 0,36 | 19 | 0,76
5 6,1 4 0,16 | 23 | 0,92
6 6,2 2 0,08 |25 | 1,0

Hier verwendet man die Werte der absoluten Haufigkeiten aus der Tabelle zu
Teil b). Auf der waagrechten Achse trigt man die vorkommenden Durchmesser
auf, wihrend auf der senkrechten Achse Werte von 1 bis 10 abgetragen werden;
alternativ ist beispielsweise auch eine Skala von 1 bis 9 moglich, da groflere
abolute Hiufigkeiten nicht vorkommen. Uber den jeweiligen Werten fiir den
Durchmesser zeichnet man dann einen Stab ein, dessen Hohe der absoluten
Héufigkeit entspricht.

Das Ergebnis ist das folgende Stabdiagramm:
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Absolute
Haufigkeiten

A0 renrnn e

57mm 58mm 59mm 6mm 6,1mm 62mm

Losung von Aufgabe 8.2: Ausgehend von den Daten in Tabelle 8.4 nimmt man
eine neue Klasseneinteilung vor, bei der man sich an der verlangten Klassenbreite von
5 orientiert. Das ergibt dann die sechs Klassen: 160 bis unter 165, 165 bis unter 170,
170 bis unter 175, 175 bis unter 180, 180 bis unter 185, 185 bis 190. Da beispielsweise
3 Schiiler kleiner sind als 165 cm, hat man in der ersten Klasse die absolute Haufigkeit
3 und die relative Haufigkeit % = 0,1, denn insgesamt geht es um 30 Schiiler. Die
weiteren Hiufigkeiten werden genauso wie in Aufgabe 8.1 bestimmt.

Lfd. Nummer | Korpergrofie aH | rH kH | rkH
1 160 bis unter 165 | 3 | 0,1 3 10,1

2 165 bis unter 170 | 6 0,2 9 0,3

3 170 bis unter 175 | 6 0,2 15 10,5

4 175 bis unter 180 | 6 0,2 21 | 0,7

5 180 bis unter 185 | 5 | 0,167 | 26 | 0,867
6 185 bis 190 4 1013330 |1

Das zugehorige Sdulendiagramm kann man so gestalten, dass man die waagrechte
Achse in die sechs Bereiche 160 bis 165 usw. aufteilt und dann iiber diese Bereiche
eine Sdule einzeichnet, deren Hohe der jeweiligen absoluten Haufigkeit aus der Tabelle
entspricht. Es hat dann die folgende Form:

Absolute
Haufigkeiten

7

£

O = R L

160-164 165-169 170-174 175-179 180-184 185-190
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Lésung von Aufgabe 8.3: Den Mittelwert berechnet man, indem man alle vor-
kommenden Ausprigungen aufaddiert und die Summe dann durch die Anzahl der
vorkommenden Werte teilt. Hier wird die Rechnung etwas einfacher, wenn man auf
die Tabelle aus Aufgabe 8.1 b) zuriickgreift, die sofort verrét, wie oft die einzelnen
Werte auftreten. Fiir den Mittelwert gilt daher:

1-574+3-58+6-59+9-6,0+4-6,1+2-6,2 149,3
25 25

Der Median dagegen ist genau der Wert, der in der Mitte aller Werte liegt. Um ihn zu
ermitteln, ordnet man alle 25 Werte der Gréfle nach in der Form x7 < 2o < ... < 295
und stellt fest, dass 13 = 6,0 gilt. Daraus folgt:

T =

= 5,972.

7 =6,0.

Zur Berechnung der Streuung muss man die Quadrate der Differenzen der einzelnen
Auspriagungswerte von ihrem Mittelwert aufaddieren. Man rechnet daher:

1-(5,7-5,972)2 +3- (5,8 = 5,972)> +6- (5,9 — 5,972)*+
9-(6,0—5,972)% +4- (6,1 —5,972)% +2- (6,2 — 5,972)? = 0, 3704.

Dieser Wert wird dann durch die um 1 reduzierte Anzahl der Ausprigungswerte
geteilt, also:
2 0,3704
24
womit man die Streuung erhilt. Die Standardabweichung ist die Wurzel aus der
gerade berechneten Streuung, das heif3t:

s = /0, 0038 = 0, 0616.

Lésung von Aufgabe 8.4: Zunichst muss man den Mittelwert berechnen, was
aber in Beispiel 8.8 bereits geschehen ist. Es gilt daher T = 174, 77. Dagegen wurde
der Median in Beispiel 8.10 als & = 174,5 bestimmt. Die mittlere absolute Abwei-
chung beziiglich des arithmetischen Mittels findet man nun, indem man die Absolut-
werte der Differenzen zwischen Auspriagungen und Mittelwert aufaddiert und dann
durch die Anzahl der Werte teilt. Das ergibt:

€
25

=0,0038,

(11162 — 174,77) + 2 - [163 — 174, 77| + 2 - |166 — 174, 77|

41167 — 174, 77| + 3 - |168 — 174,77| + 4 - |172 — 174, 77|

2174 — 174, 77| + 4 |175 — 174,77| + 2 - |177 — 174, 77|

42180 — 174,77| + 3 |184 — 174,77| + 2 - |185 — 174, 77|
189

+2[190 — 174,77)) = 5 = 6,3,

Die mittlere absolute Abweichung beziiglich des Medians berechnet man analog, in-
dem man in der obigen Rechnung das arithmetische Mittel durch den Median ersetzt.

. . . . 189 _
Das Ergebnis betréigt ebenfalls 5> = 6, 3.
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Losung von Aufgabe 8.5: Soll man den arithmetischen Mittelwert auf der Basis
einer Klassentabelle berechnen, so tut man so, als entspréachen die Werte innerhalb
einer Klasse immer dem Klassenmittelpunkt. In dieser Aufgabe liegen beispielsweise
drei Werte in der ersten Klasse zwischen 160 und 165 mit dem Klassenmittelpunkt
162, 5. Die einzelnen Werte kann man nun zwar nicht mehr dem Klassendiagramm
entnehmen, aber das ist auch vollig unnétig, da man nur noch mit dem entsprechen-
den Klassenmittelpunkt rechnet. Das ergibt dann die folgende Rechnung:
3-162,5+6-167,5+6-172,5+6-177,5+5-182,5+4-187,5 5255
30 30
= 175,17.
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Losungen der Ubungsaufgaben in Kapitel 9

Losung von Aufgabe 9.1: Alle drei Ausdriicke sind komplexe Zahlen:
a) Die Zahl —2 — 3i ist unmittelbar als solche erkennbar.
b) Da 2 = —1 ist, ist auch dies eine komplexe Zahl.

c) Die beiden Losungen der Gleichung 22 + 2 = 0 sind die Wurzeln aus —2. Nach
den Ausfiihrungen auf Seite 330 des Buches sind dies die komplexen Zahlen

+iv/2.

Lésung von Aufgabe 9.2:

a) Selbstverstdndlich kann man hierfiir Formel (9.2) benutzen; ich persénlich mul-
tipliziere die beiden Zahlen lieber ”zu Fufl” aus und erhalte

2129 = (24 5i)(—1 — 2i) = =2 — 5i — 4i — 10i* = 8 — 9,
denn —104% = +10.
b) Multipliziert man zunéchst denn Nenner aus, erhiilt man hierfiir
(—1—2i)(1 —3i) = —1 —2i +3i + 6i> = —7 + .

Damit ergibt sich

Zp-23  —T+i  (=T+1i)(=T7

z1 2450 (245i)(=7—1i) —14—35i—2i — 5i? _9_gi
— 1) 49+1 50 50
c) Hier ist
zi+2 1430 (1+3i)(-2—-i) 1 7

= = - 1.
5

Z9—25 —24i (—24i)(-2—1i) 5

Losung von Aufgabe 9.3:

a) Der Betrag von 1 —i ist v/12 4 12 = /2 = 1,4142, der Winkel ist gemiB der
Tabelle auf Seite 337:

-1
= arctan (1> + 360° = —45° + 360° = 315°.

Damit ergibt sich
1—14=1,4142 - (cos(315°) + isin(315°)) = 1,4142 - (0, 7071 — 0, 7071 7).
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b) Der Betrag von —5 — 3i ist /25 4+ 9 = 5,8309, der Winkel lautet
-3
©= arctan(—S) + 180° = 210, 964°.

Daraus ergibt sich die folgende trigonometrische Form:

—5—3i=15,8309 - (—0,8575 — 0,51454).

Lésung von Aufgabe 9.4: Hier hatte ich im Aufgabentext schlicht und ergreifend
vergessen zu schreiben, dass man die Potenzierung mithilfe der trigonometrischen
Form durchfiihren soll. Das geht zwar aus dem Textzusammenhang hervor, aber rein
juristisch ist nichts dagegen zu sagen, wenn Sie die Aufgabe dadurch gelést haben,
dass sie die gegebene Zahl fiinf- bzw. achtmal mit sich selbst multipliziert haben. Fiir
die folgenden Musterlosungen wihle ich aber die eigentlich vorgesehene Methode.

a) Der Betrag der Zahl —1 4 2i ist v/1 + 22 = V5, der Winkel ergibt sich durch

2
¢ = arctan (1> +180° = arctan(—2) + 180° = —63.435° 4 180° = 116.565°.

Um die gewiinschte Potenzierung vornehmen zu kénnen muss ich den Betrag
hoch fiinf nehmen und den Winkel mit fiinf multiplizieren. Es ergibt sich

(—1420)5 = V5 - (cos(582.825°) + i sin(582.825°))
= 55.901 - (—0.733 + i - (—0.679))
— 41 - 38i.

Die letzten Werte sind natiirlich gerundet, aber das darf man guten Gewissens
machen, da man ja weif}, dass die Ergebnisse ganze Zahlen sein miissen.

b) Die Zahl % + ﬁ hat den Betrag 1, der zugehorige Winkel ist ¢ = arctan(1) =

45°. Damit hat man sofort das Ergebnis:
I
— 4+ — | =cos(8-45°) 4+ i -sin(8 - 45°) = cos(360°) 4 i sin(360°) = 1.
(J5+75) = oosts 45 + i+ sinfs - 45%) = cos(300°) + i sin(360°)
Lésung von Aufgabe 9.5:

a) Man muss zunichst die trigonometrische Form der Zahl z = —2 + 3i erstellen.
Es ist |z| = v/13 = 3.605 und ¢ = arctan(-%) + 180° = 123.69°. Damit findet
man mithilfe von Formel (9.7):

123.69° 123.69°
Co = V3.605-(cos( 5 )+i sin( 5 )) = 1.899-(0.472+4-0.882) = 0,896+i-1, 674.
Ebenso ergibt sich

123.69° + 360° 123.69° + 360°
¢1 = v/3.605- (cos( 2+ )+i sin( 2+ ) = —0,896—i-1,674.
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b) Hier geht man natiirlich genauso vor wie in a). Der Betrag von 8 ist iiberra-
schenderweise gleich 8, der Winkel ist 0, denn 8 ist - interpretiert als komplexe
Zahl - gleich 8 4 0 - ¢. Damit ergibt sich:

Co — \:yg (Cos(()o) -+ isin(()o)) =2 (1 + O) = 23

gp:®§-@%u2m)+iamnm%):2-(—+wi?>=:—1+iV&

Co = V8- (cos(240°) 4 isin(240°)) = 2 - (— — i2> =—1—-14V3.

Losung von Aufgabe 9.6:

a) Auf die gegebene Gleichung 22 + = + g = 0 wendet man zunéchst eines
der Verfahren zur Losung quadratischer Gleichungen an, beispielsweise die p-
g-Formel. Diese liefert

1 1 10 1 9
S Y b Y
TN T T T 1
Wegen \/—% =1q- \/g folgt hieraus
3

b) Die Gleichung z* — 22 —2 = 0 ist eine biquadratische Gleichung. Wie in
Kapitel 3 erliutert substituiert man zunichst v = 22, was auf die quadratische
Gleichung

uW—u—2=0

fiihrt. Diese hat die Losungen

1

1
=44/ 4+2=242
U1 /2 2 1 +

Y

N
| W

also u; = 2 und up = —1. Die Losungen der Ausgangsgleichung sind die Qua-
dratwurzeln dieser Werte und lauten somit \@, f\@, 7 und —1.
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