1.1

Ubungen zur Linearen Algebra, Kap. 1 bis Kap. 3

Losungen zu Ubung 1

Gegeben seien die beiden Matrizen

6 3
A=14 2 |, B:(_“;’ _? _i>
2 1

Berechnen Sie

A-B, B-A (A-B)', (B-A)T

Loésung:

Dies ist fast eine reine Rechenaufgabe. Wir wollen lediglich an Beispielen zeigen, dass im
allgemeinen

A-B#B-A und (A-B)T#A"-BT

ist.

Mit dem Falk-Schema von Seite 7 berechnen wir zuerst das Produkt A - B:

3 =2 =5

-2 1 4

6 3 12 -9 -18
4 2 8§ —6 —12
2 1 4 -3 -6

Direkt aus der Anordnung des Schemas sehen wir, dass als Ergebnis eine (3 x 3)-Matrix
entstehen muss. Es ist dann

12 -9 18
A-B= 8§ —6 —12
4 -3 -6

Mit demselben Schema machen wir uns an das Produkt B - A heran:

N =~ O
— N W

(=7 73) (o)

Genauso erkennen wir gleich zu Beginn, dass sich jetzt eine (2 x 2)-Matrix ergibt. Es
entsteht sogar die Nullmatrix. Das Ergebnis ist also wirklich sehr verschieden von oben.
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1.2

Bitte daher nie vergessen: Im allgemeinen ist

A-B+B-A

Nun zur Transponierten. Oben haben wir das Produkt A - B berechnet. Zur Bestimmung
von (A - B)T schreiben wir gemif der Vorschrift in Def. 1.4 einfach alle Zeilen hinterein-
ander als Spalten oder entsprechend alle Spalten als Zeilen, was ja dasselbe ergibt, und
erhalten

12 8 4
A-B'= -9 -6 -3
—18 —12 —6

Das war einfach. Genauso leicht kénnen wir die Transponierte des Produktes B - A ange-

ben, denn es ist ja
-
T _ (00 (00
sar-(40)-(40)

Jetzt berechnen wir AT-BT, also A transponieren, dann B transponieren und dann wieder
mit Herrn Falk rechnen:

3 =2
-2 1
-5 4

6 4 2 0 0

3 21 0 0
Schon am Schema sieht man, dass sich eine (2 x 2)-Matrix ergibt, das beisst sich mit der
(3 x 3)-Matrix (A - B)". Wir erhalten die Nullmatrix. Das war auch unser Ergebnis von
(B-A)". An diesem Beispiel sehen wir also, dass (A- B)" # A" - BT ist, aber hier fiir

unser Beispiel ist (B - A)"T = AT - BT, wie wir es ja auc in der Rechenregel 7. von Satz
1.2 allgemein erklart haben.

Beim Transponieren eines Produktes also bitte die Reihenfolge der Faktoren vertauschen:

(A-B)'=B"-A".

Gegeben seien die Matrix

und das Polynom

pz)=2-2" -3 .2+ +4.

Berechnen Sie die Potenzen A?, A% und A* und die Matriz p(A).



Losung:

Wir setzen das Falk-Schema von Seite 7 etwas fort, um zuerst A%, dann A% und schlieflich
A* zu berechnen.

0 -1 0 -1 0 -1

1 0 1 0 1 0

0 -1 -1 0 01 10
1 0 0 -1 -1 0 01
A A X s

Damit konnen wir alles in das Polynom einsetzen und erhalten

p(A) = 2. A* 3. A+ A+4.E
10 0 1 0 —1 10
2 (oh) () o (D) ()
B 9 —1
N 1 9 )
1.3 Bestimmen Sie fiir die Matriz

1 -2 -2 0
A=1 1 a 2|, aeR
2 a—1 -2 2

den Rang in Abhdngigkeit vom Parameter a € IR.
Losung:

Zur leichten Rangbestimmung nutzen wir den Satz 1.4 aus und orientieren uns an den
Beispielen von Seite 14.

1 -2 =20 1 -2 =20
rg (A) = rg 1 1 a 2 —rg | —1 3 a+2 2
2 a—1 -2 2 —2|la+3 2 2

1 —2 -2 0

— Ig -1 3 a+ 2 2

—2[ -] tala—5) —2a
Die beiden Eintrége in der dritten Zeile haben wir mit folgender, hoffentlich leicht nach-
zuvollziehender Umrechnung gewonnen:

a®? — ba 1

3
ot 3 :§a(a—5)

(a—|—2)(— >+2:%(—a2—5a—6)+2:

a+3 2 2
2| — y —— 99— _Z
( 3 >+ 3(a+3)+ 54
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1.4

Jetzt ist die Matrix in Dreiecksform, denn unterhalb der Striche haben wir ja Nullen er-
zeugt. Die dort hingeschriebenen Zahlen sind ja nur die Faktoren, die wir zur Umrechnung
benutzt haben. Weil die erste und zweite Zeile schon in Stufen vorliegen, ist der Rang der
Matrix mindestens 2. Kann er auch 3 sein? Dazu miissen wir die dritte Zeile untersuchen.
Sie lisst sich wegen der Stufenform ganz sicher nicht aus der ersten und/oder zweiten
Zeile kombinieren. Ist sie die aber selbst schon die Nullzeile, so wére der Rang genau 2.

Wie sofort zu sehen ist, wird die Zeile fiir @ = 0 und nur fiir diese Wahl die Nullzeile. Fiir
den Fall a = 0 ist also der Rang rg (4) = 2.

Ist aber a # 0, so ist auch die dritte Zeile nicht die Nullzeile, woraus wir locker schlieflen,
dass dann rg (A) = 3 ist.

Stellen Sie die Matriz
1 2
=(51)
als Summe aus einer symmetrischen und einer schiefsymmetrischen Matrixz dar.

Losung:

Nach Satz 1.7 lasst sich jede quadratische Matrix darstellen als

1 1
A:E-(AJrAT) + 5-(A—AT)
— —

symmetrisch schiefsymmetrisch

Fiir unser Beispiel miissen wir nur die beiden Terme berechnen. Zunéchst ist

(13
4 _(2 4),

Dann folgt
1 2 B
3 4 -

Wie man sieht, ist die erste Matrix symmetrisch und die zweite schiefsymmerisch.



Lésungen zu Ubung 2

2.1 Gegeben seien die beiden Matrizen

1 2
AZ(;ii) B=| -2 3
3 1

Uberpriifen Sie mit diesen Matrizen die Aussage von Satz 1.6:

11
0
4

S N

rg (A~ B) =< min(rg (A), 19 (B))

Losung:
Zunéchst berechnen wir das Produkt A - B, damit wir alle im Satz angesprochenen Ma-

trizen beisammen haben.

B
12 11 4
-2 3 0 2
31 40
1 -1 2 9 1 19 2
3 -2 4 19 4 49 8
s A'B

Nach Def. 1.8 ist der (Zeilen-)Rang die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilenvek-
toren. Nach Satz 1.3 ist das ja zugleich der Spaltenrang. Wir kénnen also allgemein vom
Rang einer Matrix sprechen. Nur wenn wir hier ausscliefllich die Zeilen umformen wol-
len, so sprechen wir deutlicher vom Zeienrang. Wir werden alle drei Matrizen nach Gauf3
elementaren Umformungen unterwerfen, wie wir sie in Def. 1.9. zusammengestellt haben,
und schauen uns dann an, was dabei herauskommt.

Wiederholen Sie bitte noch einmal, welce Bedeutung die einzelnen Eintrage in der entste-
henden Matrix haben, indem Sie S. 14 durchgehen.

o (12N L-12)
AT g 9 4 )T \T3] 1 =2/~

1 2 11 4 1 2 11 4
rgB = 1g -2 3 0 2 |=rg 20 7 22 10
31 40 -3 -5 —29 -—12
1 2 11 4
= rg 217 22 10 | =3

—3[5/7|-93/7 —34/7

g A-B=r 9 1 _ 9 119 2)_,
A= 19 4 49 8 ) T\ =19/9]17/9 - - ) T
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2.2

Die letzten beiden Zahlen unten rechts miissen wir gar nicht mehr ausrechnen, denn weil
die beiden Diagonalelemnente # 0 sind, ist der Rang des Produktes A - B ganz sicher 2.

Damit haben wir an diesem einfachen Beispiel unseren Satz 1.6 bestéatigt:
rg (A) =2,1g (B) =3,1g (A- B) =2, es ist also

min(rg (A),rg (B)) =min(2,3) =2 =rg (A- B).

-1 2 5 0 -1 2 50
B 20 4 8 4| | 2] 4 8 4
1/-1 =2 -1 1 [ 1/410 0
3| 7 14 7 3 |-7/410 0

Zeigen Sie (vgl. Satz 1.7), dass sich jede quadratische Matriz A € R™™ in die Summe

A= (A+AT)+— (A—AT)

l\DI»—t

zerlegen lisst, wobet & - (A+ AT) symmetrisch und 5 - (A — AT) schiefsymmetrisch ist.
Losung:

Hier miissen wir zwei Punkte zeigen. Zum ersten, dass die in der Aufgabe angegebene
Zerlegung wirklich die Matrix A ergibt, dass die Gleichung also korrekt ist. Zum zweiten
miissen wir dann zeigen, dass der erste Summand symmetrisch und der zweite Summand
schiefsymmetrisch ist.

Wir rechnen:

5 (A+AT)+— (A—AT) = A+ AT A—%AT:A

Um die Symmetrie des ersten Summanden zu zeigen, rechnen wir das Transponierte dieses
Summanden aus. Wenn da wieder der erste Summand herauskommt, ist die Symmetrie
gezeigt; denn

A symmetrisch <= A= A",

Wir rechnen, indem wir ausnutzen, dass (AT)" = A ist:

1 ! 1 1
S (A+AT) = AT+ A= AT+ A) == (A+AT)
2 2 2 2
Laut Definition gilt:
A schiefsymmetrisch <= A= —A"
Wir rechnen ganz analog zu oben:
1 T T T T 1 T 1 T
A=A = (AT (A ) =5 (AT = A) = = (A-AT)



2.3

24

Zeigen Sie, dass die Matrizen

1 =2 2 1 1 4 2
A= 1 0 1 und B = 3 -2 1 -1
—1 1 -3 -1 -1 =2

oers zueinander sind.
Losung:

Hier miissen wir einfach nur beide Matrizen miteinander multiplizieren und schauen, ob
die Einheitsmatrix herauskommt.

B
f 1 4 2\
1
3 —2 1 -1
-1 -1 -2
1 -2 2 1 0 0
0 1 0 1 0
-1 1 -3 0 0 1
A A-B=FE
Zeigen Sie, dass die Matrix
10 2
A= -1 1 0
11 4

keine inverse Marix besitzt.
Losung:
Wir zeigen, dass A nicht regulér ist, indem wir zeigen, dass A nicht den vollen Rang 3

besitzt, sondern den Rang 2, dass also nur zwei Zeilen linear unabhéngig sind und die
dritte Zeile von den ersten beiden linear abhéngig ist:

1 0 2 1 0 2

1 0 2
rgA=rg | -1 1 0 | =rg 111 2 | =1g 111 2 | =2#3
11 4 —1

1 2 —1]-11]0

Wir sehen schon an der mittleren Matrix, dass die zweite und dritte Zeile gleich sind, also
linear abhéngig. Die rechte Matrix miissten wir also gar nicht mehr ausrechnen. Aber
solch eine Rechnerei macht doch Spafl, oder?




Lésungen zu Ubung 3

3.1 Berechnen Sie von folgenden Matrizen jeweils thre Determinante:

- 12 11 100
A:(3_2), B=-23 0], c=| 230
31 4 11 4 4

Losung:
Fiir eine (2 x 2)-Matrix hilft uns die Formel (2.2):

det(; :;):1-(—2)—(—1)-3:—5.

Fiir eine (3 x 3)-Matrix benutzen wir die Regel von Sarrus aus dem Satz 2.1:

11

0 det(B) = 1-3-4+(-2)-1-11+3-2-0
4 —11-3-3-0-1-1—4-2-(=2)
1 — 12-22-994 16 = —93

N W N
w[\g)—\OOl\D
[—Y

0

Bei C' haben wir es ganz leicht. (' ist ja eine Dreiecksmatrix. Nach Satz 2.2 miissen wir
nur die Hauptdiagonalelemente miteinander multiplizieren:

1
det C' = det 2 =1-3-4=12
1

1

~ w O
~ O O

3.1 Berechnen Sie mit elementaren Umformungen die Determinante folgender Matriz:

1 -3 5 =2
-2 6 —-10 4
3 -1 3 —10
1 -1 2 =3

A:

Losung:

Mit den elementaren Umformungen aus Satz 2.3 erhalten wir:

1 -3 5 -2 1 -3 5 =2 1 -3 5 —2
a2 6 -0 4} (720 o o] _["2] 0 o o
3 -1 3 —10 3| 8 —12 —4 3| 8 —12 —4
1 -1 2 -3 1| 2 -3 -1 ~1/=X] 0 o0

Die rechte Matrix hitten wir schon gar nicht mehr ausrechnen miissen, die mittlere Ma-
trix hat ja bereits eine Nullzeile. Also ist A auf jeden Fall nicht reguldr und daher ihre
Determinante det(A) = 0. Aus der rechten Matrix lesen wir ab, dass rg (A) = 2 ist.
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3.3

3.4

Verifizieren Sie an Hand der Matrix

A=| =

W N =
— W N
= O =

die Aussage det(A) = det(AT).
Losung:

Verifizieren bedeutet, dass wir unsere Beispielmatrix in beide Seiten der Gleichung ein-
setzen und hoffentlich beidemale zum selben Ergebnis kommen. Das ist natiirlich kein
Beweis, sondern wir haben nur an einem Beispiel die Aussage getestet.

Die Matrix A dieser Aufgabe ist genau die Matrix B von Aufgabe 3.1. Dort haben wir
ihre Determinante berechnet. Es ergab sich

det(A) = det(B) = —93.

Zur Berechnung von det(A") arbeiten wir wieder mit der Sarrusregel:

3
1 det(AT) = 1-3-4+2-0-3+11-(-2)-1

4 —3-3-11—-1-0-1—-4-(-2)-2
31 = 1240+ (—22) — 99+ 16 = —93

—_
(ORI S N
Wpo © Wi

Beide Rechnungen fiihren also zum gleichen Ergebnis. Damit ist die Aussage mit diesem
Beispiel verifiziert.

Verifizieren Sie an Hand der beiden Matrizen

1 -1 1 2
(5 2) ()
den Determinantenmultiplikationssatz.

Losung:

Den Determinantenmultiplikationssatz finden wir in Formel (2.5):

det(A - B) = det(A) - det(B)

Wieder soll hier eine Gleichung verifiziert werden. Wir werden also wie oben mit den
vorgegeben Beispielmatrizen beide Seiten der Gleichung getrennt ausrechnen und zeigen,
dass dasselbe Ergebnis herauskommt.

Zuerst berechnen wir das Produkt A - B:



3.5

(5 )
(3 2)1(7 )

Also

AB:(i _(1)>:>det(A-B):7.

Fiir die rechte Seite folgt:

1 -1
det(A) = det ( 3 _9 > =—-2—(-3)=1
und
det(B)=det [ © 2)=344=7
e =det{ o 4 )= =7.
Also ist

7=det(A-B)=det(A) -det(B)=1-7T=7,
was wir zeigen wollten.

Zeigen Sie, dass fir eine requldre n X n-Matriz A gilt:

1
~ det(A)

det(A™)

Loésung:

Wir betrachten also eine reguldre Matrix A. Dann wissen wir nach Satz 1.8, dass ihre
inverse Matrix A~! existiert. Das ist also eine Matrix mit der Eigenschaft

A- A =F.

Auf diese Gleichung lassen wir jetzt den Determinantenmultilikationssatz nach Formel
(2.5) los und erhalten

det(A- A7) = det(A) - det(A™") =det £ = 1.
Da A regulér ist, ist det(A) # 0. Wir kénnen also durch det(A) dividieren und erhalten

1
 det(A)’

det(A™1)
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was wir zeigen sollten.

Eine Bemerkung wollen wir anschliefen. Wir haben zum Schluss durch die Determinante
von A dividiert, wir haben nicht durch die Matrix A dividiert. Die Determinante einer
quadratischen Matrix ist eine gewoOhnliche reelle Zahl, die Determinante einer reguldren
Matrix ist dann noch ungleich 0. Solche Zahlen darf man beliebig in den Nenner schreiben.

Eine Division durch eine Matrix ist aber gar nicht erklért, ja, gar nicht erklarbar. Also
bitte niemals durch Matrizen teilen wollen.
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Lésungen zu Ubung 4

4.1 Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

201 +x3 = 0
200 +x4 = 1
r1+2x3 = 0
To+2x4 = 1

(a) Berechnen Sie die L-R-Zerlequng der Systemmatriz A.
(b) Zeigen Sie an Hand dieser L-R-Zerlegung, dass das LGS genau eine Lisung besitzt.
(c) Berechnen Sie diese Lisung mit der L-R-Zerlegung.

Loésung:
Zu (a):
Zunéchst bringen wir das Gleichungssystem in die Form A -7 = b. Dazu schreiben wir die

Systemmatrix A auf. Dazu schreiben wir die erste Zeile 2x; + x3 = 0 etwas ausfiirlicher,
indewir alle Variablen z, ..., x4 benutzen:

2131 + 01’2 + 11’3 + 0I4 =0.

Wir haben also alle Unbekannten eingefiigt in der richtigen Reihenfolge x4, ..., x4, und
dabei die nicht in der Gleichung vorkommenden mit dem Faktor 0 versehen. Wenn wir
das mit allen Zeilen machen, féllt uns die Systemmatrix in den Schof3:

S = O N
_— o NN O
SN O
N O = O

Diese Matrix bearbeiten wir jetzt mit unserer L-R-Zerlegung Kap. 3.4. Zunéchst konnten
wir feststellen, dass A die Eigenschaft aus Satz 3.3 (fiir Exiiperten: sie ist diagonaldomi-
nant) besitzt, aber wir rechnen einfach los und sehen so, ob es geht.

2 010 2 010

~ 012 0 1 0] 2 01
A— A= —

—110 20 -1 0]2 0

0/1 0 2 0]—3]0]2

Daraus lesen wir jetzt die Matrizen L und R ab. L ist die linke untere Matrix, allerdings
zusétzlich mit Einsen in der Hauptdiagonalen, also

1000
0100
L= 1010
0201



Achtung, wir mussten die Vorzeichen aller Zahlen unterhalb der Diagonalen umkehren.
Das verlangt die Vorschrift (vgl. S. 39).

R ist einfach die obere Dreiecksmatrix:

2010
0201
k= 0020
00032

Priifen Sie bitte selbst nach, dass tatséichlich L - R = A herauskommt.

Zu (b):

Nach dem Alternativsatz 3.1 wissen wir, dass ein LGS mit n Unbekannten genau dann
eine einzige Losung besitzt, wenn rg (A) = n ist. In unserem Beispiel ist ja rg (A) =
rg (R), weil wir ja nur originale Gaufflumformungen vorgenommen haben, bei denen der
Rang ungedndert bleibt. Offensichtlich ist aber rg (R) = 4, und wir haben ja genau 4
Unbekannte.

Zu (c)

Nehmen Sie sich jetzt bitte den Algorithmus von S. 43 zur Hand und folgen Sie so der
Rechnung.

Setze

y=R-T
und lose

L-§=0

nach ¢. Dies geschieht durch zeilenweises Vorgehen. Aus der ersten Zeile gewinnen wir yy,
aus der zweiten Zeile yo usw. Schauen Sie nur genau hin:

/—/yﬁ

0

1

0

1

2

1000 0

0100 1

$ 010 0

03 01 1

L b

Als zweiten Schritt 16sen wir die Gleichung

R- 7=y

mit dem gerade ermittelten 3 nach ¥ auf:
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cc‘l{wh—l O = Ok Owli O}Hl

2010
0 2 0 1
00320
000 3
R
Die Losung ist also
11\ "
r=10,-,0,=
x ( Y 37 9 3)
4.2 Gegeben sei die Matrix
4 2 -2 —4
2 2 -1 -5
A= -2 -1 5 4
—4 -5 4 23

(a) Berechnen Sie mit Spaltenpivotisierung die L-R-Zerlegung von A.
(b) Begrinden Sie mit der L-R-Zerlegung aus (a), daff A requldr ist.

Losung:
Zu (a):

Der Unterschied von der einfachen L- R-Zerlegung zu der mit Spaltenpivotisierung liegt in
der zusétzlichen Abfrage, ob das gerade zu bearbeitende Diagonalelement das betraglich
grofite seiner Spalte ist. Wenn ja, machen wir wie gewohnt weiter, wenn nein, tauschen wir
die entsprechenden Zeilen, so dass jetzt das betraglich grofite Element Diagonalelement
ist.

Weil die 4 in der ersten Spalte, ersten Zeile betraglich gréfler oder zumindest gleich grof3
mit den Elementen der ersten Spalte unterhalb der 4 ist, kénnen wir ohne Zaudern die
erste Spalte mit Gaulumformungen bearbeiten:

4 2 -2 —4 4 2 -2 —4
|l 2 2 -1 -5 71 0 -3
A=l 2 1 5 4|7 t] o0 4 o2
—4 -5 4 23 1/-3 3 19

Jetzt schauen wir auf die zweite Spalte. Dort steht das Diagonalelement 1, aber in der
4. Spalte steht die —3, was beztraglich grofler ist. Also tauschen wir die 2. gegen die 4.
Zeile.
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4 2 -2 —4 4 2 -2 —4
5] 1 0 =3 |2- 1[-3 2 19
s 0 4 2 510 4 2
1/-3 3 19 -5/ 1 0 -3

Bitte beachten Sie, dass wir die gesamte Langzeile getausct haben. Die Gauffaktoren vor
dem senkrechten Strich gehoren ja auch zu ihrer Zeile.

Wie Sie im weiteren Verlauf sehen konnen, wird ein nochmaliger Zeilentausch nicht notig,
wir konnen einfach mit Gauf3 bis zu Ende rechnen:

4 2 =2 —4 4 2 -2 —4
. -3 2 19 11-3 2 19
s 0 4 2 s 0] 4 2
1 2 10 1] 1
—20 51 3 3 —20 3l7%l 3
Damit haben wir unsere gesuchte L-R-Zerlegung:
P-A=L-R
mit
1 000 1 4 2 -2 —4
0001 -1 1 -3 2 19
P=1o00 10| %7 -1 01 , B= 4 2
0100 5 -3 8 1 3

Zur Verdeutlichung der Dreiecksgestalt von L und von R haben wir jeweils die Nullen
weggelassen.

Zu (b):

Hier reicht es nicht, nur einen Blick auf die Matrix R zu werfen, denn wir haben ja
einen Zeilhentausch vorgenommen. Wir haben also nicht die Matrix A zerlegt, sondern
die Matrix P - A. Mit den oben gefundenen P, L und R haben wir also

P-A=L-R.

Mit dem Determinantenmultiplikationssatz erhalten wir daraus:

det(P-A) =det P-det A =det(L-R) =det L -detR.

Die Matrix P entstand aus der Einheitsmatrix durch Tausch der 2. mit der 4. Zeile. Zwei
Zeilen tauschen bedeutet bei Determinanten:

det P = —1.

Das ergibt
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det A=—detL-detR=—1-4-(=3]-4-3=—144.
Die Determinante von A ist also —144 # 0, daher ist A regulr.

4.3 Von einer Matriz A sei folgende L-R-Zerlequng bekannt:

A=L-R mitL=

O = O =
— W = O
NN = OO
O O DN
O O = W
O NN DN
_— N = O

(a) Begriinden Sie ohne explizite Berechnung von A, dass A reguldr ist.

(b) Berechnen Sie ohne explizite Berechnung von A die Inverse A~

Losung:
Zu (a):

Da wir eine Zerlegung erreicht haben, ohne Spalten zu tauschen, entnehmen wir Satz 1.4,
dass der Rang von A gleich dem Rang von R ist. Der ist aber offensichtlich gleich 4. Also
ist rg (A) = 4, und damit ist A regulér. Sie hat ja den vollen Rang.

Zu (b):

Da A nach (a) reguldr ist, besitzt sie eine inverse Matrix. Weil sie uns unbekannt ist,
nennen wir sie X, also

X =A"
Wegen A = L - R miissen wir also die Aufgabe l6sen:

A-X=L-R-X=FE.

Jetzt kommt der Trick: Wir setzen (vgl. den Algorithmus S. 52)

Y =R-X

und berechnen sodann Y aus der Gleichung

LY =F.

Dazu berechnen wir im folgenden Schema die Spalten von Y vorne beginnend jeweils von
oben nach unten.
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X
71 0 00\
0 1 00
1 -3 10
2 5 —2 1
1000 1 0 0 0
0100 0 1 0 0
1310 0 0 1 0
01 2 1 0 0 0 1
T .

Mit dieser Matrix Y berechnen wir jetzt das gesuchte X, diesmal durch Aufrollen von
unten nach oben, wir beginnen also mit der letzten Zeile:

X
N
-3 -9 3 -1
_5 _13 5 _q
2 2 2
2 5 =2 1
2 3 =20 1 0 00
0 -1 21 0 1 00
0o 0 2 2 -1 -3 10
0 0 01 2 5 =21
R v
Unser Ergebnis lautet also:
L o s
A= 5 s s
2 2 2
2 5 =2 1
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