Ubungen zu Doppel- und Dreifachintegralen
Lésungen zu Ubung 15

15.1 Es sei

flxy)=zy, B:x>0,y>02"+y><2,y<a’.

[éﬂ%mda

Wir l6sen diese Aufgabe auf zweierlei Art.
Zuerst betrachten wir das Gebiet B so,

wie es rechts liegt. Um es zu beschrei- : 7
ben, zerlegen wir es in zwei Teilgebiete. Jy=u

Berechnen Sie

Losung:

Bi: 0<z<1,0<y<a’

By: 1<2<V2 0<y<v2—a2

Denken Sie sich im Punkt (1,0) eine
senkrechte Linie nach oben eingezeich-
net, die zerteilt B genau in der Form.
Sie sehen es hoffentlich, wir wollen die
Figur nicht iiberfrachten.
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Jetzt greift unsere erste Berechnungsmethode von Seite 130. Vergleichen wir die Bezeich-
nungen. Fiir das Integral iiber By ist

a = O)b - 17 yl('r> = 0792(@ = 1327

fiir das Integral iiber By ist

a=1,0=v2, y(z)=0,ys(z) = V2 — 22

Dann berechnen wir unser Integral so:



//Bf(x,y) dB = /B1 fz,y) dB+/BQf(x7y) 1B
= // xy dy dx + /Qxxydydx
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Diese Skizze ist gegeniiber der obigen
um 90° im Gegenuhrzeigersinn, also im
mathematisch positiven Sinn gedreht.
Jetzt liegt das Gebiet B {iber der y-
Achse und kann so entsprechend der
zweiten Berechnungsmethode einheit-
lich beschrieben werden:

0<y<1 Vy<az <292

Dann konnen wir wieder rechnen:




f(z,y) dB = 1 o xy dx dy
B 0 vy

2 8 6/,
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-2 8 6
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Selbstverstindlich ergibt sich dasselbe wie oben.

15.2 Ses
B: x>0,y>04a"+y" <R

und set

fla,y) = a* + 9%

//B(x2 +y*)dB.

Berechnen Sie

[Hinweis: Polarkoordinaten]
Losung:

Das Gebiet B ist, wie man hoffentlich sofort sieht, der Viertelkreis vom Radius R > 0 im
ersten Quadranten. Mit Polarkoordinaten

T=7T-Ccosq, Yy=r-sina
transformiert sich das Gebiet B zum Rechteck

B: 0<r<R, 0<a<

b | 3

und wir erhalten:



//B(asz+y2)dB — //é((T.COSOZVJF(T.Sma)g)'rdé

15.3 Bestimmen Sie die Fldche, die begrenzt ist durch die Parabeln

v =4—2z und y*=4-—4x.

Losung:

Zunéchst erinnern wir an Formel (7.14) von Seite 138 zur Berechnung von Flécheninhalten:

F://BdB

Das Gebiet B haben wir rechts skiz-
ziert. Zur Berechnung der Fléachhe ist es
wieder einfacher, wenn wir das Gebiet
im mathematisch positiven Sinn dre-
hen. Vielleicht machen Sie das mit die-
sem Blatt. Dann sehen wir, dass es ei-
ne Flache iiber der y-Achse ist mit den
beiden Parabeln als obere und untere
Begrenzung. Die beiden Schnittpunkte
sind (0,2) und (0, —2).

Schon ist die Rechnung ganz einfach:



15.4 Berechnen Sie das Integral

// e (@ +y?) dB,
B

wobei B der Kreis in der (x,y)-Ebene sei:

2?4+ y*<a’acR,a>0.

Loésung:
Wieder bietet sich wegen des Kreises die Verwendung von Polarkoordinaten
T=7T-cosq, Yy=r1-sina

an. Um die ganze Flache abzudecken, betrachten wir

0<r<a —n<a<m.

Mit der Transformationsformel (7.6) von Seite 135 ergibt sich dann mit der Funktional-
determinante r



B

15.5 Berechnen Sie das Volumen V' der Kugel vom Radius R.
Losung:
Natiirlich kennen wir das

Kugelvolumen = 3 7 R®.

So etwas kann man auswendig hersagen, aber wie kommt man auf diese Formel? In der
Schule macht man das geometrisch, wir l6sen das jetzt analytisch. Wir berechnen wegen
der Symmetrie nur die obere Halbkugel, das Ergebnis verdoppeln wir dann einfach.

Die obere Halbkugel vom Radius R wird dargestellt durch die Funktion

= o) =V F

Als zugrunde liegendes Gebiet B betrachten wir die vollen Kreis mit Radius R in der
(x,y)-Ebene. Beachten Sie bitte folgende Ungleichung, die fiir alle reellen Zahlen gilt:

a? <V — —-b<a<h.

Dann konnen wir den Kreis B beschreiben durch

B: —R<xz<R, —VR?>?—22<y<vVR?— 22

Jetzt natirlich Polarkoordinaten verwenden:

r=r-cosa, y=r-sina, 0<r< R 0<a< 27,

und schon konnen wir losrechnen. Es ist

flx,y) = flz(r,a,y(r,a) = \/R2 — ((r-cosa)?+ (r-sina)?) = VR2 — 2,
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Damit folgt

% = //Bf(a;,y)dB://é\/W-rdé

27 R
= / / VR?2—1r2.rdrda
o Jo

2w 1 r=R
:/ — (R —1?) do
0 3 r=0
d, 1 > 1 3 )
N h (== (R? =13 = —— . = (R? = 1"z . (=2
ebenrechnung dr< 3(R r°)3) 33 (R*—r%)2 - (—2r)
—VRZ _ 2
2 1 3
= / (=0+ = - R*2da
0 3
2T 3
:/ R;da
0 3
B 2.7 R3
B 3
Damit ist das Volumen der Kugel
4
V=—-71-R.

3

15.6 Berechnen Sie auf zwer verschiedenen Wegen den Fldacheninhalt der Fliche B, die im 1.
Quadranten liegt und durch die

(halb-kubische) Parabel —y* =2 wund die Gerade y=1x

begrenzt wird.

Losung:
+y
Um B genau zu bestimmen, berechnen wir O */‘
zuerst die beiden Schnittpunkte der zwei -/
Kurven: y=z / / |
AV
y =t y=r=y’ =y’ = y’(1-y) = 0. ~ B/ 1
2 _ .3
JE— Yy - =x I
also folgt = l
1 x
(.Tl, y1) = (0, 0)7 (x2>y2) = (17 1)

Erster Weg: Geméif dieser Skizze denken wir uns jetzt ein beliebiges = € [0, 1] fest
gewahlt und 1ntegrleren entlang der senkrecht iiber x liegenden Linie innerhalb von B,
also von y = 23 bis y = x, anschlieend dann lassen wir  von 0 bis 1 laufen:
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15.7

15.8

1 y=x 1 9 9 571 1
//dB:// dydx:/(x—xg)dx: T2
B 0 y:x% 0 2 5 10

Zweiter Weg:

s L
y? = 2
Jetzt drehen wir die Figur, so dass die y- ~ Weo------------- 1
Achse unten liegt. Dann denken wir uns jetzt N
ein beliebiges y € [0, 1] fest gew#hlt und inte- | ‘ ‘ ‘
grieren entlang der senkrecht iiber y liegen- Y= B‘

den Linie innerhalb von B, also von x = y
bis z = y%, anschlieflend lassen wir y von 0
bis 1 laufen: =

2 1
1 T=y3 1 3 5 2 1
2 ys Yy
//B 0 =y 0 ( ) ) 2 0 10

Wie lautet die Funktionaldeterminante bei Doppelintegralen fiir eine Transformation mit-
tels verallgemeinerter Polarkoordinaten?

T =ar cosa, y=brsina, a,belR,a,b>0

Losung:

Wir setzen so wie in der Vorlesung

r=p(ra)=a-r-cosa,y =¢(r,a) =b-r-sina

und rechnen die Funktionaldeterminante aus:

907«(7’,06) SOa(T,Oé) - a-cosa —a-rsina
det(%('r’,a) wa('r’,a)) N det(b'sina) b~'r'cosoz))

= a-cosa-b-rcosa—(—a-r-sina)-b-sina

a-b-r(cos® a+sin’ @)

= a-b-r

Fiir die Funktion y = e ist keine elementare Stammfunktion bekannt. Daher kann das

Integral
L3
/ / e’ dx dy
0 3y

in der Form nicht berechnet werden. Berechnen Sie es durch Umkehrung der Integrati-
onsreihenfolge.



Losung:

Als erstes miissen wir uns iiber

das Gebiet klar werden, iiber das 4
wir integrieren sollen. Wir arbei-
ten von innen nach aulen. Aufien

1 4

sollen wir {iber y integrieren. Also
halten wie ein beliebiges y € [0, 1]
fest. Erst im zweiten Schritt las-
sen wir das laufen.

Dann soll  von 3y bis 3 laufen.
Nun, z = 3y ist ja die Gerade y =

1
317.

Sie miissen also von links auf die Skizze schauen. Sie konnen das Blatt auc gegen den
Uhrzeiger um 90° drehen, so dass die y-Achse unten liegt. Dann sehen Sie, dass das
schraffierte Gebiet zu Grunde liegt.

Weil wir keine Stammfunktion fiir y = e’ kennen, versuchen wir jetzt, die Integrations-
reihenfolge uizudrehen. Wir integrieren also auflen iiber x und innen iiber y. Dazu halten
wir jetzt ein beliebiges = € [0,3] fest und betrachten y von y = 0 bis y = 5. Wenn wir
dann z von 0 bis 3 laufen lassen, iiberstreichen wir wieder das schraffierte Gebiet.

L3 3 %
/ / e drdy = / / e’ dydx
0 J3y 0o Jo

Und schen Sie, hier wird die Funktion e*” zuerst iiber y integriert. Da ist dieser Term also
eine Konstante und wir eralten

3

x2

e -y

wly

dx
0

1 2
= —'/e:”w‘dx
3 Jo

Fiir diese Funktion y = z - ¢® kennen wir aber eine Stammfunktion y =
erhalten

Il
S~

2 .
%em , und wir




Lésungen zu Ubung 16

16.1 Berechnen Sie folgende Dreifachintegrale:

(a)

1 11—z 2—x
/ / / xyz dzdydzx,
o Jo 0
o1 2
/ / / 2r? sina dz dr do.
o Jo Jo

Dies sind reine Rechenaufgaben, die Sie aber auch bearbeiten sollten. Schlieflich sollte
ein Mathematiker seine Theorie auch mal anwenden kénnen.

Zu (a):

(b)

Losung:

1 11—z 2—x
/ / / xyzdzdyde =
o Jo 0

1

11—z 2—x

= // [/ xyzdz] dy dx
1x 2223[:

= // dy dx
1—x .

= // 2 z) dydx

2y1x
_ /M i
0 4 y=0

4
13

240

1 1
= —/ (4o — 122% + 132° — 62* + 2°) dx
0

10



Zu (b):

[,

TS

7’2 sin a dr do

122
2

/ sin o dr do

da

Bl 2
/ / / 2rlsina dzdrda = /
o Jo Jo

pi
2

16.2 (a) V sei der von den Koordinatenebenen und der Ebene

E: r+y+z=1

begrenzte Korper. Skizzieren Sie diesen Korper.

(b) Berechnen Sie das Dreifachintegral

///V@sz)dv.

Losung:
Zu (a):

Die Ebene E kennen wir von der Schule
her. Sie geht durch die Punkte (1,0, 0),
(0,1,0) und (0,0, 1). Rechts haben wir
sie schraffiert. Der Korper V' liegt dann
unterhalb dieser Ebene und wir von den

beiden Kordinatenebenen, der (z,z)-
Ebebe und der (y, z)-Ebene begrenzt.

Zur Beschreibung wéhlen wir

0<z<1.

Die Verbindungsgerade zwischen den Punkten (1,0,0) und (0,1,0) hat die Gleichung
x + 1y =1, wie wir schon aus der 8. Klasse wissen. Also gilt fiir den Korper V

0<y<l—zfiro<z<l1.
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16.4

Die Koordinate z wird dann begrenzt von der Ebene E also

0<z<l—z—yfiro<e,y<l.

Zu (b)

Damit konnen wir das Dreifachintegral jetzt ausrechnen:

1 11—z l—z—y
///(2x+y+z)dv = // / 2z +y+2)dzdydx
1% o Jo 0
1 pl-x 52 z=l-z—y
= / / (2:1:2 +yz + —) dy dx
0 0 2 2=0
1 1—x
= // [<2$(1—$—y)+y(1—$—y)
o Jo

+W) - 0} dy dx

1 1—x
= / [2:c—2:c2—2:1:y+y—:cy—y2
o Jo

+1—fc—y—x+x22+xy—y+xy+y2} dy dx

1 pl-uz 2
3, 1y
= ——x* =2 - — 2| dyd
/0/0 {21: :cy—l—x+2 2] Yy ax

1 371-2x
_ 3 5 2 y oy
= /0 [ Qxy Ty +:L‘y+2 6 .

223 1
2
— —+ | d
w+3+3}a¢

I
@I»—o\H
1

Im letzten Teil haben wir einige Rechenschritte ausgelassen. Die beziehen sich auf reine
Rechentechnik aus der Schule.

Berechnen Sie den Schwerpunk & = (S1,S2,53) der Halbkugel H vom Radius R > 0 bei
konstanter Massendichte o = 1.
Losung:

Wir legen die Halbkugel so auf die (z,y)-Ebene, dass der Mittelpunkt des Grundkrei-
ses mit dem Koordinatenursprung iibereinstimmt. Die z-Achse ist dann der senkrechte
Durchmesser nach oben. Aus Symmetriegriinden liegt dann der Schwerpunkt der Halb-
kugel auf der z-Achse. Also sind seine Koordinaten S = (51, 52,.5;) = (0,0,53). Nach

unserer Formel (8.6) von Seite 145 ist dann zu berechnen:

)y 2oy, 2)dH

= T, oy, o) dH

12



Wegen ¢ = 1 ist der Nenner gleich dem Volumen der Halbkugel H, also

J[[ o yar =2 me
27r332'///szH

Wir berechnen zuerst das Dreifachintegral mittels Kugelkoordinaten:

[ zm = [ [ [ e e smsasaaas
- // {3 s1n2ﬁ]0 dacdr
= /OR/ZWT —dadr
:.AR%'aodT

2
R
:/T—Qﬂ'dT
0 2

2
R*
8

Dann ist

Ss =

w o

w

-2

Damit erhalten wir fiir die dritte Koordinate des Schwerpunktes

3 R? 3R
—

or-R3 8 T 8"

83:

Beachten Sie btte, dass in dieser Formel kein transzendentes m mehr drinsteckt. Ist der
Radius der Halbkugel R = 8, so liegt der Schwerpunkr bei z = 3.

flf v

16.5 Berechnen Sie das Dreifachintegral

wo V' die Finheitskugel ist.
Losung:

Wegen

flw,y,2) =2y 2= fi(x)- fa(y) - f3(2)
——

=x =y =z

13



konnen wir uns auf Satz 8.3 beziehen, der uns die Arbeit wesentlich erleichtert.

Mit Kugelkoordinaten fiir die Einheitskugel

r = ¢(r,a,f)=rcosasing, 0<r<1
= ¢Y(r,a,f)=rsinasing, 0<a<2rm
z = x(r,a,B) =r cosf, 0<B<m.

ergibt sich nach Satz 8.3

[[[ ot = [ [ ] / ¢ cona s ) (s s (- con)

-sin 3) df dadr
\H,_/
Funkt.-det.

1 2 ™
— / / / r®-sin® 3 cos 3+ cosa - sina dfdodr
o Jo Jo

1 ™ 2
= / 7“5d7"-/ sin® 3 - cos 3 dﬁ~/ cos a - sin ada
0 0 0

Jetzt beschiftigen wir uns nur mal mit dem rechten Integral. Es ist

(sin® @)’ = 2sina - cos a,

. in2 . . .
also ist 52 eine Stammfunktion von sin - cos . Daraus folgt

=0-0=0.

. 2
2 . sin? o
cosa - sinada =
0 2

Damit verschwindet das rechte Integral, und da es eine Faktor der ganzen rechten Seite
ist, verschwindet auch das ganze Integral:

J[[evzav =0
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