Ubungen zu Oberflichenintegralen

Losungen zu Ubung 17
17.1 Sei F die Oberflache der Einheitskugel

Fi={(z,y,2) e R*: 2 + > + 2> = 1.}

Berechnen Sie fiir

f(z,y,2) :=a, a€ R,a = const.

1] ttnrar

Diese Aufgabe benutzen wir dazu, den Umgang mit Kugelkoordinaten bei Oberfléchenintegralen
zu iiben. Auf Sdeite 144 haben wir sie eingefiihrt:

das Oberflachenintegral

Losung:

= @(r,a,) =r cosa sin 3,
Y(r,a, f) =r sina sin 3,
z = x(r,a,f3) =1 cosf.

Wir erhalten also hier fiir die Einheitskugel r = 1:

T = (x,y,z) = (cosa sin 3, sina sin 3, cos ).

Daraus berechnen wir

or . . :

0 = (—sina sin 3, cosa sin 3,0)

or . .

%5 - (cosa cos 3, sina cos 3, —sinf3)

Damit folgt fiir das Kreuzprodukt in Formel (9.2) von Satz 9.2:
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17.2

In Formel (9.2) von Satz 9.2 brauchen wir aber in Wirklichkeit den Betrag, also

or 0%

— X % = \/COSZOJ sin* 3 + sin? a sin B + sin? 3 cos? 3
Q

= sinf

Hier miissen Sie nur immer wieder die Formel sin® & + cos? @ = 1 ausnutzen. Da wir nur
0 < B < 7 zulassen, miissen wir auch am Ende keinen Betrag vewenden.

Damit folgt jetzt insgesamt:

/Sf(x,y,z)ds = / /a sin 3 df3 do
o [ a

~ o [ (=)= (-D)da

27
= 2a-/ do = 47 - a.
0

Setzen wir jetzt mal @ = 1, so berechnen wir ja mit dem Integral schlichtweg die Oberfléche
der Kugel vom Radius 1. Es ergibt sich:

//dS:47T,
S

und das haben wir ja auch in der Schule so gelernt.

Sei F ein Fldchenstiick, gegeben als Graph einer Funktion iiber der (x,y)-Ebene:

Fi={(z,y,2) € R*: (z,y) € R*, 2 = g(z,y).}

Berechnen Sie mit der sich auf natiirliche Weise ergebenden Parametrisierung

| X 2|

Loésung:

Wir parametrisieren F durch

U=$7U:y,2:9($»y) :g(uav)7

also

7= (u,v,g(u,v)).



17.3

Dann ist

T, = (170vQU(u7v))7 T, = (07 1agv(u7v))~

Damit folgt

Zu X Tyl =V (=gu)2+ (—g)2 + 1= /g2 + g2+ 1

Diese Formel finden Sie in vielen Biichern.

Berechnen Sie das Oberflichenintegral von f(z,y,z) := x

//ff(x,y,z)dF://deF,

wobei F die Fliiche z =22 +ymit 0 <2 <1, -1 <y <1 ist.
Losung:

Die Fliche F ist hier gegeben als Graph der Funktion g(z,y) = 2? + y. Damit konnen
wir die Formel aus Aufgabe 17.2 anwenden mit den Festlegungen

und wir erhalten wegen g, = 2u, g, =1

|Zy X Ty = /92 + 92+ 1 =Vdu2 +1+1.

Damit folgt mit

B={(u,v)eR*:0<u<1,-1<v<1}

//ff(x,y,z) dF

// xV4u? + 2 dudv

B
1,1

= //uv4u2+2dudv
~1Jo
1 1

= /dv-/ uvV4u? + 2du
-1 0

= 2-1u(4u2+2% du
Setze t = 4u? + 2 = dt = Sudu
u=0=t=2, u=1=1t=6

= Q/Gt%dt—l 2]
8/, 403,

1
= (62 —2%) = 1.978085



17.4 Sei F die Halbkugelfliche

Fi={(z,y,2) e R*: 2 + > +2° =1, 2> 0.}

Sei f(z,y,z) := x?y* z. Berechnen Sie das Oberflichenintegral

//ff(:z:,y,z)dF.

Wieder benutzen wir Kugelkordinaten, das bietet sich bei Kugelflichen geradezu an. We-
gen r =1 ist

Losung:

x=cosa-sinf3, y=sina-sinf, z=cosf, 0 <a<2m,0<4< g
Damit ist
%Xg—g = gin .
Mit
B={(u,v) € R*: 0 < u<2r, ngugg
folgt dann

[ rezar =[] fat.po). o
27 5
= / / cos? o - sin? 5 - sin? 3 - sin® v - cos 3 - sin 3 d B3 da
o Jo

2 5
= / / sin® 3 - cos® v - sin? o - cos 5 df da
o Jo

wegen fester Grenzen konnen wir den Integranden trennen

5 2m
= / sin5ﬁ-cosﬁdﬁ-/ cos® o - sin® a dov
0 0
Jetzt ist der Rest reine Schulmathematik. Fiir das linke Integral setzen wir

t=sinf = dt =cos3dp,3=0=1t=0, ﬁzgzwf:l

und es folgt

!

0

3 1 16
/ siHSB-COSﬁdB:/ tdt = —
0 0 6




Zur Berechnung des rechten Integrals miissen wir noch etwas tiefer in die Trickkiste pa-
cken. Wir verwenden das sog. Additionsteorem, das Sie aus der Schule kennen:

sin(e +J) = sine - cos§ + cose - sind.

Wenn wir hier € = § =  setzen, folgt die Gleichung

sin2y = 2 -sinvy - cos .

Aus dem zweiten Additionstheorem

cos(e +9) = cose - cosd + cose - sind

folgt zusammen mit der Formel
sin?y 4 cos?y =1
die Gleichung

.9 l—cos2y
sin W—T.

So erhalten wir

sin?2y 1 —cosdy

2 2
cos™y - sin®y = — g

Damit folgt fiir das rechte Integral

27 27
1 4
/ cos? v - sin®ada = / (— _ s a) do
0 0 8 8

1 27 1 27
= —-/ da——-/ cosda do

8 Jo 0
21 sinw 2

8 8 1,

T T
fry —_ 0 = —

4 4

Damit ergibt sich fiir das gesamte Integral
1 =« T
dF == . — = —



Lésungen zu Ubung 18

18.1 Sei F die Oberflache der Einheitskugel

Fi={(v,y,2) e R® :2? +¢* + 2> = 1.}

Sei

flz,y,2) =2 +y* + 2% 77 der Normaleneinheitsvektor an F.

Berechnen Sie das Integral

//fgrad f(z,y,2) -7 dF.

Losung:

Zuerst miissen wir uns den Normaleneinheitsvektor 77 an die Kugelfliche beschaffen. Das
ist aber recht einfach. Wir erinnern uns, dass bei jeder Kugel der Radiusvektor vom
Mittelpunkt der Kugel senkrecht auf die Oberfliche auftritt. Bei der Einheitskugel, deren
Mittelpunkt im Koordinatenursprung liegt, ist der Radiusvektor der Vektor

7= (x,y, 2).

Dieser zeigt also bereits in Richtung senkrecht zur Fliche. Da wir die Eineitskugel be-
trachten, ist die Lange dieses Vektors auch bereits 1, er ist also normiert.

Jetzt braucen wir noch den Gradienten der Funktion f:

of of 0
grad f(z,y,2) = (8_£’ 8—];, a—ﬁ) = (2z,2y,22)

Damit konnen wir das Integral l16sen.

[[ rad sy iar = [[ o029 @v2ar
F F
= //2x2+2y2—|—222dF
f
= 2// dF =247 = 87
f

Dabei haben wir im letzten Teil wieder die Einheitskugel, also 2% + 4% + 22 = 1, und den
aus der Schule bekannten Flicheninalt der Kugel O = 47 - r? einbezogen.



18.2 Sei F die Oberflaiche der Kugel vom Radius a > 0:

Fi={(z,y,2) e R*: 2 + > + 2> =d®, a>0.}

Sei

Uz, y, 2) = (z,9, 2).

Berechnen Sie den Fluss von ¢ durch die Flache F.
Losung:

In dieser Aufgabe haben wir eine Kugel vom Radius a > 0 zu betrachten. Wir legen
wieder ihren Mittelpunkt in den Koordinatenursprung. Dann ist der Normalenvektor

ﬁ = (x7y7 Z)?

und der Normaleneinheitsvektor

. 1
no = E ’ (l’,y,Z).

Damit konnen wir das Integral berechnen:

// f(e,y,2) 71 dF = //(!E,y,Z)-MdF
d F a
2 2 2
- //MM
F a
CL2
= _// dF:a'47Ta,2:47r'a3
a JJr



