Ubungen zu Integralsiitzen

Lésungen zu Ubung 19

19.1 Sei V € R? der Einheitswiirfel

Vi={(r,y,2) e R*: 0 < w,y,2 < 1.}

Verifizieren Sie fiir

17(1‘7’3/, Z) = (4$27 —yQ,’yZ)

den Gaufischen Divergenzsatz.
Losung:

Verifizieren bedeutet, dass wir an diesem Beispiel iiberpriifen wollen, ob der Divergenzsatz
von Gaufl auch wirklich stimmt. In diesem Satz steckt die Formel, die wir hier mit ¢ statt

f aufschreiben:
/// div J(Z) dV = // U(Z) - ndF.
1% F

Wir rechnen also jetzt die linke Seite und die rechte Seite dieser Formel getrennt aus und
hoffen (natiirlich sind wir sicher), dass beide Male dasselbe herauskommt. Dann haben
wir die Formel nicht falsi-, sondern verifiziert.

Berechnung der linken Seite:

Als erstes berechnen wir die Divergenz der gegebenen Funktion

U(l‘7ya Z) = (Ul(%yyz),%(xa972)703(%972) = (4$27 _y27yz)

nach Formel (10.1) von Seite 161:

0 0 0
div v(z,y, z) = %—i—alyz—l—% =4z —2y+y
Dann rechnen wir zunéchst geméf Formel (8.1) von Seite 142 und dann weiter nach
Formel (7.2) von Seite 130:
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///Vdivﬁ()dv _ ///V[4z—2y+y]dv
_ /01/01/01(4z—y)dzdydx
_ /01/01(222—yz)
_ /01/01(2—y)dydx
)
e

Dieses war der linke Streich, doch der rechte kommt sogleich:

1
dy dx
0

Berechnung der rechten Seite:

tz

e B
Als Flache haben wir hier die
gesamte Obefliche des Ein- D E
heitswiirfels, wie wir ihn rechts
gezeichnet haben. Bitte verfolgen 0 A -
Sie mit Finger oder Bleistift 1 Yy
die einzelnen Flachen in der 1

folgenden Aufteilung: / G F
x
LR e R oy (e
F DEFG ABCO ABEF 0GDC BCDE AFGO

Wir miissen jedes Integral einzel ausrechnen, denn wir miissen jedes Mal den Normalen-
vektor richtig dazunehmen. Es muss immer der nach auflen gerichtete Normaleneinheits-
vektor sein, wenn wir bitte den Satz von Gaufl genau lesen.

Betrachten wir die Fliche DEFG. Es ist die vordere Fliache in der Ebene x = 1. Die
z-Richtung zeigt ebenfalls nach vorne, also ist

i = (1,0,0).

Damit folgt:



1,1 1
// (4az, —y*,yz) - (1,0,0)dF = / / dzdydz = / 4z dz
DEFG o Jo 0

422"
) '
2 0

Das geht jetzt munter so weiter.
Fiir die Flache ABCO0 ist x = 0 und 7 = (—1,0,0) und damit

11
// (4$z,—y2,yz)-(—1,O,O)dF:/ / —4-0-zdydz = 0.
ABCO o Jo

Fiir die Flache ABEF ist y = 1 und 7 = (0,1,0) und damit

1
// (4xz,—1,2)-(0,1,0)dF = / —1ldxdy
ABEF o Jo
1

1
1 1
0 0 0

Fiir die Flache OGDC ist y = 0 und 7 = (0, —1,0) und damit

1
// (4xz,0,0)-(0,—1,0)dF:/ / Odxdy = 0.
0GDC o Jo

Fiir die Flache BOCDFE ist z = 1 und 7 = (0,0, 1) und damit

1,1
// (42, -y y) - (0,0,1)dF = //ydwdy
BCDE 0o Jo
1 1,2
Y
/0 0o 2

Fiir die Fliache AFGO ist z =0 und 7 = (0,0, —1) und damit

1 1
// (0,—y2,0)-(0,0,—1)dF:/ / 0dx dy = 0.
AFGO 0 0

Jetzt miissen wir zu7m Schluss alle Werte der sechs Flachen aufsummieren:

1

0

1
// U(f)-ﬁdF:2+0+(—1)+0+—+0:§
F 2 2



19.2 Verifizieren Sie den Divergenzsatz von Gauf fiir folgende Funktion:
W, y,2) = (4w, =2%, 2%)
auf V= {(x,y,2) € R3:22+42<4,0<2< 3.}

Loésung:
Das ist nur eine ein klein wenig gednderte Aufgabe, wir konnen also einfach losrechnen.

Berechnung der linken Seite:

/// dividrdydz = ///(4—4y+2z)dacdydz

v
/ / / (4 —4y + 22)dzdydz
—2J—Va—z2

= &4m.

Berechnung der rechten Seite:

Wir zerlegen das Oberflichenintegral in drei Anteile:

Dabei sei F} die Grundflache, F» die Oberfliche und F3 der Mantel des Zylinders.

Zu Fi . ﬁ:—53,6ﬁ20:>ffFll7ﬁdF1:0
Zu Fy ﬁ:gg,ﬁﬁ:9:> ffF217'ﬁdF2:9ffF2dF2 = 36m.

Zu Fs : Zur Bestimmung des Normalenvektors an die Mantelfliche berechnen wir zunéchst
den zweidimensionalen Normalenvektor 7y an den Grundkreis des Zylinders:

1
grad (x2 + y2) = (22,2y) =TIy = =

5(@y).

Damit lautet der Normalenvektor 77 im Punkt (z,y, z) des Zylindermantels

i(z,y,2) = =(z,y,0) = 7.7 = 22> —y>.

2
Setze x = 2cos?,y = 2sin) = dF3 = 2dJ dz

// v-ndFy = / / 2(2cos¥)? — (2sin1)?]2 dz dv
F3 V= 2=0

= / (48 cos® 1) — 48sin® V) di) = 487.
0

Aufsummieren fiithrt zum selben Ergebnis wie oben.
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19.3 Verifizieren Sie den Satz von Stokes fiir die Funktion

f(x,y,z) = (2x - Y, _y227 _y2 Z)'

Dabei sei F die obere Halbkugelfiiche mit Radius R > 0 um den Nullpunkt und n der
nach aufSen gerichtete Normaleneinheitsvektor. Aufen seien dabei alle Punkte des IR® mit
z >0, deren Abstand von (0,0,0) grifler als R ist.

[Hinweis: Die Berechnung des Oberflichenintegrals muss nicht zu Ende gefiihrt werden.]
Losung:

Die Formel im Satz von Stokes entnehmen wir dem Buch, Formel (10.4) auf Seite 164:

//;mt f(x’y’z)‘ﬁdF:/ﬁf(x,y,z)-Fds.

Wir sollen wieder verifizieren, also versuchen wir, beide Seiten dieser Formel zu berechnen
und hoffentlich das gleiche Ergebnis zu erhalten.

Berechnung der linken Seite:

Wir wéahlen die Parameterdarstellung der Kugel wieder mal mit Polarkoordinaten. Sei
also

7= (z,y,z)
mit
. ) ) T
xr=R-sinu-cosv,y =R -sinu-sinv,z = R-cosu O§u§5,0§v§2ﬂ

Dann ergibt sich

7 _ 2 2
flwy,z) = Qu—y,-yz",—y 2)
= (2Rsinucosv — Rsinusinv, —Rsinusin vR? cos u, —R? sin® u sin® v R cos u)

Geméaf Formel (9.4) berechnen wir zur Bestimmung des Normalenvektors #,, und &,:

7, = (Rcosucosv, Rcosusinv, —Rsinu)

7, = (—Rsinusinv, Rsinucosv,0)
Hieraus miissten wir jetzt den Normalenvektor gemé&fl

n =Ty X Ty

berechnen. Wenn wir aber diese Formeln alle zusammen betrachten, so erkennen wir, dass
jetzt eine grofle Rechnerei einsetzen wird. Dabei werden wir sicher viele Vereinfachungen
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durch trigonometrische Formeln ausnutzen kénnen, aber es ist doch recht langwierig und
dadurch langweilig, vor allem deshalb, weil wir ja eine andere Moglichkeit kennen. Wir
berechnen einfach die rechte Seite, was leichter geht.

Berechnung der rechten Seite:

Die Randkurve k ist ein Kreis in der (x, y)-Ebene mit Radius R. Wir wihlen als Parameter

x = Rcost,y = Rsint,z =10

und erhalten

—

f(z,y,2) = (2Rcost — Rsint,—Rsint -0, —R?sin®t - 0)
(2Rcost — Rsint,0,0)

Als Tangentenvektor erhalten wir

- d d
t= (%(Rcost),a(}%sint)) = (—Rsint, Rcost,0).

Damit folgt

2w
/ (z,y,2)-tds = / (2Rcost — Rsint,0,0) - (—Rsint, Rcost,0) dt
K 0277
= / (—2R?costsint + R*sin*t) dt
0

2 2T
= —2R2/ sint - costdt—l—R2/ sin®t dt
0 0

_ —2R2/2ﬂ8i22tdt+R2-/2ﬂ1_0082tdt
0 0

2
o 1, cos2t OR2 R* 1 o
= —2R°- —(— )|+ = ldt — — - —- sin 2t
. 2 2 7y 2 Jo 22 0
=0 =rR? =0

= 1R?

Hier haben wir trefflich das Additionstheorem fiir sin und cos eingesetzt:

sin(aw + 8) = sinacosf + cosasin 3

cos(a + ) = cosacosf —sinasin
Daraus ergeben sie die Formeln, die man auch leicht in Formelsammlungen nachlesen kan

1 — cos2a
sin(2a) = 2sinacos a, sin a = —



19.4 Berechnen Sie unter geschickter Ausnutzung des Satzes von Stokes das Oberflichenintegral

//]: rot f(x,y, z) -1 dF.

‘]?(ZL',y7Z> = (3y7 —Z ZayZQ)

Dabei sei

und F das nach oben gedffnete Paraboloid

F={(z,y,2) € R*: 2z = 2® + ¢?, beschrinkt durch Z = 2}

und 1 sei der nach auflen gerichtete Normaleneinheitsvektor.
Losung:

Aus dem Satz von Stokes entnehmen wir die Formel

//;mt ﬂx’y’z)‘ﬁdFZLf(w,y,z)-Fds.

Links steht ein Oberflichenintegral, rechts ein Kurvenintegral. Interessiert sind wir an
dem Oberflachenintegral, was aber in der egel recht kompliziert auszurechnen ist. Zum
Gliick konnen wir uns das leichtere Kurvenintegral vornehmen. Dazu miissen wir uns jetzt
Gedanken {iber die Orientierung und den Tangengtenvektor machen.

Laut Aufgabe ist die Fldche F ein
nach oben offenes Paraboloid, wie wir
es rechts angedeutet haben. Stellen
Sie sich eine Schiissel vor. F ist die
Schiisselaulenhaut. Nach oben wird die
Schiissel begrenzt durch die Ebene z =
2. Der obere Rand ist also ein Kreis.

Festlegung der Umlaufrichtung: Jemand, der in Richtung 7, also Fiifle auf dem Randkreis,
Kopf bei der Pfeilspitze, steht, muss in Richtung der Pfeile auf dem Kreisrand entlang
laufen, damit die duflere Schiisselfliche zur linken liegt. Auflen wird dabei durch die
Richtung des Nornmalenvektors definiert.

Dann ist k& der Kreis mit Radius 2, also 2 + y* = 4. Wir wihlen die Parametrisierung

r=2cosp, y=2sinp,0 < p < 2.

Aber Achtung. Wegen der Umlaufrichtung miissen wir beim Integral als untere Grenze
27 und als ob ere Grenze 0 wihlen, denn wir laufen ja von oben gesehen im Uhrzeigersinn
um den Kreis herum. Jetzt konnen wir losrechnen:



0
/ (z,y,2) - tds = / 3(25ingp,—2cosgo-2,251ngp-22)-<
K 2

T

de dy dz
7y 1 v 7 dg&
do de dp

0
= /3(23ing0,—4cosg0,881ng0)-(—QSingp,Qcosgp,O)dgo
2

T

0
= / (—12sin? ¢ — 8 cos® ) dyp
2

Y

2 2
= / 12sin2g0d<p—|—/ 8 cos? p dyp
0 0

27 2w 2 2
1 1 2
= 12/ —dgo—l—/ congodgo+8/ —dg0—|—8/ s SOalgp
0o 2 0 0o 2 0 2

12r —0+87+0
207

Wie in der vorigen Aufgabe haben wir auch hier aus den Additionstheoremen und aus
sin? ¢ + cos? ¢ = 1 folgende Formeln abgeleitet und benutzt:

sin®p =1—cos?p =1 — cos2p — sin® ¢,
also

1 —cos2¢p s  1+cos2p

.92 -
sin® o = 5 , COS” @ 5



