Ubungen zu Splines

Lésungen zu Ubung 20

20.1 Gegeben seien in der (x,y)-Ebene die 13 Punkte:

x| —6|—=5|—-4|-3 -2 -1 0 1 2 314(5|6
vl 1111 [1+vh[1+v8[4|14+v8|14+vVE|1|1]1]1
(a) Skizzieren Sie diese Punkte.

(b) Stellen Sie zur Berechnung des Polynoms p(x), welches diese Punkte interpoliert,
das zugehorige lineare Gleichungssystem auf.

(c) Bestimmen Sie (exemplarisch fiir drei Punkte) den zugehdorigen linearen Spline, der
diese Punkte interpoliert, und skizzieren Sie das FErgebnis.

Loésung:
Zu (a):

Die Daten beschreiben den Querschnitt durch einen Tunnel. Besonders hinterhéltig ist
der senkrechte Anstieg bei x = —3 und = 3. Da hat natiirlich jede Interpolation ihre
Probleme.

Zu (b):

Wir benutzen die Definition 11.1. Mit dem allgemeinen Ansatz
p(r) = ap + a1x + agx® + - - - + aya”

erhalten wir die folgenden N + 1 Gleichungen:

p(.TU) = ag+a1xg+ CEng 4+ .4 CleéV =
p(x1> = a0+a1x1+a2x%+"'+G/N§U{V:y1
p(ra) = ag+aze + asxi+ - +anzd =y,
p(fEN) = a0+a1$N—|—a2x?V—|—...+aNx%:yN
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In diesen Ansatz setzen wir obige Punkte ein und erhalten mit N = 12 das System

p(=6) = ag+ ai(—6) + as(—6)? + asz(—6)* 4+ --- + app(—6)?* =1
p(=5) = ag+ai(=5) +ax(=5)" + az(=5)° + - +an(=5)"* =1
p(—4

= ap+ai(—4) +ay(—4)* +az(—4)> + - Fap(-4)P =1
p(l) = Cl0+a11+a212+a313+---+a12112:\/§+1

p(6) = ag+ a6+ ay6? + as6® + - 4 a6 =1

Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit 13 Gleichungen fiir die 13 Unbekannten aq, . . . , 1.
Zu (c):

Wir haben den zugehorigen lineare Spline eingetragen. Eine explizite Berechnung der
Geradenstiicke fithren wir in der néchsten Aufgabe vor.

Y4

4

20.2 Betrachten Sie die Funktion

f(z) =2, x e [-1,1].
(a) Bestimmen Sie den linearen Spline Li(x), der f in den drei Knoten xog = —1, 11 =0
und xo = 1 interpoliert.

(b) Bestimmen Sie den linearen Spline Lo(z), der f in den finf Knoten o = —1,
x1=—1/2, 29 =0, 3 = 1/2 und x4 = 1 interpoliert.

(c) Skizzieren Sie das Ergebnis.

(d) Was konnen Sie iiber den Fehler
sup |f(z) — L(z)]
[7171]

aussagen, wenn L(x) der lineare Spline ist, der bei dquidistanten Stitzstellen die
Funktion f fir h =1, h=1/2 und h = 1/4 im Intervall [—1, 1] interpoliert?



Losung:

Zu (a):

Hier sind uns die Interpolationsstellen nur indirekt gegeben. Wir suchen einen linearen Spline
L(z), der folgender Wertetabelle geniigt:

z; | —1]0]1
Flay | 1]o01

Wir betrachten zuerst das Intervall [—1,0), in dem wir unsere gesuchte Funktion L (z) nennen.
Sie mochte bitte erfiillen:

Li(=1) =1 und Ly(0) =0

Man kann diese Funktion zwar riechen, aber wir wollen algorithmisch vorgehen, damit das
ganze spater vielleicht programmiert werden kann. Daher machen wir den Ansatz:

Ll(ZB) =ag + bo(iv — .CE()) = ag + bo(ﬂf — (—1))

Sofort erhalten wir

Daraus ergibt sich

ap =1 und by = —1.

Unsere gesuchte Teilfunktion im Intervall [—1,0) lautet also

Li(z)=1+(-D(z—(-1)=1—-2z+1= -z

Wie gerochen, ist das die Winkelhalbierende im zweiten Quadranten. Wir werden in (b) noch
einmal die Rechnung vorfiihren, hier sei das Ergebnis angegeben:

—z in [-1,0)
L(x):{ x in [0,1)

Zu (b):
Fiir diese Aufgabe brauchen wir folgende Wertetabelle, die wir leicht aus der gegebenen Funk-
tion f(x) = z* berechnen:

z; | —1]—1/2]0] 1/2 [1
Flx) | 1 [1/16 |0 1/16]1

Wir werden jetzt noch einmal ein Stiick des linearen Splines berechnen, aber dann mag es auch
genug sein.

Im Intervall [—1,—1/2) wollen wir die Gerade berechnen, die bei —1 den Wert 1 und bei —1/2
den Wert 1/16 hat. Dazu der Ansatz:

Li(x) = ag + bo(z — (—1))
Aus Li(—1) = 1 folgt sofort ag = 1. Aus Ly(—1/2) = 1/16 folgt dann

Li(=1/2) =1/16 = 1 + by/2 => by = —15/8
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Also ist

2

Genau so machen nwir das fiir die anderen Teilintervalle und erhalten

Lo(z) =1— %(x +1) in {—1, —1) |

1-B@+1) in [-1,-3)
L —i(r+3) in [
L= B Eel
8 72
L+ B@-1 i [}1]

Ein Wort noch zu der etwas merkwiirdig anzusehenden Bezeichnung der Intervalle. Eckige
Klammer bedeutet, dass der Randpunkt zum Intervall gehért, runde Klammer meint, Rand-
punkt gehort nicht zum Intervall. Wir wollen in der Erklarung der Splines keine Punkte doppelt
auftreten lassen. Obwohl wir stets darauf achten, dass die Splines stetig sind, also im Innern an
den zusammentreffenden Intervallgrenzen gleiche Werte haben, wollen wir doch jeden Punkt
fiir die Funktion nur einmal vorgeben. Ganz rechts kann dann das letzte Intervall abgeschlossen
sein.

Zu (c):

In der folgenden Skizze haben wir die gegebene Funktion f(z) = z* und den linearen Spline zu
(a) und (b) eingetragen.

|

1 3/4
+2/4

+1/4

| | |
T

l T T
1/4 2/4 3/4 1

Zu (d):

Hier beziehen wir uns auf den Satz 11.4 und die Formel (11,11) dieses Satzes. Von der Funktion

f(x) = x* berechnen wir die zweite Ableitung und dann deren Supremum im Intervall [—1, 1]:
f"(x) = 122% — sup [-1,1]| f"(z)| = 12

Damit erhalten wir nach Formel (11,11):



12

h=1 = sup[—1,1]|f(x)—L(:C)|§§:1.5
1 12

h:§ = sup[—1,1]|f(z) — L(z)| < 3—2:0.375
1 12

— - 1,1 C L) < — =0.

h riing sup [—1,1]| f(z) ()] < 198 0.09375
1 12

= — — — < ——7=0.

h 00 = sup [—1,1]|f(z) — L(z)| < 20000 0.00015

Man sieht deutlich, wie sich die Annéherung verbessert bei kleinerem Stiitzstellenabstand.



Lésungen zu Ubung 21

21.1 Ist die Funktion

T x € [—4,1)
f@):=¢ -1-2-22+3  ze[1,2)
3 x € [2,4]

ein Hermite-Spline in Si? Begriinden Sie Ihre Aussagen.

Losung:

Wir priifen die Bedingungen, die in Def. 11.4 genannt sind, nach, miissen also priifen, ob

[ €83(—4,4) ist.

(a)
(b)

f muss stiickweise ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich 3 sein. Das sieht man
durch Hingucken.

f muss im gesamten Intervall [—4, 4] stetig sein. Innerhalb der Teilintervalle (—4, 1),
(1,2) und (2,4) ist das unproblematisch. Wir miissen uns nur iiberzeugen, dass an
den Intervalliibergéingen, also bei 1 und bei 2 die Stetigkeit von f gewé&hrleistet ist.
Dazu berechnen wir den Funktionswert f(1), indem wir uns der 1 von links und von
rechts her néhern, und nennen die beiden Werte f(1_) und f(1,).

Im Intervall [—4, 1] haben wir f(z) = z, also ist dort f(1_) = 1.

Im Intervall [1,2] haben wir f(z) = —1 - (2 — 2)? + 3. Wir setzen ein:
1 3
I)=—2-1)2+=-=1
) =517+ =1,

also derselbe Wert wie im linken Teilintervall. Daher ist hier schon mal ein stetiger
Ubergang.

Jetzt zur Stelle z = 2. Im Intervall [1, 2] haben wir f(z) = —1 - (2 —2)? + 2, also ist
dort f(2_)=—-3(2-2)+2=3.
Im Intervall [2,4] haben wir f(z) = 3, also ist f(24) = 2, so wie es auch im linken
Teilintevall herauskam.

Also ist f sowohl bei z = 1 als auch bei z = 2 stetig.

Dasselbe untersuchen wir jetzt fiir die erste Ableitung.

1 v € [—4,1)
flx)=¢ 2—x z€ll,2)
0 x € [2,4]

Aber Achtung: Das ist nur stiickweise die erste Ableitung. An den Intervalliibergéngen
wissen wir noch nichts. Das priifen wir so wie oben. Hier folgt ziemlich leicht

fa) =1, fy)=2-1=1,

also Ubereinstimmung und damit Differenzierbarkeitkeit bei z = 1.



fl2-)=2-2=0, f(24)=0,

und auch hier Ubereinstimmung, also ist f auch bei z = 2 differenzierbar.

Aus (a), (b) und (c) folgern wir, dass f € C* und damit in S} ist.

Kleine Bemerkung: Wir kénnen sehr leicht stiickweise die zweite Ableitung hinschreiben:

0, zxze€[-41)
f(z) =< —1, zr € [l1,2)
0, z€l24]

Das ist offensichtlich keine stetige Funktion mehr. f ist also kein kubischer Spline aus S2,
wie wir sie im Abschnitt 11.5 betrachten.

21.2 Welche der folgenden Funktionen ist ein Hermite-Spline in Si ¢

(a)

f(x>:{x3—1 z e [-1,3]

3% — 1 z € [3,1]

(b)

Losung:

Beide Funktionen unterscheiden sich in der Zuordnung der Intervalle.
Zu (a):

() Offensichtlich ist f stiickweise ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich 3. Sie

sollten iibrigens nie das Wort ’Polynom’ vergessen, wenn Sie vom Grad sprechen.
Nur bei Polynomen gibt es den.

(8) Wir untersuchen die Funktion auf Stetigkeit. Hier ist nur die Stelle z = 1

5 7u be-
trachten. Es ist aber

Faj2) =51 FO2)=3 -1

Das sind verschiedene Werte, also ist f bei z = % nicht stetig.

Damit ist f auch kein Hermite-Spline.
Zu (b):

(a) Leicht zu sehen, dass f stiickweise ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich 3 ist.
(B) Stetigkeit bei x = 0:

f(0-) = =1=f(04)



(v) Differenzierbarkeit bei x = 0:

ro={ o Ly = re)=o=ro

Damit ist f ein Hermite-Spline f € Si.

Schon im Vorgriff auf den néchsten Abschnitt 11.5 zeigen wir noch schnell, dass f auch
zweimal differenzierbar ist:

" . 6x T e [_LO] I N
ro={%  sehy” = reo=o=ro
Damit ist f sogar ein kubischer Spline. Aber wegen
f"(=1)=—=6#0und f"(1) =18 #0

ist f kein natiirlicher kubischer Spline.

21.3 Konnen a und b so bestimmt werden, dass die Funktion

(r—2P3+a-(z—1)> z € [0,2]
flz) == (x —2)3 — (z — 3)? x € [2,3]
(x =33 +0b-(z—2) x € [3,5]

ein Hermite-Spline in S ist? Begriindung!

Losung:

(o) f ist stiickweise ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich 3, o.k.
() Wir priifen die Stetigkeit:

F@) =a, f20) = (-1 =1
Daraus ergibt sich zwingend, dass
a=-—1
sein muss. Nur fiir diesen Wert haben wir Stetigkeit. Analog
fB)=1, fBy)=b=1>b=1.

Damit sind unsere Parameter festgelegt.

(v) Jetzt priifen wir, ob f mit diesen Parametern differenzierbar ist. Stiickweise ist

3x—2)??—2-(xz—1) z €[0,2]
Flz) =4 3(x— 2)2 — 2(x — 3) z € [2,3]
3z —3)°+2 (x—2) z € [3,5]



Dann folgt

) = -2 (20 =42
F3) = 3. f(3.)=2

Das sind verschiedene Werte, also ist f mit diesen Parametern nicht differenzierbar.
Daher konnen wir die Parameter nicht so bestimmen, dass f ein Hermite-Spline in

81 wird.
21.4 Zeigen Sie, dass die Interpolationsaufgabe mit Hermite-Splines genau eine Lisung besitzt.
Loésung:

Schauen Sie sich dazu bitte die Skizze auf Seite 184 an. In jedem Teilintervall suchen wir
ein Polynom hoéchstens 3. Grades, geben dazu vier Werte vor, ndmlich die Funktionswer-
te und die Ableitungswerte am linken und rechten Rand des Teilintervalls. Durch vier
Vorgaben ist ein Polynom vom Grad hochstens 3 aber eindeutig festgelegt.

Weil wir an den inneren Stiitzstellen sowohl die Funktionswerte als auch die Ableitungs-
werte vorgeben, werden diese Werte auch von den beiden Polynomen, die dort zusam-
mentreffen, eingehalten. Also ist der entstehende Spline aus Si.

Durch diese Vorgaben gibt es also genau einen Hermite-Spline.

21.5 Der Hermite-Spline H?, 0 < i < N, sei gegeben durch die Vorgaben

HY(z;) =1, H(z;) =0, j#i, 3=0,1,...,N
HY () := 0, HY(x;) =0,  j#i, j=01,....N’

der Hermite-Spline H}, 0 < i < N, sei gegeben durch die Vorgaben

H}(z;) =0, H}(z;) =0, j#i, j=0,1,...,N
HY (2) =1, HY(z;) =0,  j#i,j=0,1,...,N~
Skizzieren Sie qualitativ beide Funktionen.
Losung:
1+

0.6 - ///

0.4

0.2

| | | |
O1 1.2 14 1.6 1.8 2 2.2 24 2.6 2.8 3

Der Graph der Basisfunktion H?(x), wobei wir die Stiitzstellen z; ; = 1, z; = 2 und
Zir1 = 3 gewdahlt haben.



0.15
0.1r
0.05 -

I

-0.05 -

-0.15 | | I | | | | | |
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

Der Graph der Basisfunktion H}(z), wobei wir wieder die Stiitzstellen z;_; = 1, z; = 2
und x;41 = 3 gewdhlt haben.

21.6 Gegeben seien folgende Werte einer ansonsten unbekannten Funktion f:

|01 2 3
f@) 01 =1 0
Fla)0 1 -1 1

Bestimmen Sie den Hermite-Spline H(x), der diese Werte interpoliert.
Losung:

Das haben wir in Beispiel 11.3 auf Seite 185 ausfiihrlich vorgerechnet, kénnen uns also
lurz fassen. Diese Aufgabe dient reinem Ubungszweck.

Wir arbeiten in den einzelnen Teilintervallen, beginnen

im Intervall [0, 1):

Ansatz: H(x) = ag+ by - v +co-2° +dy - 2°

Damit ist

H'(x) = by + 2co - & + 3dy - °

H(0) =0=>ao=0,H(0)=0= by =0

H(1) = 1=1=c¢y+do
H'(1) = 1=1=2c+ 3dy

Daraus folgt durch sehr leichtes Ausrechnen

dg = —1,00 = 2.

Also ist
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im Intervall [-1,0) :  H(z) = 22* — 32°

Im Intervall [1,2):

Ansatz: H(z) =a; +by - (x — 1) 4+c1- (v —1)* +dy - (z —1)°

Damit ist

H'(z) =b +2¢; - (x — 1)+ 3d; - (x — 1)?

H(l):1:>a1:1,H/(1):1:>b1:1

H2) = -1= -1=1+1+4¢+4d
H(2) = —1=—-1=1+2¢,+3d;

Daraus folgt durch sehr leichtes Ausrechnen

dl = 4, C1 = —7.

Also ist

im Intervall [0,1): H(z)=1+(z—1)—7(x —1)* +4(z — 1)°

Im Intervall |2, 3):

Ansatz: H(z) =ay +by- (v —2) +co- (v — 2 +dy - (. — 2)°

Damit ist

H'(z) =by+2cy - (v —2) +dy - (w — 2)°

H2)=-1=ay=—1,H((2)=—-1=by=—1

HB3) = 0=0=—-1-14+c+d
H,(3) = 1:>1:—1—|—202—|-3d2

Daraus folgt durch sehr leichtes Ausrechnen

dg = —2,02 =4.

Also ist
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im Intervall [-1,0):  H(z)=—-1—(z —2) +4(z — 2)* — 2(z — 2)°

Wir fassen das Ergebnis zusammen:

2% — 13 z€[0,1)
H(z)={ 1+@-1) -7 -1)*+4(x - 1) T €[l,2)
—1—(r—=2)+4-(z—2)*-2(x—2)® z €23

21.7 Betrachten Sie die Funktion

f(z) = 2%, z e [—1,1].
Angenommen, wir interpolieren diese Funktion mit einem Hermite-Spline H(x),
(a) indem wir die Stiitzstellen —1,0,1,

(b) indem wir die Stitzstellen —1,—1/2,0,1/2,1,
(¢) indem wir die Stitzstellen —1,—3/4,—1/2,—1/4,0,1/4,1/2,3/4,1

benutzen. Was konnen Sie jedes Mal iiber den Fehler

sup | f(z) — H(z)]

z€[x0,xN]
aussagen?

Losung:
Hier konnen wir auf die Vorarbeit in Aufgabe 20.2. aufbauen. Wir miissen nur die Formel
(11.19) aus Satz 11.6 anwenden. Sie lautete:

4

- H < = . (iv)
max |f(@) = H(z)] < 5o7 - max |f7(2)]
Wegen f(¥)(x) = 24 ist auch max_y 7 | f@)(2)| = 24.
Zu (a):

Mit den Knoten zyg = —1, 1 = 0 und x5 = 1 ist A = 1. So folgt:

max | f(z) — H(z)| < == = 0.0625

[-1,1] — 384
Zu (b):
Hier ist h = % und damit
|f(z) — H(z)| < 2 0.00390625
m — -0
A Y= 76384
Zu (c):
Hier ist h = i und damit
|f(x) — H(x)| < 2 0.00024414
max | f(x) — H(z e —
[-1,1] — 256 - 384

Wir sehen, wie sich die Anndherung bei kleiner werdendem Stiitzstellenabstand verbessert.
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Lésungen zu Ubung 22

22.1 Berechnen Sie mit dem Algorithmus von Seite 191 jeweils den natirlichen kubischen Spli-
ne K, der
(a) f(z) =x* in den Punkten xo = —1, z1 = 0, 3 = 1 interpoliert,
(b) der folgenden Wertetabelle geniigt:

x |[—2[—-1]0] 12
Fx) 10270510502

Losung:
Zu (a)
Geméf Aufgabenstellung konnen wir die folgende Wertetabelle aufstellen:
z, |—1]0]1
flz))] 1]0]1

Gesucht ist demnach ein Spline

K(z):[-1,1] = R mit K(-1)=1,K(0)=0,K(1) =1,
der sich in den beiden Teilintervallen als Polynom dritten Grades darstellt, aber insgesamt
aus C? ist. Wir machen den Ansatz:

K(z) = ag +bo(x+1) +co(x+1)* +do(x+1)%, z€[-1,0]
a; +bx +ci2? +dy 23, r €[0,1]

Damit steigen wir in den Algorithmus ein:

Man erhélt sofort ag =1, a; =0, ay = 1.

Zur Aufstellung des Gleichungssystems beachten wir zunéchst:
ho = hy = 1.

Dann wollen wir einen natiirlichen Spline berechnen. Das fiihrt uns zu den beiden weiteren
Vorgaben:
Cop = Co = 0.

Damit bleibt nur noch eine Gleichung fiir das Gleichungssystem iibrig. Sie lautet:

3 3
Co+2€1<1+1)+02 = 1(1—0)—1(0—1):6,
T = 1.5

Die restlichen Koeffizienten sind nun direkt aus den Formeln unseres Algorithmus zu
berechnen:

1
by = (0-1)=2(15+2:0)=-1-05=-15,
1

b= (1-0)=3(0+2-1.5) =0,
1
dy = 3(15-10) =05,
1
di = 2(0-15)=-05.
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Damit ergibt sich das Resultat:

K(z) = 1 —15(x+1) +0(zx+1)* +0.5(x+1)% ze€[-1,0]
1 0 +0x +1.5z2 —0.523, z € [0,1]

oder ausgerechnet:
a? + 32, x e [-1,0]
2 _ 1.3

K@):{ 2, x e l0,1]

3 1
K(-1) = 5 (D45 (1) =1,
3024 L1.08 =
2 2
3 1
K1) = 5.12—§~13:1

Damit haben wir gezeigt, dafl die Interpolationsbedingungen erfiillt sind und der stetige
Ubergang bei 0 gewihrleistet ist, was wir mit der geschweiften Klammer angedeutet haben
— obere Zeile bedeutet linkes Intervall, untere Zeile rechtes Intervall. Priifen wir noch, ob
auch die Ableitungen bis zur zweiten Ordnung bei 0 stetig bleiben. Die geschweiften
Klammern deuten wieder an, dafl wir uns bei der oberen Zeile im linken Teilintervall, bei
der unteren Zeile im rechten Teilintervall befinden. Die Einsetzung x = 0 muf in beiden
Zeilen zum selben Ergebnis fiithren:

, B —1.5+3-0.5(z + 1)
Kle) = { 215z 30522
" B 6-0.5(x+1)
Ki=z) = { 2-1.5—6-0.5z
Setzen wir 0 ein, so ergibt sich jeweils in den Zeilen derselbe Wert 0. Schliellich sieht man
direkt, dafl die zweite Ableitung von K bei —1 und bei 1 verschwindet.
Zu (b)

Diesmal haben wir es mit vier Teilintervallen zu tun. Die Stiitzstellen liegen dquidistant,
also ist

h=1.
Fiir den gesuchten Spline machen wir den Ansatz:
K(z) = a; + bi(z — ;) + ci(x — 2;)* + di(v — x;)°
fir z € [z;,2;14], 1=0,1,2,3.
Fithren wir damit den Algorithmus durch, so folgt:
ap =02, a1 =05, as =1, a3 = 0.5, as = 0.2.

Wiederum wird ein natiirlicher Spline gesucht. Wir setzen also ¢y = ¢4 = 0. Dann
ergibt sich das Gleichungssystem:

co 42012 +c = 3(1—05)—3(05-0.2) = 0.6

¢ 44cs 4e; = 3(05—1)—3(1—0.5) -3
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Es handelt sich also in der Tat um drei lineare Gleichungen mit fiinf Unbekannten, wovon
wir zwei wegen , natiirlich vorgegeben haben. Das Gleichungssystem schreibt sich dann
als Tridiagonalsystem:

4 1 006
1 4 1(-3
01 406

Die Losung ergibt sich zu:
co=0, ¢ =0387, co=-0.9429, c3=0.3857.
Die weiteren Koeffizienten erhalten wir aus dem Algorithmus durch direkte Berechnung;:
by = (0.5-102)— %(0.3857) —0.1714,
bp = 1-05— %(—0.9429 +2-0.3857) = 0.55714,
by = 05—1— % (0.3857 + 2 - (—0.9429)) = 0,
bs = 0.2—-0.5— %(2 -0.3857) = —0.5571,
dy = %(0.3857) = 0.12857,
d = %(0.9429 —0.3857) = —0.4428,
dy = L (0.3857 — (—0.9429)) = 0.4428,

3

1
dy = 5(-0.3857) = ~0.12857.

So folgt das Ergebnis fiir den gesuchten Spline:

0.2+ 0.1714(z + 2) + 0 4 0.1285(x + 2)3 in  [-2,—1]
K(x) = 0.5+ 0.55714(x + 1) + 0.3857(x + 1)? — 0.4428(z + 1)* in  [-1,0]
B 1+ 0 — 0.94292? + 0.442823 in  [0,1]

0.5 — 0.5571(z — 1) + 0.3857(x — 1)2 — 0.12857(z — 1) in  [L,2]

?

22.2 Bestimmen Sie den natiirlichen kubischen Spline K, der die Sinusfunktion gemdfi unten

stehender (Niherungs-)Wertetabelle interpoliert, und berechnen Sie den Wert von K bei
r=1:

0|x/6|27/6|n/2
0]051] 09 1

Losung:
Die Aufgabe wird genauso gelost wie die Aufgabe 22.1. Wir beschrinken uns daher auf eine
knappe Wiedergabe der Rechnung;:
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a=v;, i=0,1,2,3=a9=0,a1 =0.5,a,=0.9,a3=1.

[2] hy = hy = hy = —

6 Y

T 21 T 3
=1 = 9.20 Z 09—-0.5)— —(05-0
7 6Co+ 601+6CQ /6( ) 7T/6( )
T 21 T 3
! 1T g et 7r/6( )= 27609~ 09).

Zwei Gleichungen mit 4 Unbekannten cg, ¢y, co, c3. Fiir einen natiirlichen Spline wéhle
Cop = C3 = 0.

2 T 18 1.8
= ?Cl + 662 p ( 0. 1) —
T 2 18 5 4
861 + ?CQ - ( 0. 3) -

6
Durch Multiplikation mit — ergeben sich die Gleichungen
T

10.8
dey + ¢ = ——
T
129.6
—401 — 1662 =
T
Addition dieser Gleichungen fiihrt auf
118.8
—1502 = 5 -
T
Als Losungen erhélt man dann
118.8 7.92 4 co  10.8 0.72
Ccy = — =— und ¢ = —— — — = — .
2 1572 w2 ! 4 4n? 2
6 s 0.72 3 072 1 0.72 3.04 6
3 bg = —-05——[———5) = — = —3+—) = — b = —-04 —
3] b T 18( 7T2) +187T 7T(+18> R T
T 792 2-0.72 1 7 92 1.44 2 92
— (= — =—(24+
18 2 2 T
6 T 7.92
bp=—-01——|—-2-—— ) =—-148
T 18 ( 2 ) T
1-6 1 2.88 1
Al odo= — e =~ 9. [ 222 &
d() 3 C1 - ( 2 ) 3 5.76
2 2 7.92  2.88 1
dl——(CQ_Cl)——<__2+_2): — - 10.08
T T T T
2 2 7.92 1

Mit dem Ansatz (11,23) konnen wir jetzt wieder den Spline K (z) aufstellen.

300y — 50043 fiir z € [0, %)
K(z):=4 05+ %(x -5 - %2(93 - g2)2 — 1%88(5 - g); fiir 2 € [, 37)
09+ 28z — ) — LR (x — F)P + 28 (- F)° fir z € [, )



Zur reinen Ubung suchen wir jetzt noch den Wert K (1). Wegen 5 = 0.524 und 2% = 1.047 liegt

1 im Intervall [%, %” ). Also ist die mittlere Zeile zustandig. Wir rechnen

3.16 ( 7r> 0.72 <1 7T)2 _ 10.08
6

K 1 ™ Z 0.92748
() =05+==(1-3 o (1-5) =oo2ms

Der exakte Wert der interpolierten Funktion ist

T2

sinl = 0.84147.
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