5.1

Ubungen zu Funktionen mehrerer Verinderlicher

Lésungen zu Ubung 5

Betrachten Sie die durch

gegebene Fldche.

(a) Zeichnen Sie die Hohenlinien in ein Koordinatensystem.

(b) Veranschaulichen Sie sich das Schnittbild mit der Ebene x = const.
(c) Veranschaulichen Sie sich das Schnittbild mit der Ebene y = const.
(d) Skizzieren Sie ein Blockbild.

Losung:
Zu (a):

Bei einer Funktion iiber der x, y-Ebene sind Héhenlinien die Linien mit
z = const. = c.

Das fithrt uns sofort zu

__ Y 2y _
c—1+x2:>c~(1+x)—y.

Y
Fiir ¢ = 0 ist das die x-Achse. \ 9
Fiir ¢ > 0 sind das, wie wir aus der Schule wissen, B
nach oben gedffnete Parabeln. _
Fiir ¢ < 0 sind das nach unten gedffnete Parabeln. % c
Wir haben rechts einige Félle skizziert. 1 x

Zu (b):

Schnittbild mit z = const. meint, wir méchten den Schnitt des Funktionsgraphen mit der
y — z-Ebene betrachten. Wir setzen also z = ¢ und erhalten:

r=_7
1+ ¢2

— 1+ 2=y

Das sind schlichte Geraden mit der Steigung 1 + 2.
Fiir ¢ = 0 ist das y = z, also die erste Winkelhalbierende in der (y, z)-Ebene..

Fiir ¢ = 1 erhalten wir y = 2z, und fiir ¢ = —1 folgt ebenso y = 2z
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Wir ersparen uns hier eine Skizze.
Zu (c):

Fiir ein Schnittbild mit der Ebene y = const. setzen wir y = ¢ und erhalten

Fiir ¢ = 0 ist das die x-Achse.
Fiir ¢ > 0 ergibt sich so eine Art Glockenkurve.

Fiir ¢ < 0 ergibt sich die an der x-Achse gespiegelte Glockenkurve.

T

Zu (d)

5.2 Untersuchen Sie die Funktion

2% — g2
x? + y?

fla,y) =
im Punkt (0,0) auf die folgenden drei Grenzwerte:

() A= lim )f(l‘,y)

(2,y)—(0,0

(b) B =lim (lim f(z,y))

z—0 y—0



5.3

(¢) €= lim(lim f(z,y))

Losung:

Wenn wir hier versuchten, ganz naiv den Punkt (0, 0) in die Funktionsgleichung einzuset-
zen, so erhielten wir den unbestimmten Ausdruck

0
0

Das geht natiirlich nicht. Der Grenzwert in (a) bedeutet, dass wir uns dem Punkt auf
beliebigem Wege nahern sollen. Wir vermuten hier aber, dass kein Grenzwert existiert
und werden uns daher dem Punkt (0,0) auf verschiedenen Wegen néhern. Dazu werden
uns in (b) und (c) zwei Wege vorgeschlagen.

Zu (b)
Schauen Sie sich rechts den Weg an. Wir betrachten zunéchst fiir
ein beliebiges x # 0

22—y g2
lim =—=1
y—0 22 +y2 a2 FJ 1
Da rechts der Limes offenkundig auch fiir z — 0 existiert — er ist - .
ja 1, also unabhéngig von x —, existieren auch die Grenzwerte der x
links davon stehenden Ausdriicke fiir x — 0. Also erhalten wir
2 _ .2 2
lim (lim ——2 ) =lim — = lim 1 = 1.
20 \y—0 12 + y2 z—0 g2 z—0
Zu (b)
Schauen Sie sich wieder rechts den Weg an. Wir betrachten zunéchst
fiir ein beliebiges y # 0
2 _ .2 2
lim ——2% = =% g, Ly
50 22 + 12 Y2 1l
Da rechts der Limes offenkundig auch fiir y — 0 existiert — er ist Y
ja —1, also unabhéngig von y —, existieren auch die Grenzwerte der x

links davon stehenden Ausdriicke fiir y — 0. Also erhalten wir hier

2 .2 )
lim (lim u) —lim —L = lim—1=—1,

y—0 \ z—0 72 + y2 y—0 y2 y—0
Auf den zwei verschiedenen Wegen erhalten wir unterschiedliche Grenzwerte. Nach unserer
Definitionm 4.4 existiert daher der Grenzwert A nicht.

Untersuchen Sie die Funktion

22—
V2P +1-1

im Punkt (0,0) auf die drei Grenzwerte von Aufgabe 5.2.

f(x,y) =



5.4

Losung:

Auch hier ergibt sich bei harmlosen Einsetzen von (0,0) in die Funktionsgleichung der
unbestimmte Ausdruck

v
07

den wir natiirlich nicht verwerten konnen.

Wir vermuten jetzt mal ganz frech, dass hier der Grenzwert A existiert. Daher werden
wir uns gleich nur mit A befassen. Vielleicht haben wir ja Gliick.

Ein probates Hilfsmittel (vgl. S. 58) sind die Polarkoordinaten

T=7T-Cosp,y=r-singp.

Mit ihnen rechnen wir den Funktionsausdruck um:

2% —

Va2 + P +1-1
r?cos® o +r?sin® p

Vr2cos?p+r2sinfp+1—1

7n2

VP11

Leider haben wir noch nicht viel erreicht; denn fiir » — 0 geht der letzte Term immer
noch gegen %. Aber jetzt wenden wir die Regel von Herrn I’'Hospital (vgl. S. 63) an und
erhalten:

flz,y) =

o2r /PPyl
1-2r = 1 — 2

2:v/1r24+1

Der letzte Pfeil bedeutet dabei den Grenziibergang r — 0. Damit sehen wir, dass auch A
existiert mit

A=2

Gleichzeitig existieren dann die Grenzwerte B = 2 und C' = 2, denn sie beschreiben ja
nur den Grenziibergang auf speziellen Wegen. Wir haben aber mit dem Grenziibergang
r — 0 jede mogliche Anndherung an den Punkt (0,0) betrachtet.

Zeigen Sie mit Hilfe von Polarkoordinaten, dass die Funktion

f(w,y)z{% fir - (2,y)

z,y) # (0,0)
0 fir (z,y)# (0,0

)

tiberall stetig ist.



5.5

5.6

Losung:

Fiir (z,y) # (0,0), also  # 0 oder y # 0 ist der Nenner positiv und der Zihler zumindest
# 0, beides macht also keinen Arger.

Bleibt der Punkt (0, 0) selbst zu betrachten. Wieder mit Polarkoordinaten erhalten wir:

= y®  r¥(cos? p —sin’ @)

flz,y) = = r(cos® p — sin® @)

22442 72 (cos® p +sin® @)

~~
=1

Fiir r — 0 geht der letrzte Ausdruck gegen 0. Also existiert der Grenzwert und ist gleich
dem Funktionswert.

Hétten wir f(0,0) = 2 vorgegeben, so wire die Funktion im Nullpunkt nicht stetig.

Zeigen Sie, dass die Funktion

B sin(z3 + y3)

f(xu y) - 1'2 + yg
im Nullpunkt (0,0) stetig erganzbar ist. Durch welchen Wert?
Losung:

Hier verwenden wir einen richtigen Trick. Wir schétzen den Zahler dem Betrage nach ab.
Wir wissen, dass

|sinz| < |z|

ist. Daher folgt

x3+y3
— x2+y2

sin(z® + y?)
x? + y?

= T—S |0083 + sin® ‘ =r ‘cos?’ + sin® ‘
o’ ¢ 0 ¢

|f(z,y)] =

Der letzte Term geht fiir 7 — 0 gegen 0, weil ja der Term |cos® ¢ + sin® | beschrinkt
bleibt. Also wéhlen wir

f£(0,0):=0
und haben f stetig im Nullpunkt ergénzt.

Zeigen Sie, dass die Funktion

f y>={ﬁyyz fir (z,) # (0,0)
-

im Nullpunkt nicht stetig ist.

Losung:



Hier also mal ein Gegenbeispiel zur Stetigkeit. Unsere erste Idee: Wir priifen die Grenz-
werte wie in Aufgabe 5.2. Mit denselben Uberlegngen erhalten wir:

B = hm(hm f(z,y)) = lim 0 lim 0 = 0.

z—0 y—0 x—0 LE2 x—0

.0 )
C = lim(lim f(z,y)) = Zlgrg@ =lim0=0.
Das bringt leider gar nichts, denn beide Grenzwerte sind gleich, was aber nicht auf Stetig-
keit schlielen ldsst. Denn es konnte ja sein, dass ein anderer Grenziibergang zum anderen
Wert fiithrt. Wir probieren es mit der 1. Winkelhalbierenden, setzen also

r=1y

und schauen uns dann den Grenzwert an:

. 2
hmf(x q:)—hrn&:lim L~ lim

1 1
t—0 12 + 22 2-0212 20 5 Pl
Aha, jetzt haben wir es. Hier entsteht ein anderer Wert, also gibt es keinen einheitlichen

Grenzwert, und damit existiert er nicht. Also ist die Funktion im Nullpunkt nicht stetig.

Bitte merken: Ein Beispiel reicht zur Widerlegung einer Aussage, hier, f wére stetig in
(0,0). Zum Nachweis einer Eigenschaft reichen selbst hundert Beispiele nicht.



Lésungen zu Ubung 6

6.1 Bestimmen Sie fiir die Funktion

flx,y)=1ly| in R={(z,y) eR*:-1<z<l,-1<y<l1}

Supremum und Infimum auf R.
Sind das auch Mazximum und Minimum?

Losung:

Die Funktion

f(z,y) = |yl

konnen wir uns leicht veranschaulichen. Denken
Sie sich dazu auf dem Tisch vor Thnen die z-Achse
auf Thren Bauchnabel zulaufend, die y-Acse nach
rechts. Halten Sie dann zwei Blétter jeweils 45°
nach rechts bzw. links geneigt iiber die x-Acgse.
Wir haben das rechts angedeutet.

Wenn wir annehmen, dass die angedeuteten Parallelen zur x-Achse gerade im Abstand
1 laufen, so ist iiber ihnen auf der Kante der Blatter der Wert der Funktion 1. In der
Definition der Funktion haben wir aber diese Parallelen ausgenommen (—1 < y < 1).
Das echte Kleinerzeichen beschert uns das. Daher gehoren diese Parallelen nicht zum
Definitionsgebiet. Daher ist

sup f(z,y) =1,
R

aber dieser Wert ist nicht das Maximum der Funktion, da er nicht zum Wertebereich
gehort.

Anders ist es mit dem Minimum. Offensichtlich ist

1%ff(w,y) =0,

und dieser Wert wird iiber der x-Achse angenommen, also ist

min f(z,y) = f f(z,y) = 0.

6.2 Betrachten Sie die Funktion

flz,y)=2>+9* in Q={(z,y) eR*: 2<w<2 -2<y<2}.



Veranschaulichen Sie sich an einer Skizze die partiellen Ableitungen f, und f, in ver-
schiedenen Punkten von Q).

Losung:

Die Funktion bz

fla,y) =2 +y°

aben wir auf S. 61 skizziert. Hier rechts noch einmal ei- P
ne Handskizze, um die partielle Ableitung f,(0,yo) zu zei-
gen. Wenn wir auf allen Achsen die gleichen Lingenmafstibe
einfithren, so ist Yo Y

f4(0,90) = tan .

Um die Ubersicht in der Skizze nicht zu verlieren, belassen
wir es bei dieser einen partiellen Ableitung. Bitte denken Sie
selbst iiber weitere Werte nach.

6.3 Berechnen Sie fiir folgende Funktionen die partiellen Ableitungen f, und f, jeweils im
Definitionsbereich:

(a)  flz,y)=2a*+3ay+y’
6) Sy =5
(¢c) f(x,y) =sin3z - cosdy
(d)  f(z,y) = arctan%
Loésung:
Zu (a):
foz,y) =22+ 3y, f,(z,y) =32 + 2y
Zu (b):
1 2 2 1
f((lf y) +$—?§afy(xay)__y_§_;
Zu (c):
fu(z,y) = 3cos3x - cosdy, f,(z,y) = —4sin 3z - sindy
Zu (d):
fr(x7y> = ﬁ_—_gf’fy(x’y) = ﬁyg

6.4 Zeigen Sie, dass fiir



6.5

(a)  flz,y)=~/22+y? gilt:x-foty-fy="F,
(b)  flr,y) =In\/z2+y> gilt:x-fo+y-f=1,

Losung:
Zu (a):
Es ist
2z 2y
z\ T, = x, -
fol@y) =5 e Jo(,y) SNCES
also
2272 2y2 l'2+y2
v folz,y) +y- fylr,y) = + = =V +y? = f(r,y).
() () 212+ 2 2y /a2 +y? S+ (.9)
Zu (b):
Es ist
1 2z 1 2y
fx xr,Y)= : ’f xT,Yy) = :
(@) V2 +y? 2y/22 + 12 W(®:9) Va2 +y? 2y/22 + 2
Damit folgt
72 y?

xfm(x,y)erfy(ﬂC,y): $2+y2 +x2+y2 -

Zeigen Sie, dass die Funktion

ry .
0 fir (z,y)=(0,0)
im Punkt (0,0) partiell differenzierbar, aber dort nicht stetig ist [Hinweis: Betrachten Sie
die Koordinatenachsen und die Parabel y = x?].
Losung:

Das ist ier ein Beispiel dafiir, dass aus partieller Differenzierbarkeit nicht automatisch die
Stetigkeit folgt. Darum fithren wir spéter den Begrff "total differenzierbar’ ein.

Zuerst bewegen wir uns mit der partiellen Ableitung nach x entlang der z-Achse auf den
Punkt (0,0) zu:

f(l‘,(]) B f(070)

pow— = 0.

r#0,y=0—=

Also ist auch der Limes



f2(0,0) = 0.

Analog ist
0,y)— (0,0
y;éo,x:():>f< y) — 0,0 _
y—0
und daher
f,(0,0) = 0.

Beide partiellen Ableitungen existieren also mit Wert 0 im Punkt (0,0). Wir zeigen jetzt
aber, dass f im Punkt (0,0) nicht stetig ist; denn auf der z-Achse ist f iiberall gleich 0.
Dort ist daher auch

liH(l) f(z,0)=0.

Ebenso ist der Grenzwert, wenn wir uns auf der y-Achse dem Punkt (0,0) nidhern, 0.

Ni#hern wir uns aber auf der Parabel y = 22, so folgt:

x? - 22 x4 1

fla,2?)

:m4+x4_2x4 2

Auf dieser Parabel ergibt sich wegen des konst. Wertes 1/2 natiirlich auch der Grenzwert
zu 1/2. Das ist dort aber nicht der vorgegebene Funktionswert.

10



Lésungen zu Ubung 7

7.1 Berechnen Sie fiir die Funktionen

(a)  f(z,y):=ady+ eV,
(b)  f(z,y):=x cosx —y sinx

alle zweiten partiellen Ableitungen.

Losung:
Zu (a):
folw,y) =322y + 47 - €'
fer(w,y) = 2y +y* €, foy(2,y) = 32" + 2y - e - (1 4+ 23)
folwy) = a® + 2zy - €
fyy(xaw =2 - ewy2 : (1 + 2xy2), fya: = 3[E2 + 2y ' e$y2 : (1 + l’y2)
Wir sehen
foy(@,y) = fya(z,y).
Zu (b):
fo(z,y) =cosx —xsine —ycosz, fy(zr,y)=—wsinz
faz(z,y) = —sinz —sinz —zcosx +ysinz, f,(r,y) =0
faoy(z,y) = —cosz, fy(z,y) =—cosx

Wieder sehen wir die Gleichheit f;, = f,,. Dass das nicht immer richtig ist, zeigen wir in
der folgenden Aufgabe.

7.2 Betrachten Sie die Funktion

2 _ 2
f(l”,y) = $yi2+i2 fUT’ (ﬂ%y) 7£ 0,0
0 fir  (z,y) = (0,0)

(a) Berechnen Sie die ersten partiellen Ableitungen.

11



(b) Zeigen Sie mittels Polarkoordinaten, dass die ersten partiellen Ableitungen in (0,0)
stetig sind.

(c) Zeigen Sie, dass die gemischten zweiten partiellen Ableitungen im Punkt (0,0) nicht
gleich sind:

Jf42(0,0) # fay(0,0)

Loésung:

f ist als rationale Funktion auBerhalb der Nullstellen des Nenners, also in IR\ {(0,0)}, eine
beliebig gutartige Funktion, also beliebig oft differenzierbar. Nur der Nullpunkt kénnte
Arger bereiten.

Auf den Koordinatenachsen ist f(0,y) = f(x,0) = 0. Also ist f in (0,0) partiell differen-
zierbar mit

f2(0,0) = £,(0,0) = 0.

Wir berechnen die partiellen Ableitungen an beliebigen Punkten:

(32%y — y*)(@? + y?) — (a%y — 2y°)22
(1.2 + y2)2
3oty + 302y® — 22 — of — 2aty + 202
(]32 +y2)2
oty + 422y — P
(I2 +y2)2 ’

fo(z,y)

Analog:

x® — 4x3y? — 2yt
(22 + y?)?

fy(x,y) =

Um den Grenziibergang (z,y) — (0,0) zu untersuchen, gehen wir zu Polarkoordinaten
iiber. Beachten Sie, dass wir damit tatsédchlich alle moglichen Wege, sich dem Nullpunkt
zu nahern, zugleich untersuchen.

Der Nenner wird zu

(2% 4+ y?)* = (r* cos® ¢ + 1% sin” )? = .

Damit folgt

75 cos* psin ¢ + 4r° cos? psin® p — 1

fm(’l”,QO) = 4

.
= r(cos® psin g + 4 cos? psin® p — sin® )

5 sin® ¢

Wenn wir hier r — 0 gehen lassen, so sieht das harmlos aus, weil wir ja r ausgeklammert
haben. Wenn aber die Klammer gleichzeitig immer grofler wiirde, kénnte sich der Effekt

12



aufheben. Aber in der Klammer stehen sin- und cos-Terme. Von diesen Funktionen wissen
wir

|sinz] <1, |cosz| <1,

also bleibt die ganze Klammer dem Betrage nach beschriankt, namlich < 6. Also kénnen
wir ruhig » — 0 gehen lassen und erhalten

lim f.(r,p) = 0.

r—0

Vollig analog geht das fiir f,. Es ist wirklich nur reine Schreibarbeit, die wir uns ersparen
konnen.

Also sind die beiden ersten partiellen Ableitungen auch in (0, 0) stetig, da dort der Grenz-
wert gleich dem Funktionswert ist. Damit haben wir gezeigt, dass f in IR? stetig differen-
zierbar ist.

Jetzt betrachten wir die zweiten gemischten partiellen Ableitungen. Auf der z-Achse
(y =0) ist

Damit ist auf der z-Achse

CPf@0) 0 [0 0,
furn0) = 1G22 p0)) = ) = 1

Wenn wir uns also auf der z-Achse (z,0) dem Punkt (0,0) n&hern, ist

(x,0) — (0,0) = f,.(0,0) = 1.

Ganz dhnlich ist das auf der y-Achse (z = 0).

fx(oay) = _% =Y

Damit ist auf der y-Achse

0? 0 0 0
fzy(oay) = aj;(—g’xy) = 8_y (%f(oayo = —y(—y) =—1

Wenn wir uns also auf der y-Achse (0,y) dem Punkt (0,0) ndhern, ist

(z,0) = (0,0) = f,,(0,0) = —1.

Wir sehen also

13



7.3

Jey(0,0) # £42(0,0).

Sicherlich werden Sie fragen, woran das liegt. Nun, nach dem Satz 5.1 von H.A.Schwarz
miissen, damit Gleichheit der zweiten gemischten Ableitungen folgt, die ersten partiellen
Ableitungen stetig sein. Das haben wir oben gepriift. Dann muss aber auch mindestens
eine zweite gemischte Ableitung stetig sein.

Wir betrachten hier als Beispiel die Ableitung f,, im Punkt (0,0). Wir hatten ihren Wert
oben bei Anndherung auf der y-Achse berechnet. Jetzt schauen wir, was bei Annéherung
auf der z-Achse (y = 0) herauskommt.

o (0 0 .
@(%”W0=@®=o:¢%m@mzo

Damit sehen wir, dass tatséchlich f,, nicht stetig im Punkt (0,0) ist. Genauso kénnten
wir zeigen, dass auch f,, im Punkt (0,0) nicht stetig ist.

Fiir welches a € R st fiir die Funktion

Fla.y) = a® +azy’

die Gleichung

Joz(T,y) + fyy(z,y) =0

fiir alle (x,y) € R? erfiillt?
Losung:

Fiir die gegebene Funktion rechnen wir einfach ihre zweiten partiellen Ableitungen aus
und vergleichen dann.

folz,y) = 32> + ay®,  fr(x,y) = 6z

fy(z,y) = 2axy2,  fyy(2,y) = 2aw.

Aus |
f$$<x7y) + fyy(«x;y) =6x+2ax =0

folgt, dass diese Gleichheit fiir alle (z,y) nur fir

a= -3

gegeben ist.

14



Lésungen zu Ubung 8

8.1 Zeigen Sie, dass die Funktion

'y
flz,y) =< 22 +¢2
0 fir  (z,y) = (0,0)

iiberall im IR? total differenzierbar ist.
Losung:

Offensichtlich ist f(z,y) fiir jeden Punkt (z,y) # (0,0) als Quotient total differenzierbarer
Funktionen selbst total differenzierbar. Nur der Punkt (0, 0) muss extra betrachtet werden.

Man sieht, dass f(z,y) auf den beiden Achsen identisch verschwindet:

f(2,0) = f(0,y) =0

Als sind auch die beiden partiellen Ableitungen im Nullpunkt

£(0,0) = £,(0,0) = 0.

Das hilft aber nicht bei der Frage nach totaler Ableitung.

Wir priifen jetzt die Definition 5.6 nach. Dazu verwenden wir wieder Polarkoordinaten.
Sei dazu (x,y) # (0,0).
3

3 cos® orsin @ rtcos® psing 5, 4 .
= = 1% cos® psin .

f(x,y) :f<7'790) =

r2 cos? p + 12 sin? @ r?

Damit erhalten wir, wenn wir noch |(z,y)| = r einbeziehen,

flz,y) = f(0,0) = f2(0,0)(x = 0) = £,(0,0)(y = 0) _ f(z,y)=0-0-0
|(z,y) — (0,0)] (2, y)|
r? cos® psin

,
= rcos’ psin .

Fiir r — 0 geht der letzte Ausdruck ebenfalls — 0. Also ist f total differenzierbar.

8.2 Untersuchen Sie, ob die Funktion
f(:v,y) = x2+y2

im IR? total differenzierbar ist.

Losung:

15



8.3

Das ist fast dieselbe Aufgabe wie 8.1 oben. Wenn Sie sich also etwas Gutes antun wollen,
so schauen Sie sich noch mal Aufgabe 8.1 genau an und versuchen sich dann an dieser
Aufgabe ohne meine Losung.

Wiederum ist nur der Punkt (0,0) interessant. Und wieder helfen uns Polarkoordinaten:

ricospsin®o 5 .,
= r? cos” psin® ¢

f(r o) =

Ist f(z,y) in (0,0) stetig? Ja, denn

r2

lim z,y) = lim 72 cos psin® ¢ = 0 = £(0,0).
oo, (@ y) = lim psin” o £(0,0)

Ist f(x,y) in (0,0) partiell differenzierbar? Ja, denn wie friiher ist

f2(0,0) = 0 = £,(0,0).
Ist f(z,y) in (0,0) total differenzierbar? Es ist

r* cos? psin? ¢

f(z,y) = f(0,0) = f2(0,0)(x — 0) - ,(0,0)(y — 0)

lim = lim
(r.9)—(0.0) [(z,y) = (0,0)] =0 rd
= liH(l) r cos® psin® ¢
= 0.

Berechnen Sie fiir die Funktion

1
fla9) =5 e+ 47)
das totale Differential.

Losung:

Eine Bemerkung vorweg. Diese Funktion ist wegen des Logarithmus nur fiir (z,y) # (0,0)
erklart. Und nur fiir solche Werte wollen wir das totale Differential ausrechnen.

Nach Formel (5.8) in Def. 5.6 miissen wir berechnen:

df (o, 90) = fa(To,v0) - (x — w0) + fy(z0,%0) - (¥ — Yo)
Es ist

x Y
fx(l.?y):xQ_i_yQ? fy(x7y>:x2+y2'
Damit folgt
x Y
= d
x? + y? x+x2+y2

df (z,y) dy.

16



8.4 Berechnen Sie fiir die Funktion

flz,y) =2y =3y

(a) die Tangentialebene im Punkt (xo,yo) = (4,3),
(b) das totale Differential im Punkt (x1,y:1) = (3.99,3.02),
(c) eine Niherung mit Hilfe des totalen Differentials fir f(5.12,6.85).

Losung:

Zu (a):

Die Tangentialebene einer Funktion f im Punkt (xg,%) wird beschrieben durch (vgl.
Formel (5.9) in Def. 5.6)

f(z,y) == f(xo,90) + fe(mo,%0) - (x — 0) + fy(z0, %0) - (¥ — v0)

Also rechnen wir

f(4,3) = 4%.3-3.3 =39,
fm(%,yo) = 2x0yo = fz(4a3) =2-4-3=24,
fy(z0, o) zp— 3= f,(4,3) =4* -3 =13.

Dann lautet die Tangentialebene

z2=39+24(x —4)+12(y — 3)

oder in Koordinatenform

24x + 13y — z = 96.

Zu (b):

Das totale Differential miissen wir nur noch kurz ausrechnen:

df(3.99,3.02) = £.(3.99,3.02) dz + f,(3.99,3.02) dy
2-3.99-3.02 dx + (3.99% — 3) dy
= 24.0996 dx + 12.9201 dy.

Zu (c):

Wir wollen hier den Punkt (5, 7) als Ndherung an den Punkt (5.12,6.85) ansehen und dort
mit Hilfe des totalen Differentials einen Naherungswert f(5,7) fiir den Wert f(5.12,6.85)
ausrechnen. Dazu benutzen wir die Naherungsgleichung
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£(5.12,6.85) ~ f(5,7) + df (5,7)

und wahlen

dr ~v—29=9512—-5=0.12, dy~y—1yy=6.85—7=—0.15.

Den Wert df (5, 7) berechnen wir genauso wie im Teil (c), also

df(5,7) = fu(5,7) dx+ f,(5,7) dy
= 70-0.12-22-0.15
= 5.1

Damit erhalten wir

£(5.12,6.85) ~ f(5,7) + df (5,7) = 159.1.

Ubrigens ist der exakte Wert

£(5.12,6.85) = 159.01864.

Damit ist der obige Wert doch schon eine beachtliche Nédherung.
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Lésungen zu Ubung 9

9.1 Bestimmen Sie fiir die Funktion

flx,y) = ﬁ

(a) die Richtungsableitung im Punkt (1,2) in die Richtungen (3,4) und (—1,1),
(b) die Richtungen im Punkt (1,2), fir die die Steigung maximal, minimal, gleich Null
151

(c) die Tangentialebene im Punkt (1,2) sowie die Tangente im Punkt (1,2) in Richtung
(3,4).

Losung:

Zu (a):

Statt der Definition 5.7 benutzen wir hier den Satz 5.4, der uns eine leichtere Methode
angibt, die Richtungsableitung zu berechnen.

Bitte beachten Sie, dass uns in diesem Satz ein Schreibfehler unterlaufen ist. Die Funktion
f muss natiirlich im Punkt (z, yo) stetig differenzierbar sein, Stetigkeit allein reicht nicht
aus. Bitte verbessern Sie das in Ihrem Buch.

Unsere Funktion hat als Nenner den Tern 1+ 22, Das ist immer gréfier oder gleich 1, ga-
rantiert niemals 0. Also ist die Funktion gutartig. Dass sie stetig differenzierbar ist, priifen
wir nicht nach. Wir sagen einfach elegant, das sei trivial. Fiir Mathematiker bedeutet das,
es ist leicht einzusehen, miisste aber mit etwas Aufwand nachgerechnet werden.

In Formel (5.11) haben wir gelernt

df (xo, yo)

o = erad f(zo,yo) - M.

Wir betrachten zunichst den Vektor 7i; = (3,4), miissen aber beachten, dass fiir unsere

Formel der Richtungsvektor die Lange 1 haben muss. Also rechnen wir die Lénge von 14
mal aus:

Imy| = [(3,4)| = V3 + 42 =v25=5

Wir brauchen den Gradienten von f im Punkt (1,2).

2
folwo,50) = ﬁ — [,(1,2) = —1
fy(l'o,yo) = 1 _11,(2) = fy(172) = %

Damit folgt:
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grad f(1,2) = <—1, %)

und

9/(1,2) = grad f(1,2)- 1 — (_171> .@:_1

omy |7T11| 2

Mit dem Vektor msy verfahren wir genauso und geben nur die Endrechnung an:

of(1,2 Tho 1\ (—1,

I
NI
5

Zu (b):

Nach Satz 5.6 zeigt der Gradient in Richtung des groBiten Anstiegs. Das ist also die
Richtung

grad f(1,2) = (—1, %) )

Wir gehen noch einen Schritt weiter und rechnen die Steigung in dieser Richtung aus:

_ grad f(1,2) V5

9f(1,2)
Ograd f(1,2)

Die Steigung wird minimal in entgegengesetzter Richtung, was wir leicht aus der Be-
griindung fiir Satz 5.6 schliefen kénnen; denn der Cosinus wird am kleinsten bei 180°.

Das ist also die Richtung

1
—grad f(1,2) = (1,—5) :
Die Steigung in dieser Richtung ist

B grad f(1,2) V5

of(1,2)
J(-grad f(1,2))

Um die Richtung zu bestimmen, in der die Ableitung Null wird, miissen wir den Vektor
m = (mq, my) finden mit

1

=grad f(1,2) -m = (_1, 5) - (m1,ms) = 0.

of(1,2)
om

Wir erhalten die Gleichung
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9.2

—mq + 5 ms = 0, also mo = 2m;.

Wir wihlen m; = 1 und erhalten my = 2, also ist

m = (1,2)

ein Vektor, in dessen Richtung die Steigung Null ist.
Zu (c):

Formel (5.9) sagt uns, was wir zu rechnen haben:

z = f(1,2)+ grad f(1,2) - (z — 1,y —2)

1 1
= 1+ —1,5 -(x—l,y—2)21—$—|—1+§y—1
Zusammengefasst lautet also die Tangentialebene im Punkt (1, 2)

20 —y+ 22 =2,

Den Tangentenvektor entnehmen wir der Formel (5.12). Mit m = (mq, my) = (3,4) folgt:

f:(&4,(—1,%)-%c14»::%(&4,—1)

Die Tangente selbst hat die Darstellung

T=(1,2,1)47r-(3,4,—1).

Gegeben sei die Funktion

flz,y) =2 +3z+y* +2y — 15.

(a) Ist f(x,y) an der Stelle (xq,yo) = (1,3) total differenzierbar?
(b) Berechnen Sie die Gleichung der Tangentialebene an die Funktion f(x,y) im Punkt
(1,3, f(1,3)).
(c) Bestimmen Sie das totale Differential bei (xq,yo) = (1,3).
(d) Bestimmen Sie die Richtung des stdrksten Anstiegs von f(x,y) im Punkt (1,3) und
die Richtungsableitung in diese Richtung.
Losung:
Zu (a):
Wir benutzen diese Aufgabe, um die Definition 5.6 von ’total differenzierbar’ zu iiben. Es

st
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fz(o,90) = 220+ 3,  fy(20,¥0) = 2y0 + 2.

Fiir (xg,y0) = (1,3) rechnen wir nach Formel (5.7) zunéchst ohne den Grenziibergang
lim
(z,y)—(1,3)

f(@,y) = f(zo,y0) — ful®o,90) - (x — x0) — fy(%0,%0) - (Y — o)
|(z,y) — (20, y0)]
2 +3z+y? +2y—15—-4—-5(x—1) —8(y —2)
V(T =12+ (y - 3)?

2 —2r+1+y*—6y+9

Vi(r =12+ (y —3)?
O U Y
= oo VU
= [(z,y) — (1,3)]

Die letzte Zeile zeigt uns, dass der Grenziibergang ( l)inb N ohne Probleme vonstatten
x7y - K

geht und dass er gleich 0 ist. Also existiert wegen der Gleichheit auch der Grenzwert in
der ersten Zeile und ist gleich 0.

Zu (b):
Nach (5.9) ist

z = f(z0,y0) + fu(Zo,y0)(x — o) + fy (0, Y0)(y — yo) =4 +5(x — 1) + 8(y — 3).
Also ist die Gleichung der Tangentialebene im Punkt (1,3, f(1, 3):

bSr + 8y — 8 = 25.

Zu (c):
Das vollsténdige oder totale Differential ist dann nach (5.8):

df (zo,%0) = fo(T0,Y0) dx + fy(x0,90) dy = Sdx + 8dy

Zu (d):
Nach Satz 5.6 ist

grad f(xo,y0) = (5,8)

die Richtung des stéirksten Anstiegs der Funktion f. Um den Anstieg zu berechnen, brau-
chen wir den Einheitsvektor m in diese Richtung:

22



63
V89
Damit ist
0f(1,3) _ L _(58) _
B grad f(1,3)-m = 7% (5,8) = V/89.

9.3 Berechnen Sie die Richtungsableitung der Funktion

f(z,y) ==z siny

in Richtung m := im Punkt (z,,Y,) = (W W).

24
Losung:
Wir berechnen zunachst den Gradienten:
grad f(Io,yo) = (fx($0,y0)7fy(9€o,yo)) = (Siﬂ?/o,iEo COSyo)

Es ist

(1,2)] = V12 4 22 = /5, also m = ( ! )

Daher folgt mit 2o = § und yo = 5

e 1 2
w = grad f(l'ﬂ)y())-Tﬁ:(SiHy07[EOCOSyO>. (_57_5)
- sinyo+2xocosy0_‘/7§+2.%.\/?§
V5 V5 RN

1 T 1+7

Vi T Vio . Vio
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Lésungen zu Ubung 10

10.1 Bestimmen Sie die relativen Extrema von

(a)

flz,y) =a* +3z+y* +2y — 15,
(b)

3

xr
flz,y) = §+4xy—2y2,

(c)
f(z,y) :=e"Y +2* + ay? fira > 0.

Losung:
Zu (a):

Wie in der Schule suchen wir hier zuerst an Hand der notwendigen Bedingung, dass der
Gradient in Extrempunkten verschwindet, nach méglichen Kandidaten fiir Minima und
Maxima (vgl. S. 95):

grad f(z0,y0) = (270 + 3, 20 + 2) = (0,0)

Das fiihrt auf die beiden Gleichungen

200 +3 =0 und 2y,+2=0.

Das ergibt den einzigen stationdren Punkt

(o, yo) = (—;’ —1) :

Jetzt untersuchen wir die Hesse-Matrix:

_ fea(T0, Y0) fxy(x , Yo) (20
Hi(wo, yo) = ( fyx(xgay(ﬂ)) fyy<a:§,y§> > B ( 0 2 )

Es ist daher

detHf (_27_1) = Juo <_ga _1) 'fyy (_g’ _1) - fa:Qy (_g’_1>

= 2:2-0=4>0.

Dieser Wert ist grofler als 0, und es ist

3
TT __7_]- =2 0
e (-51) =2

24



ebenfalls grofier als 0. Daher ist im Punkt (—g, —1) ein relatives Minimum mit Wert

()i
Zu (b):

Unser Vorgehen ist wie oben.

+(=1)*+2-(~1) - 15= —%.

DN W

322 !
grad f(r0.y0) = (- + 4y, 4z — dy) = (0,0).

Daraus folgt

2> +4y =0 und 4z —4y=0.

Wir addieren beide Gleichungen und erhalten

2 +4x =0, also z(x+4)=0.

Hieraus folgt

entweder x = 0 und daraus y = 0, also (0, 0)
oder = —4 und daraus y = —4, also (—4, —4).

Wir haben insgesamt zwei stationédre Punkte gefunden, die wir jetzt einzeln weiter unter-
suchen.

Zuerst zum Punkt (0, 0):

moo= (% )= (5 3)

Die Determinante ist —4, also negativ. Als ist (0,0) ein Sattelpunkt.
Zum Punkt (—4,—4):

Hp(—4,—4) = ( _i _i ) .

Die Determinante ist 16, also positiv. Wegen

fan(—4,—4) =—-8<0
ist in (—4, —4) ein relatives Maximum mit Wert

32

f(—=4,-4) = 3

Zu (c):

Diese Aufgabe ist fiir absolute Freaks der Fallunterscheidungen.
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Es ist
grad f(zo,y0) = (yoe™* + 2x¢, 2oe™° + 2ay).
24 ygeétoyo (1 + ZL‘oyo)@moyO )

Hy(zo,y0) = ( (1 + zoyo)e™¥  2a + w2evovo

Suche nach stationidren Punkten:

grad f(zo,10) = (0,0)

Offensichtlich erfiillt der Punkt (0,0) diese Gleichung. Untersuchen wir diesen Punkt
weiter. Wegen

H¢(0,0) =4a —1 und f,,(0,0) =2>0

ist also

fiir @ > 1 in (0,0) ein relatives Minimum,

fUr0<a< i in(0,0) ein Sattelpunkt,

fiir a = }l in (0,0) mit unserem Kriterium keine Aussage moglich. Wir untersuchen diesen
Fall so: Fiir (z,y) # (0,0) und a = 1 ist

y? A
flzy) = e”y+:v2+Z=1+<x+Z> +(e® — 1 — ay)
Y 2
+ :c—|—4

> 1= f(0,0)

Also ist in (0,0) auch fiir @ = § ein relatives Minimum; denn alle umgebenden Funkti-
onswerte sind gréfer als 1.

Weitere Suche nach stationdren Punkten ergibt, wenn wir die erste Gleichung mit zy und
die zweite mit y, multiplizieren:

royo __ x _ 2
Yoe " = =230 = 2oy’ = 213

Toe™Y = —2ay, => 1oy = —2ay;
Durch Subtraktion der beiden rechts stehenden Gleichungen erhélt man:
Th=ay; = 10 = £Va - yo
Die letzte Gleichung sagt uns: wenn xy # 0 ist, ist auch yo # 0. Aus der Gleichung

Toyoe ¥ = —2x3 folgt, weil 223 > 0 und zugleich e*% > ( ist, dass z und y, verschie-
denes Vorzeichen haben. Also ist
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10.2

xo = —va - yo fiir o # 0,0 # 0.

Mit dieser Kenntnis folgt jetzt aus dem Nullsetzen der partiellen Ableitung nach x

fo(To,y0) =0 = e V% =2,/a.

Jetzt wieder Fallunterscheidung. Die linke Seite dieser Gleichung ist stets kleiner als 1;
denn schauen Sie sich die e-Funktion an. Fiir \/a > 3 ist die rechte Seite aber gréBer als
1. Also gibt es im Fall \/a > £ keinen stationéren Punkt.

Fiir /a = 3 ist 2y/a = 1. Damit folgt aus e VU = 1 die Gleichung —y/ay? = 0 und

daraus yg = 0. Den Punkt hatten wir oben schon.

Fiir v/a < % gibt es zwei Losungen der Gleichung:

In(2y/a)

Y12 = T

Va

also auch zwei zugehorige z-Werte und damit zwei stationdre Punkte (x1,y1) und (22, ya).
In diesen Punkten ist

det Hp(x1,y1) = det Hy(z9,92) = 16a1n(2y/a) > 0.
Da in beiden Punkten auch f,, > 0 ist, liegt dort jeweils ein relatives Minimum. Uff!

Untersuchen Sie die Funktion

fla,y) = (y—2®) (y—2-2%)
auf relative Extrema.
Losung:

Bestimmung der stationdren Punkte:

fo(@o,yo) = —2x3 - (yo — 2x3) — 4o - (yo — )
= —2xo(yo — 23:3 + 2yg — 23:(2))
= —2x0(3yo — 427)
Analog:
fo(20,Y0) = yo — 2x5 + yo — 5 = 2yo — 3z

Notwendige Bedingung fiir stationdre Punkte:

grad f(xo,10) = (0,0),
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also

—220(3yo — 425) =0, und 2y, — 325 = 0.

Hieraus folgt
entweder o = 0 und dann aus 2. Gleichung y, = 0,
oder 3y, — 4z} = 0, also yo = 34 und dann aus 2. Gleichung yo = 3x3.

Daraus folgt

4 3
gazg - 5953 =0, also zg =0,y = 0.

Also ist (0,0) einziger stationdrer Punkt der Funktion f(z,y).

Als hinreichende Bedingung untersuchen wir die Determinante der Hesse-Matrix:

fea(zo,50) = —2(3yo — 422) 4+ 1622 = —6yo + 2422
foy(To,%0) = fya(T0,%0) = —62¢
fyy(%’yo) = 2

[ —6yo + 24x3 —6z9
H($07 yO) - ( —6ZEO 2
Dann ist
det(xo,y0) = (—6yo + 24:103) -2 — (—=6xq)(—6x0) = —12y0 + 12x(2),
also

det(0,0) = 0,

und hier verldsst uns unser Kriterium. Wir miissen einen anderen Weg beschreiten, um

ein Ergebnis zu finden.

Wie schon so oft, féllt uns ein Trick ein: Im Punkt (0,0) hat die Funktion den Wert
0: f(0,0) = 0. Wir betrachten daher die Hohenlinien der Funktion f(z,y) zum Niveau
0, wollen also herausfinden, welche Werte die Funktion in einer Umgebung von (0,0)

annimmt. Wir erhalten:

f(r,y) =0 = y —2* =0 oder y — 22° = 0.

Das sind beides Parabeln y = 22 und y = 222.
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Uber diesen beiden Parabeln ist die Funktion also 0. Wir
haben drei Bereiche A, B und C' gekennzeichnet.

In Aist y > 22 und y > 222 Die beiden Klammern
in der Funktionsgleichung sind also positiv, daher ist
f(z,y) in A positiv.

In B, also zwischen den beiden Parabeln, ist y > 22,
aber y < 22, also ist dort f(x,y) < 0.

In C ist y < 22 und y < 222, beide Terme sind negativ,
ihr Produkt ist also positiv. In C ist also f(x,y) > 0.

Die Bereiche A, B und C kommen dem Punkt (0,0) beliebig nahe. Wir haben also in
beliebig kleiner Umgebung von (0,0) Werte der Funktion f(z,y) grofier als 0 und kleiner

als 0. Also ist der Punkt (0.0) ein Sattelpunkt von f(z,y).

War doch nicht schlecht, so eine Uberlegung, oder?
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Lésungen zu Ubung 11

11.1 Gegeben sei die Funktion

fz,y) =" %Y
und es sei x = sint, y = t3. Durch Einsetzen entsteht die Funktion F(t). Berechnen Sie
dF(t) Lo
——= auf zweierlei Art.
dt
Losung:
Es ist
F(t) = f(x(t),y(t))
und damit

AP _0f v 0f dy

dt  Ox dt oy dt

oder ausfiihrlich

oy AF()_ Of(x(t),y(t)) da(t) | Of(x(t),y(t) dy(t)
PO == = Oz a T Ay dt
= OO o5t 4 (—2)et OO L 342

= 2 (cost — 612)

Wenn wir gleich die Funktionen z(¢) und y(t) in die Funktion f(z,y) einsetzen, erhalten
wir die Funktion

F (t) — 6sin t—2t3 ’

die wir direkt wie in der Schule ableiten konnen:

F'(t) = ™2 (cost — 612),
wie wir es auch oben erhalten haben.

11.2 Berechnen Sie das Taylorpolynom 2. Grades (vgl. Formel (5,27) , Seite 100) fiir die Funk-
tion

(a)

f(z,y) == cos(zy) +ze’?
an der Stelle (zo,yo) = (7, 1),
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(b)

f(z,y) == cosx siny

an der Stelle (zo,v0) = (0,0).

Loésung:

Wir halten uns treu an die Formel (5,27). Zuerst zur Stelle (xg,yo) = (7, 1):

flz,y) = cos(zy) +x-ev? = f(m,1) = -1+~
fe(z,y) = —ysin(zy) +ev ! = fu(m,1) =1
fy(z,y) = —wxsin(zy) +x-ev! = fy(m,1) ==
Jea(T,y) = _y2 cos(zy) = fae(m, 1) = 1
fey(z,y) = —sin(zy) —ay-cos(ay) + e = fo,(r,1) = 1+n7
fw(z,y) = —a?cos(zy)+x-ev! = fp(ml) = 7*—mx

Dann lautet das Taylorpolynom 2. Grades an der Stelle (m, 1):

TQ(’]T,l) = —1+7T
+l(z—7)+m(y—1)
+% [1(1: — 1)+ 2l +7)(z —m)(y— 1)+ (7* —7)(y — 1)2]
= -1+ g 4 21% — 271w — (7w + 272y + %xQ + (14 m)zy + %(’N + %)y’

Jetzt zur Stelle (zq,yo) = (0,0):

f(z,y) = coszxsiny = f(0,0) = 0

fo(z,y) = —sinzsiny = f,(0,0) = 0

fylz,y) = cosxzcosy = f,(0,0) = 1

fez(z,y) = —coszsiny = f..(0,0) = 0

fay(x,y) = —sinzcosy = f,,(0,0) = 0

fw(z,y) = —coszsiny = f,,(0,0) = 0
(0,0):

T5(0,0) = 0+0-(x—0)+1-(y—0)+%[0-(x—0)2+2-0-(x—O)/(y—0)+0-(y—0)2]
=y
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