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Kapitel 1
Losungen der Ubungsaufgaben

Hier werden Losungen zu den Ubungsaufgaben vorgestellt. Es gibt oft viele ver-
schiedene (richtige) Losungswege. Es ist daher sehr gut moglich, dass sich Ihre
Losung zu einer Aufgabe vom hier vorgestellten Losungsweg unterscheidet. Weiter
sind manche Losungen recht ausfiihrlich geworden und haben den formalen Ansatz
des Buches weitergefiihrt. Damit kann es passieren, dass Thre Losungen deutlich
kiirzer sind als diese hier.

1.1 Losungen der Aufgaben aus Kapitel 1

Losung von Aufgabe 1 Seien M, N, L Mengen.

(a) Wir skizzieren die gesuchten Mengen nacheinander und stellen fest, dass die
Skizzen iibereinstimmen. Wir haben einerseits

@NNL B M\(NNL)

und andererseits
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(@M\N byM\L () (M\N)N(M\L)

(b) Esgilta ¢ NN L, wenn a nicht sowohl in N als auch in L ist. Das bedeutet
genau, dass a nicht in N oder nicht in L ist. Damit erhalten wir

aeM\(NNL) & aeMunda¢ NNL
> a€Mund(a¢ Nodera¢ L)
& (@aeMunda¢ N)oder(ae Munda ¢ L)
<= (ae M\ N)oder(ae M\ L)
— ac(M\N)UM\L)

Das bedeutet, dass die Elemente in M \ (N N L) genau die jenigen sind, die
auchin (M \ N)U (M \ L) liegen. Damit sind die beiden Mengen gleich.

Losung von Aufgabe 2 (a) Induktionsanfang: Fiir n = 0 (das ist die kleinste Zahl
fiir die die Behauptung stimmen soll, also muss dies auch unseren Induktions-
anfang darstellen), ist X7 i~ (i+1) = X0 ji-(i+1)=0-(0+1) =0 =
w. Die Behauptung gilt also fiir » = 0 und der Induktionsanfang ist

erledigt.

Induktionsvoraussetzung: Fiir beliebiges aber festes n € Ny gelte > ;i - (i +

1) = (n+2)-(n+D-n

= 3 .

Induktionsschritt: Sei n wie in der Induktionsvoraussetzung. Wir zeigen, dass

die Gleichung auch noch gilt, wenn wir n durch n + 1 ersetzen. Dies folgt aus

n+l n
Zi-(i+1)=(Zi.(i+1))+(n+1).(n+2)

i=0 i=0

v (n+2)-(3n+1)~n+(n+1).(n+2)
=(n+2)-(n+1)-(g+1)=(n+2)-(n+1)-n;3

_(n+3)-(n+2)-(n+1) (n+1D)+2)-(n+1)+1)-(n+1)
- 3 B 3
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Im ersten Gleichheitszeichen, haben wir einfach den letzten Summanden in
der Summe separat betrachtet. Damit gilt die Formel tatsachlich auch wenn wir
tiberall n durch n + 1 ersetzen, und der Induktionsschritt ist ebenfalls beendet.
Es folgt, dass fiir alle n € Ny die Gleichung »7" ;i - (i + 1) = w gilt.

(b) Hier muss man zunichst ein bisschen ausprobieren. Wir berechnen die Sum-
men der ersten n ungeraden Zahlen fiir sehr kleine n:

= 1
= 1+3=4
1+3+5=9

1+3+5+7=16
143+5+7+9=25

S S I S =
I
W AW N =

Diese Zahlenreihe sollte Ihnen etwas sagen. Es kommt immer eine Quadratzahl
raus! Wir vermuten also, dass die Summe der ersten n ungeraden Zahlen gleich
n? ist.

Wie sieht denn nun die n-te ungerade Zahl aus? Die erste ungerade Zahl ist
1 und wir erhalten die zweite indem wir 1 + 2 rechnen, die dritte indem wir
1 +2 + 2 rechnen und allgemein die n-te indem wir 1 + (n — 1) - 2 rechnen. Die
n-te ungerade Zahl ist also gleich 1 + (n — 1) - 2 = 2n — 1. Unsere Vermutung
konnen wir nun also formulieren als:

Z(Zi— 1) = n?. (1.1)
i=1

Diese Formel beweisen wir jetzt per Induktion iiber n.

Induktionsanfang: Jetzt ist die kleinste Zahl fiir die die Aussage stimmen soll
die 1. Wir miissen die Formel also fiir n = 1 iiberpriifen. In diesem Fall ist die
Gleichung offensichtlich, denn es ist 3|, (2i — 1) =2-1=1= 12,
Induktionsvoraussetzung: Fiir beliebiges aber festes n € N gelte >.1' (2i—1) =
n?.

Induktionsschritt: Sei n wie in der Induktionsvoraussetzung. Wir zeigen, dass
E] auch fiir n + 1 gilt (also auch dann, wenn wir jedes n durch ein n + 1
ersetzen). Dies konnen wir ganz direkt iliberpriifen, in dem wir wie in (a)
einfach den letzten Summanden von der Summe abspalten:

n+l n

dei-1= (Z(Zi—l)) +Qu+D)-DY 2+ 2m+1=(m+1)>
i=1 i=1

Das mussten wir zeigen.

Losung von Aufgabe 3 Der Induktionsschritt funktioniert nicht fiir n = 1 (fiir alle
anderen n wire das Argument in Ordnung) und somit nicht fiir ein beliebiges n, wie
es in der Induktionsvoraussetzung gefordert wird. Denn fiir n = 1 ist S” = {s;} und
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S” = {s2}. Man kann somit nicht schlieen, dass es eine Person gibt, die in S” und
in S ist.

Losung von Aufgabe 4 Der Beweis ist bereits im Anhang zu Kapitel 1 aufgefiihrt.

Losung von Aufgabe S Induktionsanfang: Fir n = 6 (wieder ist dies das kleinste
n, fiir das die Behauptung gelten soll), ist die Aufteilung des Quadrates in sechs
kleinere Quadrate bereits in der Aufgabenstellung angegeben.

Induktionsvoraussetzung: Fiir beliebiges aber festes n > 6 gelte, dass sich ein
Quadrat in k kleinere Quadrate aufteilen ldsst, fiir alle k € {6,.. ., n}.

Induktionsschritt: Wir zeigen, dass sich ein Quadrat fiir das » aus der Induktions-
voraussetzung auch in n + 1 kleinere Quadrate aufteilen ldsst.

Fiir n = 6 und n = 7 habe nwir dies bereits in der Aufgabenstellung eingesehen.
Wir d iirfen also n > 8 annehmen. Nach Induktionsvoraussetzung ldsst sich ein

Quadrat somit in n—2 kleinere Quadrate aufteilen. Wir nehmen diese Aufteilung und

ersetzen eines der Quadrate durch ein EB Da wir ein Quadrat durch vier Qaudrate
ersetz haben, erhalten wir eine Aufteilung in (n — 2) + 3 = n + 1 Quadrate. Das
mussten wir zeigen.

Losung von Aufgabe 6 Zu (i): Die Abbildung ist nicht injektiv, da f(0) = 0 = f(1).
Die Abbildung ist auch nicht surjektiv: Es ist £(0) = f(1) = 0 und f(2) = 2. Weiter
ist f(n+1) > f(n)fiirallen € Ng,da (n+ 1)> = (n+ 1) = n> —n+2nund 2n € Ny
ist. Damit folgt f(n) > f(2) = 2 fiir alle n > 2, was insbesondere f(n) # 1 fiir alle
n € Ny bedeutet. (Das war eine Losung, die nur die notigsten Definitionen benutzt.
Deutlich eleganter geht es mit ein bisschen Zahlentheorie: f(n) = n*> —n = n(n + 1)
ist immer gerade, da sicher fiir jedes n entweder n oder n + 1 gerade ist.)

Zu (ii): Die Abbildung ist nicht injektiv, da f(0) = f(2). Sie ist surjektiv, da
bereits { f(0), f(1)} = {0, 1}.

Zu (iii): Im Beweis von Korollar 1.51 wurde gezeigt, dass diese Abbildung bijektiv
ist.

Losung von Aufgabe 7 Formulieren wir die Aufgabe mit Hilfe der Definition von
gleichmdichtig etwas um, bleibt zu zeigen, dass es eine bijektive Abbildung zwischen
{n*|n € No} und {21 + 1|n € Ny} gibt. Wir gehen dabei einen kleinen Umweg und
zeigen, dass beide Mengen gleichmichtig zu Ny sind. Eine Abbildung zwischen Ny
und {n?|n € Ny} dringt sich ja bereits auf. Namlich

fi :Ng— {n’lneNo} ; nwn?

Offensichtlich ist diese Abbildung surjektiv. Um die Injektivitit zu zeigen, nehmen
wir fi(n) = fi(k) an und folgern daraus n = k. Angenommen, es wire f}(n) = fi(k)
aber n # k. Dann ist entweder n > k oder n < k. Durch Vertauschen der Rollen von
nund k diirfen wir ohne weiteres n > k annehmen, was n = k + ngy bedeutet fiir ein
no € N. Dann ist aber n® = (k + ng)? = k2 + 2kng + n(z) und aus 2kng + né # 0 folgt
n* # k2. Dies ist ein Wiederspruch zu f(n) = fi(k). Es ist also nicht moglich, dass
filn) = fi(k) und n # k gilt. Damit muss aus fj(n) = fi(k) bereits n = k folgen.
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Das bedeutet nichts anderes als dass f; injektiv — und somit bijektiv — ist. (Natiirlich
konnen Sie auch Ihr Schulwissen iiber das Wurzelziehen benutzen. Dann folgt aus
fi(n) = n* = k? = fi(k) genau n = +k. Dan € Ny liegt, ist ein negatives Vorzeichen
nicht moglich und es folgt ebenfalls n = k.)

Da f; bijektiv ist, gibt es auch eine (bijektive) Umkehrabbildung f;”! von {n?|n €
Np} nach Np.

Nun zeigen wir, dass auch {2n + 1|n € Ny} und Ny gleichméchtig sind. Dazu
betrachten wir natiirlich

h:Ng— {2n+1neNy} ; n—2n+1
Wieder ist die Surjektivitét offensichtlich und es ist
Hn) = pHk) = 2n+1=2k+1 = 2n=2k = n=k.

Damit ist f> auch injektiv und somit bijektiv. Wir betrachten die Hintereinanderaus-
fiihrung von fl_l und f>:

-1

b
(e No} 25 Ny 25 {20+ 1n € Ng}

Wir sehen, dass f> o fl‘1 eine Abbildung von {n?|n € Ny} nach {2n + 1|n € Ny} ist.
Weiter ist f> o fl’l eine Hintereinanderausfiihrung von zwei bijektiven Abbildungen
und damit selbst bijektiv. Damit sind die Mengen {n’|n € Ny} und {2n + 1|n € Ny}
also tatséchlich gleichmichtig.

Losung von Aufgabe 8 Es sind zwei Implikationen zu zeigen.

= Seialson > k, mitn, k € N. Dannist {1,...,k} C {1,...,n}. Wir definieren
die Abbildung

i Lfallsi <k

f:A{L....on} —A{l,...,k} ; i+ {1 fallsi > k

Da alle Elemte 1,2, ..., k im Bild von f liegen, ist diese Abbildung surjektiv.
< Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber k.

Induktionsanfang: Ist n € N beliebig und f : {1,...,n} — {1}

eine Abbildung, so ist zwangsldufig n > 1. (Der Induktionsanfang ist also

trivialerweise erfiillt.)

Induktionsvoraussetzung: Fiir beliebiges aber festes k € N gelte: Falls f :

{1,...,n} — {1,..., k} surjektiv ist, dann ist n > k.
Induktionsschritt: Sei also f : {l,...,n} — {1,...,k + 1}
surjektiv, fiir ein n € N. Dann gibt es fiir jedes j € {1,..., k + 1} mindestens

eini € {1,...,n} mit f(i) = j. Sei A die Menge aller Elemente aus {1, ..., n},
die auf k + 1 abgebildet werden. D. h.: A = {i € {1,...,n}|f(i) = k + 1}. Wir
erhalten die Abbildung
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ol o \A— {1k} 5 i £G)

Diese Abbildung ist wohldefiniert, da wir nachdem die Elemente aus A nicht
mehr beriicksichtigt werden, nur noch Elemente betrachten, die tatsidchlich auf
ein Element aus {1,..., k} abgebildet werden. Da f surjektiv ist, ist auch f’
surjektiv.

Wir sortieren die Elemente aus {1,...,n} \ A = {my,...,m,} der groBe nach.
D.h.:esistmy < my < m3 < ... < m, fiir ein gewisses r € N. Die Abbildung

g:A{L...,r} —{L,...,n}\A ; i m

ist damit sicher surjektiv. Weiter ist jedes m; > i und somit n > m, > r.
Wire r = n, so miisste m; = i fiir alle i € {1,...,n} gelten und es wire
{1,....,n}\ A ={1,...,n}, was ein Widerspruch ist, da A nicht leer ist. Somit
istr < nund f’ o g eine surjektive Abbildung. Per Induktionsvoraussetzung
folgtn > r > kund somitn > n+ 1 > k + 1. Das war zu zeigen.

Bei diesem Beweis haben wir uns auf den Standpunkt gestellt, dass wir das Additi-
onsprinzip noch nicht kennen.

Losung von Aufgabe 9 Seien M und N nicht-leere endliche Mengen. Dann gibt es
eine bijektive Abbildung gas : {1,...,|M|} — M und eine bijektive Abbilding
gn :{l,...,IN|} — N.

Ist nun f : M — N eine Abbildung, so ist g5' o f o gy eine Abbildung
von {1,...,|M|} nach {1,...,|N|} (da gy und g bijektiv sind, existieren die
Umkehrabbildungen auch tatsdchlich). Ist f injektiv (bzw. surjektiv), so ist g;,' o
f o gwm als Hintereinanderausfiihrung von injektiven (bzw. surjektiven) Abbildungen
ebenfalls injektiv (bzw. surjektiv).

Ist andererseits f : {1,...,|M|} — {1,...,|N|} eine Abbildung, soist gy o f o
g;/,' eine Abbildung von M nach N. Genau wie eben impliziert die Injektivitit (bzw.
Surjektivitdt) von f auch die Injektivitit (bzw. Surjektivitit) von gn o f o g;,,l.

Zusammengenommen existiert also genau dann eine injektive (bzw. surjektive)
Abbildung von M nach N, wenn es eine injektive (bzw. surjektive) Abbildung von
{1,...,|M|} nach {1,...,|N|} gibt. Damit erhalten wir

1.33
M| < |IN| = 3f:{1,...,IM|} — {1,...,|N|} injektiv
&= 3 f: M — N injektiv
und genauso

1.33
M| > |N| & 3f:{1,...,IM|} — {1,...,|N|} surjektiv
&= 3 f: M — N surjektiv
Losung von Aufgabe 10 Wir mochten die Tupel (i, j) aus der Tabelle der Reihe

nach (von links nach rechts und von oben nach unten gelesen) auf die Elemente
1,2,... abbilden. Es soll also gelten: (1, 1) wird auf 1 abgeblidet, (1,2) auf 2, ...,
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(I,n = 1) auf n — 1 und (1,n) auf n. Dannach wird (2, 1) auf n + 1 abgebildet,
und so weiter, bis (2,n) auf n + 1 = 2n abgebildet wird. Insbesondere soll gelten
(fU(L),....f(Ln)=({,....n), (fL(2Z1D),..., f((2,n) =@+ 1,...,2n), und
allgemein (f((i,1)),..., f((,n) = (G- Dn+1,...,in) firallei € {1,...,k}.

Die Abbildung f : {1,...,k} x{1,...,n} — {1,...,k - n}, definiert durch
f((G, j)) = (i = D)n + j erfiillt genau diese Bedingung. Damit ist f bijektiv.

Losung von Aufgabe 11 Ein Menu bestehend aus Hauptgericht, Beilage und Nach-
tisch, kann als Element aus

{Hauptgerichte} x {Beilagen} x {Nachtische}
aufgefasst werden. Damit gibt es mit dem Multiplikationsprinzip

|{Hauptgerichte} x {Beilagen} x {Nachtische}|
=|{Hauptgerichte}| - |{Beilagen}| - |{Nachtische}|
=5-6-3=90

verschiedene Menus, bestehend aus Hauptgericht, Beilage und Nachtisch.

Losung von Aufgabe 12 Im schlimmsten Fall gibt es keine blauen Décher, so dass es
genau 20 blaue Quader gibt (mehr blaue Quader sind nicht moglich, da es insgesamt
nur 20 blaue Steine gibt). Die {ibrigen 5 Quader miissen notgedrungen rot sein.

Hier noch die Erkldrung, was das mit dem Inhalt des Kapitels zu tun hat. Sei Q die
Menge aller Quader, D die Menge aller Décher, R die Menge aller roten Steine und
B die Menge aller blauen Steine. Uns interessiert die Zahl |Q N R|.Da es insgesamt
nur 40 Steine gibt, ist |Q U R| < 40. Weiter ist |Q U R| = |Q| + |R| — |Q N R|. Damit
folgt QN R| = |Q| + |R| —40 =25+20-40 = 5.

1.2 Losungen der Aufgaben aus Kapitel 2

Losung von Aufgabe 13 (a) Sie ordnen jedem Freund eine der drei Postkarten
zu. Damit ist jede Verteilung der Postkarten gegeben durch eine Abbildung
von der Menge Threr Freunde in die Menge der Postkarten. Es gibt somit genau
312 Verteilungen der Postkarten an Ihre Freunde. (Fiir jeden Freund konnen
Sie aus drei Postkarten wihlen.)

(b)  Wir nennen die Postkarten A, B und C. Weiter setzen wir M4 als die Menge
aller Verteilungen der Postkarten an Ihre Freunde, bei denen niemend die
Postkarte A bekommt. Genauso definieren wir Mg und Mc. Dann ist die
gesuchte Anzahl genau 3'> — [M4 U Mg U Mc|.

Bei allen Verteilungen in M4 haben sie pro Freund nur zwei Moglichkeiten sich
fiir eine Postkarte zu entscheiden. Damit gilt |[M4| = 2'2. Genauso erhalten wir
auch [Mp| = |Mc| = 2'2. In der Menge M4 N M sind genau die Verteilungen,
in denen weder A noch B verschickt wird. Es bleibt also fiir alle Freunde nur
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noch Postkarte C iibrig und somit gilt [ MANMp| = [MaNMc| = |[MgNMc| =
1. Der Schnitt aller drei Mengen M 4, Mp, Mc ist natiitlich leer. Mit Inklusion-
Exklusion erhalten wir nun

312 - [Ma U Mg U Mc|
=32 — (IMa| + IMg| + |Mc| — |Ma 0 Mp| = |[Ma 0 Mc| - Mg 0 Mc|)
=3"2-3.2"%+3

Losung von Aufgabe 14 (a) Gesucht ist die Anzahl von Permutationen von 18
Elementen — also 18!. (Fiir den ersten Platz haben wir 18 Mdglichkeiten, fiir
den zweiten Platz 17, ...)

(b) Gesucht ist die Anzahl von 6-Permutationen von 18 Elementen — also %:

(¢) IstTeam C auf dem letzten Platz, so konnen wir die restlichen 17 Mannschaften
auf 17 Plitze verteilen. Es gibt also genau 17! Tabellenkonstellationen mit
Mannschaft C auf dem letzten Platz. Von diesen Tabellenkonstellationen gibt
es genau so viele mit ,,A steht vor B, wie es welche gibt mit ,,B steht vor A“ (wir
konnen die Positionen dieser beiden Mannschaften ja einfach vertauschen).
Damit gibt es genau % Tabellenkonstellationen mit C steht auf dem letzten
Platz und A steht vor B. Da das gleiche gilt natiirlich, wenn C auf dem vorletzten
Platz steht und genauso, wenn C auf dem letzten Platz steht. Damit gibt es
insgesamt 3 - % Tabellenkonstellationen mit den gewiinschten Eigenschaften.

(d) Wihlen Sie sechs beliebige Mannschaften A, B, C, D, E, F' aus. Dann gibt es
genau 6! - 12! Tabellenkonstellationen in denen die ersten sechs Plitze von den
Mannschaften A, B, C, D, E, F belegt werden.

Losung von Aufgabe 15 Es gibt genau ‘2‘—3 = 12 Anagramme von Ohio, % =
6-5-3-2=18-10 = 180 Anagramme von Kansas und % = 34650 Anagramme

von Mississippi.

Losung von Aufgabe 16 Seien also m, n, k € Ny, mit k < m < n. Wir iiberpriifen
die Formel zunéchst rechnerisch. Es ist

n m n! m! n!
(m)(k) Tl el Km0 - eml Km0

Fiir das letzte Gleichheitszeichen haben wir lediglich den Faktor m! aus dem Zihler
und dem Nenner gekiirzt. Genauso erhalten wir auch

n\ (n—k\ _ n! (n—k)! _ n!
(k)'(m—k)‘ K=k (m=k)-(n-k-(m—-k)! kl-m—-k)!-(n—m)!
(1.3)

Aus den Gleichungen (T.2)) und (I.3) lesen wir sofort die gewiinschte Gleichung
~k
() - (€)= () - (55) ab.
Wir geben jetzt eine etwas anschaulichere Losung, die nur die Definition von Bino-
mialkoeffizienten benutzt (also, dass () die Anzahl von k-elementigen Teilmengen
einer Menge mit n Elementen ist). Dazu iiberlegen wir uns wie viele Moglichkeiten
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es gibt die Menge {1, ..., n} in drei disjunkte Teilmengen A, B, C zu unterteilen mit
|A| =k, |Bl=m—kund |C| =n—m.

Fiir die Wahl von A haben wir per Definition genau (Z) Moglichkeiten. Die
Menge B muss nun eine (m — k)-elementige Teilmenge von {1, ...,n} \ A sein. Wir
haben also noch (r’:l__]i) Wahlmdéglichkeiten. Damit ist dann die Menge C eindeutig
durch {1,...,n} \ (A U B) bestimmt. Fiir die Unterteilung in Teilmengen mit den
angegebenen Kardinalititen gibt es also genau (7)) - (Zi’;{) Méglichkeiten.

Wir berechnen die Anzahl der Unterteilungen nochmal anders. Dazu wihlen
wir zunéchst eine Teilmenge C’ von {1,...,n} mit m Elementen, wofiir wir ( :r‘l )
Moglichkeiten haben. Dann wihlen wir eine k-elementige Teilmenge A von C’.
Dafiir haben wir (') Moglichkeiten. Als letztes setzen wir B = C’\ A und C =
{1,...,n}\ C’, wofiir es natiirlich keine Wahlméglichkeiten mehr gibt. Es gibt also
genau () - () Unterteilungen von {1,...,n} in drei disjunkte Mengen mit den
vorgeschriebenen Kardinalititen.

Da beide Argumentationen richtig sind, folgt wieder (*) - (%) = (%) - ("%).

Falls Sie das nicht anschaulich finden, dann denken Sie sich irgendeinen Kontext dazu aus.
Zum Beispiel: Sie haben einen Zaun aus n weilen Latten. Diesen wollen Sie so anmalen, dass
er am Ende aus k schwarzen, m — k griinen und n — m weiflen Latten besteht. Sie konnen nun

k Latten schwarz anstreichen ((}/) Moglichkeiten) und von den restlichen n — k Latten, streichen
Sie m — k griin an ((:1__’;) Moglichkeiten). Sie konnten aber auch erstmal m Latten griin streichen
((":L) Moglichkeiten) und dann von diesen m griinen nochmal k mit schwarz iiberstreichen ((';:)
Moglichkeiten).

Losung von Aufgabe 17 (a) Jeder kiirzeste Weg besteht aus acht Streckenab-
schnitten, von denen vier nach rechts und vier nach unten fiihren. Damit gibt es
( 4!8_i“) = (ﬁ) = 70 solcher Wege. (Wir miissen vier der acht Streckenabschnitte
auswihlen, die nach unten fiihren sollen).

(b)  Wir zdhlen zunichst wie viele Wege es von A nach B gibt. Das sind genau
3 = (?), da wir einen von drei Streckenabschnitten auswihlen miissen, der
nach unten fiihrt. Genauso gibt es (g) Wege von B nach C. Da wir jeden Weg
von A nach B mit jedem Weg von B nach C kombinieren kénnen um einen
Weg von A nach C zu erhalten, der iiber B fiihrt, gibt es genau (3) - (g) =30
solcher Wege. Von den Wegen, die nicht iiber B fiihren, gibt es nach Teil (a)
also genau (3) - (3) - (3) = 40.

Losung von Aufgabe 18 (a) Es gibt 16 Figuren, die auf 16 Felder verteilen wer-
den sollen. Wenn alle Figuren unterschiedlich wiren, gige es 16! Mdglich-
keiten dafiir. Jedoch konnen die 8 Bauern, 2 Tiirme, 2 Springer und 2 Laufer
jeweils nicht unterschieden werden. Gleiche Figuren diirfen also beliebig un-
tereinander die Pldtze tauschen. Es folgt, dass es genau

16!
81-21.21.21
Verteilungen der Figuren auf die ersten zwei Reihen gibt.

(b) Nun wihlen wir in einem ersten Schritt 16 Felder aus — wofiir es genau (?2)
Moglichkeiten gibt. In einem zweiten Schritt verteilen wir die 16 Figuren auf
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die 16 ausgewihlten Felder, wie in (a). Damit gibt es genau

64 16!
16/ 8!-21-2!.2!

Verteilungen der Figuren auf dem gesamten Schachbrett.

Alternativ konnen wir in Teil (b) auch die 48 leeren Felder (die wir natiirlich auch nicht

gleiche ist wie unser Ergebnis von oben.

Losung von Aufgabe 19 Konstruieren Sie einfach alle diese Pokerhénde!

(1) Wihle eine Farbe aus: 4 Moglichkeiten
(2) Wihle 5 Werte dieser Farbe aus: (153) Mbglichkeiten

Das macht zusammen 4 - (153) Moglichkeiten eine Pokerhand zu konstruieren, in der
alle Karten die gleiche Farbe haben. Natiirlich, sind alle diese Pokerhiinde unter-
schiedlich. Es gibt also genau 4 - ('7) dieser Pokerhinde.

Losung von Aufgabe 20 Wir stellen die Studierenden in einer Reihe auf. Dann lie-
fert jede Anordnung der Noten eine andere Verteilung der Noten an die Studierenden,
in dem der i-te Studierende in der Reihe, die Note im i-ten Eintrag bekommt. Es gibt

also genau
250!

10!- 10! - 15! - 15! - 25!1-25!- 35! 35!-40! - 40!
verschiedene Notenverteilungen.

Losung von Aufgabe 21 Wir wihlen 10-mal eines der drei Kinder aus, das ein
Bonbon bekommt. Natiirlich ist dabei Wiederholung erlaubt (sogar erforderlich). Die
Reihenfolge spielt aber keine Rolle, da es nur darum geht, wie viele Bonbons jedes
einzelne Kind am Ende der Verteilung hat. Damit gibt es genau ('%)7") = (7) = 220
Verteilungen der Bonbons.

Wenn jedes Kind mindestens ein Bonbon bekommen soll, dann bekommt vorab
jedes Kind ein Bonbon. Die restlichen 7 Bonbons werden dann verteilt wie in (a),
wofiir es genau (7+§_1) = (3) = 84 Maoglichkeiten gibt.

Wenn Lea Geburtstag hat und mindestens vier Bonbons bekommen soll, dann
machen wir es genauso. Lea bekommt 4 Bonbons und die restlichen 6 Bonbons

konnen auf (6+§_1) = (g) = 56 Arten auf alle drei verteilt werden.

Losung von Aufgabe 22 Sei eine Menge M mit n € N Elementen gegeben. Per
Definition ist die Anzahl von k-elementigen Teilmengen von M gegeben durch (}).
Die Aussage folgt nunaus 37" (1)’ (’l') = 0 (Korollar 2.27). Denn dies ist dquivalent
zu
i)+ i)
{i€{0,...,n}|i ist gerade} J {i€{0,...,n}|i ist ungerade} J

Auf der linken Seite steht genau die Anzahl aller Teilmengen von M mit einer
geraden Anzahl von Elementen und auf der rechten Seite steht die Anzahl von allen
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Teilmengen von M mit einer ungeraden Anzahl von Elementen. Diese Gleichheit
war also zu zeigen.

Losung von Aufgabe 23 Mit dem Binomialsatz ist

(L+V3)" +(1-V3)" = (ZO ('f) '<‘/§)i) ’ (2;4 (?) '(‘@i)
_ (20: (':) .(\/g)i) . (Z;‘ (’l’) L(V3Y (—1>i)
_ i; (’l’) LY (L (1))

Der Term (1 + (—1)?) ist gleich 0, falls i ungerade ist. Es bleiben in der Summe
also nur die Summanden mit geradem i iibrig. Fiir gerades i ist aber jeder dieser
Summanden in Njy. Damit muss die ganze Summe — und somit (1 + V3) 4+ (1=v3)"
—in Ny liegen.

Losung von Aufgabe 24 Genau wie in Beispiel 2.44 gibt es ohne jede Einschrén-
kung (5+g_1) = 252 mogliche Ergebnisse (es wirden mit Wiederholung ohne Beach-

tung der Reihenfolge 5 Werte aus den 6 moglichen Augenzahlen gewihlt).

(a) Wir stellen einen Wiirfel so auf, dass er eine [+ anzeigt. Dann bleiben noch
vier Wiirfel librig von denen keiner mehr ein () zeigen darf. Es gibt also noch
genau (4+2_1) = 70 Moglichkeiten die restlichen vier Augenzahlen zu wihlen.

(b) Hier habe nwir immer noch fiinf Wiirfel, aber eine Augenzahl weniger, da die
() nicht angezeigt werden darf. Die gesuchte Anzahl berechnen wir nun wie
immer mit (**37") = 126.

(¢)  Wir haben nur fiinf Wiirfel, die offensichtlich nicht sechs verschiedene Augen-
zahlen anzeigen konnen. Es gibt also Null Ergebnisse, die diese Eigenschaft
haben.

(d) Sind alle Augenzahlen verschieden, so wird genau eine Augenzahl nicht ange-
zeigt. Es gibt also genau 6 solcher Ergebnisse.

(e) Fiir die Augenzahl, die dreimal angezeigt wird, gibt es 6 Moglichkeiten. Fiir die
Augenzahl, die zweimal angezeigt wird, bleiben dann noch 5 Moglichkeiten.
Das macht zusammen 6 - 5 = 30 verschiedene Full-House.

Losung von Aufgabe 25 (a) Wir diirfen also keine zwei Steine auf das selbe Feld
legen. Wenn wir nun fiinf gleiche Steine auf das Schachbrett legen, haben
wir nichts anderes gemacht als fiinf der 64 Felder auszuwiéhlen. Dafiir gibt es
genau (6,54) Méglichkeiten.

Wenn alle Steine eine andere Farbe haben — sagen wir gelb, griin, rot, blau und
orange — dann haben wir

e 64 Moglichkeiten den gelben Stein auf das Brett zu legen,
* dannach noch 63 Moglichkeiten den griinen Stein auf das Brett zu legen,



12 1 Losungen der Ubungsaufgaben

* dannach noch 62 Moglichkeiten den roten Stein auf das Brett zu legen,

* dannach noch 61 Moglichkeiten den blauen Stein auf das Brett zu legen,

e dannach noch 60 Moglichkeiten den orangenen Stein auf das Brett zu
legen.

Das macht zusammen % Moglichkeiten, die Steine auf dem Brett zu
verteilen.

(b) Ab jetzt diirfen wir die Steine auch stapeln. Um die nicht unterscheidbaren
Steine auf das Brett zu verteilen miissen wir also wieder fiinf der 64 Felder
auswihlen, wobei wir ein Feld auch mehrfach wihlen diirfen. Dafiir gibt es
genau (64+55_1) Moglichkeiten. (Alternativ: Die Anzahl der Mdglichkeiten ist
nur dadurch bestimmt, wie viele Steine auf jedem einzelnen Feld liegen. Ist
also x; die Anzahl von Steinen auf dem i-ten Feld, so muss gelten Z?il xi=5
und jedes x; ist in Ny. Die Anzahl der Lésungen dieser Gleichung ist (64+55 )
Haben nun alle Steine eine andere Farbe (wir nehmen die selben Farben wie
in (a), so gibt es wieder 64 Moglichkeiten den gelben Stein auf das Feld
zu legen. Allerdings wird dadurch nicht die Anzahl von Mdglichkeiten die
anderen Steine zu positionieren eingeschrinkt. Fiir jeden Stein gibt es also 64
Moglichkeiten. Bei fiinf Steinen macht das insgesamt 647 Moglichkeiten.

Dieses Beispiel entspricht also genau den bekannten vier Wahlmoglichkeiten von

5 aus 64 Elementen, jenachdem ob die Reihenfolge beachtet wird oder nicht, und ob

Wiederholung erlaubt ist oder nicht.

Losung von Aufgabe 26 Sie wihlen aus 10 Elementen (den Eissorten) 4 Elemente
(Eiskugeln) aus, wobei die Reihenfolge nicht beachtet wird (uns interessieren nur
welche Kugeln im Eisbecher landen) und Wiederholung erlaubt ist. Damit haben
sie ("*7") = () = 715 Moglichkeiten sich einen Eisbecher mit genau 4 Kugeln
zusammenzustellen.

Losung von Aufgabe 27 Wir definieren
g:N—M ; (x,y,2)> (x+10,y+2,z+4).

Es gilt x + y + z = 4 und somit auch (x + 10) + (y +2) + (z + 4) = 4 + 16 = 20.
Aus x, y, z € Ny folgt auch sofort x + 10 > 10, y + 2 > 2 und z + 4 > 4. Damit ist g
wohldefiniert. Weiter besitzt g die Umkehrabbildung

g M —N ; (x,y,Z)— & -10,y -2,7 —4)

und ist somit bijektiv.
Genauso definieren wir

h:N—L ; (xy2)—x+1Ly+32).
Genau wie gerade sehen wir, dass 4 wohldefiniert ist, und die Umkehrabbildung

':L—N ; 55— GE-17-32)



1.2 Losungen der Aufgaben aus Kapitel 2 13

besitzt. Damit ist / eine bijektive Abbildung.

Wir konnen die Abbildung wieder genauso konstruieren wie eben. Wir benutzen
aber lieber, dass die Hintereinanderausfiihrung von bijektiven Abbildungen eine
bijektive Abbildung ist. Damit ist f = 4 o g~! eine bijektive Abbildung von M nach
L und es gilt

f(x/’ yl’ Z,) = h(g_l(xl’ y,’ Z,)) = h(x/ - 10’ yl - 2’ ZI _4)
=(x'-10+1,y -4+3,7-4)=x"-9,y -1,/ —4).

Losung von Aufgabe 28 Sei K die Menge die Studierenden, die Kéasespitzle auf
ihrem Tablett haben, B die Menge der Studierenden, die einen Beilagensalat auf
ihrem Tablett haben und V die Menge der Studierenden, die Vanillepudding auf ihrem
Tablett haben. Dann ist K U BU V die Menge von Studierenden, die mindestens eine
der Komponenten Kisespitzle, Beilagensalat oder Vanillepudding gewihlt haben.
Wir suchen also |K U B U V|. Dafiir benutzen wir die Inklusions-Exklusions-Formel:

IKUBUV|=I|K|+|B|+|VI-|KNB|-|KNV|—-|BAV|+|KNBNV]|

Alle auftretenden Kardinalititen sind explizit in der Aufgabenstellung angegeben!
Wir setzen diese Kardinalitdten ein und erhalten

IKUBUV|=21+16+8-12-5-3+2=27

Losung von Aufgabe 29 Beim Wichteln wird also jeder Person genau eine andere
Person zugeordnet. Damit ist eine solche Auslosung nichts anderes als eine bijektive
Abbildung von der Menge der teilnehmenden Personen in nach selbst. Insbsondere
gibt es genau n! solcher Auslosungen, wenn n Personen zusammen wichteln.

(a) Es wichteln die fiinf Personen A;, A, A3, A4 und As zusammen. Fiir jedes
i €{l,...,5} sei M; die Menge aller Auslosungen, bei denen A; sich selbst
beschenken soll. Dann ist U?lei die Menge aller Auslosungen in denen
mindestens eine Person sich selbst beschenkt. Nach der Vorbemerkung gibt es
also genau

5! —|My UMy UM;U MU Ms| (1.4)

Auslosungen bei denen niemand sich selbst beschenken muss. Dies berechnen
wir natiirlich mit Hilfe der Inklusions-Exklusions-Formel. Wenn sich eine fest
gewihlte Person selbst beschenken soll, konnen die restlichen vier Personen
noch beliebig zugeordnet werden. Es gilt also |M;| = 4! fiirallei € {1,...,5}.
Allgemein gilt: sollen n fest gewiéhlte Personen jeweils sich selbst beschenken,
so konnen die restlichen 5 — n Personen untereinander beliebig zugeordnet
werden. Es gibt also (5 — n)! Auslosungen in denen sich n fest gewihlte
Personen selbst beschenken miissen. Weiter gibt es genau (Z ) Moglichkeiten
n der 5 Personen auszuwihlen, die sich selbst beschenken miissen. Mit (I.4)
und Inklusion-Exklusion ist die gesuchte Zahl also gleich
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(b)
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el o ef) o-f) 2ef) - o

5t 51 8!
25!—5!4‘5—54‘5—

=60-20+5—1=44

(Zusatzaufgabe: In dieser Rechnung hat sich eine ziemlich gute Anndherung
an die Eulersche-Zahl e versteckt. Finden Sie diese!)

Wie zu Beginn bemerkt ist eine Auslosung beim Wichteln zwischen n Personen
nichts anderes als eine bijektive Abbildung von einer Menge mit n Elementen
nach sich selbst. Die Anzahl von Personen, die sich dabei selbst beschenken
miissen ist nichts anderes als die Anzahl von Fixpunkten der zugehdrigen
bijektiven Abbildung. Der Erwartungswert fiir die Anzahl von Fixpunkten —
und somit der Anzahl von Personen, die sich selbst beschenken miissen — ist
gleich 1, was in Beispiel 2.55 berechnet wurde.

Losung von Aufgabe 30 Sei (Q, p) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und
A BCQ.

(a)

(b)

(c)

Wir rechnen die Wahrscheinlichkeit einfach aus:

pIQ\Al= ) pl@)= ) pw)- ) pw) =1-p[A]

weN\A [2159) wWEA

Das ist eine Umformulierung des einfachsten Falles der Inklusions-Exklusions-
Formel. Wir wissen bereits, dass AUB = (A\(ANB))U(B\(ANB))U((ANB))
ist, und dass die drei Mengen auf der rechten Seite paarweise disjunkt sind.

Damit folgt

pIAUBI= ) p)= D pw+ D, pw+ ) pw)
w€EAUB weA\(ANB) weB\(ANB) w€eANB
=Y pw)- D p+ Y pw) - > pw+ Y pw)
wEeA weANB weB weANB w€eANB
= p@+ Y pw- > pw)
wEeA weB weANB

= p[A] + p[B] - p[AN B]

Sei nun p die Gleichverteilung, |Q| eine Primzahl und A, B seien weder die

leere Menge noch Q. Wir miissen zeigen, dass A und B nicht unabhéngig sind

Angenommen A und B wiren unabhingig. Dann ist per Definition p[A N

B] = p[A] - p[B]. Da p die Gleichverteilung ist, ist das gleichbedeutend mit
|

ANB Al |B .
lAnB| _ H Iﬁl Das wiederum bedeutet

Q[ - |AN B| = |A] - |BI.
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Es ist |Q| eine Primzahl und somit muss |Q| eine der Zahlen |A| und |B| teilen.
Nach Voraussetzung ist aber |A|, |B| € {1,...,|Q| — 1} und somit ist keine
der Zahlen durch |Q)] teilbar. Das ist ein Wiederspruch. Damit muss unsere
Annahme, dass A und B unabhéngig sind, falsch gewesen sein. Das heif3t nichts
anderes, als dass A und B nicht unabhingig sind.

Losung von Aufgabe 31 Diese Aussage wurde fiir k = 2 bereits bewiesen. Fiir
beliebiges k aus N beweisen wir die Aussage per Induktion.

Induktionsanfang: Fiir k = 1 ist w — p(w) per Definition eine Verteilung auf Q;.
Der Induktionsanfang ist also trivialerweise erfiillt.

Induktionsvoraussetzung: Fiir beliebiges aber festes k € N sei fiir je k endli-
che Wahrscheinlichkeitsrdume (Qy, p1), . . ., (Q, px) die Abbildung (w1, . . ., W) —
pi(wy) - ... pr(wy) eine Verteilung auf Q) x ... x Q.

Induktionsschritt: Sei nun k wie in der Induktionsvoraussetzung und seien k + 1
endliche Wahrscheinlichkeitsrdume (Qy, p1), . .., (Qk+1, Pr+1) gegeben. Nach Vor-
aussetzung ist

p:le...XQk—>[0,1] 5 (a)l,...,a)k)le(wl)-...-pk(wk)

eine Verteilung auf Q; X ... X Q. Es ist also (Q; X ... X Q, p) ein endlicher
Wabhrscheinlichkeitsraum. Da die Behauptung fiir zwei Wahrscheinlichkeitsraume
gilt, ist

(w1, ..., Wi wir1) =p(wi, ... W) - Pres1(Wie1)
=pir(wr) - ... pr(wr) - pre1(Wrs1)

eine Verteilung auf
(Q] X...XQk)XQk+] =Ql X...XQkXQk+].

Damit ist die Aussage bewiesen.

Losung von Aufgabe 32 (a) Wir konzentrieren uns zunichst nur auf die sechs
Lottozahlen. Da die Reihenfolge der gezogenen Zahlen keine Rolle spielt,
wird in jeder Ziehung eine 6-elementige Teilmenge von {1, ...,49} gezogen.
Wir setzen also Qp = {A € {1,...,49}| |A| = 6}. Da jede der Lottozahlen
mit einer gleichen Wahrscheinlichkeit gezogen wird, ist die Verteilung auf Qp,
die Gleichverteilung — nennen wir sie py..

Bei der Superzahl wird eine Ziffer aus {0,...,9} gezogen, wobei jede Zif-
fer mit gleicher Wahrscheinlichkeit gezogen werden soll. Der zugehorige
Wahrscheinlichkeitsraum fiir die Ziehung der Superzahl ist also (Qg, ps) mit
Qg = {0, ...,9} und der Gleichverteilung ps.

Die Ziehung der sechs Lottozahlen, soll natiirlich nicht die Ziehung der Su-
perzahl beeinflussen. Die Ausginge sollen also unabhiingig von einander sein.
Der Wahrscheinlichkeitsraum fiir die Lottoziehung ist also der Produktraum

(Q,p) = (Qr, p1) X (Qs, ps) = ({A € {1,...,49}] |A] = 6} x {0,...,9}, p),
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(b)
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mit der Gleichverteilung p.

Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus Teil (a). Ihr abgegebender Tipp sei
(L, s) € Q. Da wir auf Q die Gleichverteilung haben, ist die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit gleich

[{(A,a) e Q| |ANL|=2unda = s}
1 '

Nach der Definition des Binomialkoeffizienten ist |Q| = [Qy |- |Qs| = (469) -10.
Weiter ist offensichtlich |[{(A,a) € Q| |[ANL| = 2unda = s}| = |[{A €
Q; | |AN L| =2}|. Wir konstruieren einfach alle Elemente A in dieser letzten
Menge: Dazu wihlen wir zunéchst 2 Elemente aus L aus ((g) Moglichkeiten)
und dann wihlen wir die restlichen 4 Elemente aus {1,...,49} \ L aus ((443’ )
Moglichkteiten). Es gibt also (g) . (4;’) Elemente A € Q; mit [ANL| = 2.
Setzen wir alles zusammen erhalten wir, dass die gesuchte Wahrscheinlichkeit
gleich

(3)-(4) 1851150

(469) .10 139838160

=0,013237....

ist.

Losung von Aufgabe 33 Die Karten eines Kartenspieles mit 52 Karten lassen sich
in 52! unterschiedlichen Reihenfolgen iibereinander stapeln (jeder Stapel entspricht
einer Permutation der Karten). Dass das Karenspiel griindlich gemischt wird, soll
dazu fiihren, dass jeder der mdglichen Stapel mit einer gleichen Wahrscheinlichkeit
auftritt. Wir betrachten also die Gleichverteilung p auf der Menge aller Kartestapel.

(a)

(b)

Sei A das Ereignis, dass die erste und die letzte Karte ein Ass sind. Wir fassen
A als Teilmenge der Menge aller Kartenstapel auf. Damit die erste Karte ein
Ass zeigt, haben wir fiir die erste Position im Stapel 4 Moglichkeiten. Wenn
gleichzeitig auch die letzte Karte ein Ass zeigen soll, konnen wir fiir diese
Position eines der 3 iibrigen Asse wihlen. Die restlichen 50 Karten werden
beliebig auf die restlichen 50 Positionen verteilt. Es ist also |A| = 4 - 3 - 50!.

Damit folgt

_12.500 0 12 1

o520 52.51 0 2217

Sei nun B das Ereignis, dass die vier Konige alle hintereinander liegen. Wir
betrachten die vier Kdnige (in irgendeiner festen Reihenfolge) als einen Block.
Stellen Sie sich vor, die vier Konige kleben alle aneinander, so dass sie beim
Mischen nie getrennt werden. Dann werden beim Mischen 49 Elemente per-
mutiert (der Block an Konigen und die 48 iibrigen Karten). Es gibt also genau
49! Stapel in denen die Konige in unserer fest gewihlten Reihenfolge direkt
hintereinander liegen. Da es 4! Moglichkteiten gibt eine Reihenfolge fiir die 4
Konige zu wihlen, ist |B| = 49! - 4!. Damit ist

plA]

491 - 41 41 1

B: = = .
PBl = =~ = 555150 ~ 555
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Es ist A N B die Menge aller Kartenstapel in denen an erster und letzter Stelle
ein Ass liegt und die vier Konige alle hintereinander liegen. Damit ist wie gerade
|[ANB| =4-3-4!-47! und somit

12-41-471  12-50!-49! - 4!

ANB] =
plAN B 5o0 7 5212

= plA] - p[B].

Die Ereignisse sind also nicht unabhingig (das hitten wir sicher auch intuitiv ver-
mutet, da jede Festlegung von einzelnen Positionen, die Moglichkeiten einschrénkt,
dass vier gewihlte Karten hintereinander liegen).

Losung von Aufgabe 34 Es sind genau 30 von 90 Steinen rot. Da alle Steine die
gleiche Grofe haben, gehen wir von einer Gleichverteilung aus. Damit ist die Wahr-
scheinlichkeit, mit einem Zug einen roten Stein zu ziehen genau % = %

Nun ziehen wir drei Steine gleichzeitig. Sei B die Menge der blauen Steine, R die
Menge der roten Steine und G die Menge der gelben Steine. Wie beim Lottospielen
ist der Wahrscheinlichkeitsraum nun gegeben durch die Gleichverteilung p auf Q =
{A € BURUG] |A| = 3}. Um die Mengen aus Q zu konstruieren, in denen jede Farbe
einmal vorkommt, miissen wir nur einen blauen Stein wahlen, einen roten und einen
gelben. Dafiir haben wir natiirlich 20 - 30 - 40 Moglichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit

dafiir drei Steine unterschiedlicher Farbe zu ziehen ist somit gleich

20-30-40 24000 200
= =2 20,2042...
Q| () 979

1.3 Losungen der Aufgaben aus Kapitel 3

Losung von Aufgabe 35 In beiden Fillen benutzen wir die Formel aus Beispiel 3.2.
Diese liefert:

(@ a,=3"-1+122.2=3"+3"-1=2.3"—Ifirallen € N,.

() a,=3"-(-1)+ 2= —1fiiralle n € Ny.
Diese Gleichung findet man auch sobald man a; = —1 = ag berechnet hat.
Denn damit ist auch ap = 3 -a; +2 = 3 - ag + 2 = a; und so weiter.

Losung von Aufgabe 36 Wir leiten die Losung des linearen Gleichugssystems eben
her. Falls 4; = 0 ist, ist A1, # 0. Weiter ist in diesem Fall

a
X1 +x =agp X1 +Xx3 = ap X1 +/l_; =ao
— — — ai — _ a
/12-)('2—01 X2 =% X2 =0

Damit ist die einzige Losung des linearen Gleichungssystems gegeben durch x; =
_a _ a—rap _a _ ai—d-a
a el Ty und x, = il ey

Sei nun 4; # 0. Dann ist



18 1 Losungen der Ubungsaufgaben

X1 +x7 =aqap X1 +x2 =dap
— A a;
/ll'X]+/lQ'X2=al X1+/l—1'JC2=/l—I

Wir ziehen die erste Gleichung von der zweiten ab und erhalten das dquivalente
Gleichungssytem

X1 +x2 = qp X1 +x2 ap
—

A qy. ar _ — @a-Aidy
(/ll 1) X2 4 ap X2 = L-A

Setzen wir die Losung fiir x, in die erste Gleichung ein, erhalten wir, dass die einzige

. . . . — a17/l|~ao —
Losung des linearen Gleichungssystems gegeben ist durch x; = ag — oo =
ai—A2-ap —_ ai-Ai-ag

-1 und x, = Tod

Losung von Aufgabe 37 Mit ein bisschen Tiiffteln oder ,,genauem Hinschauen*
kann man die Aufgabe auch durch ausprobieren 16sen. Wir wollen hier jedoch unser
Wissen tiber die geschlossenen Formeln von linearen homogenen Rekursionen d
erOrdnung 2 benutzen.

Sind A1 # A, die Nullstellen des charakteristischen Polynoms einer linearen
homogenen Rekursion der Ordnung 2, so gilt a, = C; - A} + C; - A fiir absolute
Konstanten C; und C,. Da diese Konstanten nicht von n abhidngen, kann nicht
Cy -/l;‘ +Cy -/15‘ =2-n+ 1 fiir alle n gelten.

Wir gehen also davon aus, dass das charakteristische Polynom der Rekursion eine
doppelte Nullstelle A besitzt. Dann gilt

n

a, =Cyo - (0

)-/1"+c11 : (’f) A= (Cio+ Cyy -n) - A"

Damit dies fiir alle n € Ny gleich 2 - n + 1 ist, setzen wir A = 1 (damit der Faktor 1"
unsichtbar wird) und Cig = 1 und Cj; = 2. Damit ist das charakteristische Polynom
der Rekursion gegeben durch (x — 1)> = x? — 2x + 1, woraus sofort

a, =2-ay_1 —ay—p firallen > 2

folgt. Die Startwerte sind gliicklicherwese schon bekannt: ag = 2-0+ 1 = 1 und
ar=2-1+1=3.

Losung von Aufgabe 38 Induktionsanfang: Fiir jedes m € Nist fy - fiu—1 +
fi+ fim =1 fin = fin+o. Damit ist der Induktionsanfang gemacht.
Induktionsvoraussetzung: Fiir beliebiges aber festes k € Ny gelte: Fiir jede natiir-
liche Zahl m € Nist fiym = fi * fm-1 + fe+1 * fmn-
Induktionsschritt: Wir zeigen, dass die Behauptung auch fiir k& + 1
gilt. Sei also m € N beliebig, dann ist
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S+ * fn-1 + fis2 * fm
=fiwt * fnot + (fier1 + i)+ fn
=fir1 - (fm=1 + fin) + fi * fn
=fic+ fm + fes1 - fnnr (1.5)

Hier haben wir nur zweimal die Definition der Fibonacci-Zahlen benutzt. Da unsere
Induktionsvoraussetzung fiir jedes m € N gilt (die Bedingung hingt nur von k ab),
gilt Sie auch fiir m + 1. Damit ist (T.53) gleich fii(n+1) = fik+1)+m und die Aussage
ist bewiesen.

Losung von Aufgabe 39 Da die Rekursionsvorschrift fiir die Lucas-Zahlen L,, ge-
nau die gleiche ist, wie die der Fibonacci-Zahlen (die Rekursion unterscheidet sich
nur durch die veridnderten Startwerte), kennen wir das charakteristische Polynom

bereits — es ist
1+V5 1-v5
2 T

Damit gilt fiir alle n € Ny die Gleichung L,, = Cy - (%g)n +Cy- (I*T\E)n fiir gewisse

xz—x—lz(x—

Konstanten C; und C;. Fiir n = 0 und n = 1 erhalten wir das Gleichungssystem

1‘C]+1‘C2 :2

1++5 1-+5
) -Cy +

) =1

Das konnen wir schnell 16sen oder die Formel aus Aufgabe 36 benutzen. Wir erhalten
Ci; = G, = 1 und somit die geschloBene Formel

1+v5)" [1-+5)"
an( +2\/_) +( 2\/_) fiir alle n € Ny

Losung von Aufgabe 40 Da die geschloBene Formel der Rekursion nur aus zwei
Summanden besteht, gehen wir davon aus, dass es sich um eine lineare homogene
Rekursion der Ordnung 2 handelt. Das charakteristische Polynom dieser Rekursion
muss dann genau die beiden Nullstellen 1 + V3 und 1 — V3 haben. Damit ist das
charakteristische Polynom gleich

x—(1+V3) - (x=(1=-V3)=x2=-2-x-2
und die Rekursion gegeben durch
a,=2-a,_1+2-a,, firallen > 2.

Wir miissen also nur noch die Startwerte ag = (1 + V3)° + (1 = V3)° = 2 und
a; = (1+vV3)' + (1 —V3)! =2 berechnen.
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Losung von Aufgabe 41 Wir stellen zunéchst fest, dass die Teile gleicher Farbe auch
gleichgrof} sind. Damit erhalten wir immer den gleichen Flacheninhalt, egal wie wir
die vier Teile zusammensetzen. Damit konnen die beiden groflen ,,Dreiecke* nicht
deckungsgleich sein. Es folgt, dass die Zusammensetzungen der vier Teile keine(!)
Dreiecke liefert. Im linken Bild ist die ,,Hypothenuse* leicht nach aulen gedriickt
und im rechten Bild leicht nach innen (wenn man das einmal weil3, dann sieht man
es auch mit bloBem Auge). Dass dieser Knick so schwer zu sehen ist liegt daran, dass
sich die Steigung des roten Dreiecks (% = %) kaum von der des griinen Dreiecks
(% = %) unterscheidet. Hier bezeichnet f,, die n-te Fibonacci-Zahl. Mit Bemerkung

3.13 sind beide Quotienten gute Anndherungen an (ﬁrs)z.

1.4 Losungen der Aufgaben aus Kapitel 4

Losung von Aufgabe 42 Eine von unzdhligen Moglichkeiten ist die folgende:

be
h i
a

d f

[ Ie]

e g

Losung von Aufgabe 43 Dies kann nur fiir Graphen funktionieren, die nicht einfach
sind. Ein Beispiel sind die Graphen

o O=0 o (G)

Jede Ecke von G ist sowohl mit sich selbst als auch mit der anderen Ecke benachbart.
Das gleiche gilt fiir die Ecken von G’. Weiter haben alle Ecken den Grad 5. Trotzdem
sind G und G’ offensichtlich nicht isomorph, da G zwei Schleifen besitzt und G’ vier
Schleifen.

Losung von Aufgabe 44 Die beiden Graphen G und G’ sind isomorph, wie die
folgende Beschriftung zeigt. Da die Grpahen einfach sind, geniigt es die Ecken
passend zu beschriften.
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G:

CéL\f | e
v/ '

a/
\ c b f

Auf diese Beschriftung stdsst man, wenn man zunéchst den Graphen G irgendwie
beschriftet. Dann muss die einzige Ecke in G’ vom Grad 5 genauso beschriftet
werden wie die einzige Ecke von Grad 5 in G (in unserem Fall mit a). Den beiden
Ecken vom Grad 4 in G’ ordnen Sie irgendwie die beiden Ecken vom Grad 4 aus G’
zu (in unserem Fall ¢ und f). Die Beschriftung der iibrigen Ecken ergibt sich dann
sofort aus den Nachbarschaftsrelationen.

Losung von Aufgabe 45 Sei k eine Kante von G, die die Ecken e und f verbindet.

Zu (a):

Zu (b):

Wenn diese Aussage fiir Sie anschaulich klar ist, brauchen Sie die folgende
Losung nicht zu lesen.

Ist k£ in einem echten Kreis enthalten, dann gibt es einen Weg von e nach f,
der k nicht benutzt (entfernen wir aus einem Kreis genau eine Kante, bleibt
immer noch ein Weg iibrig). Sind nun a und b beliebige Ecken aus einer
Zusammenhangskomponente von G. Wir wihlen irgendeinen Weg von a
nach b. Falls dieser Weg die Kante k benutzt, konnen wir k auch durch den
Weg zwischen e und f ersetzen, der k nicht benutzt. Das heilt: zwischen
a und b gibt es immer einen Weg, der k nicht benutzt. Insbesondere gibt es
auch einen Weg von a nach b in G \ {k}, was nichts anderes bedeutet, als
dass a und b in der selben Zusammenhangskomponente von G \ {k} sind.
Damit besitzt G genauso viele Zusammenhangskomponenten wie G \ {k}
und k ist keine Briicke. Betrachten wir die Kontraposition der gezeigten
Implikation erhalten wir

k ist eine Briicke <= £ ist in keinem echten Kreis enthalten

Sei nun k nicht in einem echten Kreis enthalten. Dann gibt es keinen Weg
von e nach f, der k nicht benutzt. Insbesonder gibt es keinen Weg von e
nach f in G \ {k} und e und f sind in verschiedenen Zusammenhangs-
komponenten von G \ {k}. Also besitzt G \ {k} mehr Zusammenhangs-
komponenten als G und k ist eine Briicke. Damit ist auch die Riickrichtung
gezeigt.

Zeichnen wir eine weitere Kante in einen Graphen, so verbinden wir
hochstens zwei Ecken mit einander (genau zwei, wenn wir keine Schleife
zeichnen). Damit kdnnen wir hochstens zwei Zusammenhangskomponen-
ten verbinden. Insbesondere hat G hochstens eine Zusammenhangskom-
ponente weniger als G \ {k}. Wir formulieren den Satz um und erhalten,
dass G \ {k} hochstens eine Zusammenhangskomponente mehr hat als G.
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Losung von Aufgabe 46 Zu (a): Nach Definition hat Hs genau |{0,1}°| = 23
Ecken. Weiter sind zwei Ecken (ay, . . ., as), (b1, . . ., bs) € E(Hs) = {0,1}°
genau dann benachbart, wenn sie sich in genau einem Eintrag unterschei-
den. Damit ist jede Ecke mit genau fiinf anderen benachbart, was bedeutet,
dass jede Ecke Grad 5 hat. Es folgt

2 KH)l = Y, d@n...a)= ) 5=2-5
(a1,...,as)€E(Hs) (a1,...,as)€E(Hs)

und somit besitzt Hs genau 2% - 5 = 23 - 10 = 80 Kanten.
Zu (b):  Wir benutzen, dass ein Graph genau dann bipartit ist, wenn es keine Kreise

ungerader Linge in diesem Graphen gibt. Sei also e, k1, e1, ko, €2, . . ., kr, €,
mit ¢, = ¢y = (ay,...,a,) € {0,1}" irgendein Kreis in H,,. Fiir alle
i € {1,...,r} unterscheiden sich ¢; und ¢;_; in genau einem Eintrag (be-

achte, dass unsere Ecken Elemente aus {0, 1}” sind). Da eg = e, ist, wurde
jeder Eintrag in einer geraden Anzahl von Schritten verdndert. Damit muss
der Kreis aus einer geraden Anzahl von Schritten bestehen, was nichts an-
deres bedeutet, als dass die Linge des Kreises (r) eine gerade Zahl ist. Da
der Kreis beliebig gewihlt war, gibt es keine Kreise ungerader Linge in
H,, und H,, ist damit bipartit.

Losung von Aufgabe 47 Dass die beiden Graphen isomorph sind, sieht man an der
folgenden Beschriftung.

b — a ",
aVa® C;id
\ /
d — e e — f

Losung von Aufgabe 48 Der Graph G besitzt genau eine Ecke mehr als Kanten.
Damit ist G ein Baum. Ein Baum ist ein zusammenhéngender Graph ohne echte
Kreise. Insbesondere gibt es in G keine Kreise von gerader Linge. Damit ist G
bipartit.

Losung von Aufgabe 49 Sei G irgendein zusammenhéngender Graph. Wir konstru-
ieren einen Graphen G’ aus G in dem wir jede Kante doppelt einzeichnen. Dadurch
sind an jeder Ecke von G’ genau doppelt so viele Kanten eingezeichnet, wie an der
entsprechenden Ecke von G. Insbesonder ist der Grad jeder Ecke aus G’ gerade und
somit ist G’ eulersch. Es gibt also einen Kreis in G’, der jede Kante von G’ genau
einmal benutzt. Fassen wir nun die verdoppelten Kanten wieder zu einer zusammen
erhalten wir, dass es einen Kreis in G gibt, der jede Kante aus G genau zweimal
benutzt.

Losung von Aufgabe 50 Wir zeichnen die Personen als Punkte und verbinden je
zwei Punkte mit einander. Damit erhalten wir den vollstindigen Graphen K, auf n
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Ecken. Geben sich nun zwei Personen die Hand, zeichnen wir die Kante zwischen
diesen Personen beiden nach. Da sich alle Personen untereinander genau einmal die
Hand geben sollen, wollen wir also jede Kante des K,, genau einmal nachzeichnen.
Nun soll immer eine Person zweimal hintereinander die Hand reichen. Im Bild
bedeutet dies nichts anderes, als dass zwei Kanten, die wir nacheinander zeichnen
auch einen gemeinsamen Endpunkt brauchen.

Fassen wir alles zusammen erhalten wir, dass sich n Personen genau dann auf die
beschriebene Art die Hande reichen konnen, wenn es einen eulerschen Weg im K,
gibt. Dies ist genau dann der Fall, wenn maximal zwei Ecken des K, underaden Grad
besitzen. Allerdings ist der Grad jeder Ecke gleich n—1 und es ist nach Voraussetzung
n > 3. Damit gibt es im K,, genau dann einen eulerschen Weg, wenn n — 1 gerade ist
— sprich: wenn n ungerade ist.

Losung von Aufgabe 51 Wir fassen das Bild als Graph auf in dem wir jeden Schnitt-
punkt als Ecke realisieren. Als Schnittpunkt von zwei Kreisen, hat jede Ecke den
Grad 4. Insbesondere ist der Grad jeder Ecke gerade und der Graph ist eulersch.
Damit ldsst sich der Graph (und somit das Bild) zeichnen ohne den Stift abzusetzen
und ohne eine Kante mehrfach zu zeichnen.

Losung von Aufgabe 52 Wir betrachten die vier Graphen

Der erste Graph ist offensichtlich eulersch. Hamiltonsch ist er jedoch nicht: Es gibt
nur einen Kreis, der jede Ecke benutzt, und der benutzt die Ecke in der Mitte zweimal.

Im zweiten Graph gibt es nur einen echten Kreis. Dieser ist offensichtlich sowohl
eulersch als auch hamiltonsch.

Der dritte Graph ist nicht eulersch, da es vier Ecken von ungeradem Grad gibt.
Der Graph ist hamiltonsch, da er den zweiten Graph als Teilgraph besitzt.

Im vierten Graphen gibt es keine echten Kreise. Insbesondere ist er also weder
eulersch noch hamiltonsch.

Losung von Aufgabe 53 Wir beweisen den Satz mit den vorgegebenen Schritten.

Zu (a): Da H einfach ist, gibt der Grad einer Ecke genau die Anzahl von Nachbarn
dieser Ecke an. Sind nun e und f zwei Ecken, die nicht benachbart sind. Sei
A, die Teilmenge von E(H), die aus genau den Nachbarn von e besteht,
und sei Ay die Teilmenge, die aus den Nachbarn von f besteht. Es ist
Ae CEH)\{e, fYund Ar € E(H)\ {e, f}. Insbesondere ist also A, U
Ay C E(H) \ {e, f}. Weiter ist nach Voraussetzung |A.| = d(e) > 5 und
|Af| = d(f) = 5. Nun konnen A, und Ay nicht disjunkt sein, da sonst
|Ae U A¢| 2 5 + 5 = n wiire, im Widerspruch zu |E(H)| = n — 2. Dass
A, und Ay nicht disjunkt sind bedeutet nichts anderes als dass es einen
gemeinsamen Nachbarn von e und f gibt.
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Zu (b):

Zu (¢):

Zu (d):

1 Losungen der Ubungsaufgaben

Das sieht schlimmer aus als es ist. Als erstes stellen wir fest, dass das G aus
der Aufgabenstellung nicht der K, ist, da dieser offensichtlich hamiltonsch
ist. Nach Annahme gilt fiir G folgendes: Wenn wir eine weitere Kante in
G einzeichnen, so ist G hamiltonsch.

Wir zeichnen also irgendeine (neue) Kante in den Graphen G und erhalten
einen hamiltonschen Kreis

erkierks ... kpenkni1 ensy -
——
=e|

Irgendeine der Kanten, muss die neu eingezeichnete Kante sein, da sonst
G hamiltonsch wire. In einem Kreis konnen wir jede Ecke als Startpunkt
wihlen. Daher konnen wir ohne weiteres annehmen, dass k. die neue
Kante ist. Da der Kreis hamiltonsch ist, kommt k,,,; nicht nochmal in
diesem Weg vor. Damit ist

elklezkz...knen (1.6)

ein hamiltonscher Weg in G.
Da der Weg aus (I.6) hamiltonschist, ist E(G) = {ey, . .., e, } und |E(G)| =
n. Wir setzen nun

A1 = {¢j € E(G)|ejund e; sind benachbart}
A, ={ej € E(G)\ {e1}|e;—1und e, sind benachbart}

(beachten Sie, den Index in der zweiten Menge!). Wie in (a) ist Aj UA,, C
E(G) \ {e1} und somit

|Aj U A, <n-1. (1.7)

Allerdings ist wieder |Aj| = d(e1) > 5 und |A,| = d(e,) > 5. Damit ist
mit |A1 U A,| # |AL| + |An| = n, was sofort impliziert, dass es ein
Element ¢; im Schnitt von A und A,, gibt. Das war zu zeigen.

Wir benutzen die Notation aus Teil (¢). Dann gibt es eine Kante k zwischen

e und ¢; und eine Kante k’ zwischen e;_; und ¢,,. Wir haben also

k
el k; e €i—tki_ €i k,, én

kl

Jetzt kann man den hamiltonschen Kreis einfach ablesen: Wir laufen wie
gehabt von e nach e;_1, gehen von da aus iiber k£’ nach e,,, laufen den Weg
dann riickwiérts zu e; und laufen von da aus iiber k zurédck zu e;. D. h.:
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Dieser Kreis ist offensichtlich hamiltonisch.

Zu (e): FEigentlich ist der Beweis nun schon beendet. Angenommen es gibt einen
einfachen zusammenhingenden Graphen auf n > 3 Ecken, der nicht ha-
miltonsch ist und in dem jede Ecke mindestens Grad 7 besitzt. Dann gibt
es (mindestens) einen solchen Graphen, der maximal ist beziiglich der
Anzahl von Kanten. Sei G solch ein Graph (das ist der Graph aus (b)). In
(d) haben wir gezeigt, dass es einen hamiltonschen Kreis in G gibt, im
Widerspruch zur Annahme, dass G nicht hamiltonsch ist. Damit muss die
Annahme falsch gewesen sein. Es gibt also keinen einfachen zusammen-
hiangenden Graphen auf n > 3 Ecken in dem jede Ecke mindestens Grad
3 besitzt.

Losung von Aufgabe 54 Eine 2-Kantenfiarbung von K, mit den Farben aus 7 ist
eine Abbildung ¥ : K(K,) — T.Da |K(K,)| = (5) und |T| = 2, gibt es genau 2(%)
verschiedene solcher Abbildungen.

(Sie haben fiir jede der ('2') Kanten von K, eine Wahl zwischen 2 Farben.)

Losung von Aufgabe 55 Wir wollen zeigen, dass R(r, b) < (”b 2) firaller,b € N
gilt. Aus dem Beweis von Theorem 4.41 wissen wir, dass

(i) R(r,1) = R(1,b) = 1 und
(i) R(r,b) < R(r — 1,b) + R(r,b— 1) fiir r, b < 2.

Mit den iiblichen Rechenregeln fiir den Binomialkoeffizienten, wissen wir auch
(1) (1+b 2) (r+1—2) =1 und

r—1

@ (207) = (U + (D) e b < 2.

Damit ist die Behauptung fast offensichtlich. Um das fast aus diesem Satz zu radieren
fiihren wir eine Induktion iiber r + b.

Im Induktionsanfang ist r + b = 2 und somit r = b = 1. Die Aussagen aus (i) und
(1) liefern also R(r, b) = (”b ?) und somit insbesondere R(r, b) < (r:ljfz).

Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass fiir beliebiges aber festesn € N
fiir alle , b € N, mit 7 + b = n, die Ungleichung R(r, b) < ("*%7?) gil.

Fiir den Induktionsschritt seinunr + b = n + 1. Falls r = 1 oder b = 1, folgt die

Behauptung aus den Aussagen in (i) und (1). Falls » und b grof3er als 1 sind, gilt

1)+b—2) (r+(b—1)—2)(2)(r+b—2)
+ =
(r-1-1 r—1 r=1

(beachte, dass tatsdchlich (r — 1) + b = r + (b — 1) = n ist). Das war zu zeigen.

R(r.b) € RO—1.b)+R(r.b—1) '~ ((’

Losung von Aufgabe 56 Der Graoh K33 besitzt als bipartiter Graph keine echten
Kreise ungerader Linge. Weiter ist K3 3 einfach und besitzt daher keine echten Kreise
der Léange 2. Damit hat jeder echte Kreis in K3 3 mindestens die Lange 4.
Angenommen K3 3 wire planar, dann wire mit unserer Voriiberlegung jede Flédche
durch mindestens 4 Kanten begrenzt. Da jede Kante maximal zwei Fldchen trennt,
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wire die Anzahl von Flachen somit hochstens gleich 2 - w = %. Die Eulersche-
Formel besagt aber, dass die Anzahl von Flichen genau |K(K33)| + 2 — |E(K33)| =
9+2-6=5> % ist. Das ist ein Widerspruch und somit ist K3 3 nicht planar.

1.5 Losungen der Aufgaben aus Kapitel 5

Losung von Aufgabe 57 Da fiir alle a € Z gilt a | a, ist ~ reflexiv. Weiter ist fiir
a,beZ
a~b > al|boderb|a — b~ a.

Damit ist ~ auch symmetrisch. Allerdings ist ~ nicht transitiv. Denn: Es ist 2 ~ 10
und 10 ~ 5, aber es gilt nicht 2 ~ 5, da weder 2 | 5 noch 5 | 2 gilt. Insbesondere ist
~ keine Aquivalenzrelation.

Losung von Aufgabe 58 Wir iibersetzen die Gleichung zunichst in eine Relation
zwischen Aquivalenzklassen. Dazu schreiben wir a als [(ay, a2)], b als [(by, by)] und
c als [(c1, ¢2)], mit ay, ap, by, by, c1, ¢3 € Ny. Dann miissen wir zeigen, dass

[(a1, a2)] © ([(D1, b2)] & [(c1, €2)]) ~ [(a1, a2)] @ [(b1, b2)] @ [(a1, a2)] © [(c1, ¢2)]
(1.8)
gilt. Nur mit Benutzung der Definition der Addition @ und der Multiplikation © ist

(T8) dquivalent zu

[(a1,a2)] © ([(b1 + c1, b2 + 2)]) ~[(a1 - by + az - by, ay - by + ap + by)]
(&) [((11 c1+ax-cyap-ctap+ Cl)],

was wiederum dquivalent ist zu

[(ar - (b1 +c1)+az-(by+ ), a1 - (by+c2)+ax- (b +cp))]

~[(a1~b1+a2~b2+a1~cl+a2-cz,a1~b2+a2+b1+a1-02+a2+c1)].

Die Rechnungen innerhalb der Klammern sind alles Rechnungen in Ny. Wir diirfen
also das Distributivgesetz auf Ny benutzen. Damit sehen wir, dass die letzte Relation
erfiillt ist. Damit gilt auch (T.8) und somit das Distributivgesetz auf Z.

Losung von Aufgabe 59 Im folgenden seien stets a, b, ¢ € Z.

Zu(a): Esist1l-a =a =a-1. Dal und a ganze Zahlen sind, folgt mit der
Definition der Teilbarkeit, dass 1 | @ und a | a gilt.
Zu (b): Esista|b

— 3dkeZ,mita-k=b & FkeZ,mit(-1)-a-(-1)-k=b>b
———
€Z

— 3k e€Z,mit(-1)-a-k'=b < (-1)-al|b
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Zu (¢): Sei nun ¢ # 0. Wir beweisen die beiden Implikationen vorsichtshalber
nach einander.

= Dass a ein Teiler von b ist, bedeutet genau, dass es ein k € Z gibt mit
a-k = b. Damit ist aber natiirlich auch (a-¢)-k = (a-k)-c = b-c. Per
Definition der Teilbarkeit bedeutet dies a - ¢ | b - ¢ (Bis jetzt haben
wir ¢ # 0 noch nicht gebraucht).
& Istnuna-c|b-c,sogibteseink € Zmit(a-c)-k =b-c. Damit
folgt
O=(-c)-k=b-c=(a-k-b)-c.

Nach Voraussetzung ist ¢ # 0 und wir wissen bereits, dass Z nulltei-
lerfrei ist. Damit muss 0 = a - k — b — also a - k = b — gelten, was
nichts anderes heifit als a | b.

Zu(d): Esgilta|b = JkeZ, mita-k=b = Tk e€Z,mita-(c-k)=
c-(a-k)=c-b =3k"e€Z,mita-k"=c-b = al|c-b.

Zu (e): Wurde bereits bewiesen.

Zu(f): Ausa | bund b | c folgt, dass es k, k' € Z gibt, mit a - k = b und
b-k’ = c. Setzen wir nun die erste Gleichung in die zweite ein, so erhalten
wir (a - k) -k’ = ¢ —und somita - (k - k') = c. Da k - k’ eine ganze Zahl
ist, folgt sofort a | c.

Losung von Aufgabe 60 Angenommen, es gibe x,y, z € Z, die die Gleichung er-
fiillen. Dann ist

8=18-x>—6-y+42-2°=3-(6--2-y+14-7%),

€Z

und somit gilt 3 | 8. Das ist natiirlich Nonsens und somit muss die Annahme falsch
gewesen sein: Es gibt somit keine Losung der Gleichung in den ganzen Zahlen.

Losung von Aufgabe 61 Wir berechnen zunichst die Summe ohne eine Einschrin-
kung an n € N. Es ist

n—1 n—1 n—1 n'(n_ 1)
Z(k+i)=Zk+Zi=n'k+T.
i=0 i=0 0

i=

Hier haben wir die bekannte Summenformel fiir die ersten n — 1 natiirlichen Zahlen
benutzt. Ist nun n ungerade, so ist n — 1 gerade und damit "T’l € Z. Es folgt

2 2

N———
eZ

n-1
Z(k+i)=n-k+wzn-(k+u)
i=0

und somit 7 | Z?:_ol (k +1).
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Falls nun n gerade ist, so ist immer noch Z::()l (k+i)=n- (k + "T_l) Aber nun
ist 2 ¥ n — 1 und somit ist der Faktor in der Klammer keine ganze Zahl. Damit
gibt es keine ganze Zahl k' mit n - k' = er.‘z_ol(k + i). Fiir ein gerades n ist somit

nt Xy (k +1).

Losung von Aufgabe 62 Wir berechnen f(1) = f(2) = f(3) = f(4) = 0. Dann ist
(nach dem Fundamentalsatz der Algebra) f(x) = (x—=1)-(x=2)-(x=3)-(x—4). Sei
nun n € Z beliebig. Dann ist f(n) das Produkt von vier aufeinanderfolgenden ganzen
Zahlen. Genau zwei dieser Faktoren sind gerade und genau einer der Faktoren ist
durch 4 teilbar. Damit ist das Produkt f(n) durch 2 - 4 = 8 teilbar. (Es ist zusitzlich
noch mindestens einer der Faktoren durch 3 teilbar, woraus wir sogar 24 | f(n)
schliefen konnen).

Sie konnen auch ganz direkt n =4 - g + r, mit r € {0, 1, 2, 3} schreiben und g € Z, was wir
Dank Division mit Rest tun diirfen. Dann ist

f(n)=(n-1)-(n=-2)-(n=-3)-(n-4)=@-q+r-1)-4-q+r-2)-4-q+r-3)-(4-qg+r-3).

Dar € {0, 1, 2, 3}, sicht man direkt, dass einer der Faktoren durch 4 teilbar ist und ein weiterer
durch 2. Damit ist 2 - 4 | f(n).

Losung von Aufgabe 63 Zu (a): Sei ¢ € Z ein gemeinsamer Teiler von a und b.
Dann ist ¢ | a und ¢ | b, und somit auch ¢ | a + b. Insbesondere ist ¢ auch
ein gemeinsamer Teiler von a und a + b.

Ist nun ¢ € Z ein gemeinsamer Teiler von a und a + b, dann folgt genau
wie gerade ¢ | (a + b) — b = a. Damit ist ¢ auch ein gemeinsamer Teiler
von a und b.

Wir haben gezeigt, dass die Menge der gemeinsamen Teiler von a und
b gleich der Menge der gemeinsamen Teiler von a und a + b ist. Damit
ist insbesondere der grofite gemeinsame Teiler von a und b gleich dem
groften gemeinsamen Teiler von a und a + b.

Zu (b):  Wir geben eine ausfiihrliche Rechnung nur im ersten Fall an. Fiir die
restlichen Fille prisentieren wir nur Ergebnisse. Dabei ist es wichtig zu
beachten, dass die Ergebnisse fiir x und y nicht eingeutig sind — eine andere
Wahl von x und y als die hier angegebene, kann die Gleichung genauso
gut erfiillen.

e Wir starten natiirlich mit dem Euklidischen Algorithmus:

225=1-162+63

162 =2-63+36
63=1-36+27
36=1-27+9
27=3-9+4+0

= ggT(225,162) = 9. Riickwirtsrechnen liefert
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9=36-27=36-(63-36)=2-36-63=2-(162-2-63) - 63
—2.162-5-63=2-162-5-(225 - 162)
=7-162-5-225

Damitistx = -5und y = 7.
e ggT(144,100) =4, x = —9und y = 13
e ggT(332211,112233) =33, x =25und y = -74
e ggT(1909,1660) = 83, x =7und y = -8

Losung von Aufgabe 64 Das Lemma von Bézout sagt uns, dass es mindestens ein
solches Tupel (x, y) € Z?* gibt. Aus diesem kénnen wir nun aber ganz leicht beliebig
viele weitere konstruieren. Sei dazu k € Z beliebig. Dann ist

d=a-x+b-y+(a-b-k—a-b-k)=a-(x+b-k)+b-(y—a-k).

Damit ist also auch (x + b - k,y — a - k) € Z? ein Tupel, das die Gleichung 16st. Da
a # 0 ist, liefert jedes k € Z ein anderes Tupel — also gibt es unendlich viele.

Losung von Aufgabe 65 Sei f,, die n-te Fibonacchi-Zahl. Wir wissen bereits, dass
g8T(f, fusr1) = 1ist fiir alle n € N. Damit gibtes x,y € Zmit f, - x + fp41 -y = 1.
Wir berechnen x und y fiir die ersten paar n > 3:

I=(D-fi+1fi
1=2-fi+ (1) f
1=(=3)f+2- fi
1=5-fs+(=3)- f

Schauen wir uns die Faktoren des ersten Summanden an ((—1), 2, (-=3), 5) sehen, wir

dass diese gleich —f, f3, —f1, fs sind. Die Faktoren des zweiten Summanden sind

f1, =/, f3, —fa. Wir vermuten also, dass diese Folgen genauso weiter gehen.
Vermutung: Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 3 gilt

Jo (=D fost + frs - (D" =1 (1.9)

Dies wollen wir per Induktion iiber n beweisen, wobei wir den Induktionsanfang
(n = 3) bereits erledigt haben. Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir nun an,
dass fiir beliebiges aber festes n > 3 die Gleichung (T.9) gilt. Im Induktionsschritt
zeigen wir nun, dass damit (T.9) auch fiir n + 1 gilt. Wir berechnen also
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Sost - DN fot - (CD) fy
=fra1 - (D" fod (furr + fo) - (1) fuy
=t (D St CD" fomt )+ o (G foe
=fart - GO o= fum) + S (C1 fuc
=fur1 - (D" o+ s (1) fud 2

Damit ist die Vermutung bewiesen und die Aufgabe gelost.

Losung von Aufgabe 66 Wir zeigen, dass sowohl ggT(a, c) | ggT(a, ¢ - b) als auch
ggT(a,c - b) | ggT(a,c) gilt. Da beides Elemente aus N sind, folgt daraus die
Gleichheit ggT(a, c) = ggT(a, c - b).

Zur ersten Teilbarkeitsrelation: Wir benutzen zweimal das Lemma von Bézout.
Damit existieren ganze Zahlen x und y, so dass

ggT(a,c-b)=a-x+(c-b)-y=a-x+c-(b-y).
——
€Z

Wieder mit dem Lemma von Bézout erhalten wir, dass ggT(a, ¢) | ggT(a, ¢ - b) gilt.

Zur zweiten Teilbarkeitsrelation: Wieder folgt alles aus dem Lemma von Bézout.
Da a und b teilerfremd sind, gibtes x,y € Z, mit | = a - x + b - y. Weiter gibt es
x',y" € Z,mitggT(a,c) =a-x" +c-y’. Damit ist

ggT(a,c)=(a-x"+c-y)-(a-x+b-y)
——
=1
=a-(a-x" x+x"-b-y+c-y -x)+c-d-(y -y).
———
€z €Z

Unser liebgewonnenes Lemma von Bézout liefert nun wie gewiinscht ggT(a, ¢ - b) |
ggT(a, c).

Losung von Aufgabe 67 Es ist

e 24=2-12=22.6=2%-3

e 60=2-30=2%-15=22-3.5

e 187 = 1117 (entweder Sie kennen bereits das Resultat aus Aufgabe 70 oder Sie
probieren einfach aus 187 durch die Primzahlen 2, 3, 5, ... zu teilen, bis Sie bei
11 einen Treffer gelandet haben)

+ 233 — 2 ist ungerade, also nicht durch 2 teilbar. Wir teilen (mit Taschenrechner)
233 — 2 durch 3 und erhalten eine ganze Zahl — also kommt 3 in der Primfaktori-
sierung von 23° — 2 vor. Das Ergebnis teilen wir wieder durch 3 und erhalten eine
ganze Zahl. Diese teilen wir wieder durch 3 und erhalten eine ganze Zahl. Das
konnen wir 10-mal hintereinader machen, also ist 310 ein Teiler von 23° — 2 und
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es gilt 23° -2 = 319.109. Da 109 durch keine der Zahlen 2, 3, 5, 7 teilbar ist, muss
sie bereits selbst eine Primzahl sein. Damit ist 3'° - 109 die Primfaktorisierung
von 23° - 2.

Losung von Aufgabe 68 Sei n keine Primzahl. Falls n = 1, so ist M,, = 20-1=1
keine Primzahl. Falls n # 1 ist, gibtes a, b € N\ {1}, mitn = a - b. Es ist klar, dass
damit M, # M, ist. Die geometrische Reihe (Lemma 3.1) liefert

b-1

[ (Za)b_l Mn
24y = —~— = _— eN.
;() 201 M,

Damit ist M,, # M, # 1 ein Teiler von M,,. Damit kann M,, keine Primzahl sein.

Losung von Aufgabe 69 Zunichst ganz allgemein: Istn € N mit Primfaktorisierung
n=pi'-...-py,sogilt

Hd eNld|n} =Wpl-... pfIfiel0,. . ,eyVie{l,....r}}|

= ﬁ{o,...,ei}l = ﬁ(ei +1).
i=1 i=1

Zu (a):  Wir bestimmen zunichst die Primfaktorisierung: 360 = 36-10 = 6°-2.5 =
(2-3)>-2-5=23.32.5.Die Anzahl an Teilern von 360 in N Iisst sich
jetzt ganz einfach an den Exponenten ablesen. Es gibt genau 4 -3 -2 =24

Teiler von 360 in N.
Zu (b):  Sein € N mit Primfaktorisierung n = pi' - p3* - ... - p;".

Wir iiberlegen uns zunichst, dass n genau dann eine Quadratzahl ist,

wenn alle ey, ..., e, gerade sind: Sind alle Exponenten gerade, so ist

%, ..., % € No und damit ist n = (p({'/2 .- pI2 eine Quadratzahl.

Ist andererseits n = m? eine Quadratzahl und m = q{‘ -...- g5, dann

istn=("...-g"? =g ... g% und alle E in d
=(q - q5) = q ...+ ¢s” und alle Exponenten in der

Primfaktorisierung von n sind gerade.

Jetzt folgt die Aussage ganz schnell. Die Anzahl von Teilern von 7 in N ist
gleich (e; + 1) - ... - (e, + 1). Damit ist die Anzahl von Teilern ungerade,
genau dann wenn alle Faktoren (e; + 1), ..., (e, + 1) ungerade sind. Das
ist genau dann der Fall, wenn alle Exponenten ey, . . ., e, gerade sind. Wie
wir zu Beginn eingesehen haben, ist dies genau dann der Fall wenn n eine
Quadratzahl ist.

Losung von Aufgabe 70 Jede natiirliche Zahl besitzt eine eindeutige Dezimaldar-
stellung, damit kénnen wir jedes a € N schreiben als a = X} ,a; - 107, mit
ai,...,an €{0,...,9}. Esist 10 = =1 mod 11 und damit allgemein 10° = (-1)’
mod 11 fiir alle i € Nj,.

Damit gilt nun
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11|a = 0

— 0

a

1

Za,» .10° mod 11
i=0

n

a; - (-1)" mod 11

i=0
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n
— 11|Zai-(—l)i=a0—a1+a2—...+(—1)"-an
i=0

Losung von Aufgabe 71 Egal wie wir die Ziffern von 123456789 anordnen, die
Quersumme ist immer 45 — also immer durch 3 teilbar. Damit liefert jede Anordnung
der Ziffern eine Zahl, die durch 3 teilbar ist und insbesondere keine Primzahl.

Losung von Aufgabe 72 Zu (a):

Sie konnen den Beweis von Lemma 5.53 nahezu

wortgleich tibernehmen. Noch schneller geht es mit folgender Abbildung

f 2wz — Zinz ;  [i] o [k] + [i]

Diese Abbildung ist bijektiv, da [i] + [i{] — [k] eine Umkehrabbildung ist.
Also ist

Znz = f(@fnz) = {[k} [k +1],.... [k +n—1]}.

Zu (b):  Wir iibernehmen die Identifikation der Wochentage mit den Elementen
aus Z/7z aus dem Hinweis. Der 13. Januar ist irgendein Wochentag, den
wir x nennen. Da der Januar 31 Tage besitzt, ist der 13. Februar der
Wochentag x + [31] = x + [3]. Genauso machen wir auch fiir die anderen
Monate weiter. Dabei miissen wir natiirlich unterscheiden ob wir in einem
Schaltjahr sind oder nicht. Es ergibt sich

Datum Wochentag (kein Schlatjahr)| Wochentag (Schaltjahr)
13. Januar by X

13. Februar x+[31] = x +[3] x+[31] = x + [3]
13. Mirz x+[3]+[28] =x+[3] [x+[3]+][29] =x+[4]
13. April x+[3]+[31] = x +[6] x+[4]+[31]=x
13. Mai x+[6]+[30] = x +[1] x+[30] = x+[2]
13. Juni x+[1]+[31]=x+[4] |x+[2]+[31]=x+][5]
13. Juli x + [4] +[30] = x + [6] x+[5]+[30] = x
13. August x+[6]+[31] = x+[2] x+[31] = x + [3]
13. September| x + [2]+[31]=x+[5] |x+[3]+[31] = x+[6]
13. Oktober x+[5]+[30] =x x+[6] +[30] = x +[1]
13. November x+[31] = x + [3] x+[1]+[31] = x +[2]
13. Dezember | x+ [3]+[30] = x+[5] |x+[2]+[30] =x+[6]

Die 13ten eines Monats in einem Jahr sind also genau die Wochentage
X, x+[1], x +[2], x +[3], x + [4], x + [5], x + [6]. Das sind sieben verschie-
dene Wochentage (vergleichen Sie das mit Teil (a)). Damit kommt jeder
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Wochentag — also auch der Freitag — mindestens einmal im Jahr an einem
13ten eines Monats vor.

Losung von Aufgabe 73 Wir berechnen die Losungen ganz direkt.
Zu (a): Esist7 =22 + 2! + 29 Wir berechnen nun

. [4P =[16] = 3]
- [P =BP=19)

Dann folgt [4]7 = [4]% - [4]%[4] = [9]-[3]-[4] = [27]-[4] = [1]-[4] = [4].
Damit ist # = 4 die kleinste natiirliche Zahl mit [4]7 = [n].
Zu (b): Esist21 = 2% + 22 + 2°. Wir berechnen nun

« [6]* =[36]

.« [6]F =[36] = [-3] = [9]

. [6]24 [9]* = [81] = [3]

[61* =[3]* = [9]

Damit ist [6]2! = [6]2" - [6]% - [6] = [9] - [9] - [6] = [3] - [6] = [18]. Damit
ist n = 18 die kleinste natiirliche Zahl mit [6]*! = [n].

Y
Il

Losung von Aufgabe 74 Wir wissen bereits, dass die Kongruenz a - x = b mod n
(mit gegebenen a, b,n € Z) genau dann 16sbar ist, wenn ggT(n, a) | b gilt. Ist dies
der Fall, konnen wir die Losung mit dem Lemma von Bézou berechnen.

Zu (a): Wir starten mit dem Euklidischen Algorithmus:

93 =1-56+37
56=1-37+19
37=1-19+18
19=1-18+1

Damit ist ggT(93,56) = 1 | 2 und die Kongruenz ist 1osbar. Riickwirts-
rechnen liefert

1=19-18=19-(37-19)=2-19-37 =2 - (56— 37) — 37
=2-56-3-37=2-56-3-(93-56)=2-56-3-93

Betrachten wir diese Gleichung modulo 93 erhalten wir
1=2-56-3-93=2-56 mod 93.

Dies multiplizieren wir noch mit 2 und erhalten 2 = 4 - 56 mod 93 und
somit ist x = 4 eine Losung der Kongruenz.

Zu (b): Bevor wir grof} anfangen zu rechnen, stellen wir fest, dass 22 und 1212
gerade Zahlen sind. Damit muss auch ihr grofiter gemeinsamer Teiler
gerade sein. Es ist also sicher ggT(1212,22) + 11 und die Kongruenz ist
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nicht 16sbar. (Da 2 | 1212 und 11 | 1212, wissen wir sogar 22 | 1212 und
somit ggT(1212,22) = 22.)

Zu (c): Entweder wir rechnen exakt wie in (a), oder wir ndhern uns der Losung
erst einmal durch 20 - 14 = 280. Dies modulo 273 ergibt sofort 20- 14 = 7
mod 273. Multiplikation mit 5 liefert nun, (5 - 20) - 14 = 35 mod 273 -
also die Losung x = 5 - 20 = 100.

Zu (d): Wieder iiberlegen wir zunichst, ob eine Rechnung denn wirklich nétig ist.
Die Zahlen 3456 und 48741 sind beide durch 3 teilbar (Quersumme be-
rechnen). Da dies nicht auf 25 zutrifft, folgt wie in (b), dass die Kongruenz
nicht 19sbar ist.

Losung von Aufgabe 75 Zunichst einige Voriiberlegungen. Fiir a’,n’ € N teiler-
fremd und k € N gilt
nla -k = n'|k (1.10)

Die Richtung < ist eine elementare Teilbarkeitsregel fiir die wir ggT(a’, n") = 1 gar
nicht brauchen. Die andere Richtung folgt entweder aus der eindeutigen Primfakto-
risierung (Die Primfaktorisierung von »’ ist in der von a’ - k enthalten, aber es gibt
keine Primzahl, die n’ und a’ teilt. Damit muss die gesamte Prifaktorisierung von
n’ bereits in der von k’ enthalten sein.) oder mit dem Lemma von Bézout (es gibt
X,y€Z mitl=a"-x+n"-y—alsogibtesx,y e Z, mitk=a"-k-x+n"-k-y.
Ausn’ | a’-kundn’ | n folgt sofortn’ |a’ - k-x+n"-k-y=k.).
Weiter gilt

n

und a sind teilerfremde natiirlich Zahlen. (1.11D)
geT(a,n) — ggT(a,n)

Dass : gT?a’n) und gnga’n) natiirliche Zahlen sind, ist offensichtlich. Die Teilerfremd-
heit sehen wir wieder mit dem Lemma von Bézout ein: es gibt x,y € Z, mit
ggT(a,n) =a-x+n-y—alsogibtes x,y € Z, mit 1 = S X+
Damit miissen .gng’a’n) und. ggT?a’n) téilerfr.emd sein. . o

Kommen wir nun endlich zur eigentlichen Aufgabe. Seien a, b,n wie in der
Aufgabenstellung. Dann gibt es mindestens ein g € Z mit [a] - [¢] = [b] in Z/nz. Fiir

q’ € Z gilt nun

la] - [g'] = [b] <= lal-[q']=lal-lq] = lal-(lq]-14']) = [0]
n

a n .
geT(a,n) wlan Y

— nla-(g-q) = L g-q)
ggT(a,n) * ggT(a,n)
+ n | ,
ggT(a,n) -1
n
— ¢ =q-k-————fireinkeZ
ggT(a,n)

Die Losungen von [a] - [x] = [b] sind also exakt die Restklassen aus der Menge
{lg—k- m“k € Z}. Aus
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n n n
[q+(k+ggT(a,n))'m] = [q+k~m+n]=[q+k‘m]
folgt sofort
n n n
{[q—k'mﬂk €z} ={lql, [6]+m]’ - [g+(geT(a, ”)‘U'M]}-

Offensichtlich sind die Elemente [g], [g + m], .o g+ (ggT(a,n)—1)- m]
paarweise verschieden. Damit besitzt die Menge der Losungen genau ggT(a, n)
verschiedene Elemente. Das war zu zeigen.

Losung von Aufgabe 76 Sei also f : R — S ein Ring-Homomorphismus und
a € R beliebig.

Zu (a): Esgilt f(a) = f(a+0) = f(a) + f(0). Damit muss f(0) = 0 gelten.

Zu (b): Esist f(a) + f(-a) = f(a + (—a)) = f(0) = 0 und somit f(—a) = —f(a).

Zu (c): Wenn f injektiv ist, gibt es hochstens ein Element in R, das von f auf die
Null abgebildet wird. Wir wissen seit gerade eben, dass f(0) = 0. Damit
ist 0 das einzige Element aus R, das von f auf 0 € S abgebildet wird. Also
gibt es kein b € R \ {0}, mit f(b) = 0.
Wir nehmen nun an, dass es kein b € R\ {0} gibt, mit f(b) = 0. Gilt dann
f(c) = f(d), mit ¢,d € R, so ist

0= f(c)- f(d) 2 f(e) + f(=d) = f(c - d).

Unsere Voraussetzung liefert nun ¢ — d = 0, was nichts anderes als ¢ = d
bedeutet. Damit ist f injektiv.

Losung von Aufgabe 77 Wir betrachten den einfachsten Fall von zwei nicht tei-
lerfremden Zahlen — namlich n = k = 2. In Z/2z X Z/2z gilt fiir jedes Element
([al, [P]) + ([al, [B]) = ([0],[0]). In Z/4z hingegen gilt [1] + [1] = [2] # [0]. Damit
haben wir einen eklatanten Unterschied zwischen den beiden Ringen gefunden. Die
Ringe sind also nicht isomorph. Das miissen wir natiirlich noch etwas formalisieren:

Angenommen es gibe einen Ring-Isomorphismus f : Z/2z X Z/2z — Z/4z. Dann
ist £(([0]2,[0]2)) = [0]4 (siche Aufgabe 76). Weiter ist f surjektiv, und somit gilt
f(([al2, [P]2)) = [1]4 fiir gewisse a, b € {0, 1}. Dann folgt allerdings

[0]4 = f(([0]2. [0]2)) = f(([al2 [b]2) + ([a]2, [b]2))
= f((lal2, [b]2)) + f(([al2. [b]2)) = [1]4 + [1]4 = [2]4.

Das ist ein Widerspruch und somit sind die beiden Ringe nicht isomorph.

Losung von Aufgabe 78 Zu (a): Induktionsanfang: Fiir r = 2 ist dies genau die
bekannte Aussage des Chinesischen Restsatzes.
Induktionsvoraussetzung: Fiir beliebiges aber festes r € N\ {1} gelte:
Sind ny, ..., n, paarweise teilerfremd, so sind die Ringe Z/n,-....n,z und
Z/mz X ... X Z[n,7 isomorph.
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Induktionsschritt: Sei r wie in der Induktionsvoraussetzung und seien
ny, ...,y paarweise teilerfremd. Falls ggT(n,41,n1 - ... 1) # 1, s0
gibt es eine Primzahl p, mit p | n, und p | n; - ... - n,.. Da p eine
Primzahl ist, folgt dann aber, dass p einen der Faktoren ny, ..., n, teilt —
sagen wir p | n;. Dann ist p ein gemeinsamer Teiler von n, und n;, was
einen Widerspruch zur Annahme darstells, dass ny,...,n,+; paarweise
teilerfremd sind. Damit sind #,.1 und ng - ... - n, teilerfremd. Mit dem
Chinesischen Restsatz erhalten wir einen Ring-Isomorphismus

f : Z/nlm.unﬂ.lZ = Z/(ny...-nr)-n,HZ —> Z/nl-..,-an X Z/nr+IZ.

Da nach Induktionsvoraussetzung die Ringe Z/n;-....n,z und Z/m;z X ... X
Z/n,z isomorph sind, ist Z/n,-...-n,,;Z isomorph zu (Z/mz X ... X Z/n,z) X
Z/n,Z = ZmZ X ... X Z[n,,,Z. Das war zu zeigen.

(Hier haben wir folgende wenig iiberraschende Aussage benutzt: Sind
S, S’, R Ringe, wobei S und S” isomorph sind, so ist § X R isomorph zu
S’ x R. Das wollen wir noch kurz beweisen.

Es gibt also einen Isomorphismus f : S — §’. Wir betrachten die
Abbildung

fTiSXR— S"XR 5 (s,r) - (f(s),7).

Diese ist unser gewiinschter Ring-Isomorphismus, denn fiir s1, s € S und
ri,r € R gilt

o SGsnr)+f((s2,2) = (f(s1) r)+(f(s2),r2) = (f(s1)+ f(s2), 11 +
r2) = (f(s1+s2),r1+12) = f((s1 452,71 +12)) = f/((s1,11) + (52, 72))

*  ganz genauso folgt f'((s1,71)) - f'((s2,12)) = f'((s1,71) - (52, 72))

e f((1,1)) = (f(1), 1) = (1, 1) (bisjetzt haben wir eingesehen, dass f’
ein Ring-Homomorphismus ist).

+  Esexistiert die Umkehrabbildung f~! von f. Damit existiert auch die
Abbildung von S’ x R nach § x R, die durch (s’,r) — (f~(s"),r)
definiert ist. Diese ist offensichtlich eine Umkehrabbildung von f”
und ein Ring-Homomorphismus, da f~! einer ist.

Damit ist f’ ein Ring-Isomorphismus und S X R und S X R sind isomorph.)
Wir 16sen die Aufgaben nacheinander.

(i) Da ggT(5,7) = 1, gibt es sicher eine gemeinsame Losung der bei-
den Kongruenzen. Durch ,,scharfes Hinschauen‘ sieht man auch recht
schnell, dass x = -2 eine geeignete Wahl ist. Wer das nicht sieht, kann
folgendermaflen eine Losung berechnen: Esist 1 = 3-5—-2.7. Damit
ist3-(=2-7)+5-(3-5)=-42+75 = 33 eine gemeinsame Losung
der Kongruenzen.

(i) Wieder folgt aus ggT(9,23) = 1, dass es eine gemeinsame Losung

geben muss. Esist 1 = 2-23—-5-9. Damit ist eine gemeinsame Losung
der Kongruenzen gegeben durch 3 - (2-23) + 16 - (=5 -9) = —582.
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(iii) Essollx =2 mod 12 gelten. Das geht nur wenn x gerade ist. Gleich-
zeitig soll auch x = 7 mod 8 gelten, was nur fiir ungerades x mog-
lich ist. Damit kdnnen schon die ersten beiden Kongruenzen keine
gemeinsame Losung haben. Es gibt also erst recht kein x, das alle drei
Kongruenzen 16st.

(iv) Die Zahlen 3, 5, 8 sind paarweise teilerfremd. Damit folgt aus Teil
(a), dass es eine gemeinsame Losung der drei Kongruenzen gibt. Wir
betrachten zunichst nur die ersten beiden Kongruenzen

x=1 mod3 und x=2 mod 5.

Sei
fiZhsz — 2z xZf1z ;5 [alis = ([als, [als)

der Ring-Isomorphismus aus dem Chinesischen Restsatz. Dann ist x
eine gemeinsame Losung der beiden Kongruenzen, genau dann wenn
f([x]is) = ([1]5,[2]s) gilt. Wir sehen (oder berechnen wie in (a)),
dass x = 7 eine Losung ist. Damit folgt (aus der Injektivitéit von f)

x=1 mod3 und x=2 mod5 < x€[7];5
< x=7 mod 15.

Jetzt haben wir drei Kongruenzen zu zweien zusammengefasst und es
bleibt eine gemeinsame Losung von

x=7 mod15 und x=3 mod8

zu finden. Das machen wir wie immer: Es ist 1 = 2 - 8 — 15 und damit
ist eine gemeinsame Losung gegeben durch 7-(2-8) + 3 - (—15) = 67.

Losung von Aufgabe 79 Sei g die Anzahl von Goldbarren. Aus der Aufgabenstel-
lung entnehmen wir, dass g die folgenden Eigenschaften besitzt:

e g=5 mod 40
e g=2 mod7
* 0<g <300

Wir kiimmern uns zunédchst nur um die ersten beiden Punkte. Wir berechnen wieder
(mit dem Euklidischem Algorithmus) 1 = 3-40—17-7. Damit erfilllt 5- (=17 -7) +
2-(3-40) = —355 die Kongruenzen —355 =5 mod 40 und —355 =2 mod 7. Mit
dem Ring-Isomorphismus

[ 1 Z/4072 — Z/aoz x Z/72. 5 [also7 = ([alao, [al7)

bedeutet dies gerade f([—355]280) = ([S]40.[2]7)- Nach Voraussetzung ist damit
S([gl2s0) = f([-355]280)- Das ist durch die Injektivitit von f dquivalent zu [g]g0 =
[—355],80, was nichts anderes als
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g € [-355]a80 = {...,—355,-355+280,-355+2-280,-355 + 3 - 280,.. .}

=-75 =205 =485

bedeutet. Aus 0 < g < 300 folgt somit g = 205.

Losung von Aufgabe 80 Sei ¢ die Eulersche Phi-Funktion.

Zu (a):

Zu (b):

Zu (¢):

Wir berechnen als erstes ¢(1). Dazu miissen wir die Elemente aus (Z/1z)"
zahlen. Fiir a, b € Zist [a]; = [b];, genau dann wenn 1 | a — b. Das ist aber
immer erfiillt und somit ist Z/1z = {[a];} fiir jedes @ € Z. (Insbesondere
ist damit [0]; = [1];. Das Einselement und das Nullelement sind somit
identisch!). Aus [1]; - [1]; = [1]; folgt, dass das einzige Element in Z/1z
eine Einheit ist. Damit ist ¢(1) = |(Z/1Z)* =1.

Fiir die anderen Werte von ¢ haben wir eine Formel zur Berechnung. Es
ist

o (121) = p(11*)=11-10=110

o 0(2025) = (5 -405) = ¢(5% - 81) = (3*-5%)=33.2.5.4 = 1080
o (1200 =(23-3-5)=2%-1-2-4=32

Sein = p{'-...-p;" die Primfaktorisierung von n mit ey, . . ., e, € N. Es

soll gelten ¢(n) = 6. Dies ist genau dann der Fall wenn
P =T (- D) =6

Damit gilt p; < 7 fiirallei € {1,...,r}, und es ist n = 2¢2 - 3¢3 . 565 . 7¢7,
wobei die Exponenten nun auch 0 sein diirfen. Falls e5 # 0, so ist 4 | ¢(n)
und somit ¢(n) # 6. Damit ist n = 2¢2 - 3% . 7¢7_ Falls e7 > 2 ist, so
ist 7 | ¢(n), was ebenfalls ¢(n) = 6 widerspricht. Falls e; = 1, so ist
6 = ¢(n) = p(2 - 3%3) - 6, woraus sofort\ n="7 \oder\ n= 14\folgt. Falls
e7 = 0so gilt n = 22 - 3% und somit 6 = p(n) = ¢(2?) - ¢(3°*). Um den
Faktor 3 in ¢(n) genau einmal zu erhalten, muss e3 = 2 sein. Damit ist
n =2 .32 Damit folgt\ n=9 \oder\ n=18 ‘ Fassen wir alles zusammen
erhalten wir, dass genau die Elemente n € {7,14,9, 18} die Gleichung
¢(n) = 6 erfiillen.

Es ist ¢(1) = ¢(2) = 1 ungerade. Damit bleibt nur noch zu zeigen, dass
¢(n) gerade ist fiirallen € N\ {1,2}. Firn = 2¢ € N\ {1,2} iste > 2 und
somit (n) = ¢(2¢) = 2¢7! eine gerade Zahl. Wenn n nicht von der Form
2¢ ist, gibt es eine ungerade Primzahl p, mit p | n. Dann kommt p in der
Primfaktorisierung von n vor. Insbesondere gibt es ¢ € N und n” € N, so
dass n = p¢ - n’ und ggT(p®, n’) = 1 gilt. Damit ist

o(n) = (p) - (') = p" - (p = 1) -¢(n")
————
gerade

eine gerade Zahl.

Losung von Aufgabe 81 Wieder ist ¢ die Eulersche Phi-Funktion.
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Zu (a): Dies ist nur eine Umformulierung der bekannten Formel zur Berechnung
von ¢(n). Ist n = []I_, p;’ die Primfaktorisierung von n, so ist

r

W10 77(_ L
"'Q(I_E):g”" El[(l pi)

= ]L[pf" : (1 - pi) =[P i =D = e,
i=1 !

i=1

Zu (b):  Wir kdnnen nun ¢(n) berechnen nur mit Hilfe der Primzahlen, die n teilen

(ohne uns genau darum zu kiimmern, mit welcher Potenz sie # teilen). Fiir
jedes n € N sei P,, die Menge von Primzahlen p, mit p | n. Damit knnen
wirnun ¢(n) =n - [1,ep, (1 - %) schreiben.
Da der ggT von zwei Zahlen genau von den gemeinsamen Primteilern der
Zahlen geteilt wird, gilt P, N P, = Pggr(a,b)- Es folgt Py, = Py U (Pp \
Pgot(a,1)), Wobei die beiden Mengen auf der rechten Seite offensichtlich
disjunkt sind. Fassen wir das nun alles zusammen erhalten wir

pla-b)y=a-b- l_[ (1—%)=a-b- (1—}—17)

P€Pap pEPaU(Pb\ngT(a,h))

SN

PEPq PEPL\Pger(a,b)

N

peP, PEPy PEPyT(a,b)
=¢(a) =p(D)
= ola)- plb)- gelle )
82T, 5)  Tlper (1= 3)
= gla) - () - —2ET@D)

" o(geT(a, b))’

Losung von Aufgabe 82 Zu (a): Seien n,k,P € N und a € Z, mit ggT(n, k) =
geT(a,n- k) =1, ¢(n) | P und ¢(k) | P. Als erstes stellen wir fest, dass
auch ggT(a, n) = 1 ist, da jeder gemeinsame Teiler von a und n erst recht
ein gemeinsamer Teiler von a und n - k ist.

Weiter gibt es nach Voraussetzung ein n’ € N mit n” - ¢(n) = P. Mit dem
Satz von Euler erhalten wir damit

af = g#W" = (a‘*’(”))”/ =1" =1 mod n.

Genauso folgt auch ¢ =1 mod k. Damit ist
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nla® -1 undk|a”-1.

Da n und £ teilerfremd sind folgt daraus n - k | a® — 1, was nichts anders
bedeutet als «¥ =1 mod n - k.

Zu (b):  Wir wenden einfach Teil (a) an. Es ist 100 = 4 - 25 und ggT(4,25) = 1.

Zu (¢):

Weiter ist ¢(4) = 2 und ¢(25) = 20. Damit ist also 20 ein gemeinsames
Vielfaches von ¢(a) und ¢(25) und es folgt aus (a), dass fiir alle ¢ € Z mit
2gT(a,100) = 1 gilt a** = 1 mod 4 - 25.

Die letzten beiden Ziffern von 8642142124 sind gleich (864214124 'mod 100).
Diese Zahl muss natiirlich noch berechnet werden. Offensichtlich ist
42124 = 20 - k + 4 fiir eine natiirliche Zahl k. Es folgt

8642142124 = 2142124 — 21 20k+4 104 100 = (212904214 2 214 mod 100.

Es geniigt also (21* mod 100) zu berechnen:

¢+ 212=(20+1)>=400+40+1=41 mod 100
e 21*=412=81 mod 100

Damit endet 8642142124 mit den beiden Ziffern 81.

Losung von Aufgabe 83 Wir miissen zwei Richtungen beweisen.

=

Sei nun p eine Primzahl. Wir mochten [(p— 1)!] = [1]-[2]-... - [p—1]inZ/pz
berechnen. Da Z/pz ein Korper ist, ist das genau das Produkt iiber alle Elemente
aus (Z/pz)*. Sei [a] € (Z/pz)* mit [a]™! # [a]. Dann kommt in dem Produkt
iiber alle Einheiten einmal der Faktor [«] und einmal der Faktor [a]~! vor. Diese
beiden Faktoren ergeben zusammen natiirlich [1]. Es ist also [(p — 1)] gleich
dem Produkt aller Elemente [a] aus (Z/pz)* mit der Eigenschaft [a] = [a]™'.
Nun ist

[al=[a]! & [a)’=[1] & p|d®-1=(@-1)-(a+1)
< pla-loderp|a+1
& [a] = [1] oder [a] = [-1] = [p - 1]

Esfolgt[(p—-D!N=[1]-[2]-...-[p—-1]=[1]-[p-1] =[p—-1] = [-1], was
nichts anderes bedeutet als (p — 1)! = =1 mod p.

Wir miissen zeigen, dass aus (p — 1)! = —1 mod p bereits folgt, dass p eine
Primzahl ist. Wir zeigen die dazu dquivalente Aussage, dass falls p keine
Primzahl ist, auch nicht (p — 1)! = -1 mod p gilt.

Sei also p € N\ {1} keine Primzahl. Wir betrachten zunichst den Fall p = 4
und erhalten wie gewiinscht (p — 1)! = 6 # 1 mod p. Wir diirfen also im
folgenden p # 4 annehmen.

Wir unterscheiden zwei Fille. Falls es verschiedene natiirliche Zahlen a, b €
{1,...,p—1}gibtmita-b=p,soistp|1-2-...-(p—1)=(p—1)! und
insbesondere ist (p — 1)! =0 # =1 mod p.
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Falls es keine verschiedenen natiirlichen Zahlen a, b € {1, ..., p — 1} gibt mit
a-b = p,soist p = ¢ fiir eine Primzahl g. Da wir p # 4 annehmen, ist
g>3und?2-qg < p.Damitist(p—-1)!=1-2-...-q-...2q)-...-(p—=1).

Insbesondere ist also p = ¢*> | (p — 1)!und (p = 1)! =0 # —1 mod p. Damit
ist tatsdchlich (p — 1)! # —1 mod p fiir alle zusammengesetzten p € N.

Losung von Aufgabe 84 Das Inverse von [a] in Z/pz zu berechnen ist das gleiche
wie die Kongruenz a - x =1 mod p zu berechnen.

Zu(a): Esist2-8 =16 = —1 mod 17. Damit ist (-2) -8 = 1 mod 17 und

[8]7" = [-2] = [15].
Zu (b):  Mit dem Euklidischen Algorithmus erhalten wir

43=8-5+3
5=1-3+2
3=1-2+1

und somit
1=3-2=3-(5-3)=2-3-5=2-(43-8-5)-5=2-43-17-5.

Esfolgt 1 = —17-5 mod 43 und damit ist [-17] = [26] das multiplikative
Inverse von [5].

Zu (¢): Wieder mit Euklidischem Algorithmus erhalten wir 1 =5 - 101 —42 - 12.
Damit ist 1 = —42 - 12 mod 101 und es gilt [12]"! = [-42] = [59].

Losung von Aufgabe 85 Es ist 11 | 2!'%° — 6 genau dann wenn 2''%¢ = 6 mod 11.
Wir miissen also 2114° modulo 11 rechnen. Da 11 4 2 (und 11 eine Primzahl ist),
folgt mit dem kleinen Satz von Fermat

2 = 2'0)"* .22 =12 =27 mod 11.
Aus 2* = 16 = 5 mod 11 folgt 28 = 52 = 25 = 3 mod 11. Damit ist nun

2°=3.2=6 mod 11.Mit unseren Voriiberlegungen folgt sofort 11 | 2114° — 6.

Dies war die Losung die fiir alle solche Aufgabenstellungen funktioniert. Etwas direkter geht es
in diesem Fall wenn man aus dem kleinen Satz von Fermat sofort 2!'°% = 1 = 12 mod 11 — also
11290 — 12 =2 . (2% - 6) — folgert. Aus ggT(2, 11) = 1, folgt dann bereits 11 | 2'4° — 6.

Losung von Aufgabe 86 Zu (a): Wir betreiben also Polynomdivision im Poly-
nomring Z/5z[x].

(i)  Wir berechnen
filx) = f(x) = [2] - x* - g(x) = [4] - x* + [3] - x* + [2]  x* + x + [2]

Das Monom [2] - x> wurde gewihlt, damit der Grad von f; echt kleiner
ist als der von f. Aus dem gleichen Grund wihlen wir als néchstes
[4] - x und berechnen
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Hx) = filx) = [4] - x - g(x) = [2]

Das ist ein Polynom vom Grad < grad(g) und wir konnen aufhoren.
Wir setzen die erste Gleichung in die zweite ein und erhalten:

2] = A(x) = fi(x) = [4] - x - g(x) = (f(x) = [2] - 2* - g(x)) = [4] - x - g(x)

= f(x) = (2] - > + [4] - %) - g(x)

Damit sind g(x) = [2]-x>+[4]-x und r(x) = f3(x) = [2] die gesuchten
Polynome.

(ii) Wir machen das gleiche wie in (i):

fl(x)=f<x)—[4]~x3- gx)=[4] - x*+3- %7 +[2] - x* + [4] - x + [1]
Hx) = filx) = [2] - x* - g(x) = [4] - x* + x* + [4] - x + [1]
f(x) = )= [2]-x-g(x)=[2] x*+[3] - x + 1

fa(x) = f(x) = [1]- g(x) = x +[3]

Setzen wir diese Gleichungen sukzessive in einander ein, erhalten wir
fo(x) = f(x) = ([4] - + [2] - 2 +[2] - x + [1]) - g(x).

Damit sind g(x) = [4] - x> +[2] - x> + [2] - x + [1] und r(x) = fi(x)
die gesuchten Polynome.

Wir setzten f(x) = x* +[6]- x> +[6]- x2 +[4] - x + [4]. Nun iiberpriifen wir

fiir jedes der Elemente aus Z/7z = {[0],[1],...,[6]} ob es eine Nullstelle
von f ist oder nicht.

« f([0]) =[4] = [0]ist keine Nullstelle
e f([1]) =[0] = [1]isteine Nullstelle
e f(2]) =[2] = [2]ist keine Nullstelle
«  f([3]) =[5] = [3]istkeine Nullstelle
«  f([4]) =[0] = [4]isteine Nullstelle
«  f(5]) =[2] = [5]istkeine Nullstelle

,_

 f([6]) = f([-1]) =[1] = [6]ist keine Nullstelle

|
Damit sind [1] und [4] alle Nullstellen von f(x) in Z/7z.
Wir kdnnen genau das gleiche machen wie in (b). Es gibt aber einen
schonen Trick, der uns das Rechnen erspart. Es gilt ndimlich

=[] - P+ +x* + 3+ 2+ x+[1]) = x" —[1].
Der kleine Satz von Fermat sagt uns, dass jedes Element aus Z/7z\ {[0]} eine
Nullstelle von x” — [1] ist. Damit ist auch jedes Element aus Z/7z \ {[0]}
eine Nullstelle von (x — [1]) - (x + x° + x* + x> + x? + x + [1]). Aus
[a] = [1] # [O] fir alle [a] # [1], folgt sofort, dass jedes Element aus
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z/7z.\ {[0], [1]} eine Nullstelle von x° + x> + x* + x3 + x? + x + [1] ist.
Natiirlich ist aber auch [1] eine Nullstelle. Wir haben gezeigt, dass die
Nullstellen von x° + x> + x* + x> + x? + x + [1] genau die Elemente aus
Z/7z.\ {[0]} sind.

Losung von Aufgabe 87 Gesucht ist das kleinste k € N mit 7 | (10 — 1) — also
das kleinste k € N mit 10 = 3¥* = I mod 7. Es ist also die Ordnung von [3] in
Z/7z gesucht. Mit dem kleinen Satz von Fermat wissen wir, dass [3]® = [1] ist. Die
Ordnung von [3] muss also ein Teiler von 6 sein. Wir tiberpriifen

« [3]' = [1]
« BP=[91=[2]#[1]
« B3P =317 13]=[2]-[3] = [6] = [-1] # [1].

Der einzige Teiler der 6, der noch iibrigbleibt, ist die 6 selbst. Damit ist die gesuchte
Zahl k = 6. (Das bedeutet, dass [3] = [10] ein erzeugenden Element von (Z/7z)" ist.)

ord(g)-1

Losung von Aufgabe 88 Sei g € G beliebig. Dann ist g g =g®) = ¢ und

somit g~! = go4®)-1 Dann ist fiir jedes k € N

F=e = " (g =e (g = gktlord@-Dk _ (o=1)k

= (O = (g = e=(g)

Insbesondere ist (g~1)d®) = ¢ = god®) ynd (g7)k # e # goU®) fiir alle k €
{1,...,ord(g) — 1)}. Damit ist ord(g) die kleinste natiirliche Zahl mit (g~!)°"(®) = ¢,
was nichts anderes bedeutet als ord(g) = ord(g™!).

Losung von Aufgabe 89 Zu (a):  Es ist (Z/4z)* = {[1],[3]} = {[3], [3]*}. Also ist
(Z/4z)* zyklisch.
Nun betrachten wir (Z/sz)* = {[1],[3], [5],[7]}. Wir wissen bereits, dass
das Quadrat einer ungeraden Zahl kongruent zu 1 modulo 8 ist. Damit
besitzt jedes Element aus (Z/sz)" hochstens Ordnung 2. Insbesondere ist
(Z/8z)" nicht zyklisch.

Zu (b):  Wir testen wieder die kleinsten Moglichne Zahlen. Es ist (Z/9z)" =
{[11,12], [4], [5], [7], [8]}. Wir berechnen die Potenzen von [2] und erhalten
[2)? = [4], [2]® = [8], [2]* = [7], [2)° = [5] und [2]° = [1]. Damit ist jedes
Element aus (Z/9z)* von der Form [2]*. Insbesondere ist (Z/sz)* zyklisch.
Als niichstes betrachten wir (Z/15z)*. Wir konnten wieder die Ordnungen
der Elemente berechnen, aber wir haben mittlerweile ja schon einige theo-
retische Hilfsmittel kennengelernt. Fiir jede Primzahl p sind die Gruppen
(Z/pz)* und Z/(p-1)z isomorph. Damit und mit dem Chinesischen Restsatz
folgt nun, dass (Z/15z)" isomorph ist zu (Z/3z)" x (Z/sz)", also isomorph zu
Z/27 X Z/4z. In Z/27 X Z/47 ist die Ordnung jeden Elementes ein Teiler von 4.
Insbesondere gibt es kein Element der Ordnung 8 in Z/2z X Z/4z und somit
gibt es kein Element der Ordnung 8 in (Z/15z)*. Damit kann (Z/15z)" nicht
zyklisch sein.
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Losung von Aufgabe 90 Fiir [a] = [0] sind offensichtlich beide Aussagen falsch.
Wir beweisen die notigen Implikationen fiir [a] # [O].

= Wir zeigen die dquivalente Aussage, dass [a] ¢ (Z/nz)" impliziert, dass
ord([a]) # n ist. Wenn [a] ¢ (Z/nz)" gilt, so ist ggT(a,n) = d # n. Damit
sind & und 4 natiirliche Zahlen und es gilt 1 < 4 < n. Weiter ist

[a]+... +[al=[a+...+a]=[2
e — d

n 4 _mal
% -mal d

cal=[n-

(hier ist es von entscheidender Bedeutung, dass % € Z ist!). Damit ist die

Ordnung von [a] hochstens % und insbesondere ist ord([a]) # n.
< Seinun[a] € (Z/nz)". Natiirlich gilt [a] + . . . + [a] = [n-a] = [0]. Insbesondere
————
n-mal
ist also ord([a]) | n. Andererseits gilt

[0] = [a] + ...+ [a] = [ord([a]) - a] = [ord([a])] - [a].
ord([a])-mal

Multiplizieren wir auf beiden Seiten mit [a]~!, erhalten wir

[0] = [0] - [a]™" = [ord([a])] - [a] - [a]™" = [ord([a])],

also n | ord([a]). Da sowohl n als auch ord([a]) in N sind, folgt de Gleichheit
n = ord([a]).

Losung von Aufgabe 91 Zu (a): Da p underade ist, ist p — 1 gerade und ’%1 ist
eine natiirliche Zahl. Nun ist ([a]?)?™"? = [a]P~' = [1]. Insbesondere ist
die Ordnung von [a]? ein Teiler von ”T_l und somit ungleich p — 1. Damit
ist [a]? kein erzeugendes Element von (Z/pz)".

Zu (b): Es gibt genau ¢(17 — 1) = ¢(16) = 8 erzeugenden Elemente von (Z/17z)".
Wir benutzen (a) um einige Elemente auszuschlieBen. Wir wissen ndmlich,
dass die folgenden Elemente keine erzeugenden Elemente sein konnen:

P=01 . [RF=[4 . BP=pP . [@P=06 .
[5P=[8 . [6F=[2 . [7P=[5] . [81° = [13]

Jetzt bleiben nur noch 8 Elemente iibrig — ndmlich [3], [5], [6], [7], [10],
[11], [12], [14]. Da wir bereis festgestellt haben, dass es genau 8 erzeugen-
den Elemente gibt, miissen alle diese Elemente die gesuchten erzeugenden
Elemente sein.

Zu (¢): Wieder wissen wir, dass es genau ¢(19 — 1) = ¢(18) = 6 erzeugenden
Elemente gibt. Wir berechnen wieder die Quadrate der Elemente um einige
Kandidaten auszuschlieBen:
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Zu (d):

[PF= , 21 =[4] ., [BF=1[9] . [4]* = [16] ,
5P=1[6] , [61°=[17] , [7P=[11] , 81> =1[7] ,
[9* = [5]

Mehr Quadrate gibt es nicht, da es nun mit [10]> = [-9]* = [9]? weiter-
ginge, was wir schon berechnet haben. Es bleiben noch die Kandidaten

(2] (3] (8] [10] [12] [13] [14] [15] [18]

iibrig, von denen genau 6 erzeugenden Elemente sind. Da [18] = [-1]
offensichtlich kein erzeugenden Element ist, miissen wir nur zwei weitere
ausschliffien. Wir rechnen solange bis wir auf auf [8]® = [1] stoBen. Damit
sind die Elemente [8] und [8]~! = [12] keine erzeugenden Elemente und
wir sind fertig: Alle erzeugenden Elemente sind

(2] [3] [10] [13] [14] [15] [18]

Fiir jeden Teiler d von 11 — 1 = 10 gibt es genau ¢(d) Elemente der
Ordnung d. Es gibt also genau ein Element der Ordnung 1 (natiirlich das
Element [1]), genau ein Element der Ordnung 2 (natiirlich das Element
[-1] = [10]), genau vier Elemente der Ordnung 5 und genau vier Ele-
mente der Ordnung 10. Wir miissen also wieder nur noch die erzeugenden
Elemente von (Z/11z)* bestimmen:

o [2]* = [4] ist kein erzeugenden Element, also gilt ord([4]
* [3]* = [9] ist kein erzeugenden Element, also gilt ord([9]
*  [4]? = [5] ist kein erzeugenden Element, also gilt ord([5]
* [5)? = [3] ist kein erzeugenden Element, also gilt ord([3]

) =
) =
) =
) =

Wir haben also die vier Elemente der Ordnung 5 gefunden und notwendi-
gerweise haben die iibrigen Elemente

(21 [l [71 (8]

5
5
5
5

alle die Ordnung 10.

1.6 Losungen der Aufgaben aus Kapitel 6

Losung von Aufgabe 92 Dieser Text ist offensichtlich chiffriert. Wir gehen davon
aus, dass es sich bei der Chiffre um eine Caesar-Verschliisselung handelt (bevor wir
etwas kompliziertes machen, konnen wir ja erstmal den einfachsten Fall iiberpriifen).
Weiter wird der Text wahrscheinlich wie der Rest des Buches auf deutsch verfasst
sein. Damit gehen wir davon aus, dass der Hiufigste Buchstabe der Chiffre, dem
Buchstaben E entspricht. Der Buchstabe der in der Chiffre am héufigsten vorkommt,
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ist das K (23-mal; auf Platz zwei folgt das O, welches 11-mal vorkommt). Wir gehen
also davon aus, dass E+Schliissel=K gilt und vermuten somit, dass der Schliissel
gleich K-E=F ist. Wir ziehen also von jedem Buchstaben der Chiffre, den Buchstaben
F ab. Dann erhalten wir:

ENTSCHLUESSELN SIE DIE ZWEITE AUFGABE DIE MIT EINER VIGENE-
RE VERSCHLUESSELUNG MIT SCHLUESSEL ,,UNI* CHIFFRIERT WURDE

Losung von Aufgabe 93 Wir wissen, dass dies eine Chiffre ist, die durch die
Vigenere-Verschliisselung mit dem Schliissel UNI erstellt wurde. Wir ziehen al-
so vom ersten Buchstaben den Buchstaben U ab, vom zweiten den Buchstaben N
und vom dritten den Buchstaben I. Dann geht es wieder mit U los und so weiter ... .
Wir erhalten:

WIE VIELE MONOALPHABETISCHE SUBSTITUTIONEN GIBT ES DIE JE-
DEM BUCHSTABEN DES ALPHABETS GENAU EINEN BUCHSTABEN ZU-
ORDNEN? BEI WIE VIELEN DIESER SUBSTITUTIONEN WIRD KEIN BUCH-
STABE SICH SELBST ZUGEORDNET?

Ach du Schreck! Noch eine Aufgabe! Dass jedem Buchstaben des Alphabets
genau ein anderer Buchstabe zugeordnet wird, bedeutet nichts anderes, als dass wir
eine bijektive Abbildung von der Menge der Buchstaben nach sich selbst betrachten.
Davon gibt es natiirlich genau 26! viele. Wenn nun kein Buchstabe sich selbst
zugeordnet wird, haben wir eine Fixpunktfreie Permutation der Buchstaben. Dies
berechnen wir genau wie in Aufgabe 29 mit dem Inklusions-Exklusions Prinzip.
Dazu sei Q2 die Menge aller Buchstaben und fiir jedes a € Q definieren wir

Aq = {f € Bij(Q)|f(a) = a}

Wir suchen also genau die Zahl

26! — | U Aal.

aeQ

Fiir jedes @ € Q gilt nun |A,| = 25!. Allgemein gilt: Ist ' € Q, mit [['| = r, so
ist | Nper Aal = (26 — r)!. Da es fiir jedes r € {1,...,26} genau (2:’) verschiedene

Wahlen Teilmengen I' € Q, mit |['| = r, gibt, folgt mit dem Inklusions-Exklusions
Prinzip

26 26
26! — | U Ag| = 26! - (Z(—l)’” ( ) ) (26 - r)!)
129} r=1
26 26
= 26! + (Z(—nr (2r6) (26 - r)!) = Z(—l)’(zf) (26— r)!
r=1 r=0

26
1
= 26! Z(_l)rﬁ = 148362637348470135821287825
r=0 ’
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Losung von Aufgabe 94 Wir sehen, dass ganze Worter gleich verschliisselt wurden.
Der Abstand der Buchstaben aus den beiden YMAXHWG betrigt genau 27, der
Abstand zwischen allen Buchstaben aus den beiden GDBFYXO XEJWZFF betrigt
genau 21. Wir gehen also davon aus, dass die Schliisselldinge sowohl 27 als auch 21
teilt. Unsere Vermutung ist daher, dass die Schliissellinge gleich 3 ist. Nun schreiben
wir jeden dritten Buchstaben der Chiffre in eine Reihe. Dann erhalten wir die drei
Reihen

* OFAWAWDYXWFAWDYXWFFIJJ (haufigster Buchstabe: W)
* XYXGGKBXEZYXGBXEZAMA (hiufigster Buchstabe: X)
* OMHIUGFOJFMHGFOIJFJFF  (hédufigster Buchstabe: F)

Wenn unsere Vermutung stimmt, wurde jeder Buchstabe der ersten Reihe mit dem
ersten Buchstaben des Schliissel chiffriert, jeder Buchstabe der zweiten Reihe, mit
dem zweiten Buchstaben des Schliissels und jeder Buchstabe der dritten Reihe mit
dem dritten Buchstaben des Schliissels.

Wir versuchen also den Schliissel (W-E)(X-E)(F-E)=RSA (das sicht schon so aus
als konnte das richtig sein). Entschliisseln wir nur die Chiffre mit diesem Schliissel
erhalten wir

WENN FLIEGEN HINTER FLIEGEN FLIEGEN
FLIEGEN FLIEGEN FLIEGEN HINTERHER

Losung von Aufgabe 95 Wir suchen ein Element e € {1,...,22} mit [7]¢ = [17]

in (Z/23z)*. Uns bleibt nichts anderes als auszuprobieren:

(1] # [17]

2 =[3]#[17]
[21
[

]
—
Il

1# [17]

Damit ist der diskrete Logarithmus von [17] zur Basis [7] gleich 5.

Losung von Aufgabe 96 Es wird der Schliissel (B mod p) = (13* mod 29) = 25
erzeugt.

Losung von Aufgabe 97 Eine Zahl aus Q, die auf 0, 2, 4, 6 oder 8 endet ist gera-
de und somit keine Primzahl. Eine Zahl aus Q, die auf 5 endet ist durch 5 teilbar
und ebenfalls keine Primzahl. Damit gibt es in Q \ Q" keine Primzahlen. Anders

formuliert, in Q’ gibt es genauso viele Primzahlen wie in Q — nidmlich ungefihr
21024 21023

log(2102%) ~ log(21023) "
anderfolgenden Zahlen in Q genau 4 in Q’ sind. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
eine zufillig gewihlte Zahl aus Q' eine Primzahl ist, ist also ungeféhr

Allerdings ist |Q’| ungefihr gleich 14—0 - |9, da von 10 aufein-

21024 21023
5 log(2102#) - log(21023)

=0.003518.....
2 €|
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Losung von Aufgabe 98 Zu (a): Dar > 2,ist n zusammengesetzt. Seinuna € Z,
mit ggT(a, n) = 1. Dann gilt fiir jedes i € {1, ..., r}, dass p; kein Teiler von
aist. Seinuni € {1,...,r} beliebig. Dann existiert nach Voraussetzung
n; € N, mit (p; — 1) - n; = n — 1. Mit dem kleinen Satz von Fermat gilt
somit

a" = (@Y = 1" =1 mod p;. (1.12)

Damitist p; | a"~'—1. Insbesondere kommt jede der Primzahlen py, . . ., p,
in der Primfaktorisierung von "~! — 1 vor. Damit ist n = py - ... - p, |
a™ ! — 1, was nichts anderes als ¢! = 1 mod n bedeutet. Da dies fiir
alle a € Z gilt, die teilerfremd zu #n sind, ist n eine Carmichael-Zahl.

Zu (b):  Sein eine zusammengesetzte gerade Zahl (also insbesondere n # 2). Dann
ist erstens 7 1 2 und somit —1 # 1 mod #; und zweitens (-1)""! = (-1)
mod n, da n — 1 ungerade ist. Damit erfiillt ¢ = —1 die Bedingungen
ggT(a,n) = 1und a”' # 1 mod n. Damit ist n keine Carmichael-Zahl.

Losung von Aufgabe 99 Die Dechiffrierzahl d erfiillt
d- e =1 mod p-q,
=100001 $(443-467)

wobei ¢ die Eulersche-Phi Funktion ist. Es ist ¢(443 - 467) = 442 - 466 = 205972.
Mit dem Euklidischen Algorithmus berechnen wir (um die Rechnung zu verkiirzen
arbeiten wir auch mit negativen Zahlen)

205972 = 2 - 100001 + 5970
100001 = 17 - 5970 — 1489
5970 = (—4) - (~1489) + 14
~1489 = (-106) - 14— 5
14 = (=3) - (-5) -1

Damit folgt

1=3-5-14=3-(1489-106-14)-14 =3-1489-319- 14
=3.1489 - 319 - (5970 — 4 - 1489) = 1279 - 1489 — 319 - 5970
=1279- (17 - 5970 — 100001) — 319 - 5970 = 21424 - 5970 — 1279 - 100001
= 21424 - (205972 — 2 - 100001) — 1279 - 100001
= 21424 -205972 — 44127 - 100001

und somit —44127 - ¢ = 1 mod ¢(p - g). Wir konnen fiir d damit jedes Element
aus [—44127]»05970 wihlen. Wir entscheiden uns hier fiir d = —44127 + 205972 =
161845.

Losung von Aufgabe 100 Es ist 11 = 23 + 2 + 1. Wir berechnen nun
e (742 =(-3)>=9 mod 77
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e (74*=92=81=4 mod 77
s (748 =42=16 mod 77

Es folgt (74)!! = (74)8 - (74)> - (74) = 16 -9 - (-3) = 144 - (=3) = (=10) - (=3) = 30
mod 77.

Alternativ kénnen Sie auch mit dem kleinen Satz von Fermat 74'! = 74 = 8 mod 11 und
74" = 745 = 45 = 2 mod 7 berechnen. Danach berechnet man mit dem Chinesischen Restsatz
ein Element x, was x =8 mod 11 und x =2 mod 7 erfiillt. Dieses x ist dann kongruent zu 7411
modulo 77.

Losung von Aufgabe 101 Die Idee ist, dass die ,,Entschliisselung® im RSA-Verfahren
nicht nur dann gilt, wenn wir modulo dem Produkt zweier verschiedener Primzahlen
rechnen. Ist d € Nmitd - 77 = 1 mod ¢(97), soist x’*¢ = x mod 97.

Wir Berechnen also als erstes eind € Nmitd - 77 = 1 mod ¢(97). Da 97 eine
Primzahl ist, ist ¢(97) = 96:

96 =1-77+19
T77=4-19+1 = 1=5-77-4-96

Esistalso5-77 =1 mod ¢(97) und damit gilt
x=x"3= (x") =(4)° mod 97.

Wir miissen also nur noch 4° mod 97 berechnen:

e 42=16 mod 97
e 44=162=100+120+36=3+23+36=62 mod 97
e 45=62-4=(-35)-4=-140 = —43 = 54 mod 97

Fassen wir alles zusammen erhalten wir, dass 5477 = 4 mod 97 gilt. Damit ist
x = 54 eine Losung der Kongruenz.

Losung von Aufgabe 102 Wir wollen den privaten Schliissel konstruieren. Dazu
miissen wir N = 221 faktorisieren. Nach kurzm Uberlegen sehen wir N = 13 - 17.
Damitist p = 13 und ¢ = 17 der private Schliissel. Insbesondere ist ¢(N) = 12:16 =
192.

Jetzt konnen wir die Dechiffrierzahl berechnen. Mit dem Euklidischen Algorith-
mus erhalten wir 7 - 55 = 1 mod 192. Damit ist d = 7 die Dechiffrierzahl.

Nun entschliisseln wir den Securecode m. Wir wissen, dass m® = ¢ = 94
mod 221 ist. Damit wissen wir

m=(m°)? =947 =172 mod 221.
Damit ist Mias Securecode gleich 172.

Losung von Aufgabe 103 Zu (a): Wir wissen N = p - ¢ = 53929 und ¢(N) =
(p—1)-(g—1) =53460. Damit ist —(p + q¢) = ¢(N) = N — 1 = =470 und
p und ¢ sind die Nullstellen von
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(x =p) - (x — q) = x* =470 - x + 53929.

Wir wir diese Nullstellen berechnen wissen wir aus der Schule. Sie sind
gegeben durch 235 + V2352 — 53929 — also durch p = 271 und ¢ = 199.
Damit ist die Faktorisierung N = 271 - 199.

Zu (b): Esist V79523 = 281.998 .. .. Wir suchen Teiler von 79523 in der Menge

{1,...,281}, wobei wir mit der groften Zahl starten. Wir rechnen % =
283 und sind schon fertig. Denn jetzt wissen wir bereits, dass N = 79523 =

283 - 281 ist.

1.7 Losungen der Aufgaben aus Kapitel 7

Losung von Aufgabe 104 Die Aussage ist eigentlich vollkommen offensichtlich:
Wenn wir die Eintrdge in einem lateinischen Quadrat umbenennen (nichts anderes
macht eine bijektive Abbildung), bleibt es immer noch ein lateinisches Quadrat.

Wir argumentieren natiirlich auch noch einmal formal. Es ist (M) = M, (da o
surjektiv ist) und fiir m,n € M, gilt

om)=0n)  m=n
(da o injektiv ist). Seien nun i,i’, j, j* € {1, ..., n} beliebig, dann ist
L7(i, j) = L7 (i,j") &= o(L(i,)) = o(LGj") & LG j)=LGEj) = j=j".

Genauso folgt auch, dass L7 (i, j) = L7 (i’, j) genau dann gilt, wenn i = i’. Damit ist
L ein lateinisches Quadrat der Ordnung |o(M))| = n.

Losung von Aufgabe 105 Die erste Zeile eines lateinischen Quadrates der Ordnung
n € N mit Eintrdgen aus {1, . . ., n} ist eine Permutation der Elemente aus {1, . ..,n}.
Es gibt also genau n! mogliche erste Zeilen fiir ein solches lateinisches Quadrat.

Zu (a):  Fiir jede Permutation (my, mp, m3) der Elemente aus {1, 2, 3} gibt es genau
zwei lateinische Quadrate mit erster Zeile m; m», m3. Namlich:

my mp ms3 my mp m3
mymzm; und  m3 my my
ms3 my mp myp m3 mi

Damit gibt es genau 3! - 2 = 12 lateinische Quadrate der Ordnung 3 mit
Eintrdgen aus {1, 2, 3}.

Zu (b):  Wir lesen von rechts nach links und von oben nach unten. Dann haben wir
fiir den ersten freien Eintrag 3 Mdglichkeiten, nédmlich 1, 3 und 4. Jede
dieser Wahlen bestimmt die zweite Zeile vollstindig. Fiir die ersten beiden
Zeilen gibt es also die Moglichkeiten

1234 1234 1234

A'2143 2341 2413
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In den Fillen B und C ist die dritte Zeile wieder vollstindig durch die
Wahl des ersten Eintrages bestimmt. Damit gibt es in diesen Fillen nur

die Moglichkeiten
1234 1234 1234 1234
2341 wund 2341 wund 2413 wund 2413
3412 4123 3142 4321

Im Fall A bleibt nach dem ersten Eintrag der dritten Zeile immer noch
eine Wahlmoglichkeit iibrig. Damit gibt es 4 Moglichkteiten in Fall A
eine dritte Zeile zu wihlen. Ndmlich

1234 1234 1234 1234
2143 und 2143 wund 2143 und 2143
3412 3421 4312 4321

Natiirlich konnen wir jedes lateinische Quadrat in dem die letzte Zeile
fehlt, eindeutig zu einem vollstindigen lateinischen Quadrat erweitern.
Insbesondere konnen wie die Tabelle aus der Aufgabenstellung auf genau
8 verschiedene Arten zu einem lateinischen Quadrat vervollstidndigen.

Zu (¢):  Fiir die erste Zeile des lateinischen Quadrates haben wir 4! Moglichkeiten.
Fiir den ersten Eintrag der zweiten Zeile haben wir dann 3 Moglichkeiten.
Wie wir in (b) gesehen haben, haben wir nach diesen Wahlen noch 8 Mog-
lichkeiten, die Tabelle zu einem lateinischen Quadrat zu vervollstindigen.
Damit kdnnen wir genau 4! -3 -8 = 576 verschiedene lateinische Quadrate
der Ordnung 4 mit Eintrdgen aus {1, 2, 3,4} konstruieren.

Losung von Aufgabe 106 (i) Ein von 12 moglichen Systemen verschiedener Re-
prisentanten ist (5,2, 1,4).

(ii) Es gibt fiinf Mengen, die zusammen nur vier verschiedene Elemente besitzen.
Es kann also nicht jede Menge durch ein anderes dieser vier Elemente repri-
sentiert werden. Das heift nichts anderes als dass es kein System verschiedener
Reprisentanten von Ay, Az, A3, Ag, As gibt.

(iii) Es gibt genau ein System verschiedener Reprisentanten, ndmlich (D, C, A, B, E).
(Der letzte Eintrag muss ein E sein, dann muss der dritte Eintrag ein A sein,
dann muss der zweite Eintrag ein C sein, dann muss der vierte Eintrag ein B
sein und dann bleibt fiir den ersten Eintrag nur noch D {librig.)

Losung von Aufgabe 107 Es gibt also 13 Stapel mit je vier Spielkarten. Wir be-
trachten diese Stapel als Mengen Ay, . .., Aj3. Uns interessieren aber nur die Werte
der Karten, daher definieren wir fiir jedes i € {1,..., 13} die Mengen Al’. als die
Menge aller Werte der Karten aus A;. Die Behauptung kdnnen wir nun formulieren
als: Es gibt ein (SvR) der Mengen A}, ..., Al;.

Da es nur vier Karten gleichen Wertes gibt, sind unter 4 - £ Karten, mit k €
{1, ..., 13}, mindestens k verschiedene Werte vertreten. Das bedeutet nichts anderes,
als | Ujer A| 2 |I] fiir alle 7 € {1,...,13}. Mit dem Hochzeitssatz gibt es also
mindestens ein (SvR) der Mengen A’l, e A; 3



52 1 Losungen der Ubungsaufgaben

Losung von Aufgabe 108 Die Bedingung (ii) besagt, dass wir die Namen der Per-
sonen aus einer Gruppe so in die Tabelle eintragen miissen, dass ein lateinisches
Quadrat der Ordnung 5 entsteht. Bedingung (i) besagt, dass die Paare von Namen
in jedem Eintrag der Tabelle verschieden sein miissen. Wir kiirzen die Personen
stets durch den Anfangsbuchstaben des Namens ab. Dann brauchen wir die Vereini-
gung von zwei orthogonalen lateinischen Quadraten der Ordnung 5, wobei das erste
Eintrdge aus {A, B, C, D, E} und das zweite Eintrdge aus {F, G, H, I, J} besitzt.

Zu (a): Da5 eine Primzahl ist, haben wir im Beweis von Theorem 7.18 ein Verfah-
ren kennengelernt, wie wir orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung
5 konstruieren konnen. Mit der Notation aus diesem Beweis und p = 5

erhalten wir, dass

(2] [3] [4] [0] [1] (3] [4] [0] [1] [2]
[3] [4] [0] [1] [2] (0] [1] [2] [3] [4]
Ly [4][O][1] (2] [3] . Lo« [2] [3] [4] [O] [1]
[0] [1][2] [3] [4] [4] [0] [1] [2] [3]
(1] [2] [3] [4] [0] (1] [2] [3] [4] [0]
[4] [0] [1] [2] [3]
(2] [3] [4] [0] [1]
und L3 = [0] [1] [2] [3] [4]
(3] [4] [0] [1] [2]
(1] [2] [3] [4] [0]

paarweise orthogonal sind. Weiter wissen wir, dass wir in jedem dieser
lateinischen Quadrate die Eintrige umbenennen konnen, ohne die Ortho-
gonalitidt zu verdndern. Betrachten wir die Vereinigung von L; und L,
und ersetzen in L; die Elemente [1],[2],[3],[4], [0] durch A, B,C, D, E
(in dieser Reihenfolge) und in L, entsprechend, dann erhalten wir den

Lernplan
|Ana 2|LinA 2|DM 2|Num 2|Rel 2|
Montag |([(B,H)| (C.,I) |(D.,))| (E,F) |[(A,G)
Dienstag || (C,J) | (D,F) |(E.,G)|(AH) | (B,)
Mittwoch ||(D,G)| (E.H) | (A,))| (B,J) |(C,F)
Donnerstag|| (E,I) | (A,J) [(B,F)|(C,G) |[(D,H)
Freitag || (AF)| (B,G) [(C,H)| (D,I) | (E.J)

der offensichtlich alle geforderten Eigenschaften erfiillt.

Zu (b):  Nun brauchen wir drei paarweise orthoglonale lateinische Quadrate der
Ordnung 5. G1A1Jckhcherwelse haben wir diese schon in (a) berechnet.
Identifizieren wir in L3 die Eintrége [1],[2], [3], [4], [0] mit K, L, M, N, O
(in dieser Reihenfolge), liefert L3 zusammen mit dem Lernplan aus (a) den

Lernplan
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| Ana2 |LinA2| DM2 |Num2 | Rel2 |

Montag |[(B,H,N)

(C.LO)| (DJ.K) | (EFL) [(A,G.M)

Dienstag || (CJ,L)

(D.EM)| (E,G,N) |(A,H,0)| (B,LLK)

Mittwoch ([(D,G,0)

(E.HK)| (A.LL) [(B,JM)| (C,EN)

Donnerstag|| (E,I,LM)

(AJN) | (B,F,0) |(C,G,K)|(D,H,L)

Freitag || (A,F,K)

(B,G,L)|(C,HM)| (D,LLN) | (E,J,O0)

53

Zu (c): Gibe es einen Lernplan mit fiinf Gruppen 4 fiinf Personen, der (i)-(iii)
erfiillt, so gébe es fiinf orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung 5.
Wir wissen allerdings, dass dies nicht der Fall ist (wieder Theorem 7.18),
damit kann es einen solchen Lernplan nicht geben.

Losung von Aufgabe 109 Orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung 4 haben

wir schon gesehen:

DO Ko Ao B
Be AV K& Do
Ko D& BO Ae
A& BO Ds KO

liefert

Ceos
A0 &0
[ IAVAY )
&0 60

und

DK AB
BAKD
KDBA
ABDK

Diese beiden lateinischen Quadrate sind orthogonal. Wir ersetzen ©, #, ¢, & auf
irgendeine Art durch die Elemente 0, 1,2, 3 und D, K, A, B auf irgendeine Art eben-
falls durch 0, 1,2, 3. Dann sind die beiden lateinischen Quadrate, die wir erhalten,
immer noch orthogonal. Wir entscheiden uns fiir

0123
1032
2301
3210

Lli

und erhalten

und

1230
0321
2°2103
3012

L

(0,1) (1,2) (2,3) (3,0)

LU L,

. (1,0)(0,3) (3,2) (2, 1)
1(2,2) (3,1) (0,0) (1,3)

(3,3) (2,0) (1,1) (0,2)

Wir ersetzen nun wie vorgeschrieben (i, j) durch 4 - i + j und erhalten

1

6

11

12

4

3

14

9

“[10

13

0

7

15

8

5

2

Dies ist ein 4 X 4 Quadrat, in dem jede Zahl aus {0, . . ., 15} genau einmal vorkommt.
Die Summe der Eintrige aus Zeile und die Summe der Eintriige aus einer Spalte sind

immer gleich 30.

Da L; und L, orthogonal sind, kommt in der Vereinigung jedes Tupel (i, j) €
{0,1,2,3}? genau einmal vor. Da die Abbildung {0, 1,2,3}> — {0,..., 15}, mit
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(i, j) — 4 -i+ j, offensichtlich bijektiv ist, kommt in Q jedes der Elemente aus
{0, ..., 15} genau einmal vor. Weiter kommt in jeder Zeile und jeder Spalte von L,
und L, jedes der Elemente aus {0, 1,2, 3} genau einmal vor. Damit ist jede Zeilen-
und Spaltensumme gleich4 - (0+1+2+3)+(0+1+2+3)=5-6=30.

1.8 Losungen der Aufgaben aus Kapitel 8

Losung von Aufgabe 110 Seien A(x) = X,,50an - X", B(x) = Y50 bn - X", C(x) =
20 Cn - X" € K[x]), fiir einen Korper K. Dann ist

Z an - x") : (Z(bn +ep) - x")

A(x) - (B(x) + C(x)) =

n>0 n>0
n
= Z Z ai; - (bn—i + Cn—i) - x"
n>0 \i=0

Z (znl(ai ~by_; ta;- Cn—i)) Sy
n>0 \i=0
Z an(ai “bpi)- x" + Z a; - i) - X"

n>0 i=0 n>0

= A(x) - B(x)+ A(x) - C(x)

Damit gilt das Distributivgesetz auf K[[x].

Losung von Aufgabe 111 Wir fiihren eine Induktion iiber k.
Induktionsanfang: Fiir k = 2 ist per Definition (ano aE,l)x”) . (ano aﬁf)x") =

2ins0 (Z?:o agl) . aglz_)i) x".Dawirr;+r; = n,mitr, s € {0, ...n}, haben genau dann
wennr =iund s =n —ifireini € {0,...,n} ist, folgt die gewiinschte Gleichung
n
1 2 1 2 1 2
(Z a;)x") . (Z a;)x") = Z (Z al(. ) ~a5l_)l.) x" = Z (Z a(rl) -aﬁz)) x".
n>0 n>0 n>0 \i=0 n>0 \ri+r2

Induktionsvoraussetzung: Fiir beliebiges aber festes k > 2 gelte:
Sind (ano ai,l)x") s (ano ai,k)x") € K[ x]), so ist

(Z aill)x") e (Z aglk)x") = Z ( Z @ 'ay;)) x (113

n>0 n>0 n>0 \ri+...+rg=n

Induktionsschritt: Sei k aus der Induktionsvoraussetzung. Wir miissen zeigen, dass
(T:13) auch gilt, wenn wir k durch k + 1 ersetzen. Es ist
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Z aill)x") S (Z a;kﬂ)x")
n>0 n>0
= (Z aill)x") S (Z aﬁ,k)x”)) . (Z aglkﬂ)x")
n>0 n>0 n>0
v 1 k k+1
A4 Z( Z ag) agk)) ) (Z( )n)
n>0 \ri+...4+rg=n n>0
Fiir jedes n € N setzen wir b, = ¥, 4 4y, =n agl) a(rlz) Damit ist dann
(Z agll)xn) o (Z aﬁlk+l)xn) — (Z bnxn) . (Z aﬁlk+l)xn)
n>0 n>0 n>0 n>0
_ (k+1)
)RR
n>0 \i=0
R ; (ORAN (k1) n) 5 . .
Der n-te Koeftizient von (), 50 @, x S DI ist damit gleich
n
k+1 1 k k+1
$hdens Y ( S 53) 0
i=0 e =h\r =T

1 k+1
S D,

ri+...4ree1=n
Das war zu zeigen.

Losung von Aufgabe 112 Zu (a): Es ist

Db - X" .(Zzn~cn~x")

(Z brss - x) (Zz" c,,.x")

n>4 n>0 n>1 n>0
—Z(sz+4 2" Cni) x"
n>0 \i
—Z(Zbl+4 2"" Cn—i) X"
nx1

Damit haben wir das Produkt als eine Potenzreihe der Form ;. a,x"
geschrieben (mit kK = 1 und a, = Z?Zl biva - 27 . ¢, fiir alle n € Np).
Zu (b):  Seinun b,, = b, fiir festes b € K und fiir alle n € Ny. Dann ist
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(Z bnx")2 = (Z b,,x”) - (Z bnx") => (zn: bi - bn_i) X"

n>0 n>0 n>0 n>0 \i=0
n
=Z (sz x" = Z(n+ 1)-b* - x".
n>0 \i=0 nxn

Losung von Aufgabe 113 Fiir beide Aufgabenteile geniigt es die Formel aus Korol-
lar 8.18 anzuwenden.

Zu(@):  Aus ¥,50 x5 = 3,00 (771 - xk = T folgt unmittelbar, dass das

multiplikative Inverse von ,,.o x*7* gleich 1 — x* ist.

Zu () AUS X< = B (07 (21 xR = e = L folat
unmittelbar, dass das multiplikative Inverse von ano(—l)"xk‘" gleich
1+ xk ist.

Losung von Aufgabe 114 Ein multiplikatives Inverses von }},, .o a,x" ist eine for-
male Potenzreihe Y50 bp X" mit (3,50 @nX") * (Xps0 bnx") = 1.

Zu (a): Dader 0-te Koeffizient von f(x) gleich [2] # [0] ist, existiert ein multipli-
katives Inverses ), >0 bnx" € Z/7z[[x] von f(x). Es gilt

(1] = (Z[z S(n+ 1)]x") : (Z b,,x") =y zn:[z(i +1)]- b,,_l-) X"

n>0 n>0 n>0 \i=0

Es gilt also [1] = [2] - bg und somit | by = [4] | Nun folgt sukzessive:

+ [01=[2] b1 +[4]- by =|b1 = [6]]

© [0]=[2] by +[4]- by +[6]- by = |bs = [4]

0] =[2]- by +[4]- by +[6] - by +[1]- by = | b3 = [0]]

(0] =21 by +[4]- b3 +[6]- ba+[1]- by +[3]- by = by = [0]]

Zu (b): Ausag =1 # 0folgt sofort, dass ein multiplikatives Inverses ), o b, x" €
C[[x] von f(x) existiert. Wir nutzen f(x) = 1+0-x+1-x2+1-3+0-
x*+1-x% + ... und erhalten wie in (a):

© I=1-by = |by=1]

© 0=1-b1+0-by = b =0|

© 0=1-b+0:-by+1-by = |by=-1

© 0=1-b3+0-by+1-by+1-by =|b3=-3

© 0=1-b4+0-b3+1-by+1-b;+0-by = |bs=1

Losung von Aufgabe 115 Angenommen es gibt eine formale Potenzreihe f(x) €
Z[pz[[x], mit D(f(x)) = f(x). Wir schreiben f(x) = 3,0 a»x". Dann gilt
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Z a,x" =D Z anx") = Z (n+ Dapyy  x"= Z[n + 1]au 1 x".

n>0 n>0 n>0 n>0
=Up+1 +...+ an+1
—,——

(n+1)-mal

Sei nun k € Ny beliebig. Dann ist axp-1 = [kplax, = [0]. Damit ist aber auch
axp-2 = [kp — 1] - axp—1 = [0] und induktiv folgt, dass a,, = [0] fiirallen < kp — 1.
Da dies fiir beliebiges k gilt, ist a, = [0] fiir alle n € Ny und somit ist f(x) = 0.
Insbesondere gibt es kein f(x) € Z/pz[x] \ {[0]}, mit D(f(x)) = f(x).

Losung von Aufgabe 116 Wir benutzen im folgenden das ,,Vokabelheft“von Seite
191. Damit und mit der Definition der Multiplikation erhalten wir

Y01 oy N a3 G KRS B

1 1 1

:(1 — x)k+1 ’ (1 —x)+1 - (1 — x)k+i+2

:Z(n+k+l+l)x"
n

n>0

Koeffizientenvergleich liefert sofort die gewiinschte Gleichung
n . ) 1
Z(z+k)(n H'-l) _ (n+k+l+ ) VkLneNo.
" l n-—i n
i=0
Losung von Aufgabe 117 Es ist

A . B A(l-bx)+B(l-ax) —(Ab+ Ba)x+(A+ B)
l-ax 1-bx  (I-ax)(I1-bx) (1 -ax)(1-bx)

Wir miissen A, B € K also so wihlen, dass 1 = —(Ab + Ba)x + (A + B) gilt.
Koeffizientenvergleich liefert uns, dass das genau dann der Fall ist, wenn

—(Ab+Ba)=0 und A+B=1

gilt. Damit ist A = 1 — B und (1 — B)b + Ba = 0. Also gilt B = 32 und A =
1- bbTa = ﬁ. Diese Werte sind auch tatsdchlich definiert, da a # b gilt.
Kommen wir nun zur Berechnung von A” und B’. Genau wie eben erhalten wir,

dass A’ und B’ genau die Elemente aus K sind, die die Bedingungen
A"+B =0 und -(A'b+Ba)=1

erfiillen. Damit folgt B’ = ﬁ und A’ = ﬁ. Wieder brauchen wir hierfiir die
Bedingung a # b.
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Losung von Aufgabe 118 Wir studieren in dieser Aufgabe das Polynom f(x) =
—x* +2x% = 2x + 1 und die formale Potenzreihe ﬁ € C[lx].

Zu (a):

Zu (b):

Zu (¢):

Esist f(1) = 0 und f(—1) = 0. Damit ist f(x) durch (x — 1) und durch
(x + 1) — also durch (x — 1) - (x + 1) = x> — 1 — teilbar. Wir benutzen
Polynomdivision und erhalten

fr(2-1)=—-(x*-2x+1)=—(x-1)>
Es folgt sofort
fO)=-(x-12-2-D=-(x-1 x+1)=1-x)7°-(1+x).

Insbesondereista =1,b=-1,r, =3und rp, = 1.
Da 1 # —1, existieren Polynome A(x) und B(x), die die Gleichung
1 Al N B(x)
1-x3-(1+x) (1-x3 (1+x)

(1.14)

erfiillen. Weiter wissen wir, dass grad(A) < 3 und grad(B) < 1 ist. Damit
existieren ap, ay, ag, b € C, mit

A(x) = ax* + a1x + ag und B(x) = b.
Es folgt, dass (I.14) dquivalent ist zu

1 _A(@) - (1+x)+ B(x)- (1 -x)?}
1-xP3-1+x) (1-xP3-(1+x)
e 1=Ax)-(1+x)+Bx)-(1-x)7°

e 1=(ar - b)x> + (a1 + az + 3b)x> + (a1 + ag — 3b)x + (ap + b)

—a—-b=0,a,+a,+3b=0, a; +ap—3b=0, undap +b =1
—a=b, a1+4a, =0, a1 +a9—3a, =0, undag+ax =1
—ay=>b, ay = —-4ay, ag—Ta, =0, und ag +a, =1
—ay=>b, ay = —4ay, ag = Tay, und 8a, =1

1 4 1 1

<=>b=§, a1=—§=—§, ao=§, unda2=§
1 1 7 1

= Ax) = §x2—§x+§und3()€)=§-

Es ist
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I @ 1 O Sl Ll S
fx) A -xP-(1+x) (1-x)3 (1+x)
—(lxz——x+ ) Z(n+2) Z( 1" x"
n>0
1 n+2\ .. n+2\ ..
R
n>0 n>0
+7- Z( ) "+8~Z(—1)”x”)
n>0 n>0
(1+2x+2(( ) (n+1)+7(n+2)+(—1)")x”)
= -1 n

(1.15)

Im letzten Schritt haben wir nur die ersten beiden Koeffizienten separat
berechnet und danach die Indizes so verschoben, dass wir alles zu einer
formalen Potenzreihe zusammenfassen konnten. Wir schreiben die Ko-
effizienten der letzten Zeile nochmal auf ohne Binomialkoeffizienten zu

benutzen:
+1 +2
") -al” +7 " +(=D)" =20 +8n+ T+ (-1)".
n—2 n—1 n
S~—— ~— S~—
— n(r;fl) — (n+)n - (n+2)2(n+l)

Setzen wir dies in (I.19) ein, erhalten wir

J(x)

1 n n
= (1+2x+Z 2n L 8n+T 4 (= 1)) )

n>2

é (Zn2 +8n+7+ (—1)") x"

n>0

Zu (d):  Wir berechnen Lx nochmal auf eine andere Art. Der Anfang ist genau
wie in Teil (b), allerdings benutzen wir dann direkt die Definition der
Multiplikation auf C[[x]):

1 1 1 n+2 n n.n
f(x>=<1—x)3'(1+x>=(,;,( ) ) (Zo( U )
s fSr (7))

n>0 \i
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Vergleichen wir dies mit unserem Ergebnis aus Teil (c¢), so folgt
- C(i+2) 1
D1y (l , ) o (Zn +8n+ 7+ (- 1)") Ve No.
i
i=0

Losung von Aufgabe 119 Seien ¢, d und a, wie in der Aufgabenstellung. Wir be-
trachten die erzeugende Funktion A(x) von (ay)nen, und erhalten

A(x) = Z ayx" @4z0 Z a,x" = Z(c “ap_1 + d)x"

n>0 n>1 n>1
=Zc-an_1x”+2dx"=c-2an_1x”+d- x"
n>1 nx1 n>1 n>1
=C-Zan lvd-x- Zx"zc-x-A(x)+d-x-1_
n=0 n=0
Umstellen dieser Gleichung liefert
d X 1
1- A — = A d-x- 1.16
(I=e ) AW = {20 = AW =d 3 o (116)

Falls ¢ = 1 ist, so erhalten wir

Ax) = d‘x'(l _lx)z = d.x.z (n + 1) Z d-(n+1)x"! = Z dnx" Z dnx".

n>0 n>0 n>1 n>0

Durch Vergleichen der Koeffizienten erhalten wir a,, = dn fiir alle n € Ny, falls
c=1
Falls ¢ # 1, so konnen wir Aufgabe 117 benutzen und erhalten aus (I.16)

A(x)zd-x-( LI P ! )

l-¢c 1=-x c¢c-1 1-c-x

—_ 1 n c n_n
—d-x-(l_c-’;)x +c—1 Zcx

n>0
1 n+1 1-
=d-x-Z(1_C ) Zd l—cc
n>0 n>0
1- 1- o
:Zd. 1—cc _Zd l—Cc
n>1

Das letzte Gleichheitszeichen folgt aus der Beobachtung, dass 0 = d -

1-c"

Wieder vergleichne wir die Koeffizienten und erhalten a,, = d - T - fiir alle n e NO,

falls ¢ # 1.

Losung von Aufgabe 120 Wir betrachten die erzeugende Funktion A(x) von der
rekursiv definierten Folge ag, ay, . ... Diese wollen wir zunéchst als Quotient von
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zwei Polynomen schreiben. Dazu benutzen wir nur die Definition der Rekursion,
Indexshift und unsere Formelsammlung von Seite 191.

A(x) = Z apx" =ap+ayx + Z apx" = x+ Z(Zan,l —day_o + X"

n>0 n>2 n>2
=x+ Z 2a,-1x" - Z anox" + Z x"
n>2 n>2 n>2
=2.Zanxn+l_zanxn+2+ an
n>1 n>0 nx1
———
=X-2inz0 X"

Im letzten Schritt haben wir zweimal den Index verschoben und x + 3,5, x"
zu ).~ X" zusammengefasst. Das war bis hierhin eigentlich das schwierigste der
Aufgabe. Wir rechnen nun weiter und erhalten

1
A(x)=2-x-Zanx”—x2-Zanx"+x- T
n>1 n>0
—_—— ———
aO::OA(x) =A(x)
2 1
=(—x"+2x) - Ax)+ x - .
1-x
Umstellen der Gleichung liefert
5 1 1
(x*=2x+1)-Alx)=x- = Ax)=x-
R ) 1-x (1-x)3

=(1-x)?

Dies schreiben wir mit unserer Formelsammlung wieder als formale Potenzreihe:

A(X)Zx.Z(nZZ)xn:Z (n:Z) sy :wan
—_—

n>0 n>0 n>1
_ (n+2)-(n+1)
- 2
ao=0 n+1)-n ,
- Z e
n>0
Vergleichen der Koeffizienten liefert nun endlich a,, = w fiir alle n € Ny.

Losung von Aufgabe 121 Fiir die erzeugende Funktion von s, s1, . . . gilt

S(x)=anx"=Z(ii3)x"= (Ziﬁx”)-ﬁ. (1.17)

n>0 n>0 \i=0 n>0
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Wir wollen also zunichst 3, 7°x" genauer studieren. Dazu berechnen wir

Zn3x” =0+ Z X = Z(n + 1) = x. Z(n + 1)

n>0 n>1 n>0 n>0
2 r4+dx+1 B +4ax?+x
=x-D an =Xx- 1 T = 1 —
i (1-x (1-x

Setzen wir dies in (T.17) ein, erhalten wir

S(x)——XB(_;ixj):x (> +4x% + x) - Z(n+4) "

n>0
_ 3 n+4 2 n+4 o n+4\ ,
= Z( ) +4x Z( +x-z " x
n>0 n>0 n>0
:Z n+4xn+3+z4n+4xn+2+z }’l+4xn+1
n n n '
n>0 n>0 n>0

Wir berechnen die ersten drei Koeflizienten dieser formalen Potenzreihe direkt und
verschieben dann die Indizes passend. Damit ergibt sich

n+1 n+2 n+3
— n 4 n n
S(x) = x+9x% + E ( ) +n; (n 2)x +n§>3 (n 1)x

n>3

=0t Bl )0

n>3

Koeffizientenvergleich gibt uns die Formel s, = (7}) + 4("*3) + () fiir alle
n > 3. Diese Formel wollen wir noch etwas handlicher aufschreiben. Sei also n > 3
beliebig. Dann gilt

. = n+1 +4n+2 N n+3
" \n-3 n—2 n—1

_ (n+ Hnn-1)(n-2) n+2)n+ Dnn-1) N n+3)n+2)n+1)n

41 T4 41 41
(n+ n
= 0 c(m=-Dn-2)+4n+2)(n—-1)+ (n+3)(n+2))
2.2
(n:l)n (6n® + 6)_(n-gll)n 3'.(n+1).n:(n+i)n'

Es ist allerdings auch sop = 0 = w, s1=1= % und 5, = 8 = %.

Damit gilt fiir alle n € Ny die Formel

z + 1)2n2
Sn=Zi3=—(n 4)" .
i=0
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Losung von Aufgabe 122 Die binomische Formel gilt natiirlich auch im Ring C[[x].
Es ist also insbesondere

(x-fO)+1)2 = fX))P+2-x- f(x)+1 (1.18)

fiir jedes f(x) € C[x]. Streng genommen diirfen wir nicht ,,durch x teilen®, da x

keine Einheit in C[[x] ist. Wir diirfen x jedoch aus einer Gleichung kiirzen, da C[[x]|

nullteilerfrei ist. Sind g(x), h(x) € C[[x] beliebig, dann ist

xg(x) =xh(x) = x (g(x)=h(x)) =0 = g(x)-h(x) =0 = g(x) = h(x).
——

#0

Das werden wir im folgenden frei benutzen. Sei nun f(x) € C[[x]. Dann gilt

x- fx)P+2- f(x)+6=0
= (x- f(xX))?+2-x-f(x)+6-x=0

@(x~f(x)+1)2+6-x—1=0
= (x- f()+1)?=1-6-x.

Diese letzte Gleichung gilt also genau dann, wenn x - f(x)+ 1 ein Wurzel von 1 -6 x
ist mit O-tem Koeffizienten gleich 1. Davon gibt es nur eine und diese wurde in (8.6)
berechnet (wir miissen lediglich x durch 6 - x ersetzen). Es ist also

x- f(X)P?+2- f(X)+6=0

2-(n—-1)!
(E}x.f(x)-kl21_222"(—‘-((:11—1)))!-11! -6 X"

n>1

Q=D)L .
=>f<x>=—222n_1.(’;_1)!'n!.z L3y

nx>1

3n+1

@2 n)! 2n n
= f(x) = Zzn e (n+1)'. _ZZn (n+1) (n)x

Losung von Aufgabe 123 Sei R ein nullteilerfreier Ring und a € R. Falls es kein
Element x € R gibt, mit x*> = a sind wir fertig. Sei also x € R, mit x> = a gegeben.
Seinun y € R ein Element, das ebenfalls die Gleichung y* = a erfiillt. Dann folgt

)62=y2 = O=x2—y2=(x—y)-(x+y).

Da R nullteilerfrei ist, folgt daraus, dass x —y = 0 oder x + y = 0 gilt. Das bedeutet
aber, dass y = —x oder y = x gilt. Damit sind x, —x € R die einzigen Elemente, die
quadriert a ergeben. Insbesondere gibt es maximal zwei solcher Elemente.

Losung von Aufgabe 124 Sein € Ny beliebig. Die Menge {n—i|i € {0,...,n—1}}
ist natiirlich nichts anderes als die Menge {1, ..., n}. Damit ist
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=T o =TT 2 v n=T]c 2 vaem =Tt
2 i=0 2 i=1 2 i=0 2 i=0 2 -

Ziehen wir aus jedem der Faktoren auf der rechten Seite den Faktor (—1) heraus,

erhalten wir
n-1

Sz TTE 2y = ey (L
M= TG ==t

i=0
Es folgt nun unmittelbar

_3 _Hlnl o —pyr (Ll 1
) e f)

n n!

was zu zeigen war.

Losung von Aufgabe 125 Seien wie gewiinscht @, 5 € C und n € Ny beliebig.

Zu (a):  Wir rechnen die Gleichheit einfach aus:

(a/ - 1) . (a - 1) _(@=nmt @ -l

n+1 n (n+1)! n!
_Miple—1-0) [T (@ —1-1)
R n!
_ M5 @-1-0 M -1-1)
N T R R e T
MSe-1-i-(@-1-n+n+1) a-[I"5(@=-1-i)
- (n+1)! = n+ D)

_ H?:o(a—i)_ ol |«

T (n+ 1) _n+1_(n+l)

Das war zu zeigen.
Zu (b):  Induktionsanfang: Aus 1 = % = gl = (@ + B)I% folgt sofort

i
i=0

0
2, (O)a“‘ﬁ“’” =1=(a+p"

was den Induktionsanfang erledigt.

Induktionsvoraussetzung: Fiir beliebiges aber festes n € N gelte (@ +
Bl = o (’l})a[n—i] - Bl

Induktionsschritt: Sei also n wie in der Induktionsvoraussetzung. Wir
beweisen die Aussage nun fiir n + 1.
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n n—1
@+ =] ]@+p-i=(@+p-n-] |+p-i
i=0 i=0
=@+p-m- @+ Y @+p-n-) (") ol gl
1
i=0

—Z(a+ﬁ—n) () gl (1.19)

=(a—i)+(B-n+i)

= ;‘ (’Z)(a —i)-alil. gln=il 4 Z (Z’) (B -n+i)- g
(1.20)

Nur mit der Definition der fallenden Fakultit folgt
_ i1 i .
(@-i)-dl=(@=-i)- [ [@-p=]]@=-j) =l
j=0 j=0

und

n—i—-1

B=n+i)- B = (B-n+i)- ]_[(ﬁ = ]‘[w j) =,

Setzen wir diese beiden Gleichungen in (T.19) ein, erhalten wir (a + )"+

zi ( ) [l+l n i] + Z ( ) a[i] 'ﬁln+l_il
i=0 !

~.

n—1 n
n n n : : n
_ . In+1] | pl0] § [l+l E Al pln+1-i] . A[0] . pln+1]
_(I’Z) ¢ ﬁ * i=0 ( ) + ( ) ¢ ﬁ " (0) ¢ ﬁ

i=

1
n
—aln*1l. glol 4 Z( 1) olil . gln+i=il 4 (”) C@lil . gln1=il | ol01 gln+1]
l

i=1

n+1 z . 4 (n+1
— [n+1] | $[O] il pln+1=i] . ol01 . pln+l]
(o)“ 3 (O B R I R

) ol . gln1=il,

Das war zu zeigen.

Losung von Aufgabe 126 Seien n € Ny und g, die Anzahl von Lésungen der Glei-
chung x| + x; + x3 + x4 = n mit den angegebenen Randbedingungen. Wir betrachten
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zunichst die recht einfachen Gleichungen x; = n fiiri € {1,2,3,4} und n € N. Die
Anzahl der Losungen von x; = n (bzw. x, = n, x3 = n, X4 = n) nennen wir a,, (bzw.
by, cn, dy). Dann sagen die angegebenen Randbedingungen genau

0 sonst

{l,hﬂsnzl mod 4 {1,mnsn25
a, = b, =
0 sonst

1 ,fallsn<3
Cp =
0 sonst

Da es keine Randbedingung an x4 gibt, ist schlicht d,, = 1 fiir alle n € Ny. Fiir alle
r,s,t,u € Ny ist a,bsc,d, € {0, 1}. Weiter ist a, bsc,d,, = 1 genau dann, wenn r = 1
mod 4, s > 5 und ¢t < 3 gilt. Damit erhalten wir

Z arbgerdy = |{(r, s, t,u) € Nola, by, d,, = 1}

r+s+t+u=n

={(r,s,t,u) eNglr+s+t+u=nr=1 modn, s =5, t <3} =gn.

Das ist also genau die gesuchte Zahl! Sind nun A(x) = },59anx", B(x) =
im0 bnX", C(x) = Y50 cnx™ und D(x) = 3,5 dpx", dann ist

Z arbxctdu) x"t = Z gnx". (1.21)

r+s+t+u=n n>0

A(x) - B(x) - C(x) - D(x) = Z

n>0

Wir wollen also die Koeffizienten der formalen Potenzreihe A(x) - B(x) - C(x) - D(x)
berechnen. Wir betrachten die formalen Potenzreihen zunichst einzeln:

¢ AX) = Ypso X = x - Bn0 M = 2,

© B(Y) = N5 ¥ = 60 Bpno ¥ = 15,
e Cx)=l+x+x>+x>= 1 ynd

o D(x)=2,50Xx" = ﬁ

1-x
Damit erhalten wir

X0 1-—x* 1

l—x'l—x 1-x

x° n+2\ , n—4\ ,
S T

n>0 n=6

> g B 400 B0 €00 - D = -

n>0

0 Jfallsn <5
Es folgt, g, = _ s und die Aufgabe ist gelost.
(") Lfallsn>6
n—-6 ’ =
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