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Losungen zu Kapitel 1: Einfithrung

1.1 Skalarprodukt

a) |la|| = az? + ay? +a.?
b) S=a,b,+ayby,+a.b,
c) Bei S = 0ist ¢ = 7/2, das heiBt a und b senkrecht

1.2 Kreuzprodukt

ayb, —a,by
a) K=\|a,b, —a,b,
Az by — ay by
b) e« Lorentzkraft: Ursache technischer Stromfluss (Daumen), Vermittlung Ma-
gnetfeld (Zeigefinder), Wirkung Kraft (Mittelfinger)

* Geschwindigkeitsvektor eines Punktes auf einem rotierenden Korper
Daumen: Richtung des Drehgeschwindigkeitsvektors, Zeigefinger: Rich-
tung des Abstandsvektors von der Drehachse zum Punkt, Mittelfinger Rich-
tung des Geschwindigkeitsvektors im Punkt

v=wXxXr
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1.3 Matrizen

a) Matrixprodukt:

RU =

r11U11 + T12 U21 + T13 U1 1711 U2 + T12 U2 13 U2 1

31 U11 +T32U21+7”33u31:7”31U12+7“32U22+7”33U32:"'
.

S 1711 U3 + T12 U23 + 713 U3

-+ 'r31 u1g 4 13z Uugg + 3z uss

b) Matrix A besitzt die Form:

A:

Das Produkt mit einer Matrix B wird gebildet durch:

Daraus folgt: B muss m = 2 Zeilen besitzen. Zahl n der Spalten von B ist
beliebig. Das Ergebnis ist eine (3 x n)-Matrix. Fiir n = 1 liegt beispielsweise
als Ergebnis ein stehender Vektor ((3 x 1)-Matrix) vor.

Dabei gilt folgende anschauliche Regel: Schreibt man die Ordnungszahl-Paare
der Matrizen in der Reihenfolge des Matrizenprodukts an, so miissen neben-
einander stehende Ordnungszahlen gleich sein. Die dufleren Ordnungszahlen
bestimmen die Ordnungszahlen des Ergebnisses. Fiir die vorligende Aufgabe
bedeutet dies:

3x2)-(2xn)=3xmn)
—— ——  N——

A B A-B
c)
a1y a1z a13 x by
as1 Az G23 y| =10b2
asy asz ass z b3

d) Genau eine Losung (g) dann und nur dann, wenn Det(ﬁ) £ 0.
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e) Berechnung der Determinanten zum Beispiel liber die nordwestlichen Unterde-
terminanten:

_a; a
D; = a1 Det( aiz azz ) = a1 (a2 asz — asz ass)

D2 = —Qa12 Det( |:a12 a3

= —aj2 (a12 a33 — asz a;:
sz agg]) 12 (a12 as3 32 013)

S
D3 = a3 Det( a;z a;i ) = a1z (@12 a2z — agg ai13)

- Det(A) =D1+4+ Dy + Dg

Alternative bei 3 x 3-Matrizen: Regel von Sarrus

f) Falls Det(A) = 0, so existiert entweder keine Losung oder eine Losungsvielfalt.
Weitere Bedingung fiir Losungsvielfalt: b muss linear abhéingig zu einem der
Spaltenvektoren von A sein. Dies bezeichnet man in der linearen Algebra als den
unterbestimmten Fall: Es liegen mehr Variablen als Gleichungen vor (liegende
Matrix).

Andernfalls existiert keine Losung. Dies bezeichnet man in der linearen Algebra
als den iiberbestimmten Fall: Es liegen mehr Gleichungen als Variablen vor
(stehende Matrix).

1.4 Business Case ,,Robotik**

a) Hauptarbeitsgebiete der Robotik umfassen

* Mechanische Manipulation,

* Telepriasenz- und Teleaktion,

* Lokomotion (Beférderung),

* kiinstliche Intelligenz und

¢ maschinelles Sehen und Selbstlokalisation.

b) Sinkende Anschaffungs-, Inbetriebnahme-, und Betriebskosten von Manipula-
toren, steigende Lohnkosten von Menschen.

¢) Roboter stellten in der Vergangenheit nur dann einen erfolgreichen Business-
Case dar, wenn sie wesentliche Fahigkeitsliicken des Menschen ergiinzten. Diese
Liicke kann man als 6konomische Nische am Markt interpretieren. Die entspre-
chenden Roboter sind an diese Nische hochangepasst und damit konkurrenzfa-
hig.
Analogie zur Biologie: Spezies benotigen immer eine okologische Nische zum
Uberleben. Sonst ist der Konkurrenzdruck durch andere Spezies zu hoch.
Bei den angegebenen Roboter-Anwendungsbeispielen stellt der Mensch eine zu
grofie Konkurrenz fiir den Roboter dar.
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1.5 Mechatronischer Charakter der Robotik

Allgemein gilt: Voraussetzung fiir ein mechatronisches System sind Produktanfor-
derungen aus unterschiedlichen Fachbereichen. Der mechatronische Charakter zeigt
sich darin, dass eine optimale Produktlosung fiir einzelne Fachbereiche in der Regel
keine optimale Losung darstellt. Was in einem Fachbereich optimal ist, verschlech-
tert die Losung in anderen Fachbereichen. Daher wird die optimale Losung aus Sicht
der Fachbereiche (,,Froschperspektive®) als Kompromisslosung wahrgenommen.

Aus dem Unvermdégen heraus, das Optimierungsproblem fachiibergreifend zu
verstehen, entsteht ein hohe Konfliktpotential zwischen den Fachbereichen.

Im vorliegenden Fall kommen Anforderungen aus den Fachbereichen: Antriebs-
technik, Elektronik und Konstruktion.

a) Folgende technische Merkmale fiihren aus Sicht der Antriebstechnik zu einer
optimalen Losung (=mdglichst hohe Manipulator-Geschwindigkeit):

* Geringe Massen

* Grof3e Motoren

* Geringe Getriebeuntersetzungen

* Hohe Zwischenkreisspannung (Versorgungsspannung der Motorcontroller)
* GroBle Gelenkbeschleunigungen

* Hohe Steifigkeiten

Nachteile dieser technischen Merkmale in den anderen Fachbereichen:

* Antriebstechnik <= Elektronik <= Konstruktion:
Hohe Zwischenkreisspannungen (ab ca. 48V) erfordern relativ schwe-
re Spannungs-Tiefsetzsteller (DC-DC-Wandler), um Verbraucher mit sehr
niedrigen Spannungen versorgen zu konnen.
Spannungen deutlich iiber 48V erfordern in der Regel groere Steckkontakte
sowie spezielle SchutzmafBnahmen fiir den Menschen.
Bei einer Integration in den Armsegmenten erhoht dies die zu bewegenden
Massen und schriankt Moglichkeiten zur Leichtbau-Konstruktion ein.

* Regelungstechnik (Informatik) <= Antriebstechnik:
GrofBle Gelenkbeschleunigungen regen die Gelenke des Manipulators zum
Schwingen an: In steilen Beschleunigungsrampen sind viele Frequenzen
enthalten, so dass die mechanischen Eigenfrequenzen der Gelenke und Ge-
triebe stirker angeregt werden. Dies kann durch schwerere Armsegmente
reduziert werden.

* Regelungstechnik (Informatik) <= Antriebstechnik:
Je geringer die Getriebeiibersetzungen, desto stirker wirken sich die dy-
namischen Verkopplungen der Gelenke untereinander aus. Dies erfordert
eine Gelenkregelung mit tendenziell niedrigeren Riickfiihrverstirkungen.
GroBe Gelenkbeschleunigungen erfordern jedoch regelungstechnisch hohe
Riickfiihrverstiarkungen.
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* Konstruktion <= Antriebstechnik:
GroBle Motoren erhohen die Gesamtmasse, so dass die Konstruktion weniger
Masse fiir Aussteifungen zur Verfiigung hat. AuBlerdem miissen die Gelenk-
verbinder mit groleren Wandstirken konstruiert werden, um die schweren
Motoren tragen zu konnen.

Eine optimale Losung fiir das Gesamtsystem zieht damit immer technische
Kompromisse der einzelnen Fachbereiche nach sich. Zum Beispiel akzeptiert der
Fachbereich Elektronik den Mehraufwand groerer DC-DC-Wandler, damit die
Antriebstechnik kleinere Motoren einsetzten kann und damit die Konstruktion
mehr Masse-Spielraum fiir Aussteifungen erhalt.

Wenn die optimale Gesamtsystemlosung nur durch technische Kompromisse
der Fachbereiche Mechanik (Konstruktion), Elektronik, Antriebstechnik, Re-
gelungstechnik und Informatik erzielt werden kann, so handelt es sich um ein
mechatronisches System.

b) Fachbereiche:

¢ Mechanische Konstruktion

¢ Elektronik

¢ Antriebstechnik

* Regelungstechnik und Sensorik
¢ Informatik

¢ Einkauf

* Fertigung

¢ Vertrieb

¢) Typische Hauptarbeitsgebiete der Elektrotechnik bei der Entwicklung eines Ma-
nipulators:
Teilbereich Elektronik:

* Spannungsversorgungen

» Kabelbdume und Steckverbinder

* Aufstecknutzmodule (Bereitstellung elektrischer und informationstechni-
scher (BUS) Schnittstellen)

* Bereitstellung lokaler Rechenleistung fiir die Informatik (Gelenkregelung)
in den einzelnen Gelenken

» Zwischenkreiselektronik (elektrische Leistung) fiir die Antriebssysteme

 Aufbereitung und Vorverarbeitung (zum Beispiel Filterung) von Messdaten

Teilbereich Antriebstechnik:

* Antriebssystem-Auslegungen
¢ Simulation mechanischer Lastfille
 Simulation elektrischer Grofen fiir die Antriebssysteme

Teilbereich Regelungstechnik:

* Regelungsstrukturen incl. Sensorik fiir Gelenke definieren
* Modellbasierte Reglerauslegung
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» Simulative Validierung des Regelungsverhaltens
d) Projektmanagement mit agilem / inkrementellem Phasenmodell:
Prinzip:
* Projektablauf setzt sich aus Sequenz von Inkrementen zusammen.
* Inkremente bestehen immer aus gleichen Teilphasen, z. B. Analyse — Ent-
wurf — Implementierung — Integration — Installation — Einsatz.
¢ Jedes Inkrement behandelt eine Teilmenge der Gesamtanforderungen.
¢ Menge an Anforderungen wichst von Inkrement zu Inkrement.

Legende:

[0 Aktivitat (1)

A

.-
~
N

A
-
i
.

N
N
\

Inkrement 3

Inkrement 2

Inkrement 1

Wachstum
<« >

Abb. 1.1 Agiles Phasenmodell fiir Aufgabe 1.5 d); aus [1], Abbildung 1.11a-6, S. 363; mit freund-
licher Genehmigung der GPM (Deutsche Gesellschaft fiir Projektmanagement).

Literaturverzeichnis

1. Gessler, M., Kaestner, R. (eds.): Kompetenzbasiertes Projektmanagement (PM3), 8 edn. GPM
Deutsche Gesellschaft fiir Projektmanagement, Niirnberg (2016) 1.1



Losungen zu Kapitel 2: Direkte Kinematik

2.1 Koordinatensystem-Basis

a)
V3 _ 1
_ 2 30 1
Ru= |1 Lo, ti=|3
0 01 0
b) Basisvektoren von S; in Sp-Koordinaten
V3 _1
0 7 0 \/§ 0 0
€1 = 2 ’ eyl = 9 ’ €1 = 0
0 0 1
Trivial - Basisvektoren von S in .S;-Koordinaten
1 0 0
e'111 - 0 ’ 631/1 = 1 ’ e.lzl - 0
0 0 1

Ol =

d) Skizze Koordinatensysteme: Siehe Abb. 2.1.
e) Die Punkte sind in S;-Koordinaten angegeben.
f) Siehe Abb. 2.1; Abschitzung der Sy-Koordinaten:

P? ~ (1.9;1;0), P ~ (0.5;1.4;0), PY ~ (1.4;1.9;0)
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Abb. 2.1 Losung zu Aufga-
be 2.1 d)

g) Berechnung:

Tor = —  P?=(1.866;1;0);

— O O
)

analog berechnen sich die beiden anderen Punkte zu:

P = (0.5;1.366;0) , PY = (1.366; 1.866;0) .

2.2 Homogene Transformationsmatrix 1

a) Basisvektoren als Spaltenvektoren der Rotationsmatrix §01:

1
1
0
€1 = = 1
V3 1
1
1
0
e =—= |2
V6 1
0 0 0 1 !
ezlzemlxeylzﬁ 0
-1

Die Vorfaktoren dienen dabei der Normierung auf Lénge 1.
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0
Position des Ursprungs von Sy in Sp: t; = | 1
-2
Zusammengefasst folgt homogene Transformationsmatrix

0 0 o '
~ e e e t
zl 1 21 1%1
101_—['---?4 ------ ] .
.

b) Mit (Buch 2.12) ergibt sich
1 2 1
Tw=|v6 V3 %

¢) Ursprung von Sy in S;-Koordinaten: S} = (%, 2 %; —V/2)

d) Tm T 10 = E beschreibt Transformation So — S1 — Sp. Es dndert sich also
nichts am Koordinatensystem, so dass als homogene Transformationsmatrix die
4 x 4-Finheitsmatrix folgt.

2.3 Homogene Transformationsmatrix 2

a) Skizze siehe Abb. 2.2. Die Achsen von \S; sind
zur besseren Unterscheidung von den Achsen
von Sy verkiirzt und diinner dargestellt.

b) Sp-Basisvektoren in Sy-Koordinaten:

0 0 1
egl =1-1 ,621 =10 ,e21 =10
0 -1 0
Zusammengefasst liefert dies Basis bzw. Rotati-
onsmatrix T
_ _ 0 01 )
Ro1 = B? — [egl 621 e(Z)J = |=1 0 ol . Abb. 2.2 Losung zu Aufga-
: 0 —10 be 2.3 a)

¢) Analog zur vorangegangenen Teilaufgabe ergibt sich

L 0-10
By =Rio= |0 0 —1
10 0
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d) Die Inverse ergibt sich aus der (einfach zu ermittelnden) Transponierten:

o N 0 01]" [o-10
Rio=Roy '=Rp"=1|-100] =1]00 -1
0 —-10 10 0

e) Drehung von Sy um die zp-Achse um —7/2. Dann Drehung um die gedrehte
z-Achse um —7/2.

f) Nach der Regel fiir verkettete Rotationen aus Abschnitt 2.3.3 folgt: Drei Ro-
tationen um feste Achsen ergeben die selbe Endorientierung, wie die selben
Rotationen in umgekehrter Reihenfolge um die bewegten Achsen.

Daraus ergibt sich: Drehung von Sy um die x-Achse um —7/2. Dann Drehung
um die (fixe) zo-Achse um —7/2.

2.4 Elementar-Rotationen

Drehung 30° um die zy-Achse: EZO (30°)
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2.5 InvEuler323-Funktion als

Nassi-Shneiderman-Struktogramm

InvEuler323

Eingangsvariablen

T12,713,722,723,731,732,733

interne Parameter
a* =0

interne Variablen
K

Ausgangsvariablen
a1,2, 81,2,71,2

{Elemente der Rotations-
matrix}

{Wert fiir den Eulerwinkel
a im Falle § € {0,7}

(Singularitit der Euler-
Kinematik); in rad}
{Hilfsvariable = in  rad,

benotigt im Fall der Euler-
Singularitit. }

{Euler Winkel in rad; Fall 1:
0<B8<mFAl2r<B<

2w}
|’I"33‘ = 1 7
WAHR FALSCH
// Euler-Singularitét liegt vor // keine Euler-Singularitét
K= atan2[r22, _TIZ] 6172 = atan2 [’I"gg, + vV 7"312 + T322}
33 = 17? _

WAHR FALSCH | Q12 = atan2 [!;1 ) %1]
// Summe be- | // Differenz be-
stimmbar stimmbar .
] = Qk Qg = (Qk ")/172 = atan2 {785:3; 3 73’;?22]
p1=0 fo=m
Y1 =R V2 = Q2 — R
Qy = ﬂ2 = o = /61 = (%]
v2 = NaN v; = NaN

Algorithmus 2.1 Algorithmus InvEuler323 fiir Aufgabe 2.5

Hinweis: Die Fallunterscheidungskriterien |r33| = 1 und r33 = 1 miissen numerisch
stabil implementiert werden. Auf einem PC liegt ein bindres Zahlensystem zugrunde.
Verwendet man zur Zahlendarstellung das FlieBkomma-Format, so konnen nicht alle
Zahlen dargestellt werden. Besteht zwischen 0 und der nichsten darstellbaren Zahl
Abstand ¢, so ergeben sich die numerisch stabilen Kriterien zu ||r33| — 1| < ¢ und

|’/’33 — 1| S €.
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2.6 Euler-Winkel 1

Wegen |r33| = 1 liegt die Euler-Singularitit vor. Wegen 33 = +1 gilt 8 = 0 sowie
a+vy="/.

2.7 Euler-Winkel 2

a=0,8="7/2,y=—7/2

2.8 Euler-Winkel 3

a=0,8=135°~=144.7°

2.9 Rotationsreihenfolge

Die Matrixprodukte fiir die Gesamt-Rotationsmatrizen sind:

2.10 Transformationsgraph 1

a) Transformationsgraph: Siehe Abb. 2.3.
b) fm = T012 Ty = f2071 Tip~' =
(le Tzo)

Abb. 2.3 Losung zu Aufgabe 2.10 a)



2.11 Transformationsgraph 2

2.11 Transformationsgraph 2

a)
01 0,0 0 0 —1,0
. 0 0-10 . 10 01
To=1_19 0!1|F To 01 0,0
070 01 00 0'1

b) Transformationsgraph: Siehe vorangegangene Aufgabe.
T2 = Tio Toz = To1 " Too

¢) Mit Inverser nach (Buch 2.12) gemil

0 0 —1,1
10 010
—1

T = 0 -1 0,0

00 0'1

folgt

0 -1 0,1

. 00 —1'0

Te=11 9 0,41

00 01

Erneutes Anwenden von (Buch 2.12) liefert

0 0 1,1

f21=f12_1: _01 _01 85(1)

0 0 0'1

d)
0
() = (F) = | & | = P =i

1 1 -1
1

0

2 ~ 0 1
(I’l1> =Ty ! (1711) =l = P =(0;1;0)

1

13
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Dabei wurde die Inverse verwendet:

0 —10;1
. 0 0 1'0

—1 _
T =11 ¢ 0o
0 0 01

Plausibilitétstest durch Ablesen der Koordinaten von Punkt P; aus Buch-
Abb. 2.36.

€)
2 . 1 0
(pf> =T <1)12> =lo| = Py = (1/2;0;0)
1

Plausibilititstest durch Ablesen der S;-Koordinaten von Punkt P, aus Buch-
Abb. 2.36.

2.12 Transformationsgraph 3

a) Transformationsgraph: Siehe Abb. 2.4,

Tk B

Abb. 2.4 Losung zu Aufga-
be 2.12 a). Gegebene Trans-
formationen sind dunkelgriin,
gesuchte Transformationen rot
gekennzeichnet.

Durch Ablesen der Basisvektoren in Sy-Koordinaten und mit den gegebenen
Ursprungs-Positionen ergeben sich homogene Transformationsmatrizen



2.12 Transformationsgraph 3 15

10 0,05 /015
~ 00 —1' 0 ~ E 10.15
Toz = _0_1_(2_:0_.3_6_ 5 Trp = -_—:_ 9:)22 )
00 0°' 1 0" ' 1
(1 0 0,062 ./ 04
~ 0 —1 0 '0.225 E 1| -0.15
Tox = . Tor =
0K _0_ _0_ :1:_ (26_ _ ; oT o _:_ . _O_ )
00 0" 1 o ' 1
Die Inversen von fog und fo x berechnen sich zu
1 0 0,-05 1 0 0,-0.625
0 0 1'—0.36 0 -1 0' 0225
Tos ™' = Tox ™' =
" 0-10, 0 |7 K 00 -1, 06
00 0' 1 00 0' 1

Mit obigem Transformationsgraphen und den homogenen Transformationsma-
trizen folgen schlieBlich die gesuchten Transformationen zu

1 0 0,005
~ ~ ~ ~ ~ o~ 0 0 1'-0.04
Tsg =TasoTog = Tos ' Tor Trg =
3B 3010B 03 orT LTB _O_ __1 _0_:_9__
0 0 Of 1
1 0 0,-0.075
~ ~  ~ ~ ~  ~ 0 -1 0 ' 0.225
T =TxoTon = Tox ' Tor Trg =
KB Ko410B 0K or LTB _O_ _O_ __1 :_ 9.28_ ]
0 0 Of 1

b) Position des Ursprungs von Sp in Endeffektorkoordinaten (S3-Koordinaten)
ergibt sich aus der letzten Spalte von T35 zu:

0.05
tss=[-0.04
0

Die z3-Achse steht senkrecht auf der Seitenflache der Bearbeitungszelle. Daher
folgt der gesuchte Abstand durch die z3-Koordinate der Position von Sg in
S3-Koordinaten zu

Abstand = 0.05 .
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¢) Aus dem Transformationsgraphen und mit obigen Matrizen ergibt sich

1 0 0,-0.125

~ ~ ~ 0 0 1'0.225

Trs = Tox L Tog = |

B 010, 024
00 0" 1

Die letzte Spalte ist der gesuchte Abstandsvektor

—0.125
th. =1 0225
0.24

2.13 Artikulierter planarer 3-DoF Ellenbogen-Manipulator

a) Fiir die gegebenen Werte folgt

b)

1 1 ! l [
& 0 7 b+4+
_ 0 -1 0 0
Toge(0h = 0,02 = —60°, 605 =105°) = | | 0 i:h—i—l“/g Iy
N Tyt T s
0 0 0 1
&5 0 % 10.426777
(h=b=01,1; =03,lb=025)| 0 -1 0 | 0
- é 0 —%:0.183031
00 0 1

Die gesuchte Orientierung wird durch die darin enthaltene Rotationsmatrix
spezifiziert. Diese besteht aus der NW-(3 x 3)-Untermatrix.

Die gesuchte Position ergibt sich aus der letzten Spalte von ﬁ) EE, Wenn man
das 4. Element (die 1) weglidsst.

Plausibilitédtscheck:
Von den in der Ro-
tationsmatrix aus Tei-
laufgabe a) enthalten-
den Basisvektoren liest
man fiir Projektion
yo = 0 ab:

0.2
X0

Abb. 2.5 Skizze zur Losung von Aufgabe 2.13 b).
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0 1 1
e —

EEm{yDZO V2 \1

0 1 1
eEEZ}yDZO = \7@ -1

Dies entspricht der Ori-
entierung des Endef-
fektorkoordinatensystems
in Weltkoordinaten aus
Abb. 2.5.

Ursprungsposition Endeffektorkoordinatensystem in Weltkoordinaten: Aus
Abb. 2.5 liest man Schitzwerte ab: (0.42 0 0.18)T.

c) Die gesuchten Euler-Winkel folgen aus Algorithmus 2.1 mit Rotationsmatrix

aus ZN“O eE (— Teilaufgabe b)) zu

a=0°, B=135°,  ~y=180°.

2.14 Artikulierter 2-DoF Ellenbogen-Manipulator mit
Achsversatz

a) Koordinatensysteme nach DH siehe Abb. 2.6.

TEE = T3
T2
ZEE = 23
YEE = U3
SEE = S3

Abb. 2.6 Losung zu Aufgabe 2.14 a)

Es treten n 4+ 1 = 3 Koordinatentransformationen auf, da zur Anbindung des
Endeffektorsystems eine weitere Transformation erforderlich ist.
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Bei Koordinatensystem S5 fillt auf, dass es auB3erhalb der Manipulator-Konturen
zu liegen kommt.

Hinweis: Ursprungspositionen auf3erhalb von Manipulator-Konturen treten oft
bei Manipulatoren mit Achsversatz / Kropfung auf. Fiir die Festlegung der
Koordinatensysteme nach DH spielt die Kontur der Arme und Gelenke iiberhaupt
keine Rolle. Entscheidend sind Position und Orientierung der Drehachsen und
des Endeffektorkoordinatensystems.

b) DH-Parameter: siche Tabelle 2.1.

Tabelle 2.1 DH-Parameter

{ Pi d; a; a;
fiir den Manipulator aus 1 7 7 ; —
Abb. 2.6. 1 L />

2 02 — /2 b 0 —7/2

3 0 l2 0 0

Hinweis: Die Anbindung des Endeffektors kann in diesem Spezialfall durch eine
Koordinatentransformation erfolgen, die ebenfalls dem DH-Standard entspricht.

9)
_cl 0 —s1,c1ly ss 0 ¢,0
Ton (61) = 801 701 col Ellifl . Tual0a) = 52 f01 30252 ’
00 01 0 0 0'1
[100,0
T2EE: 8(1)(1)512 = const
(0001

Hinweis zu T}5: Obige Losung ergibt sich mit den trigonometrischen Vereinfa-
chungen cos(fy — 7/2) = sin(fs) und sin(f — 7/2) = — cos(fs).
Ausfiihren der Matrizenmultiplikationen ergibt:

!
C1S2 81 0162|Clll—b81

I To1 (61) T - Loy b+
To2(0) = To1(01) T12(02) = 5182 —C1 €281 C10+ 1181

€182 81 c1ca,c1¢lo+c1ly —bsy
~ §189 —c1 ca81'c1b+s1ceals+11 81
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d) Die gesuchte Position und Orientierung des Endeffektors folgt aus der Rotati-
onsmatrix und dem Translationsvektor von:

—0.612372  0.707107 0.353553, 0.22981
—0.612372 —0.707107 0.353553 : 0.371231
0.5 0 0.866025 | 0.416506

Togr(f1 =45°,0, = —60°) =

e) Nach Algorithmus 2.1 folgt: o = 45°; 5 = 30°; v = 180°

2.15 Basis-Kinematik 3

wi  di  a; Q;
0 1 l 1 0 — 77/ 2
92 0 0 77/ 2
3 03 lo 0 0
Tabelle 2.2 DH-Parameter fiir den Manipulator aus Buch-Abb. 3.9.

Die DH-Parameter sind
in Tabelle 2.2 zusam-
mengefasst.

DO =] =

2.16 Kartesischer 2-DoF Manipulator

Das fehlende DH-Koor- ! i di i Qi
dinatensystem S; zeigt I 72 oo 0 7o
Buch-Abb. 4.8, die DH- 2 0 o2 O 0

Parameter sind in Tabel- Tabelle 2.3 DH-Parameter fiir den Manipulator aus Buch-Abb. 4.8.
le 2.3 aufgelistet.
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2.17 Kinematik eines Manipulators mit Gelenkreihenfolge
Translation-Rotation

a) Die beiden fehlen- i i di e
den DH-Koordina- 1 0 o1 O /2
tensysteme S; und 2 0 0 0 —7/2

Sy zeigt Abb. 2.7, Tabelle 2.4 DH-Parameter fiir den Manipulator aus Abb. 2.7.

die DH-Parameter

sind in Tabelle 2.4 aufgelistet. Die Anbindung des Endeffektorkoordinaten-
systems erfolgt in diesem Fall durch

TQ EE — Transz(l) .

ZEE

Abb. 2.7 Losung zu Aufgabe 2.17.

b Fiir die Transformationen angrenzender Gelenke folgt

10 0,0 ca 0 —59,0
- loo-110 55 0 ¢ 10
Tl =104 ¢ lg | TO)= )¢ 4 o'



2.18 Anthropomorpher 6-DoF-Manipulator

Damit ergibt sich

Toa(o1,02) = Toy Tha =

Torr(o1,02) = Tos Topg =

2.18 Anthropomorpher 6-DoF-Manipulator

Die DH-Parameter sind in Tabelle 2.5 zusammengefasst.

Tabelle 2.5 DH-Parameter
fiir den anthropomorphen
6-DoF Manipulator aus Buch-
Abb. 3.11.
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Co 0 —82; 0
01 01'0
So 0 Co2 101
00 0'1

Co 0 —892 -1 S9

01 0 : 0

S9 0 Cy lCQ + 01

00 0" 1
i Pi d; a; o
1 91 h b —7"/2
2 02 0 A 0
3 03 — 7"/2 0 0 —7"/2
4 94 l2 0 —7"/2
5 05 0 0 /2
6 Os I3 0 0






Losungen zu Kapitel 3: Inverse Kinematik

3.1 Planarer 2-DoF Ellenbogen-Manipulator

a) Nassi-Shneiderman-Struktogramm fiir inverse Basiskinematik 2:

InvKinEllenbogen

Eingangsvariablen

T,y
lokale konstante Parameter
ll 9 l2
lokale Variablen

al,m 02,07 el,uv 92,’!1

{Armldngen in m}

p,a, B {Hilfswinkel in rad}
L,p,r {Hilfsldngen in m}
Ausgangsvariablen

{ Weltkoordinaten vom Ursprung des EE in m}

{Gelenkwinkel in rad; Konfiguration o/u: ,,Ellenbo-
gen oben® / ,,unten* }

L Jaig

//Arbeitsraumbeschrédnkungen priifen

2 2
i —l| <L <li+1

91,0 :So—i_ﬂa 9270:—(0[4-5)
el,u:@_ﬁa 92,u:a+6

WAHR FALSCH
=y =02 // es existiert
FALSCH WAHR keine Lésung;
. Arbeitsraum-
L o // Gelenkwinkel 61 B
// es existieren zwei Loésungen ) beschran-
unbestimmt K
ungen
p=30i+l+1L) b0 = 010 = |2V
(p—11) (p—12) (p—L) NaX o _
_ p—l1) (p—=l2)(p— 0 =
"= \/ P Ooo=—m 02’0 _
—9 t r 02,u =T Lu -
o = 2arctan - 2., = NaN
J— T
B8=2 arctan 17
p = atan2(z,y
(:9) . ;

Algorithmus 3.2 InvKinEllenbogen

23
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Hinweise:
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* Hilfswinkel « in Algorithmus 3.2 ist nicht zu verwechseln mit dem ZYZ
Euler-Winkel «.

* Fiir negative Werte von x vertauschen sich die Konfigurationen ,,oben*
und ,,unten®; das heifit die oben-Winkel aus Algorithmus 3.2 liefern eine
Konfiguration, bei der der Ellenbogen unterhalb des Endeffektors liegt und
vice versa.

Realisierung des Algorithmus als MATLAB-function!:

function [theta_1_o,theta_2_o,theta_1_u,theta_2_u ] =
InvKinEllenbogen( x,y, 11,12)
Hinweis zur Aufgabenstellung: flir negative x-Werte

o
5
o
s

vertauschen sich die Konfigurationen "oben" und "unten"

L =

sqrt (x"2+y"2);
if abs(11-12)

if abs (x)

<=L <= 11 + 12 % Arbeitsraumbeschrdnkung pruefen
<=eps (0) && abs(y)<=eps(0)

% X y = 0: Gelenkwinkel thetal unbestimmt
theta_1_o = NaN;
theta_1_u = NaN;
theta_2_o = -pi;

theta_2_u = pi;

else

% es exitieren zwei LOsungen
p = 1/2%(11+12+L);
r = sqrt ((p-11) * (p—12) * (p-L) /p) ;

alpha = 2*atan(r/(p-11));
beta = 2*atan(r/(p-12));
phi = atan2(y,x); % Vorsicht: Argumentenreihenfolge

theta_1l_o = phi + beta;

theta_1_u

phi - beta;

theta_2_o = - (alpha+beta);
theta_2_u = alphatbeta;
end %$if abs(x)<=eps && abs(y)<=eps

else
% es existiert keine Ldsung, da
% Arbeitsraumbeschrédnkung aktiv
theta_1_o = NaN;
theta_2_o = NaNj;
theta_1_u = NaN;
theta_2_u = NaNj;

end $if abs(11-12) <= L <= 11 + 12

if x

zw

< 0 % fir negative x-Werte: Vertausche "oben" und "unten"
= theta_1_o;

theta_1_o = theta_1_u;
theta_1_u =

ZW;

zw = theta_2_o;

1 Version R2016a
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theta_2_o = theta_2_u;
theta_2_u = zw;
end %$if

o

end % function

Realisierung eines Testprogramms mittels MATLAB-script:

%% MATLAB-Script zum Test der Funktion InvKinEllenbogen
ar all 16sche alle Variablen im Workspace
16sche Bildschirm

cle %
clc %
% Parameter
11 = 1; % Armlange 1

12 = 1; % Armlédnge 2

rad2grad = 180/pi; % Umrechnungsfaktor von rad nach °

% Arm schlielt mit x—Achse ein gleichseitiges Dreieck ein

x = 1;

y = 0;

[theta_1_o,theta_2_o,theta_1_u,theta_2_u ] =
InvKinEllenbogen( x,y, 11,12);

fprintf (' (x,vy)=(%g,%9):\n',x,y);

fprintf ('oben: (thetal, theta2) = (%3.3£f°,%3.3f°)\n',...
theta_1_oxrad2grad, theta_2_oxrad2grad)
fprintf ('unten: (thetal, theta2) = (%$3.3f°,%3.3f°)\n',...

theta_1_uxrad2grad, theta_2_uxrad2grad)

unterer Arm ist 45° Halbierende des I. Quadranten;
oberer Arm ist horizontal (parallel zur y-Achse)
x = 1/sqrt (2)+1;
y = 1/sqrt(2);
[theta_1_o,theta_2_o,theta_1_u,theta_2_u ] =

o oo

InvKinEllenbogen( x,y, 11,12);
fprintf (' (x,y)=(%g,%9) :\n',x,y);

fprintf ('oben: (thetal, theta2) = (%3.3f°,%3.3f°)\n',...
theta_1_oxrad2grad, theta_2_oxrad2grad)
fprintf ('unten: (thetal, theta2) = (%3.3f°,%3.3f°)\n',...

theta_1_uxrad2grad, theta_2_uxrad2grad)

o

ausgestreckter Fall, 45°, halbierende des I. Quadranten

X sqrt (2);

y = sqgrt(2);

[theta_1_o,theta_2_o,theta_1_u,theta_2_u ] =
InvKinEllenbogen( x,y, 11,12);

fprj—ntf(' (x,v)=(%9,%9) :\n' X, Y)

fprintf ('oben: (thetal, theta2) = (%3.3£°,%3.3f°)\n',...
theta_1_oxrad2grad,theta_2_oxrad2grad)
fprintf ('unten: (thetal, theta2) = (%$3.3f°,%3.3f°)\n',...

theta_1_uxrad2grad,theta_2_uxrad2grad)
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Bildschirmausgabe des obigen Testprogramms:

(x,y)=(1,0):

oben: (thetal, theta2) = (60.000°,-120.000°)
unten: (thetal, theta2) = (-60.000°,120.000°)
(x,y)=(1.70711,0.707107) :

oben: (thetal, theta2) = (45.000°,-45.000°)
unten: (thetal, theta2) = (-0.000°,45.000°)
(x,v)=(1.41421,1.41421) :

oben: (thetal, theta2) = (45.000°,-0.000°)
unten: (thetal, theta2) = (45.000°,0.000°)

>>

2. 0,,=60°10y,=—-120°,0;, =-60° 05, =120°
Euler-Winkel (unter der Bedingung v = 0): o, = —60°, o, = 60 °
Konfiguration ,,oben*:

0.8
0.6
S04
0.2
0.0
0. 0.5 1.
Xo

3. 01,,=45°02,=—45°0,, =0°05, =45°
Euler-Winkel (unter der Bedingung v = 0): o, = 0°, oy, = 45°,
Konfiguration ,,oben*:

O

Yo
00000000
O-=NWLAhOIOON

Xo
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4. 01,=45°02,=0°01,=45°02, =0°
Euler-Winkel (unter der Bedingung v = 0): o, = 45°, a,, = 45°,
Konfiguration ,,oben*:

1.4
1.2
1.0
0.8
<
0.6
0.4
0.2

0.00
0. 0.5 1.

Xo

3.2 Kartesischer 2-DoF Manipulator

Da nur kartesische Gelenke vorhanden sind, bestehen die Gelenkvariablen aus den
beiden Vorschiiben o7 und o5. Diese sind so angeordnet, dass sich der einfache
Zusammenhang ablesen lisst:

0
g1 = ZEE

0
02 = ITgE -

Dies stellt gleichzeitig die inverse Kinematik dar.

3.3 Planarer 3-DoF Ellenbogen-Manipulator

a) Konfigurationen:

¢ Ellenbogen ,,oben*: —7 < 65 <0
¢ Ellenbogen ,,unten*: 0 < 6y < 7

b) Die Handwurzelposition berechnet sich in Weltkoordinaten zu
tZ,z

t2 = tg’y = t3 — lg 1.
t2,z
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c)
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Damit ergeben sich die beiden ersten Gelenkwinkel fiir Konfiguration ,,oben*
zZu

<zl’°) = InvKinEllenbogen(ts o, t2.y) -
2,0

Mit diesen Winkeln kann ]:?02(91’0, 02.,) berechnet werden und zusammen mit

dem gegebenen Ros folgt fiir die Rotation von S5 nach S3 Rotationsmatrix (in
Werten, nicht mehr von einem Winkel abhéngig):

§23,0 = §20(91,07 62,0) Ros = §02(91,07 02.0)" Ros .
Aus einem Vergleich mit Elementar-Rotation

B cosfl3 —sinf3 0
R.(03) = [sinf3 cosf3 0
0 0 1

ergibt sich schlieBlich mit r1; als 1-1-Element und r5; als 2-1-Element von Egg
fiir den dritten Winkel

037():&1}8112( 11 5, T21 )
~—

x-Anteil y-Anteil

Mit Handwurzelposition

0.58956 0.906308 0.453613
to = | 0.21082 | —0.15 | 0.422618 | = | 0.147427
0 0 0
folgen die Winkel

(ZLO> = InvKinEllenbogen(0.453613, 0.147427) = < 420") '
2,0 -

Zwischenergebnisse zur Validierung beim Algorithmus
InvKinEllenbogen(0.453613,0.147427):

L = 0.47697 o = 0.576037 rad
p = 0.513485 B =0.471161rad
r = 0.0632462 ¢ =0.314238rad

Nun wird der dritte Gelenkwinkel berechnet: Mit den DH-Parametern aus Ta-
belle 2.2 folgen Rotationsmatrizen:

_ C1 —$81 0 _ Co —S9 0 " " _ C12 —S812 0
Ror= |51 &1 Of, Ria= |s2 c2 0|, Roa = Ro1 R12 = |s12 c12 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
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Mit den Werten der ersten beiden Gelenkwinkel ergibt dies

N 0.965926 0.258819 0
Ro2.0(01.0,02.0) = | —0.258819 0.965926 0
0 0 1

und weiter

- o 0.766044 —0.642788 0
Ras.o = Rago Ros = Roz,oT Ros = |0.642788 0.766044 0

0 0 1
Aus einem Vergleich mit
_ c3 —s3 0
R23 = |83 C3 0
0 0 1
folgt schlieBlich
>0 0.642788
3., = atan2(0.766044, 0.642788) (z = ) arctanm =40°.

Analog findet man die Winkelwerte fiir Konfiguration ,,unten*:

01, =—8991°, 605, =60°, 63, = —26.009°
Hinweis: Bereits kleinere Rundungsfehler in den Zwischenschritten der Berech-
nungen konnen zu Abweichungen von mehreren Grad bei den Winkelwerten
flihren.

Fiir die beiden Konfigurationen ergeben sich folgende Manipulator-Stellungen:

Konfiguration ,,oben*: Konfiguration ,,unten*:
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3.4 Existenz und Bedeutung geschlossener Losungen

a)

b)

c)

d)

e)

f)

Hinreichendes Existenzkriterium fiir Berechenbarkeit einer geschlossenen Lo-
sung eines 6-DoF Manipulators nach Pieper: Mindestens drei hintereinanderlie-
gende Achsen schneiden sich in einem Punkt oder sind parallel (Interpretation:
Schnitt im Unendlichen).

Fiir jeden 3-DoF Manipulator existiert eine geschlossene Losung der inversen
Kinematik. Begriindung: Der 3-DoF Manipulator kann immer durch ein Ku-
gelgelenk zu einem 6-DoF Manipulator erweitert werden, fiir den es dann nach
Pieper eine geschlossene Losung gibt. Dann muss es auch eine Losung fiir den
3-DoF Manipulator geben.

Vorteile:
¢ Geringerer numerischer Rechenaufwand.
» Keine Probleme mit Anfangswerten.
 Klare Zuordnung der berechneten Winkel zur Konfiguration.
* Kenntnis der Lage aller Singularititen, so dass diese durch entsprechende
Pfadplanung vermieden werden konnen.

Die verfiigbare Rechenleistung reicht nicht aus. Mogliche Abhilfe: Ersatz der
rechenzeit-intensiven trigonometrischen Funktionen durch Lookup-Tabellen.

Die inverse Kinematik wird auch als ,,Herzstiick der Manipulator-Steuerung*
bezeichnet. Durch sie ist es moglich, komplexen Pfaden im Arbeitsraum zu fol-
gen. Dies ist insbesondere bei Manipulatoren mit vielen Freiheitsgraden und
komplizierten Kinematiken wichtig.

Der Manipulator wird im Teach-Modus (durch eine sogenannte Nullmomenten-
regelung werden Trigheiten und Gewichtskrifte des Manipulators kompensiert,
so dass auch sehr gro3e Manipulatoren leicht von Hand bewegt werden konnen)
von Hand zu den Via-Punkten des Pfads gebracht. Dort werden die Gelenk-
positionen fiir diesen Punkt abgespeichert. Mit vielen solchen ,,gelernten‘ und
abgespeicherten Via-Punkten kann ein ausreichend glatter Verlauf entlang des
Pfads realisiert werden, in dem die Punkte nacheinander angefahren werden.



Losungen zu Kapitel 4: Differenzielle Kinematik

4.1 Endeffektorgeschwindigkeiten fiir Basiskinematik 3

a) Nach Berechnungsschema (Buch 4.9) fiir die Elemente der Jacobi-Matrix

benétigt man die Einheitsvektoren €7, €%;, €%, der Drehachsen sowie die Ab-
standsvektoren 70, 05, 79,. Dies erhilt man aus der direkten Kinematik. Die
DH-Parameter sind aus Aufgabe 2.15 bekannt. Damit ergeben sich die ersten

beiden homogenen Transformationsmatrizen zu

C1 0 —81;0 CQO S92 ;O
= S1 0 C1 0 = 520762'0
o= lo—t ol M7 o1 o
00 0'1 00 0"

und es folgt
c1c2 —81 €1 52,0
~ ~ C2 81 C1 8132'0

N 0
Translationsvektor t3 ergibt sich aus Tpo ( zg > (von S5 zu S3 muss lediglich in

i
Richtung der z5-Achse um [, verschoben werden) zu
lacy 59
ty =103 = | l2s152

l1 +1lsco

Alternativ konnte ¢3 auch aus fog = TOQ fgg ermittelt werden. Dies wiirde je-
doch die aufwendige und unnétige Berechnung von R3 einschliefen.

31
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Mit den restlichen Abstandsvektoren

lacy 59
rig=t3—t = |las152
laca

T23 = T13
folgt schlieBlich die gesuchte Jacobi-Matrix zu

—lg S1 82 l2 C1 Co 0
ZQCl S9 ZQCQ S1 0

j: 0 —12 S92 0
0 —81 €189
0 C1 81 82
1 O [6)

Daraus ergibt sich
—12 S1 82 lg C1 C2 0 . 0 —S81 C1 S2
’Ug: l20182 1202310 0, wg: 0 C1 81 82 0
0 7[2 CP) 0 1 0 C2
Ju Jo

b) la =0
¢) Es liegen M = 3 Endeffektorfreiheitsgrade und N = 3 Gelenkvariablen vor.

Die Determinante von J, verschwindet, da die letzte Spalte ein 0-Vektor ist.
Damit ist hinreichende Bedingung 4.18 fiir Unterbestimmtheit erfiillt.

d) Nicht méglich, da der Manipulator unterbestimmt ist.
Es konnen zum Beispiel nur zwei Komponenten von v3 realisiert werden. Die
dritte Komponente ergibt sich dann als Linearkombination dieser zwei realisier-
ten Geschwindigkeitskomponenten.
Es konnte beispielsweise v3, mit

. ’U3
0y = £
—l2 52

realisiert werden. Die y-Geschwindigkeitskomponente wiirde dann realisiert
werden konnen mit

V32

v3y = lac1 8201 +1zco 81
—l2 59
02
V32
7[2 S92

U3y — laca 81

et é =
! loc1 82



4.1 Endeffektorgeschwindigkeiten fiir Basiskinematik 3 33

e)

f)

g)

Die x-Geschwindigkeitskomponente kann dann nicht vorgegeben werden, son-
dern ergibt sich als Funktion von v3, und vz, zu

v3e = —l2 51 52 61 +lacieo 92
v3y — lo cg 51 =432
:*lzslsg 3 22 —l2ss +126162
lo ¢y 89 —l2 82
Fiir 05 € {0, 7} ergibt sich
_ 0ci1la 0 c1ly .
JU: 081l20 :>1Jg: 81[2 92
0 0 O 0

Die Endeffektorlineargeschwindigkeit hiangt somit nur noch von 6, ab:
Vzp = lac1 0o, w3y =1los10s, v3,=0

Der Manipulator ist damit zweifach unterbestimmt: Fiir die drei geforderten
Endeffektorgeschwindigkeitskomponenten ist nur eine ,,wirksame Steuergrofe*
in Form von 65 verfiigbar.

J.,: sieche oben

Es liegen M = 3 Endeffektorfreiheitsgrade und N = 3 Gelenke vor. Wegen
Det(.J,)) = —s liegtnach (Buch4.18) jeweils eine Singularitit fiir 6, € {0, 7}
vor; dies impliziert gleichzeitig Manipulator-Unterbestimmtheit.

AuBerhalb der Singularitét ist nach Bedingung 4.12 Manipulator-Vollbestimmt
gegeben.

Zur Losung des linearen Gleichungssystems

wi=J,0

nach @ wird hier die Losungsmethode nach der Cramer-Regel angewendet, sie-
he mathematische Standard-Formelsammlungen. Die Cramer-Regel basiert auf
der Berechnung von Determinanten. Bei hdndischer Berechnung der Losung
ist diese Methode weniger fehleranfillig als alternative Losungsmethoden, wie
zum Beispiel die GauB3-Eliminations-Methode.

Mit D = Det(J,) = —sg und

wgm —S81 C1 82

D, = wgy c1 8189 :clcgng—i—cQslwgy—sngz
wl, 0 ¢

Ong c1 82

D2: Owgy S§1 82| = S1 82 W3 — €1 S2 W3y

1wy, e
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0 —s1 WY,
D3 =10 ¢ wgy = —Cl W3, — S1 W3y
1 0 Wy,
folgt damit als Losung

0 0 0
Dy ccowg, tC2s1wy, — S2ws,

él = —_— =
D —S89
0 _ 0
. Do 5182 W3, — C1 82 W3y,
92 = —_——=
D —S9
0 0
by — Dy —Giwg, —S1wWsy

D —S89

Alternativ kann auch zum Beispiel mit einem Formelmanipulationsprogramm
die inverse Jacobi-Matrix analytisch berechnet werden. Damit ergibt sich die
alternative Losungsform

_ci1c2 _ Cc281 1
5 _ 7 —1.:0 o - -0
0=J,  wy=| —s1 e 0f ws.
<1 s1
52 52 0

4.2 Euler-Jacobi-Matrix bei einer ZYX Euler-Drehung

Die erste Drehung erfolgt um die z-Achse des Weltkoordinatensystems, so dass
0

wl=[0] a.
1

Die Einheitsvektoren des um « gedrehten Weltkoordinatensystems sind durch R. ()
gegeben. Die zweite Drehung erfolgt damit um die y-Achse dieses gedrehten Koor-
dinatensystems, so dass

Die dritte Drehung erfolgt schlieBlich um die x-Achse des gedrehten Koordinaten-
systems und damit um die erste Spalte von

_ " Cq (35 —Sa Ca SB
R.(a) Ry(B) = |Sac8 Ca Sasp
785 0 Cﬁ
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Damit ergibt sich durch Summation die gesuchte Transformationsvorschrift zu

0 —54 cacp Q
W= 10 Ca SaCB I5)

1 0 -—sg 0

—_————

= JEulerSQl

4.3 Statik von Basis-Kinematik 3

a) Eine externe Kraft bzw. ein externes Moment stiitzt sich gegen das inertiale
System bzw. das Weltsystem ab. Nicht-externe Krifte sind zum Beispiel Lager-
reaktionskrifte in einer Gelenklagerung, die nicht am Fu3punkt des Roboters
sitzt.

b) Gemil (Buch 4.26) ergibt sich der gesuchte Zusammenhang zu

~pr (F
T = JT extern
T extern

mit J aus Aufgabe 4.1.

4.4 Planarer 2-DoF Ellenbogen-Manipulator mit
Rotationsgelenken

a) Die DH-Parameter ergeben sich aus den vorgegebenen Koordinatensystemen zu
den Werten aus Tabelle 4.1.

Tabelle 4.1 DH-Parameter
fiir den planaren 2-DoF
Ellenbogen-Manipulator aus
Aufgabe 4.4. 1 61 0 A 0

Damit folgt homogene Transformationsmatrix

C1 —81 0|Cl ll Co —S2 0|CQ l2

T |
und analog ~ Tia(62) = 502 602 (EISQOZQ
|

To1(61) =
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Da von fog nur der Translationsvektor bendtigt wird, geniigt es, die 4. Spalte
von 1y zu berechnen:

caly

t ~ l
(12> = Tor(61) - | 72

= o

——
4. Spalte

von f12(92)

(Addi-

crealy — 1820y +0+cply) tions- ciala+cirly

_ S1C2 l2+61 59 lg+0+81 ll theor_eme) S12 l2+51 ll
- 0+0+0+0 o 0

R 1_______. .__I__.

0 0
e(Z)O - 0 ) 621 - 0 )
1 1
die Abstandsvektoren zu
lacig
Toe =1z, Tia =1ty — 11 = | l2512

0

Dies liefert nach (Buch 4.9) den gesuchten Zusammenhang zu

09, —l181 — 2812 —l2812 0,

vy, | = | eili +crala ciala (9- ) .

WS, 1 1 2
J(64,65)

b) Es liegt immer ein unterbestimmter Manipulator vor, da die Jacobi-Matrix ste-
hend ist, das heifit es sind mehr Endeffektorfreiheitsgrade M gefordert, als
Gelenke N vorhanden sind: M > N.

¢) Fiir 83 = 0 folgt )
v, _ [~lizsi —l2s 91)
3, liger oy 05

Die Zeilen der darin enthaltenen Lineargeschwindigkeits-Jacobi-Matrix J, sind
linear abhéngig wegen: (Zeile 1) - ¢; = —(Zeile 2) - s;. Daraus folgt

0 _ 0
Vo, C1 = _UQy S1
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d)

e)

und wegen vy, = —vg, > mit einem frei wihlbaren Parameter ;1 = v3,

0 S1
Vag — T
()= ()

Im Sonderfall ¢; = 0 gilt vgy =0.

weiter

Der Zusammenhang ist also nur von 6; abhingig. Stellt man Geschwindigkeits-
vektor v5 im S1-System dar, so muss diese Abhéngigkeit verschwinden und man
erhilt fiir ¢; # 0 den einfacher interpretierbaren konstanten Zusammenhang

1 ~ 0 __ 51 0
Vg Vo €1 51
=R = )=
(U%y) v (Ugy) [51 cl} g ( 1 ) 8 <80112 Cl>

=R T

0 0
=R s1%4e? =p
c1 c1

In S;-Koordinaten verschwindet also stets die v3,-Komponente, wihrend die
véy—Komponente frei wahlbar ist. Geschwindigkeitsvektoren und damit Bewe-
gungsrichtungen auf der Singularitdt konnen damit nur senkrecht zum ausge-
streckten Arm zeigen. Damit kann sich der Endeffektor auf der Singularitit nur
auf der Kreisbahn des ausgestreckten Arms bewegen. Andere Bewegungsrich-
tungen sind nicht moglich. Vergleiche auch alternative Herleitung der Kreisbahn
aus Beispiel 4.7.

Auf der zweiten Singularitit gilt 8o = 7 und damit

W | e=l)st s 01
2T e —h)a —laca| \6,
Analog zum obigen Vorgehen ergibt sich durch die lineare Abhingigkeit Zu-

sammenhang
—(Zeile 1) - ¢ = —(Zeile 2) - s1
und damit weiter
—’ng C1 = Ugy S1 .
Daraus folgen die selben moglichen Geschwindigkeits-Richtungen wie bei vor-
angegangener Teilaufgabe.

Mit der inversen Lineargeschwindigkeits-Jacobi-Matrix jv ~1 gilt auBerhalb der
Singularitit

-2 Lt ol (8
=J, -
02 Uay 82 _(%2 + %) _(%2 + %) U2y
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Mit v9, = 0 und v9, = 1 folgt fiir die betragsmiBig maximalen Winkelge-

schwindigkeiten
c12 L (az o)\
S92 ll lg

soly

élmax > .

A 0'2 max >

f)

—l3 512 s c12 1 y

Fy
(ﬁ) _JTF— l:_ll s1—lasiz lici+lacre 1] 5
0

g) Anstelle von J wird nur noch J,, beriicksichtigt, da kein externes Moment
anliegt:

EY ot (M) =L]E C(ER) (M)
(Fy)_(Jv) (72>_32{5l€2 —(%—I— 2) . fiir s # 0

h) Der Kraftvektor besitzt (nach algebraischen Umformungen) den gesuchten Be-

trag
1 T — T2 2 T2 2 27’2 Tp —T1)C2
1P = (B2) + (7)) + 2l
|52‘ L Iy l1 15

Fir 6 — 7 oder 63 — 0 strebt | F|| — oo. In einer nahen Umgebung der
Singularititen konnen also mit geringen Gelenkmomenten sehr grofle externe
Krifte erzeugt werden! (Dieses Prinzip findet daher Anwendung zum Beispiel
bei Metallpressen zur Herstellung von Halbzeugen.)

o o~
o

o~




Losungen zu Kapitel 5: Dynamik

5.1 Freiheitsgrade und Zwangsbindungen

a) Ein Fahrzeug mit Rédern besitzt sechs Freiheitsgrade:

* Rotation: Nicken (um Fahrzeugquerachse), Gieren (um Fahrzeughochach-
se), Rollen (Wanken: Drehbewegung des Fahrzeugs um seine Lingsachse)

* Translation: vor - zuriick (x), rechts-links (y), im Rahmen der Federung auf
-ab (z)

b) Ein Zug besitzt einen Freiheitsgrad: Vorschub/ Weg in Richtung der Schiene.
Falls das Fahrzeug gefedert ist, kommen eventuell weitere Freiheitsgrade (Rota-
tion) hinzu.

¢) Bei diesem Manipulator wird die Bewegung in der Ebene betrachtet:

» Zwei Korper (Gelenkverbinder): n = 2
e Zwei Drehgelenke: Bindungb =2-2 =14

— Freiheitsgrad: f =3-n—b=6—-4=2

Zwei kooperierende Manipulatoren:

* Drei Korper (Gelenkverbinder): n = 3
* Vier Drehgelenke: Bindung b =4-2 =8

— Freiheitsgrad: f =3-n—-b=9-8=1

Das von beiden Manipulatoren gegriffene Werkstiick kann nur noch in einem
Freiheitsgrad bewegt werden. Damit kann also Position und Orientierung des
Werkstiicks in der Ebene nicht mehr vollstéindig frei eingestellt werden. Vielmehr
ist die Bewegung des Werkstiicks stark eingeschrinkt.

Um das Werkstiick in allen drei Freiheitsgraden der Ebene bewegen zu konnen,
miissen zwei weitere Freiheitsgrade vorliegen. Dies erreicht man beispielsweise,
in dem einer der beiden Manipulatoren zwei weitere Freiheitsgrade durch zum

39
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Beispiel Rotationsgelenke erhilt. Dann liegen n = 5 Korper und sechs Gelenke
vor und es folgt fiir die Gesamtanordnung:

f=3-5-6-2=15-12=3

An jedem Ende eines Beines befindet sich jeweils ein Kardan-Gelenk mit
fiardan = 2. Zwischen diesen ist ein prismatisches Gelenk angeordnet. Es soll
einen translatorischen Freiheitsgrad binden, nicht jedoch einen rotatorischen
Freiheitsgrad (die Linearfiihrung sichert nicht die Achse gegen Verdrehung).
Das heilit das prismatische Gelenk soll fyrism = 2 Freiheitsgrade aufweisen
(Translation entlang der Linearachse und Rotation um die Linearachse).

Ein Bein besteht aus zwei unabhéngigen Korpern: Ein Korper zwischen Kardan-
Gelenk 1 und prismatischem Gelenk; ein zweiter Korper zwischen prismati-
schem Gelenk und Kardan-Gelenk 2.

Die Bewegung erfolgt im Raum:

e Anzahl Korper: n = 6 (Beine) mal 2 Korper pro Bein + 1 mal Plattform =
13

* Anzahl Bindungen der sechs prismatischen Gelenke: bprism = 6 - (6 —
fprism) =6-4= 247
Anzahl Bindungen der 12 Kardan-Gelenke: bxardan = 12 - (6 — fiardan) =
12-4 =48;
Anzahl Bindungen gesamt: b = biardan + bprism = 24 4 48 = 72

= Freiheitsgrad der Gesamtanordnung: f =6-n —b =78 - 72 =06

Der Manipulator ist 6-fach statisch-unterbestimmt; eine Bewegung ist damit in
sechs Freiheitsgraden moglich. Dies bedeutet, dass Position und Orientierung
der Plattform vollstéindig (das heif3t in jeweils allen Koordinaten) einstellbar ist.

Wiesen die prismatischen Gelenke nur einen Freiheitsgrad auf, so gilte:
foism =1 = Dbpign=6—1=5.
In diesem Fall ergibe sich ein Freiheitsgrad der Gesamtanordnung von
f=6-13—-(6-5+12-4)=78—(30+48) =0,

so dass der Manipulator statisch bestimmt und keine Bewegung mehr moglich
wire. Die Kinematik ist also fiir einen Manipulator ungeeignet.
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5.2 Massentragheitstensor eines zusammengesetzten Korpers

a)

b)

Aus Buch-Abb. 5.15 liest man die Einheitsvektoren von S; in Sy-Koordinaten
ab und erhilt so

~ 0 —10
Rpu={0 01
100

Mit (Buch 5.23) ist der Triagheitstensor des Hauptachsensystems eines Quaders
nach Buch-Abb. 5.5 gegeben. Die dabei festgelegte Orientierung der Achsen
stimmt mit der Orientierung der Achsen des Quaders aus Buch-Abb. 5.15 iiber-
ein. Damit ergibt sich

o [P0 0 0.101625 0 0
Il = 171 0 hl+h2 0 |= 0  0.0330281 0
0 0 by2412 0 0  0.114328

Bedeutung der beiden tiefgestellten Indizes in w ;:

* Erster tiefgestellter Index 0: Nummer des Koordinatensystems, in dem die
Drehgeschwindigkeit gemessen wird.

» Zweiter tiefgestellter Index 1: Nummer des drehenden Korpers bzw. Num-
mer des drehenden Koordinatensystems.

Der hochgestellte Index kennzeichnet die Nummer des Koordinatensystems,
dessen Orientierung fiir das beschreibende Koordinatensystem verwendet wird.
(Der Ursprung des beschreibenden Koordinatensystems soll nach der hier ge-
troffenen Konvention im Schwerpunkt des Korpers liegen.)

In S; kann keine Drehgeschwindigkeit beobachtet werden, da sich S; als kor-
pereigenes Koordinatensystem mit dem Korper mitdreht. Daher gilt T ; = 0.

In Sy beobachtet man Drehgeschwindigkeitsvektor w{ ;. Nach der getroffenen
Konvention des vorliegenden Buchs konnen die 0-Indizes zur Vereinfachung
weggelassen werden. So ergibt sich nach (Buch 5.25) die kinetische Energie zu

1 -
1ot = 5 wil I} wy . 5.1

Wegen wq = }~%01 w% lasst sich die selbe Energie darstellen mit Geschwindig-
keitskoordinaten bezogen auf Sy:

1/~ T 1 7 =~ o=
T rot = 3 (Ro1 w%) I) Ryy w1 = iw% Ro." I Ryy wi
I
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Linksmultiplikation mit Ry liefert

~ ~ SN - ey o~ o~ SN SO
-711 = ROlT I? Ry1 <= Ro -711 = Ro1 ROlT 110 Ro1 = I10 Ro: .

AnschlieBende Rechtsmultiplikation mit ﬁmT ergibt daraus die gesuchte Um-
rechnungsformel
Roi I} Rn™ = I} Roy Rop™ = IY

)

vergleiche auch (Buch 5.26) . Mit Zahlenwerten ergibt sich:

[0 —10] [0.101625  © 0 1[0 -10]"
=10 01 0 00330281 0 0 01
100/ o 0 0.114328] [~1 0 0
[0 —10] [0.101625 0 0 J[0 0-1]
=0 01 0 00330281 0 ~10 0
100/ o 0 0.114328] [0 1 0
[ 0 —0.0330281 0 00-1
= 0 0 0.114328| [-10 0
|-0.101625 0 0 010
[0.0330281 0 0
= 0 0114328 0
0 0 0.101625

Der groBere Quader soll sich nun um Ursprung .Sy drehen. In diesem Fall tritt
neben der Rotationsenergie um den eigenen Schwerpunkt noch eine Transla-
tionsenergie durch die Schwerpunktbewegung auf. Diese Translationsenergie
berechnet sich zu

T
Usp
2 1

Tl,trans = vUsp,

mit Schwerpunktgeschwindigkeit
Wi,y tOl,z — W1,z tOl,y

w1,z tol,e — Wi,z to1,z
w1,z to1,y — Wiy tol,x

vsp, = w1 X to1 =

Um zu einer kompakten Darstellungsform mit Matrizenmultiplikation zu gelan-
gen, wird das Kreuzprodukt durch eine schiefsymmetrische Matrix Sy, darge-
stellt:

0  tfo1,: —toiy W1,z
vsp, = [—to1,- 0  tois w1,y
tol,y —tor,e O Wi,z

g(]l
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Eingesetzt folgt
11 trans = % (w1 X t01)T (w1 xtg1) = % w g(nT §01 w1 .
Zusammen mit dem translativen Anteil der kinetischen Energie ergibt sich so

m TS TQ 1 75
11 trans + 11 rot = 5 wi So1” So1 w1 + 5w I wy

1 o _
3 wlT(ml So1™ So1 + I?) w1
—_—

Tlo,ges
mit Tréagheitstensor
_ ~ s _
I} yos = ma So1” Sor + 17, (5.2)
der mit Steiner-Anteil
= tOl,y2 +to1.2 —tors tol,y  —torzto1,z
m1So1” Sor=m1 | —torwtory torz® +torz2 —torytor.:
—torwtor,:  —torytor: torz> +toly?

nun auch den translativen Anteil der Bewegung beriicksichtigt. Fiir die gegebe-
nen Werte folgt

N 1.28302 —0.85365 —1.06706
Y oo = | —0.85365 23704 —0.60975
—1.06706 —0.60975 2.08331

Ein Formelmanipulationsprogramm berechnet dafiir ein Eigensystem. Aus den
normierten Eigenvektoren folgt Rotationsmatrix

_ 0.082773 —0.659896 —0.746784
Rom, = |—0.834073 0.364239 —0.414308
0.545408 0.657166 —0.520252

Im Hauptachsensystem ergibt sich damit Tragheitstensor
Ity = Rom, " I 4oy Ro 11, = Diag (2.85384 2.81685 0.0660423) .

Die Haupttriagheitsmomente stellen dabei die Eigenwerte des Eigensystems dar.

Hinweis: Beim Zusammensetzen von Ry g, aus den Eigenvektoren von I ?ges

muss eine Reihenfolge gewihlt werden, fiir die die Spalten von EO H, €in Rechts-
system bilden. Auflerdem miissen die Spalten auf 1 normiert werden. Die Rei-
henfolge der Eigenvektoren bestimmt dann auch die Reihenfolge der Hauptdia-
gonalelemente (=Eigenwerte) in I, .
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Mit Massen
my = 12.195, mg = 2.28656

liegt der Gesamtschwerpunkt bei

0.367763
tos = toom +toeme _ 006053
ma My 0.273684

Die in Sy beobachtbare kinetische Energie bei Rotation um den Gesamtschwer-
punkt S5 betrigt

1 ~ ~
T1+2 = 5 w3T (Il,ges + IQ,ges) w3 .

1 .7 ~ ~ ~ ~ .
5 wg ROlT(Il,ges + IQ,ges) Ro: w§

73
Il+2,gcs

Dabei wurde die Tatsache ausgenutzt, dass nach Angabe ]3;03 = Em gelten soll.
Bei der vorliegenden Rotation um Schwerpunkt S; tritt bei jedem Korper auch
ein translatorischer Energieanteil bzw. ein Steiner-Anteil auf. Mit (5.2) kann die-
ser beriicksichtigt werden und es folgt fiir die beiden Gesamttrigheitstensoren:

Tl,gcs =ma §31T §31 + Em -711 §01T )
L,gcs = mz §32T §32 + E(n —722 §01T~

Mit den Vektoren vom Gesamtschwerpunkt zu den korpereigenen Schwerpunk-
ten

ta1 = tor — tos = (—0.0177632 0.00394737 —0.0236842) "
tgo = too — tog — (0.0947368 —0.0210526 0.126316) "

konnen die darin benétigten schiefsymmetrischen Matrizen

_ 0 —0.0236842 —0.00394737
S31 = | 0.0236842 0 —0.0177632
10.00394737 0.0177632 0
und
_ i 0 0.126316 0.0210526
S30 = | —0.126316 0 0.0947368
| —0.0210526 —0.0947368 0

berechnet werden. Damit und wegen }NBO;), = ]%1 folgt
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Tis+2,ges = EOST (Tl,ges + E,ges) EOB
= §01T (ml §31T §31 + me §32T §32) ém + I~11 + f22
0.129342  —0.0324933 —0.00722072

= | —0.0324933 0.0829151 —0.00541554
—0.00722072 —0.00541554 0.187382

mit einer Rotationsmatrix von zum Hauptachsensystem (aus normierten Eigen-
vektoren von I3 2,ges als Rechtssystem) gemél

_ —0.11271 0.881033 0.459431
R3p, = | —0.0163036 —0.463955 0.885709
0.993494  0.092338 0.0666565

und Trigheitstensor in Hauptachsen

I = Ry p," I} 5 yos R3 1, = Diag (0.18829 0.145696 0.0656527) .

Hier gilt der selbe Hinweis zur Reihenfolge der Spalten in Rs H, und Diagonal-
elemente in I 1Hf2 wie bei Teilaufgabe c).

Zur Veranschaulichung und als Plausibilititscheck ist Sg, in Abb. 5.1 in die
Anordnung der Korper zusétzlich eingetragen.

Abb. 5.1 Hauptachsensystem Sy, des zusammengesetzten Korpers aus Aufgabe 5.2.
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5.3 Berechnung von Drehmomenten des planaren 2-DoF
Ellenbogen-Manipulators

Durch Einsetzen der gegebenen Betriebspunkte in die gegebenen Bewegungsglei-
chungen erhilt man die folgenden Momente fiir Gelenk 1 (71) und Gelenk 2 (73):

a) Gesamtmoment:
Betriebspunkt 1: 71 = 46.4, Ty = 24.5
Betriebspunkt 2: 73 = 28.9, 75 = 7.05
b) Die Gewichtsmomente sind fiir beide Betriebspunkte gleich, da sich nur die
Drehgeschwindigkeiten unterscheiden: 71 , = 11.8, To,g = 1.77
¢) Momente aufgrund von Kreiselkriften:
Betriebspunkt 1: 71 . = 79 . = 17.7
Betriebspunkt 2: 71 . = T2 . = # -17.7=0.177
d) Die Beschleunigungsmomente sind fiir beide Betriebspunkte gleich, da sich nur

die Drehgeschwindigkeiten unterscheiden: 71 ; = 17.0, T2, = 5.10
e) Verhiltnisse Kreisel zu Gesamt:

Betriebspunkt 1: 72 = 0.381, =2 =0.720

Betriebspunkt 2: == = 0.006,, e =0.025

Interpretation:

* Der Kreiselkraft-Einfluss reduziert sich stark bei geringen Geschwindigkei-
ten und kann gegeniiber den anderen Momenten-Komponenten vernachlés-
sigt werden.

* Bei hohen Geschwindigkeiten wird der Kreiselkraft-Einfluss jedoch domi-
nant.

5.4 Manipulator mit zwei senkrecht aufeinander stehenden
Drehachsen und Punktmassen

a) Jeder Korper besteht nur aus einer Punktmasse. Damit liegt die Punktmasse
im jeweiligen Schwerpunkt. Die kinetische Energie ist daher vollstindig durch
die translative Bewegung der Punktmassen gegeben. Man benétigt also keine
Massentrigheitstensoren.

b) Die DH-Parameter sind in Tabelle 5.1 dargestellt.

Tabelle 5.1 DH-Parameter

fiir Aufgabe 5.4 a) fiir den Ma- ¢ Pi d; ai Qi

nipulator aus Buch-Abb. 5.16. 1 01 0 11 /2
2 62 0 l2 0
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¢) Anwendung von Algorithmus 5.4:

Schritt 1 Die direkte Kinematik ergibt sich aus den DH-Parametern nach Ta-
belle 5.1 mit (Buch 2.25a) zu:

a0 s ha ¢ =2 0lycs
~ - S1 0 —01'1181 S92 Co 0'[282
TOl(el) - -9_1_ _0_1_0__ I T12(92)_ _(_)__0_ _11 _0_-

00 0¢"1 0 0 0'1

1
cica —c182 51 c1 (I +12co)
S1C2 —8182 —C1 '81 (l1 +l2 Cg)

Schritt 2 Rotationsmatrizen und Translationsvektoren:

_ _Cl 0 S1 l1 C1
Ror = |51 0 —c1 ] , ti=|1lis1
01 0 0
N [c1co —c1s2 1
Ryz = |s1¢2 —5152 —¢1
L S92 C2 0

to wird nicht bendtigt.
Schritt 3 Entfillt, da keine Massentragheitstensoren notwendig sind.

Schritt 4 Schwerpunktkoordinaten:

¢ 0 s, lLe 0 Iy
(_c?_) _|s 0 —cl:ll s1 0] _[lLs
1 01 0,0 [|o]7| o
00 0 T 1 1 1
crcy —c18y 81 (C1 (1 +12c2) 0 a1 (I +1lae2)
(_C(Q))_ §1Ca —51 82 —01:81 (1 +l2c2) 0 |si(li+lac)
1) 7| s Co 0, Iy 59 of | _ l2sa
o0 o o' 1 | \I 1
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Initialisierung Gelenkindex 7 = 1 und Lagrange-Funktion L = 0. Beginn
Iteration von i:

Schritt 5.1 Jacobi-Matrizen: Beide Jacobi-Matrizen bestehen wegen ¢ = 1 nur
aus einer Spalte:

_ 0 ll C1 711 S1
Jospr = [Jusp1| = | 0] x |1 | = | hea
1 0 0
jwspyl muss nicht berechnet werden.
Schritt 6.1 Geschwindigkeiten:
~ . . _81
’U(l] = vapyl 01 = ll 91 C1
0
w{ muss nicht berechnet werden.
Schritt 7.1 Energien und Lagrange-Funktion:
1 . TN L2
T1 = —m l12012 (—81 C1 0) C1 = 17% 012
2 2
0
ll C1
Vi=-m gOT A =—m (0 0 —go) lisi| =0
0

Lagrange-Funktion fiir das erste Armsegment:

l12m1 )
0
2 1

L=L =T, -V, =

Inkrementiere ¢ (auf 2).

Schritt 5.2 Beide Jacobi-Matrizen bestehen nun aus ¢ = 2 Spalten:
vap,z = [vap,l JUSPQ} ) stp,z = [stp,l JWSP72:|
a1 (li+1ae2) —S1

0
mit vap,l =(0] x| s1 (11 + 1y CQ) = (ll + 15 02) Cc1
1 lg S92 0
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51 c1 (I + 1z ¢2) I
JUSP,Q =|-ca] X S1 (ll + s 02) — |l 81
0 la s2 0
S1 C1C2 —C1 52 C1 S2
= lQ —C1 X |1 81¢C | = 12 —S81 89 = _l2 S1 82
0 59 (512 +c12) 2 —C2

Hinweis: J .1 aus Schritt 5.1 und Schritt 5.2 sind nicht gleich. Warum
nicht?

Schritt 6.2

Geschwindigkeiten: v

nvo
Il
<

~ i, =51 (l1 +1l2c2) —laci 52 0,
vSP,2 (92> = C1 (ll —+ lQ 62) 712 S1 S2 ( )
0 12 C2
s1(lh+1l2c2) 91 +1lxc1 82 92
— | =1 (4 +1z¢2) 01 + 1251 5905
—lg C2 92

w{ muss nicht berechnet werden.

Schritt 7.2 Energien und Lagrange-Funktion fiir Segment 2:

Nebenrechnung zur Quadratnorm ||v,||?2 = woT va: Unter Beriicksichti-
gung des trigonometrischen Pythagoras ¢;? + s;2 = 1 folgt

) N2 . N2
(81 (lh+1lac2) 01+ laca s2 92) + (—01 (1 +1l2c) 01 + 1251 82 92) +

+ (lz Co 92)2

.\2 . . )
2(81(]1+72(*2> 91) +251(l1 +l2ca) 915261<9292+(12615292> +

.\ 2 . . .\ 2
(*(11 (]1 + ZQ (?Q) 91) —2 C1 (ll + 12 CQ) 91 lg S1 S92 92 + (12 S1 82 02) +

. 2
(ZQ C2 02)
= (]1 + Iy (12)2 912 + 122 922(612 822 + 812 822 + 622)
—_—

S92

= (ll + 1 02)2 9-12 + l22 922 .
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1 ; ]
T = 3 mao va V2 = % (912 (I +12 02)2 + 922 122)
c1(lh +1laco)
Vo= —magy’ €5 =—my (00 —go) | s1(li+1lz2c2) | =magolass

ZQ S92
Vollstidndige Lagrange-Funktion:

Mo /- .
Ly=1Ty - Vo = 72 (912 (lh + 12 02)2 + 922122> —ma gol2 s2

1,2 . . .
L 912 + % (012 (ll + l2 62)2 + 022 l22> — M2 go lg S9

L=1ILy+Ly=

Schritt 8 Armsegment 1:

oL . . .
% =60 (112 ml) + mo 01 (ll + 19 62)2 =6 (l12m1 + (ll + 19 02)2 mg)
1
doL , . .
aafel =0, <l1 my + (lh + 12 co) m2> +012(l1 +1l2ca)maly (—s2) 02
= él <l12 mi —+ (ll + ZQ 02)2 mg) — él ég 2m2 lQ S92 (ll -+ lQ 02)

oL

= _0

00,

— él (112m1 + (ll + 15 02)2 mg) — 91 92 2ma ls So (l1 + 1 Cg) =7

Armsegment 2:

oL

870.2 = 9.2 mo l22
d 0L
it 96, 2 ma la
oL .
—— =ma 01 (I +1laca)la (—s2) —magolaco
005

= Gamals® + 012 my (I +1laca)lasg +magolaca =79
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Schritt 9 In Standardform zusammengefasst und um die Antriebskraft und das
Antriebsmoment erginzt folgt Differenzialgleichungssystem

{1127711 + (Li+1lc2)?*my 0 ] (51) n (-91 022maly 52 (I + I Cz))

0 mo 122 9.2 912 mo (ll + Iy Cg) 2 89

M n

0 (T
Lt = ()

—_———— N ——
g Qux

d) Aus m ldsst sich nicht eindeutig Kreiselkridftematrix C bestimmen. Vielmehr
miissen die Elemente von C' gemédB (Buch 5.41) durch partielles Ableiten der
Elemente der Massenmatrix bestimmt werden:

n

1 0 0 0 : 1 0 ;
Cn == Z (Mm + =M — Mm) O = 5 Z %Mll O

2 P 891 89k 891 2 k=1
1/ 0 . 0 . 1 0
= (—M M -~ %M
5 (5‘91 11601 + o, M 92) 5 g, M1 62
=ma (I3 +1l2¢2)la (—s2) 92
1 — 0 0 0 .
Cho = - M+ —— My — — My ) 6
1255 ; (802 k1 + 90, 21 a0, k2) k
1 & 0 0 1 0
== — My — — Mo |0, = = — My, 60
2 2 (392 k1 90, k:2> k=5 90, 1101
=mo (lh +lac2) la (—s2) 91
1 < 0 0 0 .
- — Mo+ —— My — — My ) 6
Ca 2 2 (801 k2 + 06, 12~ 54, kl) i
1 </ 0 G, . 10 .
- — My — — My |0y = —= — M1 0, = -C
3 2 (801 k2 90, m) k 5 90, 1101 12

1 — 0 0 0 .
Co = 3 ; (%Mm + %Mm — %Mkz) 0, =0.

In Matrixform ergibt sich damit
6 0

é = M2 lg S92 (ll + ZQ CQ) |:_92 _91:| .
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o i l12 my + (ll + lg COS(@Q(t)))Q mo 0
Cdt 0 my lp?
_ -2 mo ZQ S92 (ll + 12 CQ) 92 0

0 0

folgt schlieflich Matrix

iM—Z@ZQ’ITLQZQSQ(ll —|—l262) |:

0 6
dt ’

—6; 0

die schiefsymmetrisch ist.
e) Determinante der Massenmatrix:

Det(M) = (112 mi + (ll + 15 62)2 mz) (m2 l22) >0

Wegen Det(ﬁ ) > 0ist M stets invertierbar und man erhilt

]\”7[71 _ 1 Mo —Mi2
Det(M) [—12 mu
(TVL1£=O) 1 mao 122 0
~ Det(M) L O LZ2my+ (I +l2c)?ma)

Damit ergibt sich nach den Beschleunigungen aufgelost:

(91> _ -1 < T1+91 02 2my g 55 (11 + la ¢2) >
02 T2 —012ma (l1 + laca) la s —magolaco

5.5 Manipulator mit Gelenkreihenfolge Translation-Rotation

a) Armsegment 1 fiihrt eine reine Translationsbewegung durch. Massentrigheits-
momente werden nicht bendtigt, da diese zur Beschreibung der kinetischen
Energie bei Rotationsbewegungen dienen.

Armsegment 2 kann aufgrund der Kinematik nur um die y,-Achse drehen. Daher
wird nur das zugehdrige Haupttriagheitsmoment benotigt.
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b) Anwendung von Algorithmus 5.4:

53

Schritt 1 Die direkte Kinematik wird aus der Musterlosung zu Aufgabe 2.17

entnommen:
10 0,0
Tor(a1) = 8 (1) _01551 , Toa (1,65
00 0'1

Co 0 —82; 0

Schritt 2 Extraktion Rotationsmatrizen und Translationsvektoren:

000 10 0,0
~ 11
Rp1=10100 8(1) 01|O
0010| |- L2_2 191
00 0:1
1000 10 O;O
71I
t;=10100 8(1) OIO
0010 |- 22_2 191
00 0{1
_ 020—82
Analog folgt: Rp2= |01 0
820 62_

- 01 00
|20 01
00 01
100 Lo o
010
=100 -1
001 01 0
000
0 0
o
ol =
1 a1
0
und t2 = 0
01

Schritt 3 Fiir Armsegment 2 wird nur das Massentrigheitsmoment bei Rotation
um die korpereigene ys-Achse bendtigt. Da diese stets parallel zur yg-Achse
steht, wird immer um die selbe Achse gedreht. Damit reduziert sich der

benotigte Triigheitstensor zu einem Skalar und es gilt I), = 17 .

Schritt 4 Schwerpunktkoordinaten:

[10 0,0 0 0
Y _ |00 -10 0 _ |-
1 _0_1_0_ 101 _1/2_ _o1
00 071 | \1 1
[c2 0 =59, 0 0 ~ls2/o
BN _ o1 0o (| [ e
1 s9 0 co 01 Y2 lef2 o1
00 01 1 1
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Initialisierung Gelenkindex ¢ = 1 und Lagrange-Funktion L = 0.
Beginn Iterationen von ¢:

Schritt 5.1 Jacobi-Matrizen: Beide Jacobi-Matrizen bestehen wegen ¢ = 1 nur
aus einer Spalte. Da ein Translationsgelenk vorliegt, gilt

?Sp‘l = [Jugp] = {1%00 (%)} - m

stp,l = [JWSPJ} = [g}

Schritt 6.1 Geschwindigkeiten:

0 0

V) = Jyp , 0 0 Wl =7, 0
1= Jugp, 01 ; 1 = Juwsgp1 01

01 0

Schritt 7.1 Energien und Lagrange-Funktion:

0 0

1 ~
Ti=3 [m (0061) [ 0]+ 000 [0] ] =62
&1 0
0
Vi=-migy ¢} =-my (00go) | Y2 | =-migoos
01

Lagrange-Funktion fiir das erste Armsegment:
m .
L=Li=T—-Vi= 71 (61 +2g001)
Inkrementiere ¢ (auf 2).

Schritt 5.2 Beide Jacobi-Matrizen bestehen nun aus ¢ = 2 Spalten:

jvsp,z = [J'USPJ J’USP72:| ) stp,z = [stp,l stpﬂ}

v = (R (1)) = [0
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L/ 0
J’USP72 = (EOI (%)) X _l/2 — 0
leafa 4+ o o1
0 S9 Co
= —% -1 x 1 = L 0
0 —C2 S92
0 _ o 0
und JUJSP,l =1(0], stp,Q = Ro ((1)) =1-1
0 0
Schritt 6.2 Geschwindigkeiten:
_ . 0 _102/2 . —lC2/2 92
s ()] 0)- (50
2 1 —ls2/o 2 Gy — 1s2/20,
~ &1 00 &1 0
wg = stpz (9 ) =(0-1 (9 ) =1|-0
2 00 2 0

Schritt 7.2 Energien und Lagrange-Funktion fiir Segment 2:

1 . e
=5 (me (-15202 0 o1—520,) 0o
(3’1 7l52/292
[0
+ (0 05 0) I3 | —6;
0

1 ZCQ . 2 . ZSQ . 2 2 42
5 mao 762 + 0’17702 +Iy292

1 : : 2
:2<—lm23292d1 —|—m2<'712—|—922 (132—1- jln2>)

—1 52/2
Va=—mag," ¢3=—ma (00 go) ~lf2

leafa + oy
ZCQ
= —ma2 go 74-01
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Lagrange-Funktion fiir zweites Armsegment:

1 . .2 ) 2 l2m2
L2:T2_V2:§ —lm2829201+m201 +02 Iy2+ +

4
ZCQ
+ m2 go 7+01

Vollstindige Lagrange-Funktion:

m
L:L1+L2:71(d12+2gool)+

1 . . 2
+2<—lm2529261+m2&12+922 (.[524- m2>>

4
ZCQ
+mago | 5 +0o1) .

2

Schritt 8 Armsegment 1:

OL l .

—— =M1 0] — m28292+m2<'71

80'1
d oL . Imasy s Imaocy ;4
—_——— = — 0y — 0
dt e, Mt m2) o 2 2 9 2

OL (m1 +ms)

— = (my +m

9oy 1 2) 90

. {mg Sy = Imgcy -

= (m1+ma)b1 — 22 292— 22 2022—(m1+m2)90:F1

Armsegment 2:

oL l : 12
_ _tmasa, (I§2+mQ)

90, 2 4

d OL lm282 .. lmQCQ .o 2 l2m2 o

—— = — — 0 I 0

&t 94, 9 o1 5 o1+ | L, + n 2
87L__lm2629- e — lmQSQ
892_ B) 201 9 go

l 12 .. l
. m232&1+<152+ ?2)92—1— m2282g0:7'2

Schritt 9 In Standardform zusammengefasst und um die Antriebskraft und das
Antriebsmoment ergénzt folgt mit Abkiirzung mi, = mj + mq Differenzi-
algleichungssystem

mi2 —tma 32/2 0'1 _ lmTZQ 922 n —mi2 _(F1
—lma 52/2 152+m2 l2/4 92 0 lm; sy | 0= T .
; ——’

M n g Qux
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¢) Kreiselkriftematrix: Mit g = (01 02) folgt nach (Buch 5.41) :

1/ @ 9
Ci=3 kZ::l <8qlM“ 5 M- 3 Mkl) gr =0
Ci2 = % é ((;ZQMkl + aiqum - aMk2) dk
= % <6892M11 + 8i1M21 -3 1M12> a1
% 8(22M21+ a(Z Mar =5 1M22> b
a%M” 6y = lm; 2 4,
o= ,é (e g i = g
= % (aaalM” T 5oy M1z 6602M“> i
+3 (ail Moz 322M12 a0 M”) 2=0
Coz = % ;;2:1 (8(?]2 k2 + aiquzz - 82Mk2) qr =0

Damit ergibt sich Kreiselkriftematrix

~ lm282~ 0 1
oo tmaesg, 0]

Die zeitliche Ableitung der Massenmatrix berechnet sich zu

d — - lm2 Cco - 0 1

(o) = -2, ()]
so dass Matrix

d — Imoco - [0 —1

aM —-2C =-— 5 02 [1 0 }

schiefsymmetrisch ist.



58 Inhaltsverzeichnis

d) Determinante Massenmatrix:

—~ ’m
Det(M) = 1,32 mio + T2 (m1 + mg(l — 822))

Wegen 1 — 552 > 0 gilt Det(ﬁ ) > 0. Daher ist M stets invertierbar und man
erhilt

- 1 {mm —mm} 1

’my Ilmas
_ _ R
Det(M) [=m12 mu Det(M)

I mo so
2

mi2

Damit ergibt sich nach den Beschleunigungen aufgelost:

<§1> Sy <F1 +Lmee2 9,2 4 (my + m2)go)
O Ty — Lm2s2 g,

5.6 Simulation der Bewegungsgleichung eines Manipulators in
Kooperation mit dem Menschen

Momente und Krifte, die vom Menschen am TCP eingeprigt werden, verursachen
in den Gelenken zusitzliche Momente und Krifte gemal

=7 (an)

Diese zusitzlichen Momente und Krifte werden als Storgroflen zum Reglerausgang
addiert. Regelstrecke ,,Manipulator ist durch Buch-Signalflussplan 5.2 gegeben.
Erginzt um den Einfluss der externen Kréfte und Momente ergibt sich Signalfluss-
plan 5.1. Zur Bedeutung der Elemente eines Signalflussplans siehe auch Kapitel 8.

\-Jq[>
|q %}]\Aj1(T—C~’Q—g—FT)—)fodt‘J‘>fodt—"'>
Regler - »O— q q q
q Textern +q0 +q0
N €
JT(q) < (FEE)
TEE

Signalflussplan 5.1 Geregelter Manipulator bei Mensch-Roboter-Kollaboration aus Aufgabe 5.6.
Der kleine Kreis symbolisiert ein Summationsglied; bei der inversen Dynamik sind die Abhéngig-
keiten von den Systemzustéinden aus Platzgriinden weggelassen worden.
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