Bonusmaterial flir Wagner, J: Erste Schritte in die Theoretische Physik, 2. Auflage, Kap. 4
Drehimpuls und Spin

Drehimpuls und Spin
1 Drehimpuls

In der Mechanik kann der Drehimpuls L definiert werden durch

L=rxp. (Q1)

Nach dieser Definition verlauft die Richtung des Vektors L senkrecht zu der durch den Ortsvektor r und den
Impulsvektor 6 aufgespannten Ebene A. Wenn diese Ebene den Normaleneinheitsvektor ﬁ besitzt, dann

ergibt sich fiir den Drehimpuls eines Kdrpers oder eines Teilchens der Masse m auf einer Kreisbahn mit Radius r
in der Ebene A nach (1.164) und (1.27)

L=m-r?2-g-n, =m-r?.-n, . (Q2)

Unter Anwendung des Korrespondenzprinzips wird in der Quantenmechanik der Bahndrehimpuls definiert
durch

L=rxp. (Q3)
2  Magnetisches Moment

Bewegt sich ein Teilchen der Masse m und Ladung q auf einer Kreisbahn mit Radius r, Flacheninhalt A und
Normaleneinheitsvektor a mit der Umlaufzeit T, dann wird diesem Kreisstrom | in der Elektrodynamik ein
magnetisches Moment ; zugeordnet, s. Abb. Q1:

;=|-K=|-A-ﬁ=%-(n-r2)-ﬁ. (Q4)

Mithilfe von o = 2_I_—n und (Q2) kann (Q4) umgeschrieben werden zu

#:%.n.rz.nA

L. (Q9)

L A Sy B S . I
2-m 2-m 2-m

Der Faktor y = ZL wird gyromagnetisches Verhéltnis genannt.
-m

L
n—x\;/o
ol
\

A

Abb. Q1 Magnetisches Moment eines Kreisstroms

Bemerkung

Die Definition des magnetischen Moments Zz ist analog zur Definition des Dipolmoments dﬁ =q -dl in (2.38).

Es wird jeweils die Ursache des Moments (q bzw. 1) mit einer die Geometrie beschreibenden GroRe (E bzw. ﬂ)
multipliziert.
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In der Quantenmechanik ist zu bertcksichtigen, dass der Drehimpuls der rédumlichen Bewegung
(Bahndrehimpuls) nur ganzzahlige Vielfache des Planck’schen Wirkungsquantums betragen kann, s. Abschn. 3
dieses Bonusmaterials. Das kleinste magnetische Moment wird als Magneton  bezeichnet, das Magneton des

Elektrons als Bohr’sches Magneton s :
q-h e-h

=—— und = .
# 2-m s 2-m,

(Q6)

Der Operator fiir das magnetische Moment des Bahndrehimpulses eines Elektrons berticksichtigt das VVorzeichen
der Ladung:

Lx
- € T__HB 7 __H8
=—— [=-£B.[=_£B. L, | 7
i -m h h Y (Q)
L.

Bemerkung

Es gehort zu den Besonderheiten der Quantenmechanik, dass dort das magnetische Moment des
Bahndrehimpulses eines Elektrons Verwendung findet, obwohl nicht von der Kreisbewegung des Elektrons um
den Atomkern ausgegangen wird (in den meisten Interpretationen wird sogar auf den Bahnbegriff verzichtet).

3 Theorie des Bahndrehimpulses

Ausgangspunkt der Betrachtungen sind folgende Beziehungen, deren Nachweis ich in Anhang 1 und Anhang 2
dieses Bonusmaterials auslagere:

|:Li,Lj:|=i-h'6ijk'Lk (Q8)
und
{Li,tz}:Q (Q9)

In (Q8) ist Uber den doppelt vorkommenden Indexk zu summieren (Variante der Einstein’schen
Summenkonvention).

Wegen der Giltigkeit der Beziehung (Q9) gibt es ein gemeinsames System von Eigenzustdnden (ein
volistdndiges Orthonormalsystem) fur die i-te Komponente des Bahndrehimpulses und das Quadrat des

Bahndrehimpulses. Vereinbarungsgema wird die dritte Komponente Ls=L; des Bahndrehimpulses

2
ausgewahlt. Wir werden in der folgenden Herleitung erkennen, dass sich L mithilfe einer reellwertigen
Funktion c(l) =¢; und L. mittels einer reellen Zahl m darstellen lassen. Deshalb wird das gemeinsame System

2
von normierten Eigenzustanden fir L und L; durch |Im> gekennzeichnet. Der Bahndrehimpuls hat dieselbe
Einheit wie die Wirkung und damit wie das Planck’sche Wirkungsquantum 7 . Damit ¢, und m tatséchlich als

dimensionslose reelle Funktion bzw. Zahl verwendet werden konnen, sind folgende Ansétze fur die
Eigenwertgleichungen der betrachteten Operatoren zweckméRig:

_ - 2 .

L[Im)=h-a-|Im)= LL[Im)="L |Im)=f-a -L|Im)=42-a?-|Im) |a?=¢, >0,

_2 2

L [Im)=5%-c -[Im) mitc, >0; (Q10)

Lz|Im)=7-m-|Im). (Q11)
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Die Bestimmung von ¢, und m erfolgt mithilfe zweier Leiteroperatoren L. und L- (das Vorgehen ist analog

zur algebraischen Lésung der Differenzialgleichung fur den harmonischen Oszillator in Abschn. 4.4.3 des hier
betrachteten Buchs):

Le=Lx+i-Ly. (Q12)

Um mit den Leiteroperatoren effektiv rechnen zu kénnen, werden im Anhang 3 dieses Bonusmaterials einige
Beziehungen hergeleitet.

2
Wie erkennen die Wirkung der Leiteroperatoren, wenn wir L bzw. L. auf den Zustand (Li|lm>) anwenden.

.2
Dabei verwenden wir (Q77), (Q10), (Q76) und (Q11), d.h. L'Ls=L:L, L [Im)=h?-q|im),
Lil; —LzLs =FA-Ls und L |Im)=7-m-|Im):

L (L 1m)) = L L f1m) = L (42 -y -[1m) ) = 22 -, (L 1)) (Q13)

Lz|Im)=7-m-|Im),

Lz (L Im)) = (Ls Lz #-Ls )| Im) = Ls (Lz [1m) 7 1m)
=L (7-m-|Im)£7[Im)),

Lz (L [Im)) =7 (m+2)- (L<|1m)). (Q14)

Ergebnis:

2
Der Eigenwert von L im Zustand (Li|lm>) ist der gleiche wie im Zustand |Im) .

Die Anwendung von L. erhoht den Eigenwert von L; um % und die Anwendung von L- erniedrigt den

Eigenwert von L; um % . Deshalb werden die Leiteroperatoren auch als Aufsteige- bzw. Absteigeoperator
bezeichnet.

Berechnung von ¢; und m

2 2
Da Skalarprodukte positiv definit sind, gelten (Im|Lx|Im)>0 und (Im|Ly |Im)> 0. Damit ergibt sich:

_.2 .2
(1m| L [1m) + (m| Ly [1m) = (im| (L2 + L5 )imy> 0 [LE+15 =0 L2 =L -L,L,,

(im[ (27 = Lo Lo jim) = ) (27 1m) ) = (i L (L2 [1m) 20,

h? - ~<Im|lm)—h~m-<|m|(Lz|Im>):h2~c, A(Im[Im)— A2 -m? -(Im|Im)> 0,
1 1

¢ -m*>0 | =0 nach(Q10),

Iml <o,
~Jo <m<.fo . (Q15)

(Q15) zeigt, dass m nach oben und unten beschrénkt ist.

Da der Aufsteigeoperator L+ den Eigenwert #-m von L; um # erh6éht und dam nach oben durch \/a
beschrénkt ist, muss es ein maximales m.,, >0 geben mit

Lo [IMye) = 0. (Q16)
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Analog muss es ein minimales m,;, geben mit

L[ Imy) =0. (Q17)
Damit kénnen die in (Q15) formulierten Schranken fiir m auch dargestellt werden durch
Mijin =m< Mrax - (ng)

Wird vom Zustand |Immin> ausgegangen, dann fihrt eine n-malige Anwendung des Aufsteigeoperators L+
dazu, dass der Zustand |Im,,,, ) erreicht wird. Deshalb gilt die Beziehung

Mypin +N=My, Mit neN. (Q19)

min

Analog gilt: Wird vom Zustand |Im.,) ausgegangen, dann fiihrt eine n-malige Anwendung des

Absteigeoperators L- dazu, dass der Zustand |Immm> erreicht wird. Deshalb gilt die zu (Q19) analoge
Beziehung

m N=My, MtneN.

max

Aus (Q16), d.h. L.|Im.,)=0, folgern wir, dass 0= L_(L+|Immax>)= L-L+[Imps) gilt. An dieser Stelle

2 2
kénnen wir (Q79) nutzen,d. h. L-Ly =L —-L;—%-L;:

2 2

0:L7L+||mmax> |L7L+:L —Lz—h'Lz,
0= (L7 L2 L) I = L 1M ) — Lo Lo [ 1M )~ - L 1My )
0=h% ¢ - [IMyae ) =7 My - La | IMp ) =72 M [ 1My ),

=120y | 1My ) =727 - [y ) = A% M [ 1M ),

=1 (¢ = M2~ M ) 1M )
0=¢ _mrznax = Mpax bzw. G = mrilax F Myax = Minax '(mmax +1)' (Q20)
Analog schlieBen wir aus (Q17), d. h. L_|Im;,)=0 auf 0= L. (L-|Imy,))=LsL-|Imy,). Mit (Q78), d. h.

LiL- = L2 - Lf +h- L, ergibt sich:

0= Lo (Lo [Impp)) = Lo L fimp) Lol =L* =L 4L,

(L7 Lo )i ) = L I )= L L [Im) + 7 Le [ 1M,

= (hz Y _hz 'mr%ﬂn +h2 *Mpin )|Immin> = hz '(CI _mr%win + Mpin )'llmmin>!

2 2
0= G —Muin + Myin bzw. G = Myin —Mpin = Mpyin '(mmin _1)' (Q21)

Durch Subtraktion von (Q20) und (Q21) erhalten wir eine Beziehung zwischen m;, und m,,:

2 2
0 =mMpin —Mpyin _(mmax +mmax)v

1. 1 1 1 2) 1
Mhing2 =5 % Z+m3nax + Moy =§-(1i\/4-mr2nax 4 M +1) =E-(1i (2- My +1) ):E-<1i(2-mmax +1)).
Damit m;,, <M. 9ilt, muss das untere Vorzeichen verwendet werden:
1
Mmin = E : (1_ 2: Mpmax _1) = —Mpay - (QZZ)
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Aus (Q19) und (Q22) folgt

N=Mo —Myin =2- My €N Mit NeN. (Q23)
Wegen (Q23) kann my,,,, nur positiv ganzzahlig, positiv halbzahlig oder null sein.

Nach der Umbenennung m,,, =1 erhalten wir aus (Q23) die Quantenzahl fiir einen allgemeinen Drehimpuls:

1.3_.5
1=0,-,1,-,2,-,3,... 24
1525 (Q24)
Aus (Q18) und (Q22) ergibt sich die Quantenzahl fiir die dritte Komponente des Drehimpulses zu
—I<m<Il d.h. m=-I,-1+4...,1-1]1. (Q25)

2
Aus (Q10), (Q20) und m,, =1 erhalten wir flir die Eigenwertgleichung des Operators L

_2
L [Im)=n%-1-(1+1)-[Im). (Q26)
Besonderheit fir den Bahndrehimpuls

Aus dem Zustandsvektor |[Im) kann die Zustandsfunktion in Ortsdarstellung wie tblich mittels (rlim) bestimmt

werden. Bei Verwendung von Kugelkoordinaten ergeben sich fur die Winkelanteile der Zustandsfunktion die
normierten Kugelflachenfunktionen Y, (4 ¢), d.h., (Q26) und (Q11) gehen in die Eigenwertgleichungen

(4.190) Uber:
Ezv,m (4, ) =1 1-(1+D) Y, (& 9), (Q27)

LY (S @) =R-m-Y,, (9, 9). (Q28)

Die Kugelflachenfunktionen Y, (% ¢) enthalten die Terme cosd und e™7. Fir die Zustandsfunktion des

Bahndrehimpulses wird die Symmetrieforderung erhoben, dass sie invariant gegenuber einer Drehung um
2-m sein soll. Beziiglich des Polarwinkels 4 ist dies unproblematisch, da cos($+2-m)=cos$ gilt. Fiir den
Azimutwinkel ¢ ergibt sich bei dieser Transformation

i-m-(p+2-m) — ei~2~75-m L al'm

e'm? s e
Wennm einen halbzahligen Wert besitzen wiirde, d. h. bei m=(2-k+1)/2 mit k eZ, dann wirde der

transformierte Term nicht mit "™ Gbereinstimmen, da sich mit (6.2)

. A N2kl .

gi2mm _ gi2m(2heD)2 _ (i)™ _ (L9)?** _ 1 ergibt. Deshalb darf beim Bahndrehimpuls die Variable m
und damit auch | nur ganzzahlige Werte annehmen. Wir werden noch kennenlernen, dass beim Spin diese
Einschréankung nicht gilt, da dort keine entsprechende Symmetrieforderung erhoben wird.

In Tab. 1 fassen wir die Ergebnisse zusammen.

Tab. 1 Eigenwertgleichungen und Quantenzahlen fiir den Bahndrehimpuls

Item Beziehungen

Eigenwertgleichung fur EZ E2|Im> =72 -1-(1+1)-[Im)

Quantenzahl fur einen allgemeinen Drehimpuls (z. B. Spin) 1=0, % 1, g 2, E 3...

Quantenzahl fiir den Bahndrehimpuls 1=0,1,23,...

Eigenwertgleichung fiir L, Lz|Im)=7-m-|Im)

Quantenzahl fir die dritte Komponente des Drehimpulses —-l<m<l, dh. me{-l,-1+1...,1-11}
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Die zu einem festen Wert der Quantenzahl | gehdrenden (2-1+1) Zustande, die sich in der Quantenzahl m
unterscheiden, bilden ein Multiplett, z. B.
e Singulett far 1=0 mit |I,m;)=|0,0)=0,

e Duplett fiir 1-1. Die maglichen Zustande |1, m;) bilden das Tupel E 1 : l L ,
2 ' 2'2/'2" 2

e Triplett fiir | =1: Die moglichen Zustande |1, m;) bilden das Tupel (|1,1),|1,0),[1 -1)),

3.
>

BRAE-DE-D)

Beispielsweise ist der Stern-Gerlach-Versuch im Rahmen der Bohr’schen Quantenmechanik deshalb
unverstandlich, da das Valenzelektron des Silberatoms ein 5s-Elektron mit 1=0 ist und deshalb der
Bahndrehimpuls kein magnetisches Moment besitzt.

e Quadruplett  fur 1= Die  moglichen  Zustinde |, m;)  bilden  das  Tupel

Werden die Drehimpulsvektoren L fiir einen festen Wert der Quantenzahl| in ein Kartesisches
L,-L, -L,-Koordinatensystem eingezeichnet, dann liegen wegen [2|Im>:h2 1-(I1+1)-[Im) die Spitzen dieser
Vektoren auf einer Sphédre mit Radius r =hm Da fir einen festen Wert der Quantenzahl | wegen
Lz[Im)=%-m-|Im) mit me{-l,—1+1...,1-11} nur einige diskrete L,-Werte existieren, kommt es zur
Richtungsquantelung mit L, ={-1-%, (-1+1)-4,...,(1-1)-4, |- A} .
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Beispiel 1

Veranschaulichen Sie die Richtungsquantelung des Drehimpulsvektors L fiir ein Duplett, Triplett und
Quadruplett.

Losung:
Duplett: Es gelten | :1 und deshalb r=#- E(Lrlj :ﬁ-h sowie L, ={£h—1h}
2 2 \2 2 2 2

Einige der moglichen Drehimpulsvektoren L werden in Abb. Q2 in einem Schragbild und in Abb. Q3 in der
L, -L,-Ebene dargestellt. Fiir die anderen Multipletts verwende ich Abbildungen in der L, -L,-Ebene.

/2 \
L

—

v -2

7

Abb. Q3 Darstellung der Richtungsquantelung des Drehimpulses fir | :% inder L -L,-Ebene
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Triplett: Es gelten 1 =1 und deshalb r =7-/1-(1+1) =+/2-7 sowie L, ={A,0, —h}.
Abb. Q4 veranschaulicht diesen Sachverhalt.

L“

4

Abb. Q4 Darstellung der Richtungsquantelung des Drehimpulses fur 1 =1 in der L -L,-Ebene
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Quadruplett: Es gelten I:§ und deshalb r =#- §'(§+1j=@'h sowie L, = §hlh—lh—gh .
2 \IZ 2 2 2 2 2

2
Abb. Q5 veranschaulicht diesen Sachverhalt.

|_Z A
3n/2
'}
h
L
Y h/2
A
h >
LX
Y —h/2
A
h
\i _3h/2

Abb. Q5 Darstellung der Richtungsquantelung des Drehimpulses fir | =g inder L, -L,-Ebene

Fazit:

Werden die Drehimpulsvektoren L fiir einen festen Wert der Quantenzahl| in ein kartesisches
L,-L,-L,-Koordinatensystem eingezeichnet, dann liegen diese Vektoren auf geraden Kegelmanteln. Die Kegel
haben ihre Spitze jeweils im Ursprung und ihre Achse verlauft langs der z-Achse. AuBerdem liegen alle Kegel
innerhalb einer Kugel mit Radius r=7-+/1-(1+1).
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2
Matrixdarstellung der Operatoren L; und L
_.2
Wir verwenden (Q11) und (Q26), d.h. L:[Im)=#-m-[Im) und L [Im)=7"-1-(1+1)-[Im), um die
2
Matrixdarstellung der Operatoren L, und L zu bestimmen:

@', m|Le 1, my = (1, m|(Le |1, m)) = 2em-(1, m]1, m), (Q29)

e[, my = | imy) = 121G+ -, 1, m) (Q30)
Der in (Q29) und (Q30) vorkommende Term (I',m’|l, m) wird mit den in (6.95) und (6.188) angegebenen
Definitionen ausgewertet, d. h. mit |a)®|b) =|ab) = |a, b) und (A® B) =A @B

e |ILm)=[®[m),

o (Melm) =N elm) =(e(m|=1",m|,

o (I mlm) =1, mfefl, m)= (@M D+ (ID®Im)) =(1[«[D @ (m'[«[m) = (I"[)-(m'Im),
', M|l m) = 8y Sy - (Q31)

Bei der Herleitung von (Q31) wurde die ,,gemischte” Multiplikation so ausgefiihrt wie in Beispiel 4.7 des
Abschn. 4.3.6 und es wurde beachtet, dass die Zusténde [I) und |m) orthonormiert sind. Mit (Q31) gehen (Q29)
und (Q30) uber in

(I, m'|Lz |1, m)y=7-m- & - Sy (Q32)

(r, m’|[2|l,m>:h2-l~(l+1)~§”w§mm,. (Q33)

Es ist ersichtlich, dass es sich um Diagonalmatrizen handelt. In Kap. 4 dieses Bonusmaterials werden u. a. beide
Beziehungen fiir den Spin eines Elektrons ausgewertet.

Bemerkung

In Anhang 4 dieses Bonusmaterials wird nachgewiesen, dass die Wirkung der Leiteroperatoren folgendermalien
dargestellt werden kann

L[l m)=A-1-(+D)—m-(m+D)-[l, m+1) = z-\[(1Tm)-(I1 £m+1)-[Il, m+1) . (Q34)

Aus (Q34) ergibt sich, dass L. ausschlieBlich fur m=m,, =I die Bedingung L. [Im . )=L:[I)=0 erfillt,

s. (Q16). Analog gilt ausschlieBlich far m=m_;, =—I die Beziehung (Q17), d. h. L-|I, my;,)=L-|I,-1)=0.
Beispiel 2

Ermitteln Sie fir einen allgemeinen Drehimpuls mit 1 =1'=3/2 die Matrixdarstellung von Lx .

Ldsung:

Die Matrixelemente ergeben sich aus (6.203), d.h. mittels A1j=<(/>,|A|(pj>. Damit die Position der

Matrixelemente festgelegt wird, verwenden wir fir die Zustinde (I',m’| bzw. |[I,m) die Tupel

(346462 (3 2E-212-2)
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Lx ergibtsich aus (Q12),d. h. L+ =Lx+i-Ly:

Lx =%-(L++L_).

Die Matrixdarstellung erhalten wir mit (Q34):

Ly |l, m>:%-(h-\/l-(l+1)—m~(m+1)-||, m+1)+4-1-0+D—m-(m=1) |1, m-1)),

<I’,m’|Lx|I,m>:%-(h-\/l-(I+1)—m-(m+1)~<|’,m’||,m+1>+h-JI-(I+1)—m~(m—1)-<|’,m'||,m—1>),
h
<|',m'|Lx|l,m):E-(\/I-(|+1)—m-(m+1)-5.,,-5m,,m+1+\/l-(|+1)—m-(m—1)-5.,,-5m,,m_1).
. 3 .
Mit I' =1 :E ergibt sich speziell:
3 3 n[3(3 3(3
<E,m’ Lx E,m>:E'[\/E‘(E'f‘lj—m'(m"rl)‘5mvym+1+\/E'(E+lj—m'(m—l)‘5m/’m1},
<§,m’ Lx § >:E( E—m~(m+1)-5m,m+1+ —=-m-(m-1)-5, m‘lj’
2 2 2 mi Ty
Lm:@g L §,§>=z[ 535, . E_é.z.(;al]:o,
2'2|712'2/ 2(Na 22 32°Na 22 32
33/, |31\ n{ 15 13 15 1( 1 3
LX,12:<—,— Lx —,—>:—[ =2 S3q+,|——= (——] 55 1}:— h
2'21712°2/ 2 (Va4 22 32 Na 2\ 2) 50 2
Lx,13=<§,§|—x E,—l>=01 dad;q, =05 3=0,
2°2] 12° 2 22 272
Lx,14=<§,§ Lx E,—§>=O, dad; ;=03 5=0,
2°2] 'l2° 2 272 22
Lx,21:<§,1 L §,§>:ﬁ E_§.§.515+ E_E.l.gll I
2'21712'2/ 2(Na 22 3> N4 22 32) 2
LX’22:<§,l LX §,1>:0, da513 :51 1 :O,
2.2 122 22 272
LS 5,_1>:z.[ /E_(_z)z.gl1+J§_(_3M_§) 5, Jh
2'21 712" 2/ 2 (N4 U 2)2 22 Va U2)U 2) 223
I:(;4:<§,l L7§,—§>=o, das, ; =6, s=0 usw
221 120 2 272 272
0 3/2 o0 0
32 0 1 0
Ergebnis: Lx =7 J_/
0 1 0 3/2

0 0 32 o0
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4  Spin
4.1 Einfuhrung des Spins

Um das experimentelle Ergebnis des Stern-Gerlach-Versuchs in der Modellierung beriicksichtigen zu kénnen,
wurde zunéchst angenommen, dass gebundene Elektronen neben dem durch den Bahndrehimpuls bedingten
magnetischen Dipolmoment ﬁ( ein weiteres magnetisches Dipolmoment /75 besitzen, das durch eine als Spin

bezeichnete Rotation dieser geladenen Teilchen bedingt ist. Erst spater wurde nachgewiesen, dass sich mit dieser
Vorstellung die Grole des beobachteten Effekts nicht erkléren lasst und dass neben dem Elektron auch andere
Elementarteilchen einen Spin besitzen.

Deshalb gilt der Spin als intrinsische Eigenschaft von Elementarteilchen, die klassisch nicht verstanden werden
kann. VVon der urspriinglichen Interpretation blieb nur der Begriff Spin tbrig.

Um das gesamte magnetische Dipolmoment eines Elektrons erfassen zu kénnen, wird (Q7) erweitert zu

— — — e — — — —

=ty == (L g-§) =28 (L g-5)). (Q35)
2-m h

S wird Spin-Operator genannt, der Faktor g wird nach Alfred Landé (1888-1976) als Landé-Faktor bezeichnet.
Der fiir Elektronen im Rahmen der Quantenelektrodynamik berechnete Wert gieor = 2,002 319 304 363 22(46)

wird experimentell durch g,,, = 2,002 319 304 362 56(35) hervorragend bestatigt."

Die Modellierung des Spins erfolgt in Analogie zum Bahndrehimpuls. Dabei wird der Bahndrehimpuls-

Operator L durch den Spin-Operator S sowie die Bahndrehimpulsquantenzahl | durch die Spinquantenzahl s
(kurz Spin s) ersetzt. Aulerdem wird in Analogie zu (Q8), (Q9), (Q26), (Q24), (Q11), (Q25), (Q12), (Q32),
(Q33), (Q76) und (Q34) die Gultigkeit folgender Beziehungen gefordert:

[si,sj]:i-h-gijk-sk, (Q36)
_2

{shs }:o, (Q37)

.2

S |s,my)=nr"-s-(s+1)-|s, m,), (Q38)
1.3 5

=0,-,1,—-,2,—-,3,..., 39

5=0.2,12,23 (Q39)

Sz|s, mg)=h-mg-|s, m), (Q40)

—s<mg<s d.h. mg=-s,—s+1...,s-1s, (Q41)

Si :Sxii'Sy, (Q42)

(s mg|Sz|s, mg)=h-mg S - S s (Q43)

2

(s, mi|S [s,mg)=h?-s-(s+1) 5 - O » (Q44)

S:,8: |=%h-Ss bzw. S:8;-8:8: =% Ss, (Q45)

Si|s,ms>=h~\/s~(s+1)—ms-(msil)~|s,msJ_rl>=h~\/(s¢ms)~(54_rms+1)-|s,msil>. (Q46)

Die Giltigkeit von (Q39) ergibt sich daraus, dass fur den Spin nicht die Symmetrieforderung bezuglich der
Rotation um 2.z erhoben wird wie beim Bahndrehimpuls, die dort zu den angegebenen Einschrankungen
fuhrte.

L Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Landé-Faktor. Zugegriffen: 11.05.2023.
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Da sich die Elemente im (2-s+1) -dimensionalen Hilbertraum des Spins bei einer Drehung um 2-m anders
transformieren als die Elemente im ,urspriinglichen* Hilbertraum (in dem z. B. die Bahnbewegung des
Teilchens beschrieben wird), ist eine begriffliche Differenzierung sinnvoll:

Die Elemente des ,urspriinglichen Hilbertraums werden als Vektoren bezeichnet, dic Elemente des
Hilbertraums des Spins als Spinoren, der Hilbertraum des Spins heiflt auch Spinorraum. In der hier
betrachteten nichtrelativistischen Quantenmechanik besitzen die Spinoren zwei Komponenten, die Dirac-
Spinoren der relativistischen Dirac-Theorie besitzen vier Komponenten (je zwei furr Teilchen und Antiteilchen).

Merkregel:

Ein Vektor geht bei einer Drehung um 2-7 in sich selbst Giber, ein Spinor in sein Entgegengesetztes.

4.2 Spin des Elektrons

Um die beim Stern-Gerlach-Versuch beobachtete Aufspaltung des Strahls der Silberatome in zwei
unterschiedliche Teilstrahlen erkldren zu konnen, muss angenommen werden, dass Elektronen zwei
unterschiedliche Zustdnde beziglich des magnetischen Dipolmoments einnehmen kdnnen. Deshalb missen die

Spinoren S der Elektronen ein Duplett bilden, d. h., es muss s=% gelten, damit S, bzw. mg jeweils zwei

bzw. m; =+

unterschiedliche Werte besitzen: S, =+

NS
N~

Fazit: Elektronen sind Fermionen, da sie den Spin % besitzen.

Da alle Elektronen den gleichen Spin besitzen, kann der Spinor als |s, m5> =

%, m5> geschrieben werden. Die

beiden mdglichen Spinzusténde des Elektrons werden folgendermafen gekennzeichnet:

11 1 i
‘§,+§>:|¢>=|+>=[Oj ... Spin up, (4
1 1 0 .
‘E,_§>:|¢>:|_)=(J ... Spin down, (Q48)
[+) ... beliebiger Spinzustand. (Q49)

Bei den folgenden Berechnungen verwenden wir die aus (Q47) und (Q48) folgenden Beziehungen

(£]+)=1und (+|F)=0. (Q50)
_2 _

Wir ermitteln die Matrixdarstellungen fiir die Operatoren Sz, S , S+, S, Sx, Sy und S.

Damit die Position der Matrixelemente festgelegt wird, verwenden wir fur die Zustande (s, m;| bzw. |s, m;)

die Tupel (<E 1 <1 —ED bzw. [1£> 1 —E>j.AuBerdem berticksichtigen wir, dass s=s"=1/2 gilt.
2 21\2 2 22
Matrixdarstellung fir S,

2" 2

Aus (Q43), d. h. <5'l mé|SZ |s, ms> =h+Mg -8 S e , erhalten wir:
<s’,m§|Sz|s, ms>:h'ms'5ss"5msmg |5:S,:1/2,

1
<E, mé S;

1
Ex ms>=h'ms '5msmé.
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Damit ergibt sich z. B. die Komponente Sz11:

=—:011 =—.
2 55 2

11>h h

Losungsweg fir die Komponente S;11 mit (Q50):

11,11\ /11 |11 1/1 111\ & h
O - DA B CR N P
22/ \2'2|""[2"2 2\2'2|2"2/ 2 2

2'2 1
Die anderen Komponenten werden mittels (Q50) bestimmt:

11 1 1 1
S =(=, = —, —=)=h|-=|(+l-)=0,
212 <2 2 2 2> ( 2)< (|)>

1 1
Sz,21=<§,—§

z

Sz

Ergebnis: S; = n2 0 _nflo0g n (Q51)
9SSz = g )7 2700 1) T2

2
Matrixdarstellung fir S
.2
Aus (Q44), d. h. (', m{[S s, mg)=h*-5-(5+1)- O - S, . erhalten wir:

.2

(som([S |s,mg)=h?5-(s+1)-O Oy [s=5"=12,
2

<1’mé S 11m5>=%'h2'5

2 mgm -
Damit erhalten wir die Matrixdarstellung:

_2 _2
311=<1,1 S 1,1 =§-h2-§11=§-h2,
2 2 2 2/ 4 > 4
2 2 _2 2
812 :<1’£ 1,_3 :0’ 5212<1,—l lll :O,
2 2 2 2 2 2 2 2
2 2
322:<£,_1 E,_l :E.hz S _3 K2
2 2 2 2 ,,,%
2 (3.m%/4 0 10 .
Ergebnis: S = / =§-h2-( J=§‘h2'12><2. (Q52)
0 3-n2/4) 4 0 1) 4

Seite 14 von 26



Bonusmaterial flir Wagner, J: Erste Schritte in die Theoretische Physik, 2. Auflage, Kap. 4

Drehimpuls und Spin

Matrixdarstellung fir S-

Mit (Q46), d. h. S|s, m,) = h~\/s~(5 +1)—mg -(mg £1)-|s, mg £1), erhalten wir:

(s m([S.|s, m)=h-[s-(s+1)—mg (g +1) (s, m{|s, mg +1),

(s', m|S+|s, mg) :h~\/s~(s +1)—mg (Mg +1) -8y g Oy men [8=8"=1/2,

1 .1 3 .
<§'m$ S, E,m5>:h- Z_ms'(ms+1)‘5m;,ms+1'
11 ]11 3 13
Sea=(= 2ls. |2, 2 =p. [2-2.2. S, .=0,
+11<22+22> 4 2213
S+12:<1,l s, 1,_l>: §_(_1M_l+1j S, . =h,
2217272 4 2 11
22
1 1] |11 3 13
Seot=(=,—=|s, |2, =h-/ —————— §..=0,
Ha <2 217712 2> 4 22913
22
1 1] 1 1 3 ( 1)1
Sem=(= —=ls,|= -2V =n. Po[ -2 2.5, , =0
o <2 2112 2> 4 ( 2)2 =X

. 0 n 01
Ergebnis: S. = =h- .
00 00

Matrixdarstellung fir S-

S_ wird analog bestimmt wie S, .

Mit (Q46), d. h. S|s, m,) = h~\/s~(5 +1)—mg -(mg £1)-|s, mg £1), erhalten wir:

(s, m{[S-]s, ms>:h~\/s-(s+1)—ms~(ms—1)-<s’, mg[s, mg —1),

(s, mg|S-|s, mg) =h-\/s~(s+l)—ms (Mg =1) -8y Oy mea [5=5"=Y2,
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Matrixdarstellung fir Sy

Wir verwenden (Q42), d. h. S+ =Sx +i-Sy in den Darstellungen S, =Sx+i-Sy und S_ =Sy —i-Sy, um Sy

Zu bestimmen:
0 & 00
Sy = ;So = )
00 h o

0 n 01
Ergebnis: Sx =%( jzﬁ( jz:ﬁ«m. (Q55)

sx=%-(s++s,)

n o) 210, 2
Matrixdarstellung fur Sy

Sy wird analog aus S+ =Sx+i-Sy und S_ =Sx—i-Sy bestimmt wie Sx:

0 h 00
S+ = ;S = ,
(o oj (h oj
1 (0 A n -i(0 1) n(0 <\ &
Ergebnis: Sy = — - - .. _ . —_. . 56
roenis: >y =53 (—h oj 2.0 i (—1 oj 2[i oJ 2 72 (Q%6)

Matrixdarstellung fur S

1
Sy :E‘(SJr—S—)

Mit (Q55), (Q56) und (Q51) erhalten wir eine Darstellung von S :

Sx o1

— h h —

S=|Sy =5loz|=50 (Q57)
Sz o3

01 0 i 10
(Q57) enthélt die drei Pauli-Matrizen o1 =(1 Oj’ o2 =(i OJ und o3 =(0 J. Diese sind spurfrei und

wegen oi = o auch hermitesch. Die Vertauschungsrelation der Pauli-Matrizen ergibt sich aus (Q36):

. h
[Si,Sj:|=I~h-€ijk-Sk ‘SiZEO'i,

h 2 2 2 H h
[E-ai,i-oq}ZT-m Yo —T'Uj g :I-[ai, O'j:|=|'h'8ijk 'E'O'k ,
[Gi,O’j:|=2~i-8ijk'Gk. (Q58)
Fur den Antikommutator der Pauli-Matrizen gilt

{O'i,O'j}ZO'i'O'j+Uj'O'i=2'§ij'12><2. (Q59)
Die Begriindung von (Q59) erfolgt durch Nachrechnen, z. B.

lov,02f=01+02 40201,
L T VI ) P S LT P R
T T O L VY o PR L P e
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Sx o1
. . .2
Mit (Q57), d. h. § =| Sy :g o2 =g-cr,kann (Q52),d.h. § =
Sz O3
2 2 3
S :%-ZG?-G.,

Die Probe geht auf.

L

In Tab. 2 fassen wir die Matrixdarstellungen flr die Spin-Operatoren des Elektrons zusammen.

Tab. 2 Matrixdarstellungen fur die Spin-Operatoren des Elektrons

7 h? -1p.2, Uberpriift werden:

Gleichungen Matrixdarstellungen
&2 22 3 10y 3,
S |s,m)=nr%s-(s+1)-|s,m S 2.2, —2 12 00
[s.m;) [s.m:) 4" o 1) 8"
Szls,m.)=%-m,-|s, m
Z| S> s | S> S, o1
- ho—
S= Sy = (o] :E'G
S; o3

ol o

Si :Sxii'Sy

Erklarung des Stern-Gerlach-Versuchs

Unter Bericksichtigung der in Abschn. 4.3.5 meines hier betrachteten Buchs angegebenen Beziehung

Aly)=(A)-|y)

(Erwartungswert = Eigenwert = messbare Groiie)

ergibt

sich

aus

(Q35),

d. h.

eV :—%-(f+g-§):—%-(f+g~§), dass ein in z-Richtung abgelenktes 5s-Elektron, das kein

magnetisches Dipolmoment ﬁ[ besitzt, dennoch ein magnetisches Dipolmoment hat:

h

— . n) —
=t =-t2.g-(s.)-e, :ﬂ_;'g(iﬁ)ez S e, .

Fazit: Der Spin des Elektrons flihrt zur beobachteten Aufspaltung des Strahls der Silberatome.
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5 Bemerkungen zur Erweiterung des Hilbertraums

Um den Spin in die Quantenmechanik mit einzubeziehen, muss der urspringliche Hilbertraum, der z. B. durch
die Eigenzustande Ir) des Ortsoperators oder die Eigenzustande |5> des Impulsoperators aufgespannt wird, um

den (2-S+1)-dimensionalen Hilbertraum des Spins erweitert werden. Wenn der urspriingliche Hilbertraum
mit 7z (der Index B weist darauf hin, dass in diesem Hilbertraum die Bahnbewegung des Teilchens beschrieben

wird) und der Hilbertraum des Spins mit 7 bezeichnet werden, dann ist der erweiterte Hilbertraum 7 der
Produktraum 77 =74, ® 74 .

Die Zustdnde des Produktraums sind direkte Produkte (dieser Begriff kennzeichnet den Umstand, dass die
Faktoren aus unterschiedlichen Hilbertrdumen stammen) aus den Zustdnden der Unterrdume

lvio)=lw)gle)s mit |yip)e 7, |w)g € 7. l0)s € 7 .
Das direkte Produkt ist
o kommutativ, d. h., es gilt |y); |@)s =|@)s |¥)g .
o distributiv, d. h., fur [y)g = |w1) + @ |wa), Uund |0)g = Bi|o1)s + Ba|02) gelten
v 0) = an|ya; 0)+ s |wyi 0) und [ 0) = Bl 1)+ Bolvi 0s) -
Definition des Skalarprodukts auf dem Produktraum 7 :
W0 lvi o) =e(w'lW)g - s(@'9)s -
Definition einer Basis des Produktraums 77 :
Wenn {|ai>B} eine Orthonormalbasis (ONB) von 74 und {|,Bm>s} eine ONB von 7z sind, dann ist

{|ai;ﬁm>} eine ONB von 7/ . Deshalb sind jeweils die Bedingungen der Orthonormalitat und Vollstandigkeit
erfillt (dabei kann der Hilbertraum 7z; uneigentliche Zustandsvektoren enthalten und deshalb unendlich-
dimensional sein, wahrend der Hilbertraum 7 aus (2-S+1) eigentlichen Zustdnden besteht):

o Aus g(aj|a), =5(i, J) und §(B,|Br)s =y ergibt sich

<aj;ﬂn|ai;ﬂm> =B <aj |ai>B ) S<ﬂn|ﬂm>5 =5(i, j)'é‘mn :
e Aus ZIIO% B(ai|:is und > Bn)s s(ﬂm|:is ergibt sich

ZIZ'ai;ﬂm>B B<“i?ﬁm|:ZI|“i>B o(@|[® | B)s s(Bn|=1s ®1s =1.

| m 1 m
Entwicklung eines Zustands |1//; (p> des Produktraums nach Zustdnden der ONB {|ai ; ﬂm>} :
Analog zu (6.200), d. h. [y (1)) =>"c, (1)-|@,) =D (@, |w (1))@, ) gilt hier

n n
wig)= [ lei: Bu)les Bulwi 0).
I m
Analog zu (6.204), d. h. A:i-A-i:Z|(o,><go,|A|(pj><(pj|:ZA“--|(p,><(pj|, ergibt sich die algebraische
i i

Darstellung bzw. Spektralzerlegung eines Operators A auf 7 :

A:i.A.i:izj%;j?ai;ﬁm><ai; Bnl Al Bl By |-
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Operatoren, die nur auf den Unterraum 7z oder nur auf den Unterraum 7z wirken
Wenn der Operator Ag nur auf dem Unterraum 77 und der Operator Bs nur auf dem Unterraum 7z wirkt,
dann lassen sich Operatoren A und B bilden, die auf dem Hilbertraum % wirken:

A=Asls bzw. B=1gBs.
Fur diese Operatoren gilt:

e Matrixdarstellung:
(o5 B | Al aji Br) = s{ei | Alaj), - s(Bn (s |ﬁn>)s =g(ai|Alaj), - s(BnlBi)s = slai| Alaj), -
(@i Aol Blejs Bu) = aleil 18| @;), - s(Bn|Bs | Ba)s =(is §)- s(Bn|Bs|By)s:
e  Spektraldarstellung:
A=( Tl sl A ol s,
B =5 21n)s 5(nlBs 1) ol

e  Wirkung auf Produktzusténde:
Ay 0) = Rely)g|0)s =[w)glo)s =|vi o),
Bly: @) =|v)g Bslo)s =Iv)s|o)s =[wi).
Wegen der Wirkung auf Produktzustande vertauschen A und B im Produktraum, d. h., es gilt

[AB]=0.
Begrindung: [ A, B ]|w: ¢) = AB|w: 0) - BA|y: 0) = Alw: ) - Blwi 0) = |w: ) ~|wi 9) = 0.

Deshalb gelten u. a. folgende Beziehungen: [g, ?] = [5, B] = [5, E] =0.

Der Hilbertraum des Spins 7

2
Die Eigenzusténde |S, mS> zu S und S bilden eine zweckméRige Basis flr den Hilbertraum des Spins 7z .
Fir einen beliebigen Zustand |a)s € 7 gilt

S S
s = 3 [8.mg)-(S,msla)g = 3 [S,mg) e .

m5=—S m5=—S
Die (2-S+1) Komponenten (S, ms|a), = a, des Zustands |a)s € Zs lassen sich in einem (2-S+1)-
komponentigen Spinor anordnen:
(S, S|a) as
(s,5-1la) |_| a5,

(em,) =

(S, -$|a)s s
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Wegen (S, mg|S, mg) =4

msmg 1St dem Basiszustand |S, mg) der Spinor zugeordnet, dessen einzige von null

verschiedene Komponente in der mg -Komponente steht:

0

Anhang 1 Nachweis der Beziehung | Li, L | =i-h- &, - L

Es werden folgende Kommutatorbeziehungen verwendet, die wie in Beispiel 4.6 des Abschnitts 4.3.5
nachgewiesen werden kénnen:

[, Py [=xi-py=pjoxi=ichegy, (Q60)
[Xi,Xj}in-Xj—Xj-Xi=0, (Q61)
[P pj|=pi-pj—p;-pi=0. (Q62)

Aus (Q3), d. h. L= Fxﬁ , werden die Komponenten des Bahndrehimpulsoperators mithilfe des Epsilon-Symbols
dargestellt. An anderer Stelle? habe ich nachgewiesen, dass bei Berechnungen im euklidischen
Anschauungsraum die Beziehungen &’ =& und D= ej-(gx%) =1 gelten. Im Folgenden wird durchgangig
mit kovarianten Koordinaten (tiefstehenden Indizes) gerechnet. Dabei ist Uber doppelt vorkommende Indizes zu

summieren (Variante der Einstein’schen Summenkonvention). Laut (4.71) der in Fullnote 2 angegebenen Quelle
gilt:

1
L =B'8k|n X Py = Ejn X1 Py - (Q63)

In der folgenden Berechnung werden p,-Xm und p,-Xk mit (Q60) umgeformt, auBerdem wird (Q61)
angewendet, die Symmetrie des Epsilon-Symbols genutzt und es werden stumme Indizes vertauscht:

2 Wagner, J.: Einstieg in die Hochschulmathematik, Springer Spektrum, 2016.
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|:LivLj:|:Li'Lj_Lj'Li:gikl'Xk'pl'gjmn'Xm'pn_gjmn'Xm'pn'gikl'Xk'pl'
=z~ Ejmn - (X-(Py 3w ) Py xRy %k )y ) [Py Xm =i+ he iy + 0y
=‘9ik|'5jmn'(_i'h'5|m'xk'pn+Xk'Xm'p|'pn+i'h'5nk'xm'p|—(xm'xk)'(Pn'p|))!
=i &g (71O Xk~ P+ XX By Py 1R Sy X By~ XX+ Py - Py ).
:—i'h'gim'5jmn'(5|m';k\'p/n\—5nk'xfm\'p| '
:—i'h'(gikl‘gj|n'x,k\'p/n\_5ik|'8jmk'x,m\' Pi )
=i-h ik,~e,jn-fk\-p/ntgi,k-sjmk~><’m\~p/,y [vorn k <> 1, hinten | <> n,

e
I.h.(g“k ’gkjn - X - pn_gink 'gjmk *Xm - p/n—)\ |h|nten m(-)l,
e

—

=11 &y - Eign - X1 Py — Eink ~ Ejik - X1 - Py )

[Liv Lj :i'h'(gilk “Eijn ~ Eink '5j|k)'xl “Pn-
Mit (4.195) der in FuBnote 2 angegebenen Quelle kann der Term in der Klammer umgeformt werden:
€ilk “€kjn ~ €ink “€jlk = €kil “Ekjn ~ Ekin " Ekjl 1
:(5,1 “On =0 '5ni)—(5ji “On =0 '5"),
=5jn -0 —5j| “Oni =0y '5nj _5j| “Oni»
= &kij *€kine
€ilk * €kjn ~ €ink " €jlk = Eijk “Ekin-

Einsetzen dieses Ergebnisses in die Hauptrechnung ergibt mit (Q63) die Behauptung:

[Li, I—J:|:i‘h'5ijk'(5kln'x| : pn):i'h'gijk'Lk' (Q64)
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_2
Anhang 2 Nachweis der Beziehung |:|_i, L }z 0

2 2
Um [Li, L }: 0 nachweisen zu kénnen wird zunédchst L bestimmt:

2 3 2 2 2 2 2 2 2
L =>Li=li+lo+Lls=Lx+Ly+L:.
i=L

Losungsweg 1: Nutzen der Kommutator-Algebra®

Unter Verwendung von (Q64), d. h. |:|_i, Lj } =i-h-gy Lk, gilt:
2 2 2 2
{LX,L}:[LX,LX}{LX,LJ{LX,Lz} |[a,b-c]=[ab]c+b[a,c],

:(MLX+LXMJ+[MLy+LyMJ+[MLZ +Lef L e ),

—
0 0 ihLz i-h-Lz —i-hrLy —i-h-Ly

|:Lx, ﬁ:i-h'LzLy-‘th'LyLz—i'h~LyLz—i~h-LzLy =0.

2 _2
Die Beziehungen |:Ly, L }z 0 und |:Lz, L }z 0 ergeben sich analog.

Losungsweg 2: Rechnen mit dem Epsilon-Symbol*

Der zweite Losungsweg ist wesentlich umfangreicher als der erste. Ich fihre ihn dennoch an, da er lehrreich ist
und weitere nutzliche Zwischenergebnisse liefert.

Mit (Q63) und den eingangs genannten Beziehungen ergibt sich (im Ansatz wird auch Uber die Variable i
summiert, da sie doppelt vorkommt):

2
L = &jc - Xj* Py &iim - X1 - Ppy |gijk “Eilm = O Ok — O * O

:Xj.(pk.xj).pk_xj.pk.xk.pj ‘pk.xj :_i.h.5kj+xj.pk'
=_i'h'5kj‘Xj'pk+xi'XJ'Pk'pk_xi'(pk’xk)'pj ‘pk'xk:_i'h'5kk+xk'pk’

:_i'h'xi'pj+xj'xj'pk'pk+i'h'5kk'xi'pj_xj'xk'(m |64 =3,

:Z'i'h'xj‘pj+Xj'Xj'pk'pk_Xj'(Xk'pj - Py xk.pj :i'h'é‘jk_i_pj'xk!

— T — ——

— e~

:i'h'xj'pj+xj'Xj'pk’pk_xj'pj'xk'pkv

=2 A =82 =P~ (rn =
L =i-A-rep+r -p —(rﬂ%

3 Die Ausfihrungen orientieren sich an folgender Quelle der TU Dresden: Timm, C.: Vorlesungsskript
Quantentheorie 1. Skript QT1.pdf (tu-dresden.de) (2023). Zugegriffen: 11.05.2023.

4 Die Ausfuhrungen orientieren sich an folgender Quelle der Uni Frankfurt: Rischke, D.: Vorlesungsskript
Quantenmechanik I. Skript QM_I.pdf (uni-frankfurt.de) (2011). Zugegriffen: 11.05.2023.
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Zur Berechnung des Kommutators |:|_i, L } ist Kommutator-Algebra erforderlich:

2 A . a2 _2 (an _\2
|:|_i,L }:{Li,i-h-r-pﬂ p —(r-p) }

=i-h-[Li,?-B}{Li,?251—@“(?-5)1 |[a,b-c]=[a,b]c+b[a,c],

|:Li,E2:|:i-h‘|:Li,?-Bj|+|:Li,?2]BZ+?2{Li,62:|—[Li,?-B:I?-B—?OB-[U,?'B] (Q65)
Die verbleibenden Kommutatoren werden in Nebenrechnungen bestimmt.
NRL: |:Li,?-6:|
Zundchst ergibt sich
[Li,?-6:|:|:Li,Xj~pj:|=[Li,Xj]pj+Xj-|:Li, ;|- (Q66)
Die soeben erhaltenen Kommutatoren bestimmen wir separat:
NRL1: [ Li, x; |
[Li,xi]:[t‘fikl‘Xk'phxi]:gikl'(xk'(m'XJ)_Xi'Xk'p|) ‘D|'XJ=—i~h~5u+Xj~pw
=&y ~(—i-h~5|j Xk + Xk - Xj - P —(Xj -xk)- p,) ‘Xj Xk =Xk * Xj,
=—i-h-0jj &g - Xk =—1- - - Xk,
[Li,xj-]:i~h-gijk~xk; (Q67)

NR1.2: [Li, p; |

[Li, pj]:[gikl Xk Py pj]:gm '(Xk'pl'pj_(pj .Xk).pl) ‘D,- X =—i-h- Sy Xk P,
=&y '(Xk'pl'pj Fi-h-Sypy —Xk-(pj~P|)) ‘pj'pu ST
=BGy G Py =1 gy - Py,
[Lispy =gy b (Q68)
Einsetzen von (Q67) und (Q68) in (Q66) ergibt
[Li.?-ﬂ{Li,Xj]pﬁxj ~[|—i, p,},

=Ih8IJkapJ+IhSIJkX]pk =Ih6‘”kapJ+lh8|kJkaj :lh(ﬁ'”k +8|kJ)kaJ,
[N ——

0

[Li,?-ﬁ}:o. (Q69)
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NR2: |:|_i, r }

Es wird (Q67) verwendet, d. h. |:Li, x,—]: Li-Xj—Xj-Li=ih-gj X

() (),

=i-h-gc X Xj+Xj-LioXj+i-A gy Xj-Xe =X - Li-Xj,

:i.h.gijk - Xk X] +i'h'8ikj XkXJ =i-h~(€ijk+8ikj)~Xk'Xj,
| ———

{Li,ﬂ:o_
wus]

Es wird (Q68) verwendet, d. h. [Li, pj:|= Lip;—p;Li =i-h-gy - py:

{Li.52}=(Li'pj)’pi_pJ'(pj'Li)‘

=i-h-gy- P Pj+Pj-Li-pj+i-h-gy-pj-p—Pj-Li-pj,

0

=i-hgjo Py PjHi-hegyg- PP =i'h'(5ijk +5ikj)'pk'pj7
| S

0
r 2
Li, p }: 0.
Mit (Q69), (Q70) und (Q71) ergibt sich aus (Q65) tatsachlich

B .2
Li, L }=0.

Anhang 3 Beziehungen fur die Leiteroperatoren

Aus der Definition der Leiteroperatoren
L+ =Lxxi-Ly

ergeben sich

(L) =L und (L) =L

(Q70)

(Q71)

(Q72)

(Q73)

(Q74)

Mit (Q64), d. h. |:Li, L,—]:i-h-gijk-Lk,erhalten wir [Lx, Lx]z[Ly, Ly}:o und [Lx, Ly]:i-h-Lz. Damit

lassen sich unter Nutzung der Kommutator-Algebra nitzliche

Produktdarstellungen herleiten:

(Lo L ]=[ Lt Ly, Loy |,

=[] [l Ly i [ Ly, L Ly 1y

:_z.i.[LX, Ly] ‘[Lx, Ly]:i~h~Lz,
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[L+,L,]:z.h.Lz; (Q75)

(Lo e = Lativly, L | =[ Lo L |2 Ly, e,

:-i-h-Lyii-(i-h-Lx):-i.h.Lym-Lx =$h~(ini-Ly),

[Li, Lz}m.Li bzw. Lils; —LyLs =Fh-Ls; (Q76)

[Li, Lz}[ini.Ly, Lz]

=l:|_x, Lz}_ri.[Ly, LZ} ‘[Li, L2}=O wegen (Q72),
[Li, Lz}:o bzw. LeL’ —L°Ls =0; Q77)

Lo Lo = (Lt Ly ) (Lx=i-Ly),

S Lf—irLeLy+iLy Lyt Ly,

=L§+L§—i-(Lx-Ly—Ly-Lx),

_ L§+L§—i-[Lx,Ly} ‘[Lx,Ly]:i-hLz wegen (Q64),
Lelo=Le+ly+h-Lo=L —Lo+h-L,; (Q78)
Lo = (Le—ieLy ) (Le+ioLy ),

2 2
=Lx+i'Lx'Ly—i'Ly'Lx+Ly,

=L§+L§+i-(Lx-Ly—Ly-Lx),

- L§+L§+i-[Lx,LyJ ‘[Lx,Lszi-h-Lz wegen (Q64),

2 2 2 2
LoLy =Lx+Ly—h-L;=L —L;—h-L,. (Q79)

Anhang 4 Wirkung der Leiteroperatoren

Ansatz 1: L+ |l, m)=f,_(m,1)-|l, m+1) mit einer reellwertigen Funktion f, (Q80)

Durch Adjungieren ergibt sich unter Nutzung von (Q74), d. h. LI:L_, und Beachtung, dass f, eine
reellwertige Funktion ist:

domLl = met] £ (1) L=l =t

(Im|L-=(l, m+1-f_(m,1). (Q81)
Die Multiplikation von (Q81) und (Q80) ergibt

(I, mlL-Le |ty my= (I, m+1|- £2(m,1)-[l, m+1)= £2(m, 1)-(I, m+1]l, m+1),

(I m|L-L¢ |1, my= 7 (m,1). (Q82)
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Mit (Q79),d. h. L_L: = i nL, ergibt sich unter Nutzung von (Q26), d. h. L [Im)=7%-1-(1+1)-|Im),

und (Q11), d. h. Lz|Im)=7-m-|Im):

(domLLe [t my =, m] (L2 = L2 =L m),

= 1] (L2 1, m)) {1 ml (e Le 1, m)) - (1, m (e 1, m)),
=1%-1-(1+2)-(1, m|l, m)—= 7 -m? (I, m|l, m) =~ -m- (I, m|l, m),

(I, m{L-Le |1, my=72-(1-( +D)-m-(m+1)).

Durch Gleichsetzen von (Q82) und (Q83) und Radizieren ergibt sich

f,(m1)=nr-yI-(1+D)-m-(m+1) .

Ansatz 2: L-|I, m)=f_(m,1)-|I, m—1) mit einer reellwertigen Funktion f_

Eine analoge Betrachtung ergibt f_:
(mlLl =1, m=1]- £F (m,1) (A
(ILmLy =(I,m=1]- f_(m,1).

Die Multiplikation von (Q85) und (Q86) ergibt:

(,m|LseLo|l,my= (I, m=1]- £2(m,1)-[l, m=1) = £2(m,1)-{I, m-1|I, m-1),

(I, m|Ls L[, m)=£2(m,1).

(Q83)

(Q84)
(Q85)

(Q86)

(Q87)

.2
Mit (Q78),d. h. L+L- = L Lvn Ly ergibt sich unter Nutzung von (Q26), d. h. L |Im)=#-1-(1+1)-|Im),

und (Q11), d. h. Lz|Im)=7-m-|Im):

(oL L[l m) =1 ml(L2 = L)), mY,

= om{(L2 [ m) =1 m{(Lo L |1 m))+ -0, m](Le |1, m)),

=1%-1-(1+D)-(1, m|l, m)=7* -m? (I, m|l, m)+ 4% -m-(1, m|I, m),
1 1 1

(mlLeL-[l,m)=2%-(I-(1+1)-m-(m-1)).

Durch Gleichsetzen von (Q87) und (Q88) und Radizieren erhalten wir

f (m1)=nr-\I-0+D)-m-(m-1).

(Q84) und (Q89) lassen sich zusammenfassen zu

f.(mD)=n-Jl-(1+1)-m-(m+1) = - \[(IFm)-(1 +m+1) .

Ergebnis: Lz |l m):h-\/l«(l+1)—m~(mi1)-|l, mil)=h~J(I$m)~(Iim+1)~|l, m=1).
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