Bonusmaterial flir Wagner, J: Erste Schritte in die Theoretische Physik, 2. Auflage, Kap. 4
Grundzige der relativistischen Quantenmechanik

Grundzuge der relativistischen Quantenmechanik?!

1 Von der Schrodinger-Gleichung zur Klein-Gordon-Gleichung
Die Schrodinger-Gleichung

2

E W(F,t)z(;—erV(F,t)j w(r.t)=Hy(r,t) mitE =i-h-§ und 6=?v (D1)

besitzt neben ihren Vorziigen folgende Méngel:

e  Die Schrodinger-Gleichung ist nicht Lorentz-invariant, da die Ableitungen nach der Zeit und dem Ort nicht
die gleiche Ordnung haben.

2 —_—
e  Die Schrodinger-Gleichung erfillt nicht die relativistische Energie-Impuls-Beziehung E—2 = p2 +m?.c?,
c
d. h., sie ist nur dann verwendbar, wenn die Geschwindigkeit des Mikroobjekts wesentlich Kkleiner als die
Lichtgeschwindigkeit ist.

Um dem zweiten Mangel abzuhelfen, wird das Korrespondenzprinzip

E:i-h~2 < E,
p==V o p

i
auf die relativistische Energie-Impuls-Beziehung angewendet:
E2 —2 2 2 ‘ 8 g g h
—=p +m°-C E->E=i-h-— p>p=-V,
2 ot p—>p |

0 - ? E
2 22 2 2 2
. W(r,t)-(__v o jy/(r,t),
o(c 1)’ i?

2 2 .2
( 9 5 —A+m 20 ]z//(r,t):o ... Klein-Gordon-Gleichung. (D3)
a(c-t) h

Die Klein-Gordon-Gleichung ist Lorentz-invariant und erfiillt die relativistische Energie-Impuls-Beziehung. Diese
Gleichung ist fur die Beschreibung von Bosonen (Mikroobjekte mit Spin null) geeignet, z. B. Pionen, Kaonen.
Allerdings erfullt sie die Kontinuitatsgleichung nicht so, dass sich deren skalare GroRe als
Wabhrscheinlichkeitsdichte interpretieren lasst. AuBerdem beschreibt sie die Bindungszustande des Elektrons im
Wasserstoffatom nicht korrekt (lediglich die Bindungsenergie -13,6 eV des Grundzustands wird richtig
modelliert), da sie den Spin des Elektrons nicht erfasst.

Die genannten Méangel veranlassten Dirac, nach einer Gleichung zu suchen, die Fermionen besser modelliert.

! Die Ausflihrungen orientieren sich an folgenden Quellen:

Abschn. 1 bis 2.2: Gros, C.: Uni Frankfurt. Vorlesungsskript Quantenmechanik 2.
https://itp.uni-frankfurt.de/~gros; all.pdf (2022). Zugegriffen: 03.04.25.

Abschn. 2.3: Rischke, D.: Uni Frankfurt. Vorlesungsskript Theoretische Physik VI. Skript QMII_SoSe2016.pdf
(2016). Zugegriffen: 03.04.25.

Soff, G.1: Uni Dresden. Vorlesungsskript Quantenfeldtheorie. FB10 - Quantenfeldtheorie (2002). Zugegriffen:
03.04.25.

Seite 1 von 21


https://itp.uni-frankfurt.de/~gros
https://itp.uni-frankfurt.de/~gros/Vorlesungen/QM_2/22_relQM.pdf
https://itp.uni-frankfurt.de/~drischke/Skript_QMII_SoSe2016.pdf
https://www.uni-kassel.de/fb10/institute/physik/studium-und-lehre/e-learning/quantenfeldtheorie

Bonusmaterial flir Wagner, J: Erste Schritte in die Theoretische Physik, 2. Auflage, Kap. 4
Grundzige der relativistischen Quantenmechanik

2 Elemente der Dirac-Theorie

2.1 Dirac-Gleichung fir ein freies Mikroobjekt

Zunéchst wird eine Gleichung fiir ein freies Mikroobjekt gesucht, d. h., es wird der Fall betrachtet, dass keine
auBeren Felder auf das Mikroobjekt einwirken.

Die gesuchte Dirac-Gleichung soll folgende Eigenschaften besitzen:

e  Die Dirac-Gleichung soll Lorentz-invariant sein. Deshalb miissen die Ableitungen nach der Zeit und dem Ort
die gleiche Ordnung haben (gewahlt wird die Ordnung eins).

—2
e Die Dirac-Gleichung soll die relativistische Energie-Impuls-Beziehung E2=c?.p +m?.c* erfllen.

«  Die Dirac-Gleichung soll von ebenen Wellen y (¥, t) = A-e"(P""E1/%) gelast werden,

e Die Dirac-Gleichung soll die Kontinuitatsgleichung so erfiillen, dass sich deren skalare GroRe als
Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren lasst.
o Die Dirac-Gleichung soll die beiden experimentell gemessenen Spinzustande fur Elektronen beschreiben.

Fir die Dirac-Gleichung wird folgender Ansatz gewahlt:

El//(F, t): i~h~w:(C.&.B-fﬂ.m.cz)v/(at): H pirac !//(F,t) (D4)

... Dirac-Gleichung fur ein freies Mikroobjekt (Formulierung als Operatorgleichung).
Die Gleichung (D4) wird etwas salopp auch als ,,freie Dirac-Gleichung* bezeichnet.

Die Variablen haben folgende Bedeutung:

E=i ~h~g Energieoperator,
ot
i imagindre Einheit,
h reduziertes Wirkungsquantum,
17 Wellenfunktion, Zustandsfunktion,
r Ortsvektor,
t Zeit,
c Lichtgeschwindigkeit im Vakuum,
a=(ay, 0, ) Vektor von Matrizen, deren Elemente imaginare Zahlen sind,
Py 0 \%
- nl ot
p=|p, |= T 0y |= T vV, Impulsoperator,
Ps O3 Vs
Matrix, deren Elemente reelle Zahlen sind,
Ruhemasse des Mikroobjekts,
H pirac Dirac-Operator.

Schritt 1: Bestimmung der Matrizen ¢; und 8

Zunéchst wird aus der Operatorgleichung (D4) mit einem Trick eine GroRengleichung erarbeitet. Da Ableitungen
nach der Zeit und dem Ort nach dem Satz von Schwarz vertauscht werden diirfen, kommutieren die Operatoren E

und p sowie E und Hopinc, d.h., es gilt [E,B]:[E, HDirac:|=0. Deshalb besitzen diese Operatoren ein
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gemeinsames System von Eigenzustanden (ein vollstandiges Orthonormalsystem, d. h. ein VONS). In diesem
VONS gelten folgende Eigenwertgleichungen:

(coE-B+ﬁ~m~cz)w:(c~5-6+ﬂ-moc2)y/. (D6)
Einsetzen von (D5) und (D6) in (D4) ergibt eine GroRengleichung, die fir Berechnungen niitzlich ist:
E-w=(c-aep+p-m-c?)y (D7)
... Dirac-Gleichung fur ein freies Mikroobjekt (Formulierung als GréRengleichung).

Fazit: Das Korrespondenzprinzip (D2) gilt in beiden Richtungen!

Um die Matrizen ¢; und g bestimmen zu kénnen, wird (D7) formal umgeformt:

OZ(C'&°B+ﬂ'm'CZ_E)‘//:(HDirac _E)V/ |(HDirac +E)"
OZ(HI%irac - HDirac ‘E+E- HDirac _EZ)V/ | HDirac ‘E= E'HDirac'
OZ(HI%irac _EZ)V/-

Die letztgenannte Beziehung soll fiir alle Lésungen - gelten, deshalb ergibt sich

SV, 2 ! —2
HEe =(c-aep+p-m-c?) =E?=c?-p +m?-c*.
Die letztgenannte Gleichung wird in Anhang 1 umgeformt zu

3

i=1

M

Il
LN

2

—2 c
ct.p 4+m?.ct==.
2 i,]

Durch Koeffizientenvergleich ergeben sich folgende Beziehungen fur die Matrizen ¢; und £

a,ai\ = ea; +aica=2-6-1y,d h gea =1y und o=, (D8)
{' J} [ ] J ! ij =N i i N

o, By =i+ peo; =0y, (D9)
pZ=1y,d.h p=p" (D10)

Dabei sind 1, bzw. Oy die N-dimensionale Einheitsmatrix bzw. Nullmatrix.
Aus diesen Beziehungen lassen sich weitere Eigenschaften der N x N -Matrizen ¢; und g folgern:
e  Aus (D9) ergibt sich:

Beai=—aj+f=(-1y)ea;+f  |det,

det B-deto; =(~1)" -det e, -det 3.

Die Matrizen ¢; und £ sind regulér, denn sie besitzen jeweils eine Inverse, die nach (D8) und (D10) mit

der jeweiligen Matrix Ubereinstimmt. Deshalb sind die Determinanten dieser Matrizen ungleich null und es
folgt:

1=(-D" ... Die Dimension N der Matrizen ist gerade.
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e  Fir die Spur der Matrizen gilt mit (D8) bis (D10) sowie der Vertauschbarkeit von Faktoren bei der
Spurbildung:

Sp (e -ﬁ-ai)=8p(ai “a; ~ﬁj =Sp(8)

In

Sp(a;+Bea;) =Sp(ay+(~; B)) =_sp(ai q; 'ﬁ) =-Sp(8) =S(£)=0,
Sp(ﬂ’ai ‘ﬂ) :Sp(ﬂ'ﬁ'aijzsmai)
" = Sp(e;)=0.

Sp(Beai+f)=Sp(B+(-B+a; ))=—Sp(ﬁ-ﬂ-aiJ=—Sp(ai)
In
... Die Spur der Matrizen ist jeweils null.

Die Bedingungen (D8) bis (D10) und die beiden weiteren Eigenschaften legen die Matrizen ¢; und £ noch nicht
eindeutig fest. Verbleibende Freiheiten werden genutzt, um weitere Vorgaben fur die Matrix g zu formulieren:

Die Matrix g soll eine Diagonalmatrix mit reellen Eigenwerten sein.
Damit ergibt sich aus der Eigenwertgleichung dieser Matrix:
Bv=Av |,

BeBev=2-feV,

1 AV
v=A%-v,
22=1 |Areell,
4 =+,

Wegen der Spurfreiheit der Matrix g missen die Eigenwerte +1 und —1 in gleicher Anzahl in der

Hauptdiagonalen stehen. Es wird festgelegt, dass alle Eigenwerte +1 oben und alle Eigenwerte —1 unten stehen.
Deshalb besitzt die Matrix g folgende Form:

1 0

: 1 Ingz  Onp
ﬂ: = O 1 .
N2 TINj2

Da die Dimension der Matrix £ gerade ist, wird zunachst gepruft, ob es sich um eine 2x2-Matrix handeln kann.
In Anhang 2 wird gezeigt, dass dies nicht mdglich ist, da sich in diesem Fall fir g die Nullmatrix ergeben wiirde.
Zielfuhrend ist folgender Ansatz einer 4x4-Matrix:

100 0
g0 L0 0 (12 O o1
00 -1 0] (0, -1,/
00 0 -1

Fir die Matrizen ¢; wird mit den Pauli-Matrizen o; experimentiert. In Anhang 3 wird nachgewiesen, dass
folgende Matrizen alle Bedingungen erfullen:

Seite 4 von 21



Bonusmaterial flir Wagner, J: Erste Schritte in die Theoretische Physik, 2. Auflage, Kap. 4

Grundzige der relativistischen Quantenmechanik

0 001
0010 0, o 0, 1,) . 01
0100 o 0, 1, 0O, 10
1000
0 0 0 i
0 0 i O 0, o, 0, 1,) . 0 —i
062 = . = = 0-2 . mlt 0-2 =1 . y (D13)
0 -i 00 o, 0O, 1, O, i 0
i 0 0 O
0 01 0
0 0 0 -1 0, oy 0, 1,) . 10
1 0 0 O oy 0O, 1, 0O, 0 -1
0 -1 00
Formal gilt fiir den Vektor der ¢; -Matrizen:
— 0, 1 0, 1 0, 1
a:(al,az,a3)=(o'l-(122 Ozzj,o'zo(lzz 022),0'30(122 022]], (D15)
- 0, 1,) — (0, 1 0, o
a:(al,UZ,O'S)-( 2 2}::0—.( 2 2}: 2 9 (D16)
I, O, I, O, o 0,
In der letztgenannten Gleichung wurde der Vektor der Pauli-Matrizen o = (01, 05, 03) definiert.
Fur die Wellenfunktion gilt
L4
Y= V2 ... Wellenfunktion, Dirac-Spinor. (D17)
Vs
L

Die Bezeichnung Spinor weist darauf hin, dass sich dieses Objekt bei einer Drehung um 2-7 in sein
Entgegengesetztes transformiert, wéhrend ein Vektor bei dieser Operation in sich selbst iibergeht.

Durch Anschauen bzw. Nachrechnen werden folgende Beziehungen bestétigt:

o =a; und o] =o, und g1 =4, (D18)
0j*0] =i-e™ .o, +3; 15, (D19)
[Gi,O'j:|=O'i *0j =00 :(i~£ijk Oy + 55 -le)—(i~8jik Oy +Jji -]2) |£jik :—gijk,é'ji =G,

[ai,aj]=2~i'gijk'0'k. (D20)

Das Epsilon-Symbol ist folgendermalen definiert:

123 231 312 132 213 8321

gl =g ==l e =" = :—1,gijk:080nst. (D21)

Beispielsweise gelten:
(0 1) (0 i) (i O i 1 0 i
a2 71 0 li o) lo 4) o 1)
(0 i) (0 1 i i
72T o)1 o R
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Zwischenstand:

Die Dirac-Gleichung besitzt folgende Eigenschaften:

—2
o  Sie erfullt die relativistische Energie-Impuls-Beziehung E2=c’®.p +m?.c*.

e Sie wird von ebenen Wellen y(r,t) = A-e" (P-4 gelsst,

e Es kann gezeigt werden, dass sie die Kontinuitétsgleichung so erfullt, dass sich deren skalare Grole als
Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren lasst.

Noch zu betrachten:

e  Die Dirac-Gleichung soll die beiden experimentell gemessenen Spinzustande fir Elektronen beschreiben.

e Die Dirac-Gleichung soll Lorentz-invariant sein.

Schritt 2: Losung der Dirac-Gleichung fir freie Mikroobjekte

Die Wellenfunktion der Dirac-Gleichung besitzt vier Komponenten. Da sie eine ebene Welle darstellt, hat die
Amplitude dieser Welle ebenfalls vier Komponenten, die unabhangig von r und t sein sollen. Die Komponenten
der Amplitude dieser Welle diirfen von p bzw. wegen p=7-k von k abhéngen (um Verwechslungen mit dem

Impulsoperator 6 auszuschlieBen, wird k benutzt). Es wird sich als gunstig erweisen, die Amplitude der
Wellenfunktion in Komponentenpaare aufzuteilen:

v [AK)

v = Vo |_ AQ(R) .ei»(-p-F—E-t/h) ::[a(E)J.ei-(—p-FE-t/h) (D22)
Vs %(R) b(k)
Va) A, (k)

o (a®]_(A) e (k) (AK)

mit alk) = az(R)J{AZ(R)J nd oK) _[bZ(R)J_[AAR)}

0, -1 c

. . . o I, 0;) - [0 o
Einsetzen in (D7) ergibt unter Beruicksichtigung von (D11) und (D16), d. h. g = , Q= o :
| a [ 2

E-w=(c-asp+p-mc®)y |p=tk,

' a(k)
b(k)

m
s3]
—~
~1
~—
Il
o
St
Q|
.

(D23)

m
o
—~~
i
~—
Il
o
S
Ql
L]
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Die zweite Gleichung des Gleichungssystems wird nach b(k) aufgeldst, das ergibt

b(R)zcE'h'—g'E-a(R). (D24)
+m-C

Dieses Ergebnis wird in die erste Gleichung eingesetzt:

E.a(R)zc.h.g.R.MU.—W+m.cz.a(R) |.(E+m.c2),
E+m-c

E2.a(k)+m-c2-E-a(k)=c?-#? (cK) -a(k)+m-c?-E-a(k)+m?.c*-a(K),

(E2-m?.c*)-a(k)=c? - 7% -(-K)" -alK). (D25)

In Anhang 4 wird nachgewiesen, dass die Beziehung (oreu)(c+v)=uev-1,+i-c+(uxv) gilt. Fir u=v=k
ergibt sich:

(5+K)+(c+k)=(c k)" =K 1,. (D26)

ooy (a)) (1o fal))
Formal gilt a(k)_{az(@] [0 1) [az(k)J_lz a(k).

Einsetzen der letztgenannten Beziehung und von (D26) in (D25) ergibt:
(E2-m?.¢*)-1,.a(k)=c? - 72 Kk’ 1,-a(k).

Da die Berechnung flr beliebige a(k) gelten soll, ergibt sich

\2
Ezi\/cz-(h-k) +m?.c*. (D27)
Interpretation:

Dirac betrachtete das Vorkommen negativer Energie nicht als physikalisch sinnlos, vielmehr postulierte er, dass
alle Zustande mit negativer Energie mit Elektronen besetzt sind (Dirac-See). Durch Energiezufuhr, z. B. iber ein
Gammaguant kann ein Elektron aus dem gebundenen Zustand herausgeldst werden. Dabei hinterlésst es im Dirac-
See eine Licke, die wie ein Antiteilchen wirkt, d. h., das Gammaguant bewirkt die Entstehung eines Teilchen-
Antiteilchen-Paares.

Um von den Eigenenergien (D27) zu Eigen-Zustandsfunktionen (D22) zu gelangen, wird ein Komponentenpaar
der vierkomponentigen Amplitude festgelegt und damit das zweite Komponentenpaar bestimmt. Fir die

1 0
Festlegung des Komponentenpaars werden zweckmaRigerweise die Zustande IT) = (O] und [4) = (J gewahlt.

Diese Festlegung wird bei der Betrachtung des Mikroobjekts in einem Zentralfeld als Modellierung der Zustande
,»Spin up“ bzw. ,,Spin down* interpretiert werden.

—\2
Fall 1: Eigen-Zustandsfunktionen mit positiver Energie E = +\/c2 (n-k) +m?.c*

- alk .
Nach (D22) wird in y = A, (k)= [ E H {P=E4/1) gas Komponentenpaar a(k) wie beschrieben festgelegt
bk
und damit b(k) nach (D24) bestimmt. Das ergibt die beiden Amplituden
0
0 1

B und A (k)=N- T .
C-h-o K (1] + C-h-oK (0]
E+m-c® \0 E+m-c® (1
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Mithilfe des Faktors N werden die Amplituden normiert. Um diese Normierung fir A 4 (k) vorzubereiten, wird

dieser Spinor zundchst umgeformt:

1 1
- 0 0
A (k)=N- =N- .
C-h-(oy -k +0y-ky +03-Kg) [1j c-h " (1j+k (lj+k (1}
] —_— Yoyl Oy e +Onq®
E+m-c? 0 E+m-c2 | * “lo) 2 7%2(0) 2 2o
01 0 -i 1 0
Mit oy = ,0p = und o5 = ergibt sich daraus
0 i 0 0 -1
1
1 1 0
~ 0 0 .
AT(k)ZN =N- =N-. Lks
* c-h 0 0 1 c-h ks E+m-c?
5 kl' +k2. . +k3. — :
E+m-c i 0 E+m-c” (K +i-k; c-h ik
E+m.c2'( A2
Damit I&sst sich die Normierung realisieren:
1
0
=\t = c-h C-h . c-h
1=A, (k) -A (k):Nz(l 0 K ky—i-k j _Ch ,
+ + E+m-c? ° E+m-c? (ki =i-ky) E+m.c2 °
cC-h .
Eem )
2 ;2 2 42
1:N2~{1+0+ M e Ch 2-(k12+k22)J,
E+m-c? (E+m-c?)
2 2
1=N2-(1+ c”-h Z-kz],
(E+m-02)
2 2 - L
1-— N 2~((E+m-c2) +c2~h2~k2) |nk=p,
E+m-c?
2
1= N = E242.E-m.c2+m?-c*+c2-p° |,
(E+m-c?) 02
N%.2.E )
1= N2ZE (),
(E+m~cz)

N = E+m-c? .
\) 2-E

Fur v < ¢ (nichtrelativistischer Fall) ist das obere Komponentenpaar in (D28) wesentlich gréRer als das untere,

. c-h-oek _ c-oep

c-p cmv v
E+m-c? E+m-c?

d

m-c2 m-c® ¢

<1.
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. - . - . - 2 32 2 4
Fall 2: Eigen-Zustandsfunktionen mit negativer Energie E = —\/c (k)" +m?-c
a(k)
b(k)

festgelegt und damit a(k) mithilfe der ersten Gleichung des Gleichungssystems (D23) bestimmt. Das ergibt die
beiden Amplituden

Analog zum Fall 1 wird nun in y = A (k) ={ ]-ei'(B'F‘E't/h) das Komponentenpaar b(k) wie beschrieben

c~h~3—-R.(lj c~h-E-R.(OJ

. —_m-c2 |0 - _m-c2 |1

ALK)=N|E e und A | (K)=N-| E-MC . (D29)
0 1

p— . 2
Die Normierung liefert N =, /% >0,daE<Q0.

Fur v < ¢ (nichtrelativistischer Fall) ist das untere Komponentenpaar in (D29) wesentlich groRer als das obere.
2.2 Dirac-Gleichung fir Mikroobjekte in externen elektromagnetischen Feldern

Die Interaktion eines geladenen Mikroobjekts mit einem externen elektromagnetischen Feld wird als Kopplung
oder Wechselwirkung mit diesem Feld bezeichnet. Bei der minimalen Kopplung werden die einfachsten
mdoglichen Energieterme fur das elektrische und das magnetische Feld in die Operator- oder GréRengleichung zur
Beschreibung der Energiezusténde eines Mikroobjekts (z. B. Schrddinger-Gleichung, Dirac-Gleichung) eingefiigt.

Die fiir die Kopplung benétigten Beziehungen wurden im Buch erarbeitet:
o (2.23): E(r)=—grad o(r) ... elektrische Feldstirke, ¢ ist das Potential des elektrischen Feldes,
o (226): Ep (1) =V (r)=q-0(r) ... potenzielle Energie des elektrischen Feldes an der Stelle r ,
q ist die Probeladung,
1. Q

w-E T

o (2.27): go(F) = 2 ... Potential einer Punktladung Q im Abstand r

e (3.71): B=VxA ... Einfiihrung des Vektorpotentials A,
e (372: E=-VO —A .. Einfithrung des elektrodynamischen Potentials @
fir A=0 gilt E=-V®,d. h., in diesem Fall geht @ in ¢ Uber.

In der vorliegenden Quelle wird auf S. 103 die minimale Kopplung an ein elektromagnetisches Feld
folgendermalen realisiert:

E-inl 5 inlieal), (D30)
at ot

p=lv 5 My fAM. (D31)
| | C

Mit der Ladung q=—e fir das Elektron ist (D30) nachvollziehbar, doch bei (D31) tritt eine Abweichung zur

Definition des Vektorpotentials A im Buch auf, da in der hier verwendeten Quelle nicht mit SI-Einheiten
gearbeitet wird.
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Einsetzen von (D30) und (D31) in (D4) ergibt:

(Lh-%—e-@(?))w(?,t)=(c~5-(6—%-ﬂ(?))+ﬁ~m~c2jz//(F,t),

i~h.w=(c-5-(—p—gﬁ(aj+ﬂ'm‘cz +e-<D(F)jl//(F,t)= Hpirac v (1, 1) (D32)

Dirac-Gleichung fir ein Mikroobjekt in einem elektromagnetischen Feld (Formulierung als
Operatorgleichung).

In den nachsten Unterabschnitten werden die Sonderfalle der Dirac-Gleichung fur Mikroobjekte in einem
Zentralfeld und fiir nichtrelativistische Mikroobjekte betrachtet. Der zweitgenannte Sonderfall wird zur Pauli-
Gleichung fihren.

2.2.1 Dirac-Gleichung fur Mikroobjekte in einem Zentralfeld
Schritt 1: Modellierung des Spins fir Elektronen

Im Buch wird im Rahmen der nichtrelativistischen Quantenmechanik der Spin des Elektrons als zweckmaRige
Erweiterung des Bahndrehimpulses eingefiihrt, um das Ergebnis des Stern-Gerlach-Versuchs zu modellieren.

In der hier thematisierten relativistischen Quantenmechanik wird analog vorgegangen. Dazu wird ebenfalls vom
Bahndrehimpuls ausgegangen und eine Erweiterung zu einem Gesamt-Drehimpuls vorgenommen, dessen
Operator mit dem Dirac-Hamiltonian kommutiert, denn erst unter dieser Bedingung ist der Gesamt-Drehimpuls
eine ErhaltungsgroRe, fur die eine Drehimpuls-Quantenzahl definiert werden kann (s. S. 448 in meinem Buch).

Der fir die Kommutator-Berechnung benétigte Dirac-Hamiltonian ergibt sich aus (D32) unter der flr ein

elektrisches Zentralfeld giltigen Bedingung A=0, auRerdem wird beachtet, dass wegen A=0 das
elektrodynamische Potential @ in das Potential des elektrischen Feldes ¢ Ubergeht:

- . 0 - - - - -
E y/(r, t): (I -h-ajyx(r, t)=(c~ao p+,8-m~c2 +e-(p(r)) l//(l’, t) = H pirac y/(r, t) (D33)
... Dirac-Gleichung fur ein Mikroobjekt in einem Zentralfeld (Formulierung als Operatorgleichung).

Als Drehimpulsoperator wird zuerst der Dreier-Bahndrehimpuls-Operator E=F><B mit L =e”k-Fj-pk

(Verwendung der Einstein’schen Summenkonvention) betrachtet. Flr die Berechnung des Kommutators wird
Kommutator-Algebra verwendet, auBerdem werden Beziehungen genutzt, die im Teil ,,Drehimpuls und Spin‘* des
Bonusmaterials angegeben werden:

[Li,HDirac]:[Sijk'IA'j'pk,C'a°B+ﬂ'm'Cz+E'¢)(F):|,
[Li,HDirac]:sijk-c~[Fj-pk,5-5]+g”k-[h-pk,ﬂ~m~02]+eijk-e-[Fj~pk,¢(F)].
Mit [F,— : pk,ﬂ-m~cz}:0 und wegen ¢(r)=(r) auch [?,— . pk,¢(F):|=0 ergibt sich weiter:

[Li, HDirac]Zé‘ijk 'C'[I’j Py p,ngijk Coay -[Fj Py p|] |[a-b,c]=[a,c]b+a[b, c],

[Li, HDirac:I::‘E‘ijk -C-q -|:Fj, p|:| Pk +8ijk C- ~|:j '|:pk' p|:|,
i-h-3j) 0

[Li, Hoire |= &% -c-aq -i-h-6 - p =i-h-c-6™ - - py,

[Li, HDiracJZi-h-C-(EXB)i #0.

Da der berechnete Kommutator ungleich null ist, stellt der Dreier-Bahndrehimpuls L keine ErhaltungsgréRe dar.
In der nichtrelativistischen Quantenmechanik ermoglichte die Erweiterung von L um den Spin zu
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- = - h—- . . . . . . .
L+S:L+§~a eine erfolgreiche Modellierung des experimentellen Ergebnisses. Deshalb liegt in der
relativistischen Quantenmechanik ein analoges VVorgehen nahe.

.0 —
Mit o] :(g' Uzj und o =(o1, 0, 03) ... Vektor der Spin-Operatoren ergibt sich:
2 i

/A ho . - — ho -
l:Li-i—E'O'i,HDirac:|=|:Li,HDiraC:|+l:§'Ui,HDirac:|=|'h'C'<aXp)i+|:5'o-ivc'al'p|+ﬂ'm'cz+e'¢(r):|'

{LHgo-i', HDirac:|=i'h-C~(5><B)i+h—;'|:0'i',a|-p|:' h-m-c” [o-,,ﬁ]+— e [o-,,go( )]
Mit [a,b-c]=[a,b]c+b[a,c] erhalten wir

2
[Li +E-0'i', HDirac}:i~h~C-<&><B)i +B~|:Ui',0!|:|~ P +E-a| ~[(7i', p|]+h.m.c [Gil,ﬂ}.
2 2 2 — 2

NR 1: Berechnung von [o-i', a|] unter Verwendung von (D20), d. h. [ai, O'j:|= 2-i-&* Yo

(s SHE 3G e S PHE )

[a;,a,]:[[%q U"U' J 2:i- g"k %kaz.i.g”k.ak.

NR 2: Berechnung von [0, , ﬂ]

1 O 1 O Oj O Oj O Oj O 02 02
[G,,,B] - y =l - = =0,.
0 _] 0 _] O Oj O —Oj O —0j 02 02
Weiter in der Hauptrechnung:

‘:Li +Z-Gil, HDirac:|=i-h~C-(aXB)i +%-2-i-g”k o Py |e"k =g

A . ) . o B — h — 1 .
Ergebnis: Wegen 0:{L+§-a , HDirac:|::|:‘]y HDirac] existiert eine Erhaltungsgroie L+E-a =L+S =7,

die den Gesamt-Drehimpuls beschreibt. Dieser Erhaltungsgrdfie kann eine Drehimpuls-Quantenzahl j zugeordnet
werden.

Fazit: Die Analogiebetrachtung zur nichtrelativistischen Quantenmechanik war erfolgreich.

— 2 2
Es gelten [J, HDirac:|=|:Ji, HDirac:|=|:Ji, J ]:O. Deshalb besitzen die Operatoren H pirac, Ji und J  ein

gemeinsames VONS, dessen Zustande durch einen Satz einheitlicher Quantenzahlen charakterisiert werden
kdnnen.

Bemerkung: Wegen [J ivJj J =i-h-&™. 3y besitzen die Komponenten des Gesamt-Drehimpuls-Operators keine

gemeinsamen Eigenzustande und kénnen nicht gleichzeitig genau gemessen werden. Dies stellt eine Analogie zum
nichtrelativistischen Fall dar, s. Abschn. 4.4.4 des Buchs.
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Schritt 2: Berechnung der Energieniveaus im Zentralfeld eines Atomkerns

Wie in Abschn. 1 vorgestellt, besitzen die Operatoren E und p wegen [E, B] = [E, H D:' =0 ein gemeinsames

System von Eigenzustdnden (ein vollstdndiges Orthonormalsystem, d.h. ein VONS), in dem
Eigenwertgleichungen gelten, die zu folgender GroR3engleichung fiihren:

E-p(rt)=(c-asp+pmc?reolr)y(rt).

—i-E-t/h

Mit dem Separationsansatz (//(F, t) = ¢(F)-e geht die letztgenannte Gleichung Uber in

E-g(r)=(c-a-p+p-m-c?+e-0(r)g(r). (D34)
Speziell ergibt sich die potenzielle Energie eines Elektrons im Zentralfeld eines Kerns:

Q

Epot (N =V (r)=q-¢(r) go(r)zi-—; q=-lel;Q=2"lel,
d-w-er

1z 1 zZ-¢
‘eI dme 1

Epm(r):v(r)z—lel~4

Die potenzielle Energie wird in (D34) eingesetzt (in der vorliegenden Quelle wird dabei der Faktor

‘M- &
weggelassen, da sie keine SI-Einheiten verwendet). So entsteht eine Bestimmungsgleichung fir die
Energieniveaus eines Elektrons im Coulomb-Potenzial eines Kerns. Das kompliziert aussehende Ergebnis wird
lediglich mitgeteilt.

2.2.2 Dirac-Gleichung fur nichtrelativistische Mikroobjekte

In der Dirac-Gleichung (D32) fur ein Mikroobjekt in einem elektromagnetischen Feld wird der Lésungsansatz
(D22) verwendet, d. h.

Y1 (R)
= ¥V, (:k:) (p F— Et/h) (E) _ei'(ﬁ‘F—E-t/h): a(gk’),e-l'(i)-ifE-t/h) :(¢j (D35)
Vs | | Ay(k) b(k) b(K).e(pi-eva) | \x
Va) {a (k)
0, 1,

. 1 0 -
Dieser Ansatz fihrt mit a = o und g=| ° 2 | sowie mit e-®(r) =V zu:

i~h~awg't) :(c'a-(ﬁ—g«ﬂ(F)j+ﬂ~m'c2+e~<D(F))y/(F,t),

c
in ) (ca[mv 8. A )4 gom-c2ov | ?
I'h.a(;(]_ C-a (iv . A(r))+,ﬁ m-c“+V (}(j

withesli D e s )
i.hg[ﬁ]zc.g.@z}m.cz.(_@ o (%),

Die letztgenannte Gleichung lasst sich in Form von zwei gekoppelten DGL darstellen:
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i-hg = coer y+(Vim-c?).g

i-h-y = cowrg+(V_mc?) y

Die linken Seiten der beiden DGL lassen sich umformen, wenn beriicksichtigt wird, dass die Dirac-Gleichung (als
Ausgangspunkt dieser Betrachtungen) von ebenen Wellen geldst wird:

e

- _(9)_ a(k) erker=Etn) (i
W_(ZJ_[b(R)] i e

(<i-E/n)-¢
(<i-E/h)- x|

Einsetzen dieser Beziehungen in die beiden gekoppelten DGL ergibt

R ..
o

E-g = coer-yg+(Vam-c?)-¢ (D36)

Ey = cowrg+(V-m-c?) y

Im Folgenden wird der Sonderfall eines nichtrelativistischen Mikroobjektes mit positiver Energie
0< E < m-c? betrachtet, dessen Wellenfunktion durch (D35) und (D28) beschrieben wird, d. h. durch

V1 Al(li) .
V= Va|_ Az(k) .ei'(E-F—E»t/h) _ a(k)'el'(p‘r_E't/h) :(¢] mit
va | | A(k) b(k).e (g |z
Va) |\ a(k)
1 0
- 0 - 1
A.(K)=N- L und A (k)=N- T .
+1 C-h-o-k.(l] + C-h-a-k‘[OJ
E+m-c® (0 E+m-c® (1
Folgende Abschatzung zeigt, dass fiir diesen Sonderfall der Term (I;h—alz vernachlassigbar ist:
+m-c

c-h-oek Cc-ocep C- c-m-v Vv
> = pzz pzz > =—-x1.
E+m-c E+m-c m-c m-c c

Deshalb ist das zweite Komponentenpaar » gegenutber dem ersten Komponentenpaar ¢ vernachldssigbar und es
kann von einem vier- zu einem zweikomponentigen Spinor ibergegangen werden. Dazu wird y mithilfe der
zweiten Gleichung von (D36) abgeschatzt und in die erste Gleichung eingesetzt:

E-y=coen-g+(V-m-c?).y |+2.m.c2-y—E-y4,
2.m-c?-y=c-oer¢+(Vi+m-c?~E)-y=c-oer-¢—(E-m-c?-V) y,

_ o E-m-c*-V
2m-c 2.m-c?

2 2 2 _
. —m-c2— E, . T
Mit der Abschatzung E-me -V _ Bawn __P 1 v ~ < Lergibt sich PR ¢

2.m-c2 2.m-c2 2m 2.m-c? 4-c 2.m-c
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Dieser Term wird in die erste Gleichung von (D36) eingesetzt:

E-g=c-oer-y+(V+m-c?)-¢ Iza'”'(ﬁ,
2-m-c
(52)
E'¢=[%+V+m-c2J.¢. 037

Im Teil ,,Drehimpuls und Spin“ des Bonusmaterials wird gezeigt, dass zwischen dem nichtrelativistischen Spin-

Operator S und dem Vektor der Pauli-Matrizen o die Beziehung S :g-g besteht. Durch Substitution der in

2 L2 e . .
Anhang 5 hergeleiteten Beziehung (0-7r) =r —E~O"B, des Vektors der Pauli-Matrizen o und des
c

kanonischen Impulses ;z[éV—Eﬁ(F)) in (D37) ergibt sich:
i

E-¢=[L-GV—3-K(F)JZ—

2-m \i c

~5~§+V+m~c2J-¢ ‘E:%

2-m-c

E’¢=[L-(EV—E-R(F)J __2e ~§-§+V+m-CZJ'¢

2-m \i c 2-m-c (D38)
2
:(L(EV_ER(F)) _M.g.E+V+m.C2J.¢
2-m Ui c 2-m-c

... Pauli-Gleichung als nichtrelativistischer Grenzfall der Dirac-Gleichung.

In der zweiten Fassung der Pauli-Gleichung wurde der Spin-g-Faktor g, eingefihrt, der den Wert zwei hat.

Durch Weglassen der Felder Aund B sowie Messen der potenziellen Energie relativ zur Ruheenergie geht die

Pauli-Gleichung in die Schrodinger-Gleichung ber.

In der verwendeten Quelle wird der Spinor der Pauli-Gleichung normiert und es wird die N&herung verfeinert,

¢ o com ¢ E-m-c®-V
2-m-c 2.m-c?

indem die Beziehung y ~ Z

- y eingesetzt wird, d. h., es wird

_owmg E-mcP-V oezg
2-m-c 2-m-¢> 2-m-c
Pauli-Gleichung.

verwendet. Eine aufwendige Rechnung ergibt die relativistisch korrigierte

2.3 Lorentz-kovariante Form der Dirac-Gleichung

Um die Lorentz-Kovarianz der Dirac-Gleichung zu zeigen, wird sie in vierdimensionale Notation uiberfiihrt, analog
zu den Vierervektoren in der relativistischen Mechanik und Elektrodynamik. Diese Transformation erfolgt
zunéchst fur die Operatorgleichung eines freien Mikroobjekts und wird danach durch minimale Kopplung der
elektromagnetischen Potenziale verallgemeinert.

Um das gewiinschte Ziel zu erreichen, wird (D4) von links mit 8/c multipliziert, zuvor wird die Dirac-Gleichung
etwas umgeformt:

[i-h-%—c-&-ﬁ—ﬁ-m-czjw(F, t)=0,

[i~h~g—c~z3:ai-pi—ﬂ-m-czjy/(F,t):O ‘pi:_-
oa T
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B

c

3
[i~h~§+i-h-c-;ai -%—ﬂ-m-czjw(it):o

0

(i.hﬂa( +|hzﬁa a_ B2 mcj (r,t)=0.

In der Literatur ist es tblich, auf das Mitfiihren der Einheitsmatrix 42 =1 zu verzichten:

[i.hﬁa( t)+|hZﬁa ai -m- cjyx(?,t):o. (D39)

Es werden folgende Dirac’sche Gamma-Matrizen eingefihrt:

1, O ; 1, O 0, o 0, o 0, 1
}/0 :ﬂ: 2 2 , }/I :ﬂ°ai _ 2 2 . 2 i 2 i =0;. 2 2 . (D40)

Einsetzen von (D40) in (D39) ergibt:

. 0 0 0 0
i-h- 0._+ l._+ 2._+ 3._] —-m-c-w=0.
(}/ PPV R AP R v

.
Mit dem matrixwertigen Vierervektor (#)=(° 7% 7% 7%) und der Beziehung %:aﬂ kann die

letztgenannte Gleichung geschrieben werden als

(i~h y#-0,—m 'c)z// =0 ... Dirac-Gleichung (Formulierung mit Gamma-Matrizen). (D41)

Fir das Skalarprodukt eines beliebigen Vierervektors (A#) mit dem Vierervektor der Gamma-Matrizen (y”)
fiihrte Feynman mit dem Feynman-Slash folgende Kurzschreibweise ein:

3 . . — —_—
PR =G A = A A = Ay A K (D42)
i=1

Mit P, =i-h«£=i-h~aﬂ und (D42) schreibt sich (D41) als

(i-n-Z—m-c)y =( g ~m-c)y =0 ... Dirac-Gleichung (Formulierung mit Feynman-Slash). (D43)
Verallgemeinerung durch minimale Kopplung der elektromagnetischen Potenziale ergibt

(}{—%A—m-cjy/ =0 ... Dirac-Gleichung (allgemeine Formulierung). (D44)

Bemerkung 1

Die Algebra der Gamma-Matrizen lautet:
=y er 4y ot =2.9" 1y,
}/O

ist hermitesch und unitar, d. h., es gelten (° )T =5 und (5° )_1 =(»° )T,

. N . N1 .
' mit i =1, 2,3 sind antihermitesch und unitdr, d. h., es gelten (') =—»' und (') :(7')T.
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Bemerkung 2

Der Spinor  transformiert sich nicht wie ein Lorentz-Vektor. Bei Lorentz-Transformationen besitzen Spinoren
folgende Eigenschaften:

. (WT-;/O)-V/ ist ein Lorentz-Skalar,
) (WT-yO)-y” ey ist ein Lorentz-Vektor,

2
o ylay=ytdey=yte(°) e =(y+y°)es°w transformiert sich wie die O-Komponente eines
4-Vektors.
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Anhang 1 Schlussfolgerungen aus H3;,. = E?

—2 —_ = 2
c2.p +m2.c* =(c-aep+p-m-c?)

Py
—2
c?p +m?ct =|c (o, oy a3)e| P, [+ B-mC? |,

Ps
cz.p +m ~c4:(c-(al~p1+a2~p2+a3~p3)+ﬂ-m~cz)2,

c2~(al-pl+a2-p2+a3~p3)o(a1~p1+a2-p2+a3~p3)
3
_ +m-c’ (- P+ Pyr+Qq-Pa)e
c2~p2+m2-c4= 3 (“1 Pptay- Py tag ps) B ,
+m-c*-fe(ay-py+ay Py +03°P3)

+m?.c*. g2

ooy ProPrtageay-PrPrtageasz- PP
2
Crltayeoy Py Pty Py Prtayeaz Py P3
tazeq-P3-Pptazed; P3Py tazeaz- Py Ps
2 e f-pitayf-p,tazef-p
¢ p +m?.ct= +m'c3~( v SRR
+ Py prtPBeay Pyt Peag Py

+m?.ct. g2

Unter Berlicksichtigung, dass die Multiplikation der Impulskoordinaten kommutativ ist, wird eine Umformung
vorgenommen, die zu Gleichung (7.24) der Quelle fuhrt:

oy PrPrtoged; PPyt ogeas- P Ps

T Q0 Py Pty Py Pt a3 Py P
t a3 P3-Prtaged; P3Pyt azeas- P3Py
2 | togeay PPty Py Pptogras- P3Py
Ty PPt ety Py Prtayeas P3Py
togeon P Pytazea; PPyt azeasP3cPs
2. p 4m2.ct = +m-c®-((cqe B+ Beocy) Py+(azs B+ Bocy) Py +(aze B+ Bocts) P3)

+m?.c*. g

o

(al’a1+0‘1'0‘1)' Py p1+(a1-a2 +0‘2’0‘1)' P P2 +(a1'0‘3 +0‘3°0‘1)' P Ps
: +(0‘2'0‘1+0‘1'0‘2)' pz'p1+(0‘2'0‘2+0‘2'0‘2)' pz-p2+(a2-a3+a3-a2)- P> - B3

+(0‘3‘0‘1+al‘“3)' P3- P1+(0‘3'0‘2+0‘2"13)' P3- p2+(f13°0!3+0!3°t13)' P3 - P3

2

¢
2

- 3
2. p +m?.ct = +m-c®-Y (a+ B+ Boay) P ,
i

+m?.ct. g2
2 2 2 4_(32 3 3 3 2 4 p2
c-p +m’-c _?-Z(ai-aj+aj-ai)-pi-pj+m~c (i f+ fecy) p+m?ct- g2
i1 i1
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Anhang 2 Nachweis, dass die Matrix g keine 2x2-Matrix ist

ﬁll 1612

21 22
Matrizen o; und die Forderung (D9) geht Gber in {ai,ﬂ} =o;+f+f+0; =0,. In diese Beziehung werden

Wenn B eine 2x2-Matrix ﬂz( ) ist, dann ,,schrumpfen” die Dirac-Matrizen ¢; zu den Pauli-

nacheinander die o; eingesetzt und es wird berlcksichtigt, dass die Elemente von £ reelle Zahlen sind.

Einsetzen von o :

0, =O'1°,3+,B~01=(0 1){511 ﬂlz}{ﬂu ,312){0 1]2(521 ﬂzz}{ﬂm ﬂu)
1 0)\Paa Poa) \Bn Pro)\1 0 b B B P
_ (512 +Pn Put P P P j .
2 B+ P P+ Bn P —Pu

Einsetzen von o, :

Oy, =0y f+pe0 2(0 _ij-[ﬁll Pz J+(ﬂll ZE ].(0 _ij:(i'ﬂm i'ﬂll}{i'ﬂlz _i'ﬂllJ
’ ’ ? i 0)(-Bo -Pu P —Pu i 0 i-f. 1-pp —i-fy 0Py '

By O By O
OZ_Z'[O ﬂlzJ:’ﬂ“_O:’ﬁ‘(o —ﬂn}

Einsetzen von o;:

coiepifoone| ¥ Q[P O (A 0 (1 0Y (A 0 (B O

Oz=05:h+f 0-3_[0 —J(O —ﬂn}r(o _ﬂllj (O _J—(O ﬂ11]+(0 ﬂuj,
(B O _o= -0 O

ol Jonemss o

Ware die Matrix g eine 2x2-Matrix, dann wirde es sich um die Nullmatrix handeln. Dieser Ansatz ist
auszuschlieen.

]3/321 =—pp und By, =Py, :ﬁ:(

. . 0, oj
Anhang 3 Eigenschaften der Matrizen ¢; = 0
i Y2

Uberpriifung von (D8), d. h. {&, &} = e + ajecy =251,

J ]

Fall 1: i+ j

0, o) (0, o 0, o) (0, o
— _| 72 i ] J 2 i

(o, aj}=ai~a;+aj-e = o. I + Rt A
o 0,)lo; O, o 0, oy 0O,

{a. a}_ O-i'O-J' 02 . O-J"Ui 02
P 0, 0j*0 0, o0/

O-i‘Uj+O-j°Ui Oz
oo = .
.ai

I ] 02 Ui-O'j+Uj

{ai, aj}=a;-a

. und damit

Mit o, +c; =i-e" o +8 -1,, ergibt sich fiir i = j die Beziehung o +c; =—0; +0;

{ai aj}=aa

0, 0,
j itaiea = =0,=2-0-1,=2-6;-1,.

J J OZ 02
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Fall 2: i=j
0, o)(0, o) (0, o)(0, o 2.0 2.0
{ai’aj}:ai°ai+ai°ai:( 2 S-IJ'( 2 SI\J"'( 2 (O)-I\J'( 2 (?j: Oj i N Oj i ’
oi Y2 ) \%i V2 oi Y2 ) \ O 2 0, o 0, o
2
- 0
(o, @)} =i+ 000 =2- a P2
0, Giz
Mit ;0 =i-gijk~0'k+5ij -1,, ergibt sich fir i = j die Beziehung o> =1, und damit

I, 0O,

{ai,ai}=ai'ai+ai~ai=2-(o ]
2 2

J=2-1-14 =2.5;-1,.

Uberpriifung von (D9), d. h. {e;, B} =+ B+ B+c; =0,

) (02 @[, O I, 0;) (0 o
{“i’ﬂ}_ai°ﬂ+ﬂ'a‘_(0i 02] (02 —12}{02 —Izj [O'i Oz]’

_[O2 —ai) (02 o) _(O2 O2)_
{ai,ﬂ}—(cyi Ozj{_m 02]‘(02 OJ—%.

Anhang 4 Nachweis der Beziehung (o+u)+(cev) =tev-1, +i-o(uxv)
(oet)e(oev) = (0 Uy + 0 Uy + 03 -Ug ) +(0 Vg + 0 -V + 0 -V3),

— PR 2
(U'U)'(O_‘V)—Ul'vl'gl +U1‘V2'O'1'62 +U1'V3'O'1'G3
+U2'Vl~0'2'0'1+U2~V2~O'22+U2~V3~O'2'O'3

Mit (D19), d. h. o, «c; =i-&™ oy +6 -1, ergibt sich daraus

(506)'(8'\7)=(U1'V1+U2 ‘VZ +U3 'V3)']2+ I~U1'V2 '0-3 —I'Ul'V3 '0-2 _l' UZ ’Vl'O-3

+i-Uy-V3-00+i-Ug-Vy -0, —1-Ug-V, - 07,
(oeu)e(oov) =uev-T+i-(oy(Uy-V3—UsVy )+ 0y (U -y Uy -V3)+ 05+ (Uy vy —Up -y ),
(oeu)s(oev)=uev 1, +i-c+(uxv).
.2 E .
c

2 .
Anhang 5 Nachweis der Beziehung (a-;r) =r ——-0+B

Bei der Herleitung wird beachtet, dass der

e  Operator des kanonischen Impulses 7 die Pauli-Matrizen o; nicht beeinflusst,

e Nabla-Operator V sowohl auf das Vektorpotenzial A als auch auf die (fiktive) Wellenfunktion y wirkt.
R Y

(o--ﬁ) :(G| ~7r|)°<am -7Z'm) =020y T Tm |01 e0y =6 1, +i-e™ 0y,
. _\2

(0'-71) =(5|m P -an)-m T,

N2 2
(U-ﬁ) =7 ly+i-e™ .o, -7 7m,
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—~ 2 2 (B oy m-m2+6 0y o3+ 05 12-m1
oen) =z -l o 312 321 ’
+& -Gl~ﬂ2~7r3+8 -0'2-723-72'1—1-8 +0 T3 TT2
—~ -2 -2 i-03- 712 =10, M1 M3—-04- 72 71
o) =x 1, + ,
+I~Gl-7rz-7Z3+I~O'2~7r3-7r1—|~0'1-72'3-7r2

2
(5’-7[) :7;2-}[2+i~03~(7r1-7z2—7r2-ﬂ1)+i~0'2-(ﬂ3-7r1—7z1-7zs)+i~01-(7zz-7[3—7r3~7r2).

Mit (D19), d. h. o0 =i-&™ o +8 -1, gelten

i-0y=0,+03,i-0, =03°0, =—0y*03 Und i- 03 = &3 * 0, , damit ergibt sich:

( ) = le+0'1-62 (7['1-7[2—7Z'2~7[1)—O’1'U3-(7[3-7[1—72’1-7['3)+62'O'3~(ﬂ'2~7Z'3—7Z3-7Z'2),

(0-71) =z 1[ s+ 0100, (72'1'71'2—7Z'2'72'1)+O'1'O'3'(72'1'71'3—72'3'72'1)+O'2°O'3'(7Z'2'71'3—72'3'71'2), (D45)
(G-ﬁ) - 12+ZG|-0' |:7Z'|,7Z'm:|.

I<m

Das ist das Zwischenergebnis, das in der Quelle auf S. 118 angegeben wurde. Als néchstes wird in einer
Nebenrechnung der Kommutator berechnet:

(B ) e ) (B )22 )

h, h h, e e h e e
EX ”m]:Tal T 7O T AT AT A T A

1 | C |
h e e
_(Ta Ta'"a A‘" A0 E'A“E‘A‘)’

[ram] =258, E om0y 43208+ 32 A0,

nhoe hoe hoe hoe nhoe hoe
B O R E L R LY
[m,nm]——ﬁ-%-al/xm +?-3 ENY
[;z|,;zm]=—?§-(alAn—amA). (D46)

2 2
(6e7) =7 -]lz+[—?~%)-(01-02~(81A2—82A1)+01-a3~(81A3—63A1)+02-a3-(62A3—63A2)). (D47)

Das Vektorpotenzial A wird in meinem Buch auf S. 336 als Gleichung (3.71) mithilfe der magnetischen

Flussdichte B eingefiihrt:

(A (A (0A-osm) (B

B=VxA=|0, [x| Ay |=| O3A —01A; |=| By |. (D48)
a3 AS 51A2—(32A1 BS
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Substitution von (D48) in (D47) und Beriicksichtigung von -0y =0,¢03,i-0, =03°0; =—0y°05 und
i-03 =00, ergibt:

(5‘7’)2=52'12*(—?'EJ'(@,@Bﬁ&'ﬁ'(—Bﬁ*aﬁ'Blj'
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