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Feldgleichungen der Allgemeinen Relativitatstheorie

In der Literatur wird zuweilen von der Herleitung der Feldgleichungen der Allgemeinen Relativitatstheorie
(ART) gesprochen. Diese Wortwahl gibt den Sachverhalt unkorrekt wieder, da die Feldgleichungen so festgelegt
werden mussen, dass sie bestimmte Erwartungen erfullen. Fir diesen Prozess ist eine Hinfuhrung moglich, die
Motive fur die Festlegung benennt. Daflir gibt es verschiedene Mdglichkeiten.

Albert Einstein wahlte 1915 einen an physikalischen Uberlegungen orientierten Zugang.* Diese Vorgehensweise
hat den Vorteil, dass jeder Schritt auf , physikalische Stimmigkeit™ tiberpriift werden kann.

David Hilbert nutzte einen axiomatisch orientierten Ansatz, der die Variationsrechnung verwendet (seine
ebenfalls 1915 eingereichte Arbeit enthélt jedoch nicht explizit die Einstein’schen Feldgleichungen).

Im Folgenden orientiere ich mich an der Hilbert’schen Darstellung, indem ich das Variationsprinzip auf einen
axiomatisch festgesetzten Ansatz fur die Lagrangedichte anwende, um zu den Feldgleichungen der ART zu
gelangen. Der Nachteil dieser Vorgehensweise besteht darin, dass sie ,,unphysikalisch* wirkt. Dem stehen die
Vorteile gegenlber, dass sie eindrucksvoll die Leistungsfahigkeit der Variationsrechnung zeigt, eine einheitliche
Methodologie bei der Erarbeitung der beiden Grundgleichungen der ART sichert (in Abschn. 3.6.5 meines hier
betrachteten Buchs wurde die Geodéatengleichung ebenfalls mithilfe des Variationsprinzips gewonnen) und eine
Querverbindung zu den relativistischen Quantentheorien und den Quantenfeldtheorien erméglicht.

1 Vorgehen zur Realisierung des Vorhabens

Es werden verschiedene Ansétze auf Brauchbarkeit getestet, indem jeweils gepruft wird, ob sich daraus ein
physikalisch sinnvolles Resultat herleiten lasst. Im vorliegenden Fall ist bereits ein linearer Ansatz zielfiihrend.
In der folgenden Darstellung wird ausschlieflich der zum Erfolg flihrende Ansatz benannt und ausgefiihrt.
Deshalb scheint es so, als ob ein axiomatisch gewéhlter Ansatz unbegriindet und unvermittelt ,,vom Himmel
fallt.

Jeder Ansatz wird mit zundchst unbestimmten Parametern formuliert, die anschlieRend zu ermitteln sind. Dies
kann experimentell erfolgen oder durch Betrachtung von Sonderfallen, welche die allgemeine Formulierung
immer noch erflllen, aber gleichzeitig spezielle Modellierungen erméglichen. Diese VVorgehensweise ist analog
zur Bestimmung der Konstanten im Planck’schen Strahlungsgesetz, die dadurch erfolgte, dass die hergeleitete
allgemeine Formel auf die Sonderfélle einer hohen Temperatur bzw. einer kleinen Frequenz angewendet wurde
(s. Abschn. 4.2.5 meines hier betrachteten Buchs).

Beim vorliegenden Sachverhalt wird der Sonderfall so gewéhlt, dass die in Anhang 3 dieses Bonusmaterials
genannten Gleichungen der Newton’schen Gravitationstheorie gelten:

e  Nebenbedingung 1: Das Gravitationsfeld ist schwach und zeitunabhangig.
e  Nebenbedingung 2: Die Bewegung der massebehafteten Korper erfolgt langsam.
Schlussfolgerungen aus Nebenbedingung 1:

Der metrische Tensor der ART geht in den mit kleinen StorgroRen versehenen metrischen Tensor der Speziellen
Relativitatstheorie (SRT) Uber. Ein zeitunabhéngiges Gravitationsfeld besitzt eine zeitunabhdngige Metrik.
Deshalb gelten:

9.0 =M +h,, mit |h/“,| <1, (R1)
0 0

g/ll/ _ g/.tl/ — (RZ)
x®  olc-t)

AuRerdem nehmen wir an, dass auch die Ableitungen und Differenziale der StorgroRen klein sind:

|c’>’gﬂv|:|5(f7ﬂv ) :|ah”"|<<l, "
EIRECIRAED
5|guv| = 5|77/1v +h, :5|h/"’| <1 "

! Ein physikalisch orientierter Zugang wird z. B. in folgender Quelle ausgefiihrt: FlieBbach, T.: Allgemeine
Relativitatstheorie, Spektrum, 2006.
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Schlussfolgerung aus Nebenbedingung 2:

O('jit <cmitie{l,23}. (R5)

2 Anwenden des Variationsprinzips

Die klassische Mechanik gewinnt aus der mit der Lagrange-Funktion L(a ﬁ,t):T(qi,qi,t)—V (1)
t

definierten Wirkung S[q(t)]:jdt-L(q,q,t) mithilfe des Hamilton’schen Variationsprinzips S [q(t)]=0
4

die als Lagrange-Gleichungen zweiter Art bezeichneten Bewegungsgleichungen —L———:O

s. Abschn. 1.2.2 meines hier betrachteten Buchs.

Analog kann in der ART und in den Quantenfeldtheorien die Wirkung S mit der Lagrange-Dichte £
definiert werden:

S=jz:.dv. (R6)

In das Volumendifferenzial N-dimensionaler Raume geht der metrische Tensor (gij) ein:?
dv = |det(gij)|~dx1-...-de :\/@-dxl-...-de . (R7)

Im vorliegenden Fall ist der Raum vierdimensional. In der Literatur wird der Betrag der Determinante g meist
mit —g bezeichnet. Damit folgt aus (R6) und (R7) die Beziehung

szjc-ﬁ-d“x. (R8)

Das Hilbert’sche Variationsprinzip lautet
0=05S=5[L--g-d*. (R9)

Es wird folgende Lagrange-Dichte £ gewadhlt (der Ansatz erfolgt axiomatisch so, da er sich als brauchbar
erweisen wird):

E:i-R—l-A+KM. (R10)
2K K

Die Variablen haben folgende Bedeutung:
L ... gesamte Lagrange-Dichte,

x ... Einstein’sche Gravitationskonstante,
R=g?"-R,, =R", =R,? ... Ricci-Skalar,
A ... kosmologische Konstante,

Ly -.. Lagrange-Dichte aller Materiefelder.

2 Eine Begriindung der Beziehung (R7) habe ich in Anhang 4.6 folgender Quelle gegeben: Wagner, J.: Einstieg
in die Hochschulmathematik, Springer Spektrum, 2016.
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Bemerkung

1972 stellte James W. York fest, dass der hier genannte Ansatz fir die Lagrange-Dichte £ fiir eine Raumzeit-
Mannigfaltigkeit ohne Grenze gilt. Falls diese Bedingung nicht erfullt ist, muss der Gibbons-Hawking-York-
Grenzterm hinzugefiigt werden.> Wir verwenden im Folgenden die zusatzliche Nebenbedingung einer
unbegrenzten Raumzeit.

Nach dem Einsetzen von (R10) in (R9) kann die Variation ausgefuhrt werden:

0=5S=5[L--g-d*x= 5][*/_R ‘/_A f[MJd“
Ozj(a(ﬁ.R)_au;—g.A)M(H,ﬁM)j,d4x

Fur die Nebenrechnungen erweist es sich als glinstig, den Integranden mit 5g#” zu erweitern. Bei der weiteren
Ausfihrung der Variation wird beachtet, dass A =0 gilt, da A eine Konstante ist:

O:I i‘a(ﬁ.R)—l-é(H.A)Jﬁ(H.% )J~5gwd4x,

2'K 59/”/ K 59#‘/ 59/“/

2'K 59/’”’ 2'K g/uv K g/uv §g,uv 59/“/

(R s T

f(RosWe) 1 sr A s(e) . se) | -
O_IEW 2x 597 x 909" M [g-eg” 59’” ooy

Damit die letztgenannte Gleichung fiir beliebige Variationen 5g#" gilt, muss der Klammerausdruck null sein:

oo R s(/g) 1 sr A s(J9) il 5(y-9) Ll (R11)
2k \/—é‘gyv 2 K 5g,uv K \/_59;“/ \/_é‘g,uv 59

In (R11) werden die Ergebnisse

—5(\/5) —_gﬂ und ﬁ_

/—g SgH 2 594" B

von Nebenrechnungen eingesetzt, die in Anhang 1 und Anhang 2 dieses Bonusmaterials ausgelagert werden:
2K 2 2.k " ok 2 2 ogt”

R o
0= R,uv_z‘gyv—"/\'g,uv_’(‘(ﬁl\/l 'gyv_z' EM j

sgt”
Mit der Definition des Energie-Impuls-Tensors T, = -2 0Ly ergibt sich
gie-Imp wr =Ly Gy sg o1
v —g- 9,, tA-0, =«-T, ... Feldgleichungen der ART. (R12)

3 Nahere Ausfilhrungen enthélt z. B. folgende Quelle: https://en.wikipedia.org/wiki/Gibbons-Hawking-
York_boundary_term. Zugegriffen: 19.04.2023.
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Die Einstein’sche Gravitationskonstante x kann durch die Betrachtung des o. g. Sonderfalls bestimmt werden.
In Anhang 3 dieses Bonusmaterials wird folgendes Ergebnis hergeleitet:

8-n-G

C4

K= . (R13)

Wir entnehmen der Beziehung (R13), dass die Einstein’sche Gravitationskonstante x von der
Gravitationskonstante G und der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢ abhéngig ist.

5(V-9) _ 9w

J-g-69"" 2

Anhang 1 Nachweis der Beziehung

Teil 1: Herleitung der Jacobi-Formel

Zundchst wird die Jacobi-Formel hergeleitet, die das Differenzial der Determinante einer beliebigen Matrix A
angibt. Wird die Determinante det(A) als Funktion der Elemente Ay der Matrix A aufgefasst, dann gilt

odet(A)

]

ddet(A)zz -dAy; - (R14)
L]

Die Determinante det(A) wird mit dem Entwicklungssatz von Laplace bestimmt, der zu folgender Beziehung
fuhrt (eine Begriindung dieser Aussage habe ich in Abschn.2.3.2 des in Fulinote 2 angegebenen Buchs
gegeben):

A.adj(A) =det(A)-E . (R15)
Dabei ist die Matrix adj(A) gleich der transponierten Matrix der Cofaktoren C, deren Elemente aus

vorzeichenbehafteten Unterdeterminanten (Minoren) U;; bestehen, die aus der Determinante det(A) durch
Streichen der Zeile i und der Spalte j entstehen:

adj(A) =CT mit C =((-D".uy).

Achtung!

In der in FuRnote 2 angegebenen Quelle habe ich adj(A) als adjungierte Matrix bezeichnet.* Bei Wikipedia wird
dieser Term zweckmaRiger Adjunkte genannt (engl.: adjugate oder classical adjoint, Ubersetzung aus dem

Englischen: Adjugatmatrix). Die Matrix adj(A) darf nicht mit der ,adjungierten Matrix“ A" verwechselt
werden, die mittels Transponieren und komplexes Konjugieren aus einer gegebenen Matrix gebildet wird.

Ein beliebiges Element P, der Produktmatrix P = A.adj(A) lautet

P; :(A-adj(A))ij = Ay -adji(A)yg .
k

In Abschn. 2.3.2 der in FulRnote 2 angegebenen Quelle habe ich gezeigt, dass jedes Element der Hauptdiagonale
der Produktmatrix P gleich der Determinante det(A) ist, deshalb gilt

R = (A-adj(A)), = 3" A, -adj( Al = det (A) (R16)
k

4 Dabei orientierte ich mich an folgender Formelsammlung: Bronstein, I. N. et al.: Taschenbuch der Mathematik,
Verlag Harri Deutsch, 2008.
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Einsetzen von (R16) in (R14) liefert

a(ZAik -adj(A)ki) .
a( Ay -adj(Ag )
ddet(A) = K A = Y X R dA
IZJ: oAy J .% A :
ddet(A) =" 8(A‘k)-amlj(A)ki -dA; +_Z Ay 'B(L(.A)ki)'d/*i : (R17)

i,jk aAij i,j.k apﬁj

Es gilt adj(A)q =CT\; =Cy :((—1)i+k -Uik). Dabei fehlen in der Unterdeterminante U, alle Elemente der

Zeile i und der Spalte k der Matrix A. Deshalb hangt adj( Ay nicht von Ay abund es gilt M =0. Mit
ij
o( A
diesem Ergebnis und g:k) = 6, ergibt sich aus (R17):
ij
ddet(A)= )" & -adj(A)g -dAy = > adj(A)ji -dAy; . (R18)

i ik ij

Um zur Jacobi-Formel zu kommen, wird (R18) umgeformt. Dabei wird zunédchst genutzt, dass fur die Elemente
des Matrixprodukts A.B folgende Beziehungen gelten:

(A.B)jk:ZA“B'k bZW (AT.B)Jk:ZAT]IBIk:ZAJBIk
I | I
Durch Spurbildung ergibt sich aus der letztgenannten Beziehung

T T

tr(AT+B)= (A" +B); =3 A B (R19)
j i

Um (R19) anwenden zu kdnnen, wird (R18) umgeformt zu

ddet(A)=>"adj" (A);-dA; . (R20)

i
Nun wird (R19) verwendet:

ddet(A) = adj” (A); -dA; =tr(adj™™ (A)+dA) = tr(adj(A)+dA). (R21)
ij

Wenn die Matrix A invertierbar ist, dann gilt nach Abschn. 2.3.2 der in FuBnote 2 angegebenen Quelle die
Beziehung

adj(A) = det(A)- A (R22)

Unter Beachtung, dass die Spurbildung eine lineare Abbildung ist, ergibt sich durch Einsetzen von (R22) in
(R21):

ddet(A) = adj” (A); -dA; = tr(adj(A)+dA) = tr(det(A)- A «dA) = det(A) - tr(A™ +dA) (R23)
¥

... Jacobi-Formel.
Die Beziehung (R23) ist nach Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) benannt.
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Teil 2: Anwenden der Jacobi-Formel auf den vorliegenden Sachverhalt

In die Jacobi-Formel werden die Terme

A= (gﬂv), det(A) = det(gw) =g, Al= (g‘” ) = (g”“) eingesetzt und es wird (R19) verwendet:

59=g-1r((9")-5(g,n))

tr(AT .B):ZAj -Byj,
i]

6g=g -Zg’” 00, |Summenkonvention,
y78%
59:5det(gyv):g'g#v'5gyv' (R24)

Mit (R24) kann §,/-g bestimmt werden:

11 1 1 v
S /_g :5(_9)2 :E.(_g) 2.(_1).592_2'\/5.59 |5g:g.g# .59#‘/,

1 1 1
Sd-g=————.q-g*" -5 =—— = (=qg)-g*v.s§ ==.J—qg-9%-5a . R25
g 7o 9-9“"-59,, 2~H( 9)-9"-69,, > J-9-9“"-69,, (R25)

In (R25) muss nur noch der Term g#" -89, umgeformt werden, um die geforderte Herleitung zu erbringen.

Dazu wird eine Nebenbetrachtung realisiert, in der davon ausgegangen wird, dass es sich bei (gw) und (g/“’)

um inverse Matrizen handelt, deren Produkt gleich der Einheitsmatrix ist. Auerdem wird die Symmetrie der
metrischen Tensoren genutzt.

Nebenbetrachtung

Matrixprodukt: (gw)-(gv’“): (5/’,‘) mit dem Kronecker-Delta & ,

Elemente der Produktmatrix: g, -9"™ =3,

Summe spezieller Elemente: g, -9 =g, -g*" =5} =N im N-dimensionalen Raum,

Variation: SN =0= é(gw -g”"): 9" -89, +9,, 69",

umstellen: g** -89, =-g,, -69*". (R26)

Einsetzen des Ergebnisses (R26) der Nebenbetrachtung in (R25) ergibt:
1 v 1 v
ON=9 =2 V=99 00, = =299, 69,
oN-8 _ _Sw

= ... damit ist die Herleitung erbracht.

J-g-59" 2

Anhang 2 Nachweis der Beziehung R _gr

5g,uv HV

Ausgangspunkt der Betrachtung ist der Krimmungstensor, aus dem die Variation bestimmt wird:
yl yl
Rpayv = a;trfo' _avrza +FZA 'FVO' _rf/l 'Fyo"

2 2 ys 2
5Rpaﬂv =aﬂérfa—avér§(,+érz,l-1“m+rﬁ/1-ng—arffrw—rfl.érw. (R27)

Die Christoffel-Symbole sind keine Tensoren, da sie nicht deren typisches Transformationsverhalten besitzen.
Bei der Variation eines Christoffel-Symbols handelt es sich allerdings um eine Differenz zweier Christoffel-
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Symbole, die einen Tensor darstellt. Deshalb kann die kovariante Ableitung dieses Tensors gebildet werden. Es
zeigt sich, dass 5Rpaﬂv die Differenz folgender kovarianter Ableitungen ist:

6R?,,, =V, (T2)-V, (ar%,). (R28)
Nebenbetrachtung: Nachweis von (R28)
A A A

v,u (5[‘1//)0' ) = 6yér50 +rﬁﬂ ’ érvc _r/tv ’ érgo‘ _r/m' ’ érfi !
vv (J‘ﬁa) = avérZG +r€}, 'érfm' _rj,u '5[‘50' _rja : érz/i '
Bei der Differenzbildung wird die Symmetrie der Christoffel-Symbole in den unteren Indizes genutzt:
v, (ore,)-v, (14, )=

ayérfa + FZ& : ér\/}cr % - rfw ’ ér{/)ﬂ

_avéchr - rfﬂ ’ érflcr % + rl/}cr ’ érZA
= a,uérfa _avérZa +rjo‘ érz& +rﬁl 'érja _rfw' érfl _Ffi 'érj'm'
=0R" -

Aus dem Krimmungstensor entsteht durch Kontraktion (Verjiingung) auf dem ersten und dritten Index der
Ricci-Tensor:

R, =R, . (R29)
Die Variation des Ricci-Tensors ergibt sich aus (R28) und (R29)

SRy, =0R?,,, =V, (oTL,)-V, (o5, ) .. Palatini-Identitat. (R30)
Die Beziehung (R30) ist nach Attilio Palatini (1889-1949) benannt.

SchlieRlich erhalten wir den Ricci-Skalar durch

R=9g%-R,, =R",. (R31)
Die Variation des Ricci-Skalars bestimmen wir mit (R31) und (R30):

SR=5(g" -R,,)=69%-R,, +9° -6R,,

SR=5g" R +g" .(vp(arfa)_vv(arga))_ (R32)
Wir wenden (R3) auf den inversen metrischen Tensor (g‘”) an und verfahren ,,groBziigig” bei der Abschitzung
der kovarianten Ableitung der Komponenten dieses Tensors:

V,9% =0,0” +9"" T, +9” TV, ~0. (R33)

Unsere ,,Grofziigigkeit* bei der Abschétzung der kovarianten Ableitung kann damit rechtfertigt werden, dass die
Christoffel-Symbole als Summen betragskleiner Ableitungen von Komponenten des metrischen Tensors
dargestellt werden kdnnen, z. B. gilt nach Gleichung (3.144) meines hier betrachteten Buchs:

0 0
FZV = UK.E_(GQKV + 9 _ g#VJ'
2 Uox*  ox¥  ox*
Mit (R32) und (R33) ergibt sich weiter

(R34)

SR=059" Ry, +V, (g oL, )-v, (g7 -a%,).

Nach einem Tausch stummer Indizes v <> p und p <> g im letzten Summanden folgt
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SR=897 R, +V (g7 -4, )=V, (g7 a4, ),

uo
SR=89" R, +V, (g% -aTL, —g% -aT%, ). (R35)

Analog zur Argumentation, die zu (R33) fiihrte, schatzen wir unter Beriicksichtigung von (R34) ab, dass
folgende Naherung gilt:

v, ~0. (R36)
Aus (R33) und (R36) schlieBen wir auf Vp(g” ~c3rfo—g"”-érﬁjg)z0. Damit ergibt sich aus (R35) die

nachzuweisende Gleichung R _ R
ogt”

uv

Anhang 3 Berechnung der Einstein’schen Gravitationskonstante «

Das Fundament der Newon’schen und der Einstein’schen Gravitationstheorie bilden jeweils Feld- und
Bewegungsgleichungen.

Die Grundgleichungen der Newon’schen Gravitationstheorie werden in Abschn. 1.1.1 meines hier
betrachteten Buchs thematisiert. In Vektornotation lauten sie

ACD(;(, t) = VZ(D(Q, t) =4-1-G -p(i, t) ... Feldgleichung (Gauf3’sches Gravitationsgesetz), (R37)
K=g= —V@(;((t), t) ... Bewegungsgleichung. (R38)

In Tensornotation lauten die Grundgleichungen der Newon’schen Gravitationstheorie

®; =4-1-G-p ... Feldgleichungen, (R39)

d?x’

el =—@; ... Bewegungsgleichungen. (R40)
" ,

Die Grundgleichungen der Einstein’schen Gravitationstheorie lauten in Tensornotation (s. Abschn. 3.6.5 und
3.6.7 meines hier betrachteten Buchs)

R, —§~ 9, +A-9,, =«-T,, ... Feldgleichungen der ART, (R41)

d?x° o dx“ dx” . ) .

d_2 =-T%, A Bewegungsgleichungen der ART (Geodatengleichungen). (R42)
T

Es wird sich als zweckméaRig erweisen, die Feldgleichungen der ART in einer modifizierten Form zu
verwenden, indem die kleine kosmologische Konstante A null gesetzt wird und die verbliebenen Gleichungen
durch ,,Indexziehen“ und Kontraktion wie in Abschn. 3.6.7 meines hier betrachteten Buchs modifiziert werden.

Bei den folgenden Umformungen wird berlcksichtigt, dass die metrischen Tensoren (gw) und (g””) invers
zueinander sind:

A% R v v LV Vi .
g .RW_E.gﬂ "G, =K0" T, |g/ =9"0, = Oy

v _R

sz

O =k TV,

R", =R;T", =T;5} =4,
-R=x-T.
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Einsetzen der hergeleiteten Beziehung und von A =~ 0 in (R41) ergibt

1
R/w +§'K'T'gﬂv =K‘-T#V ,

1
R =K-(Tﬂv —E-T~gwj. (R43)

Um die Konstante x zu bestimmen, wenden wir die Grundgleichungen der Einstein’schen Gravitationstheorie
auf den o. g. Sonderfall schwacher und zeitunabhéngiger Felder sowie niedriger Geschwindigkeiten an, da sie
unter diesen Bedingungen in die Grundgleichungen der Newton’schen Gravitationstheorie (ibergehen missen.

Anpassung der Bewegungsgleichungen der ART an den betrachteten Sonderfall

Zunéchst schreiben wir in (R42) unter Verwendung von drz =/1- 2 ~dt:g (s. (3.34) und (3.12)) die
e

Ableitungen nach 7 in Ableitungen nach t um:

Ao o dXT dx”
dt| dt |7 e
y\v vy v
d?x° o dx“ dx”
—=-T  — . R44
dt? Adt dt (R44)
An dieser Stelle wenden wir (R5) sehr ,,grofiziigig* an, indem wir sehr langsame Bewegungen betrachten, fiir die
1 2 3 0
néherungsweise die Beziehungen di ~0, di ~0und di ~0 gelten. Mit di = dic-t) =c geht (R44) tber
dt dt dt dt dt
in
d?x° 2
v (R45)
dt2 00

d’° dd(ct) dc

Der Fall =0 kann aus der Betrachtung ausgesondert werden, da —5—=— —=0=-C*T},.
di2  dt dt ot

Deshalb kann der Index o durch i e{1,2, 3} ersetzt werden und wir erhalten

d’x 2 i

——=—C"-Tq. (R46)
dtz 00

Nun kénnen wir die Bewegungsgleichungen in Beziehung setzen. Aus (R40) und (R46) ergibt sich

d’x! 2 i

—=-0,=-—"-Ty,

dtz i 00

®; =c® Ty (R47)

Mithilfe einer weiteren Ableitung erhalten wir aus (R47) einen Ubergang zu den Feldgleichungen:
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Anpassung der Feldgleichungen der ART an den betrachteten Sonderfall

Die ZweckmdRigkeit der gewahlten Form der Feldgleichungen ergibt sich daraus, dass fir niedrige
Geschwindigkeiten und statische Felder nach der in FuRnote 1 genannten Quelle folgende Beziehung gilt:

pc2 000
R
0 00O
Aus (R49) entnehmen wir:
Too = P-C%; (R50)
T=9"T, =9% Ty [9% ~1,
T =Ty =p-C’. (R51)

Da nur die Komponente flr 4 =v =0 von null verschieden ist, wird auch nur die Komponente R, des Ricci-

Tensors bestimmt, die sich aus dem Krimmungstensor durch Kontraktion (Verjungung) auf dem ersten und
dritten Index ergibt:

A A
R v = 0,000 =0, + T4, - Ty =T, Ty |p=pt,

ouv uvo v uo

A A
R v =R, =0, =0, 15, +T0, - =1, T, lo=v=0,

p-vo v po
Roo =0,I't0 =00l o + 1%, Too—-T%, 'rf)O : (R52)
ag/.w hyv . - . - -
Aus (R3), d. h. o = p <1, sowie der Beziehung (R34) fiir die Christoffel-Symbole, d. h.
X X

d 2 Laxt  oxr ox~

Fa _ m(,l(agw_’_ag#’f_ag/“’j

entnehmen wir, dass in (R52) die quadratischen Terme vernachléssigt werden kdnnen, da sie quadratisch von
den kleinen Ableitungen der StérgroRen h,, abhéangen. Da die Komponenten g, des metrischen Tensors bei

zeitunabhéngigen Gravitationsfeldern nicht von der Zeit abh&ngen, sind alle Zeitableitungen null. Damit
vereinfacht sich (R52) zu

Roo = 0ilho = o Mitie{L,2,3}. (R53)

Einsetzen von (R53), (R50) und (R51) in die Feldgleichungen (R43) ergibt

1
RHVZK(T/IV_E'T'QMVJ |‘H=V=0'
— T _1 T _ri T — 2.T_ 2. ~l
Roo = x| Too P oo |Roo— 00,is oo =PC5 1 =p-C"5 Qg =1L,

i 1 1
I“'Oo’i:K-(p-cz—?p-czj:/c-z-p-cz. (R54)
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Nun verwenden wir (R39), (R48) und (R54):

471:.G.p:q),ll :CZ'FIOOVI :K‘%'pc4|

(R55)

Damit ist die Bestimmung der Einstein’schen Gravitationskonstante x abgeschlossen.

Bemerkung

In Abschn. 3.6.7 meines hier betrachteten Buchs verwende ich die Einstein’sche Gravitationskonstante x mit
negativem Vorzeichen. Das liegt daran, dass ich diese Konstante aus der in FuRnote 1 angegebenen Quelle
ubernommen habe, ohne zu berlicksichtigen, dass dort der Kriimmungstensor mit entgegengesetztem Vorzeichen
verwendet wird wie bei mir und in der Wikipedia. Deshalb miissen meine Formeln (3.148) bis (3.151) bezuglich
des Vorzeichens dieser Konstanten korrigiert werden.

Aus (R47),d.h @; = c? -Tyo» ergeben sich interessante Beziehungen, die in der Literatur auftauchen. Zunachst

nehmen die vorkommenden Christoffel-Symbole eine spezielle Form an:

o 0 . :
1(691(1/ + g,UK _ g,uv)jl—qoo _ guc 1(5920 + agOOI( _ agooj.
2 Lox4  ox¥ o ox® 2 \ ox x> ox*
Wegen der Zeitunabhédngigkeit des metrischen Tensors ergibt sich daraus

1.9»._@%0:_5[ oS ag} i

re, =97

it 9900 n

i2 0900
vl

r,=-
00 6X2

g9 g g

2 < 2 ox° x| 27
0

Die gij weichen unter den betrachteten Bedingungen fir i = j wenig von null ab und fur i = j wenig von -1.
Deshalb gilt ndherungsweise

i _1 90
00 2 aXi
. 2 2.
Mit (R47), d. h. @, =c?-Th, , ergibt sich @, = 2% = <. B0 :i(c 900) und damit
' ooxt 2 ox' ax 2
?.g 2

O = Too+constl, d. h. gqp :2'—2q)+const2 und A® :C?Agoo.
c

Die Beziehung gq, —2.d/c? +const2 habe ich in Abschn. 3.6.6 meines hier betrachteten Buchs auf einem
anderen Weg erhalten.
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