Wolter/Dahn: Analysis Individuell (¢)Springer 2000
Kapitel 5

Reelle Funktionen

5.2 Stetigkeit

Beispiele.

1. f(x)=¢, D(f)=R.  (vgl. Abb. 5.9)
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Sei a € R beliebig und ¢ > 0. Wir widhlen 6 = . Dann gilt fiir alle = mit

lz—a| <0 : [f(x)— fla)|=|c—¢c|=0<e.

Konstante Funktionen sind also stetig.

2. flz)=z, D(f)=R, a€R. (vel. Abb. 5.10)

Sei a € R beliebig und ¢ > 0. Wir wihlen wieder 6 = . Dann gilt fiir alle x mit

|z —a|<d: |f(x)— fla)|=|z—a|<d=c.
Folglich ist auch die Identitéatsfunktion stetig.
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Abb. 5.9 — Konstante Funktion

3. Essei f(z)=2% D(f)=R, e>0 und a € R

Abb. 5.10 - Identitdtsfunktion

beliebig.

Um die Stetigkeit von f(x) in a nachweisen zu konnen, haben wir (entsprechend der
Definition) fiir € >0 ein ¢ > 0 mit den geforderten Eigenschaften zu finden. Es ist

[f(z) = fla)| = |2* — a®| = |z +al - |& — a] == (%)

Sei € > 0. Erste Ndherung fiir §: 0 <¢d < 1.

Dann ist |z 4 a| = |v — a + 2a| < |z — a] +|2a| < 1+ |2al.
——
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Folglich ist

[f(@) = fla)l = (%) < |z +al - |z —af < (1+[2a]) - |2 —al

Wiihlt man jetzt § < —S—— dann ist fir |z —a| <& auch |f(z)— f(a)| <e.

1+ |2al

5/2/4/1

5/2/4/2

5/2/4/3



x?—1
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ist in @ =1 nicht stetig, da f an der Stelle a nicht definiert ist. 5/2/4/4

. 1, falls =z > O?
5. Essei f(x) = { 1. fallsz < 0.

Behauptung: f ist in a = 0 nicht stetig.
Stetigkeit in @ = 0 formal ausgedriickt bedeutet:

¥e>036>0 Yae D(f)(|lz —al <0 — |f(z) — f(a)| <e).
Folglich bedeutet Unstetigkeit an dieser Stelle:
Je>0¥5>0 JweD(f)(Jr —a| < 5 A|f(x) - f(a)] > €).

Essei e=1 und § >0 beliebig.
Ist x € Us(0) mit —d <z <0, dannist |f(z)— f(0)|=]|—-1—-1=2>e=1.
Hieraus folgt die Behauptung.

(vgl. Abb. 5.11) 5/2/4/5

. 1, falls x rational,
6. Essei f(z) = {0, falls = irrational.

f ist in keinem Punkt des Definitionsbereiches stetig, denn in jeder §-Umgebung von

(vgl. Abb. 5.12) 5/2/4/6

a € R liegen rationale und irrationale Zahlen. W&hlt man z.B. ¢ = 5 und 6 > 0

beliebig, dann liegt wenigstens ein Funktionswert f(z) mit z € Us(a) und z rational
bzw. irrational auerhalb von U.(f(a)).
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Abb. 5.11 Abb. 5.12
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