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Kapitel 1
Grundbegriffe der Mengenlehre und der Logik

Ubungsaufgaben

1. XY, Z seien beliebige Mengen. Beweisen Sie:
(a) XN(YUZ)=(XNY)u(Xn2Z),
(b) XUu(YNZ)=(XUY)Nn(XUZ),
(c) XN(XUY
(d) XU (

) =X,
XnY)=X,
2. Es sei M eine Menge. Fiir X C M sei stets C(X) das Komplement von X
bez. M.
Zeigen Sie, daf fiir beliebige Teilmengen X, Y, Z C M gilt:
(a) C(XUY)=C(X)nC(Y),
(b) C(X NY) = C(X) UC(Y),
(c) C(X)\NY =C(XUY),
(d) X~YUZ2)=XNCYUZ)=(XY)N(X2)=XNCY)NnC(2).

C
C

3. Es sei M eine Menge. Fiir X C M sei stets C(X) das Komplement von X
bez. M. Weiterhin sei S = {X; : ¢ € I} ein System von Mengen mit X; C M.

Zeigen Sie:
() C(Ux:) = Nex).
) ©()) = o

4. X, Y, Z seien Mengen von reellen Zahlen, so dafl
X={r:—-1<z<l1},Y={2:1<2x<3}, Z={z:2<x<4}.
Geben Sie die folgenden Mengen an:

(a) XNYNZ, (d) C(XuZz)nY,
(b) (XUY)NZ, (e) (YNZ)UX,
(c) XU(YNnZ), f) Y (ZUX).

5. Essei M ={X, : i€} einSystem von Mengen mit der Eigenschaft [ X; = 0.
iel
Beweisen oder widerlegen Sie (durch Angabe eines Gegenbeispiels) die folgende Aussage:
Es gibt zwei Mengen X;, X; € M, sodafl X;NX,; = 0.

6. Untersuchen Sie mit Hilfe von Wertetabellen, ob die folgenden Aussagen giiltig
sind:
(a) (WA— B)A (A — =B) — A,
(b) (A= B)AN(B—C)— (A—C).
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7. Untersuchen Sie, ob folgende Aussagen #dquivalent sind:
(a) A By (A— B)A(B— A),
(b)) A— B; B— A,
(¢) A— B; —B— —A.

8. Man gebe zu folgenden Aussagen je eine logisch dquivalente Alternative an und
beweise die Gleichwertigkeit:

(a) =(mAA-B), (b) A— B, (c) (A — B).

9. Essei R eine zweistellige Relation in IR.
Verneinen Sie die folgenden Aussagen, und fithren Sie die jeweilige Verneinung so
weit wie moglich aus:

(a) Fiir alle x € R gibt esein y € R mit (x,y) € R.

(b) Nicht fiir jedes = € R gibt es reelle Zahlen %;,y, mit y; # y» und
(x,y1) € R und (z,y2) € R.

(c) Es existiert ein x € R, so daB fiir alle y € R gilt: (z,y) ¢ R.

(d) Fiir jedes z € R gibt es genau ein y € R mit (z,y) € R.

10. Betrachten Sie in einem rechtwinkligen (x,y)-Koordinatensystem die Geraden
g1, g2, g3 mit den sie darstellenden Gleichungen
Griy=—c+8 G:y=3; gzs:y=c+5.
Durch diese Geraden wird ein Dreieck bestimmt. Entscheiden Sie, welche der fol-
genden Aussagen wahr sind !
Die inneren Punkte dieses Dreiecks sind alle Punkte, fiir deren Koordinaten (z, y)
gilt:

(a
(b

(c
(d

) y>—x+8 oder y<3 oder y>ux+5,
) y>—2x+8 und y<3 und y>zx+5,
) y<—x+8 und y>3 und y<x+5,
) y<—x+8 oder y>3 oder y<uz+b5.

11. Beweisen Sie durch vollstdndige Induktion, daf3
(a) (14 2)">1+nx firallex >—1, (Bernoullische Ungleichung)

2 _ n(n+1)(2n + 1)'

(b) 1*4+2°4---+n :

12. Beweisen Sie durch vollstédndige Induktion:
(a) Fir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt: 4™+ 15n — 1 ist durch 9 teilbar.
(b) Fiir alle natiirlichen Zahlen n >3 gilt: 2"+ 1 > n?.
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13. Beweisen Sie:

(a) Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt:
" . 2n . (n
(b) Fiir alle n € IN gilt: ( ) > 2" wobei (k’) =
n

14. Beweisen Sie:

(a) Ist k € IN gerade, so ist k" fiir jedes n € IN durch 2" teilbar.

(b) Fir jedes n € N mit n > 7 ist 3" < nl.

- 2n —1)(2n +1
(c) Fiir jedes n € N gilt: ) (2k —1)* = n(2n ?z( n+ )
k=1

15. Beweisen Sie, daf fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

(a) ii2:é-n(n+l)(2n+1),
(b) 2:223: <n(n2—i— 1))2,

~ 1 1
© ;z’(z’+1) T

16. Es sei a eine reelle Zahl mit a # 0.
Zeigen Sie, daf fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:
B 1 — an+1

n .
KA
;a T 1—a
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