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Kapitel 2
Reelle Zahlen

2.3 Mengen von reellen Zahlen

Definition. (Umgebung) 2/3/10
Essei a € R, UCIR und ¢ > 0.
(1) U heiBit e-Umgebung von a
= U={zeR:|z—a|<e},
(dh, U={z€eR:a—e<zx<a+e}=(a—¢c,a+¢)).
Bez.: U =U.(a).
(2) U ist eine Umgebung von a
= BEsgibt ein € >0, soda U.(a) CU.
Bez.: U(a).

Satz 2.11 (Satz von Bolzano- Weierstraf) 2/3/16

Jede unendliche und beschrinkte Menge von reellen Zahlen besitzt (wenigstens) einen
Haufungspunkt.

Beweis. (Beweis mit Intervallschachtelung!)

Sei M C R, M unendlich und beschrinkt. Dann existieren Elemente a, b € IR, so
daB a < x <b fiir jedes x € M.

Wir konstruieren eine Intervallschachtelung ([an, an mit folgenden Figenschaften:
® an S Ap41 S bn+1 S bn;

e in jedem [a,,b,] liegen unendlich viele Elemente aus M,
i anrl — Gp41 = %(bn - an)-

Sei ap =a, by =b.

Dann ist M C [ag, by] und [ag, bo) N M unendlich.
ap + b()
2
Da [ag,bg] unendlich viele Elemente aus M enthélt, muf dies auch fiir [ag, ;] oder

fir [c1,bo] gelten.

Sei ¢ = . Dann ist [ag, by] = [ag, c1] U [e1, bo).

Entsprechend dieser Fallunterscheidung definieren wir:

a; = ag, by = ¢y, falls [ag,c;] N M unendlich ist und

a; = ¢y, by =by, anderenfalls (= [c1,b0] N M unendlich).



(bp — ap) und

DO

In jedem Falle ist [aq,b] N M unendlich, und weiterhin gilt b —a; =
ap < a; < by < by.

Seien a,, b, schon (entsprechend der Induktionsvoraussetzung) mit den geforderten Eigen-

schaften definiert.

a, + by,

o

Da [an,b,] = [an, Chs1] U [cns1, bn] und [ay,b,] N M unendlich ist, gilt:

[an, Che1] MM ist unendlich oder [e,41,b,] N M ist unendlich. Entsprechend dieser
Fallunterscheidung definiert man:

Sei ¢ =

Upi1 = Qp, bpy1 = cpy1, falls [a,, cya1] MM unendlich ist und

Api1 = Cpa1, bn+1 = bn, sonst.

Offensichtlich besitzt [a,i1,bn11] die geforderten Eigenschaften.
Nach dem Intervallschachtelungsaxiom gibt es ein ¢ € R, so daf§ a, <c¢ <b, fiir alle
n.

Behauptung: ¢ ist ein Haufungspunkt von M.

z.z.. Wenn ¢ > 0, dann existiert ein x € M mit = # ¢ und z € U.(c).
_ 1

2n
auch c¢—ay,, b, —c<e und damit c¢—¢ < a,, b, < c+ €. Schlieflich gilt:

Wihlt man n so grof3, da b, — a, (bo — ap) < &, dann ist wegen a, < c¢ <b,

[an,by) C (c —e,c+¢) = Uc(c).

Da [a,,b,] unendlich viele Elemente aus M enthélt, liegen auch unendlich viele Ele-
mente aus M in U(c). Folglich ist ¢ ein Haufungspunkt von M. QO
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