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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.9 Integrierbarkeit der Grenzfunktion bei Folgen und Reihen
von Funktionen

Satz 9.24  (Integrierbarkeit der Grenzfunktion)

Sei a < b, I = [a,b] und (f,) eine Folge von Funktionen, die in dem Intervall I
definiert sind. Dann gilt:

(1) Konwvergiert (f,) in I gleichmdffig gegen die Funktion f und sind alle f, in
I integrierbar, dann ist f in [ integrierbar und es ist
b b

/f(x)d$:/ hm fulz))dx = hm /fn

(Vertauschbarkeit des Limes mit dem Integral)

(2) Konvergiert an(a:) in I gleichmafig gegen die Funktion [ wund sind alle
n=0
fn in 1 mtegm'erbar dann ist f in I integrierbar, und es ist

/f dx—/an dr — O/bfn(x)dx

a n=0

(Vertauschbarkelt des Integrals mit der unendlichen Summe)

Beweis. (1). Sei ¢ > 0. Nach Definition der gleichméBigen Konvergenz gibt es ein
ng, so daf fiir jedes n > ng und fiir jedes x € I gilt:

|fn(x) - f(l’)| < 3(1)8_ a) =g

Da f, in [ integrierbar ist, ist f, und damit auch f in I beschrankt. Mit Hilfe
des Riemannschen Integrierbarkeitskriteriums zeigen wir, daf§ f in [ integrierbar ist.

Sei n > ng fixiert. Nach der obigen Ungleichung ist
fo(z) —& < f(x) < fulz) + € fiir alle z € [.
Folglich gilt fiir jedes Teilintervall I’ C I:
sup f (z) < sup foz) +¢" und inf f(z) > inf fu(z) -

Da f, in I integrierbar ist, existiert eine Zerlegung 3 = (ag,...,ary1) von I, so daB
SchlieBlich erhilt man fiir I; := [a;, ;1]
k

51.(8) = 85,(5) = Yo (a1 — a;)- (sup f(x) — inf f(x))

=0 €l z€el;
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k
< Y (@1 — a;)- (sup fulz) + € — inf fu(e) +¢)
i=0 el

zel;

<25’(b—a)~|—§:e.

Folglich ist f in [ integrierbar.
Wegen |fn(x) — f(x)] <&’ gilt weiterhin

b

[ (ful@) = 1(@)) da

a

b b

/fn(x)dx—/f(x)dx

a a

</|fn 2)| da

<5’-(b—a):%<€.

Hieraus folgt
b b b

(2). Setzt man F,( Z fi(z), dann konvergiert (F,) in I gleichméBig gegen f,
und alle F,, sind in [ mtegrlerbar Folglich gilt nach (1):

b b
lim /Fn(:c) dz = /( lim F(

Weiterhin ist

b b,
JLHC}O/F"(:C) dr = lim (Zfz(x)) dr = nlLHoloZ/fl )dx
a a =0 1=07g
i=gi(x)

b b

(3 h@)de= [ fwyar

a

@\

= ,}Lrgozn:gi(x) = = i/bf

1=0 ’i= =0 a
und damit gilt
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b

/f(:(:) dx = /b (ni;ofn(x)) dx = 7i)/bj"n(ac) de. [d

a

Korollar. 9/9/3

(1) Finein einem Intervall I = [a,b] gleichmdfig konvergente Funktionenreihe kann
gliedweise integriert werden.

(2) Potenzreihen kénnen in jedem abgeschlossenen Teilintervall ihres Konvergenzbe-
reiches gliedweise integriert werden.

Beweis. Der Beweis ist nach den Sétzen 5.20 und 9.24(2) trivial. 3 9/9/4
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