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Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

7.2 Mittelwertsitze; der Satz von Taylor

Satz 7.11 (Satz von Taylor) 7/2/9

Sei I ein Intervall und a € I. Ist f in I (n+ 1)-mal differenzierbar, dann gibt es
fir jedes x € I ein 9 (=9(x)) mit 0 < <1, so dafs

/ a (TL) a n .
f(z) :f<a)+f1(!) '(ﬁ—a)l—i-"'-i-f n'( ) (x—a)" + R,(x), wobei
_ [ atd@—a)
R,(x) = R (x —a) :
@ (a
(Rn(x) heifit Lagrange’sches Restglied, p(x Z f (x —a)® heifit Taylorpolynom, wobei

fO(z):= f(z), und f(z)=p(x)+ R,(z) heift Taylorsche Formel. )

Kapitel 8
Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher
(Einfiihrung)

8.3 Der Satz von Taylor; lokale Extrema fiir
Funktionen mit mehreren Veranderlichen

Es sci jetzt M eine offene Teilmenge von RR? f : — R und f € C*Y(M). s/3/10
Weiterhin seien @ = (ay,a2), ¢ = a+t-h, Wobe1 t € [O 1], h = (hy,hy) und die
Verbindungsstrecke s(a,b) ganz zu M gehore. Dann ist

o(t) == f(@a+th) = f(ay +thy,as + fhy) fiir 0<t <1

eine reellwertige Funktion einer reellen Verdnderlichen, deren Ableitung sich geméf der
Kettenregel wie folgt berechnet

Q1) = Grf @t 5 1()h

Fiir E% bzw. f?y schreiben wir kurz D; bzw. D,. Damit ergibt sich

' (t) = h1-D1f + ha-Daf = (hiD1 + haDs) f,

wobei das Argument von f der Einfachheit halber weggelassen wurde.

Fir n =2 ist dann

¢"(t) = hi(haD1 D1 f + hoD2Dy f) + ha(hy D1 Do f + heDyDs f).



Nach dem Satz von Schwarz ist Di1Ds>f = Dy D:f und somit erhilt man fiir D;D; :=
D? i=1,2,

¢"(t) = hiDif + 2h1hoaDy Dy f + h3D3 f.
In Analogie zur binomischen Formel schreiben wir fiiv h2D? f + 2h hy D1 Do f + h2D2f

im folgenden auch (hyD; + hoDy)? f.
Analog erhilt man fiir ®*)(t), 0 <t <1, die Darstellung

©®(t) = (hy Dy + haDs)® £.

(Beweis induktiv iiber k)

Ist M CR" offen, fe C™"(M) undsind a= (a1,...,a,), a+t-h mit 0 <t <1
und h = (hy,...,hy,) Elemente aus M, deren Verbindungsstrecke ganz zu M gehort,
und ist ¢(t) = f(a +th) = f(ay + thy,...,a, + th,), dann ist

n

P(t) = X hiv g fla+ th).

=1

Schreibt man D, fiir 90 so erhilt man

al’f

¢'(t) = ZhiDif und " (t) = Z hih;D;D; f

i=1 i,j=1

=Dy + -+ hnDn)(Q)f;

wenn man den Satz von Schwarz und eine der binomischen Formel (fir n Summanden)
analoge Schreibweise benutzt.

Induktiv zeigt man schliefSlich
go(k)(t) = (hDy+ -+ hnDn)(k)f_

Jetzt sind wir in der Lage, den Taylorschen Satz in iibersichtlicher Weise zu formulieren.

Satz 8.12 (Satz von Taylor fir Funktionen mit n Verdnderlichen) 8/3/11
Sei f:R" — R, ¢ce R" U eine offene Ungebung von ¢ und f € C™(U).
Ser & € U, so daf§ die Verbindungsstrecke von ¢ und T ganz zu U gehort. Fir
T—c=(x1—¢c1,..., x5 —Cy) = (h1,...,hy) = h gilt dann: Es gibt ein ¥ € R mit

0<d9 <1, sodaf f(z)=)_ .%(thl + oo 4 hy DY) f(E) + Rn(Z), wobei
=0

i .

Ry (7) = M'(h1D1 + o+ h, D)™ £(2 4+ 9R).

~
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Beweis. Sei ¢(t) := f(c+th), 0 <t < 1. Dannist o(t) als reellwertige Funktion
einer reellen Veranderlichen offenbar (m+-1)-mal differenzierbar. Nach dem Taylorschen
Satz fiir Funktionen einer Verénderlichen gibt es ein ¥ mit 0 < ¢ < 1, so dafl

Mm+D(0 + (1 - 0))
(m+1)!

@(1):@(0)+§:%-(1—0)i+§0 .(1_0)m+1

Es ist
p(1) = f(@), #(0) = f(@), ¢(0)=(mDi+--+h.Dy)"f(©)
fir i=1,...,m und
(W) = (hiDy + -+ - + by, D)™V £ (2 + 9R).

Hieraus folgt die Behauptung. a
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