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Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum IRn; Funktionen mit meh-
reren Veränderlichen

6.1 Der Raum IRn

Satz 6.1 (Schwarzsche Ungleichung) 6/1/5

Für beliebige reelle Zahlen ai, bi gilt :( n∑
i=1

aibi
)2
≤

( n∑
i=1

a2
i

)
·
( n∑
i=1

b2
i

)
.

Beweis. In der linearen Algebra definiert man das Skalarprodukt für Vektoren 6/1/6

ā = (a1, . . . , an), b̄ = (b1, . . . , bn) ∈ IR wie folgt: (
¯

a, b̄) :=
n∑
i=1

aibi.

Man überlegt sich leicht, daß das so definierte Skalarprodukt folgende Eigenschaften
besitzt:

(ā, ā) =
n∑
i=0

a2
i ≥ 0, und (ā, ā) > 0, falls ā 6= 0̄,

(ā, b̄) = (b̄, ā),

(ā+ c̄, b̄+ d̄) = (ā, b̄) + (ā, d̄) + (c̄, b̄) + (c̄, d̄),

(r·ā, b̄) = r·(ā, b̄) = (ā, r·b̄) für alle r ∈ IR.

Für beliebige r ∈ IR erhält man hieraus

0 ≤ (r·ā+ b̄, r·ā+ b̄) = r2 ·(ā, b̄) + (b̄, b̄).

Für ā = 0̄ ist die Schwarzsche Ungleichung offenbar richtig.

Es sei jetzt ā 6= 0̄ und damit (ā, ā) > 0. Wählt man speziell r = − (ā,b̄)
(ā,ā)

, dann erhält
man

0 ≤ (ā, b̄)2

(ā, ā)
− 2(ā, b̄)2

(ā, ā)
+ (b̄, b̄) = −(ā, b̄)2

(ā, ā)
+ (b̄, b̄).

Folglich ist

(ā, b̄) ≤ (ā, ā)·(b̄, b̄),

und dies ist die Schwarzsche Ungleichung in etwas veränderter Schreibweise.
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