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Kapitel 5
Reelle Funktionen

Funktionen sind von grundlegender Bedeutung fiir fast alle Gebiete der Wissenschaft;
sie geben Zusammenhénge zwischen abhingigen verénderlichen Groflen an, wie z.B.

e die Temperatur in Abhéangigkeit von der Zeit (an einem fixierten Ort),
e den Druck eines Gases in Abhéngigkeit von der Temperatur,

e die Geschwindigkeit eines Massepunktes in Abhéngigkeit von der Beschleunigung.
Der allgemeine Funktionsbegriff wurde bereits im ersten Kapitel definiert. Danach sind

Funktionen zweistellige Relationen (also Mengen von Paaren), die an der zweiten Stelle
eindeutig sind.

5.1 Operationen fiir Funktionen

In diesem Abschnitt werden eine Reihe von Operationen fiir Funktionen behandelt, die
aber zum Teil nur in Strukturen (in Kérpern, Vektorrdumen, ...) ausgefithrt werden
konnen.

Zunéchst betrachten wir aber zwei wichtige Operationen fiir Funktionen, die keine Struk-
tur voraussetzen (sondern nur auf Mengen definiert sind), ndmlich die Verkettung und die
Inversenbildung (falls existent), ehe wir uns den reellwertigen Funktionen einer reellen
Verénderlichen zuwenden.

Definition. (Verkettung von Funktionen)

Es seien g : A— B und f : B — C Funktionen, so da W(g) = g(A) C D(f). Die
Funktion h : A — C heifit Verkettung oder Hintereinanderausfiihrung von f und g
5 h={(a,c): (a,c) € AxC undesgibt ein b€ B, soda (a,b) € f und

(b;c) € g}

Bez.: h= fog, (dh, fiir jedes = € D(g) ist h(z) = (fog)(z)= f(g(x))).

Abb. 5.1 Verkettung von f und g
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Definition. (inverse Funktion)

Es sei f injektiv.
g ist Umkehrfunktion oder inverse Funktion von f

((l, b) €y gdW (b7 (l) S f’ (dh., gla)=b <= f(b)=a.)

Df
Bez.: g= %
f Abb. 5.2 Bildung der Um-
kehrfunktion ¢ = f~! mit
| )
g
Folgerungen.
1. Offensichtlich lassen sich Umkehrfunktionen nur von injektiven Funktionen de-
finieren, da sonst die Eindeutigkeit an der zweiten Stelle verletzt ist.
2. Esist stets D(g) = W(f) und W(g) = D(f).
3. ¢ istinvers zu f <= f ist invers zu g.
4. Fiiralle z € D(f) und alle y € D(f!) gilt: f~'(f(z)) =2 und f(f ' (y)) =y,

also f~lof=fof =1 (wobei I die Identititsfunktion ist, d.h., I(z) =z fiir alle z).

Wir befassen uns jetzt mit reellwertigen Funktionen einer reellen Verdanderlichen.

Definition. f ist eine reellwertige Funktion einer reellen Verdnderlichen

Df

f € R xR und fiir jedes a € R existiert ein b € R, so dafl (a,b) € f.
Bez.: f: R— R

Der Graph einer Funktion ist die geometrische Veranschaulichung der Funktion

(=

Menge von Paaren) in einem geeigneten Raum mit Koordinatensystem.

Abb. 5.3 Darstellung einer Funk-
tion f im IR?> mit rechtwinkli-

gem Koordinatensystem

= T
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Beispiele.

Wir betrachten Funktionen f, g, h: R— R.

Der Einfachheit wegen bezeichnen wir in Zukunft die Mengen {x € R : # > a} auch
mit [a,00); analog benutzen wir die Bezeichnungen (a, o), (—o00,al, (—o0,a).

1. Sei f(r)=2® mit A:=D(f)=R = W(f)=f(A) =[0,00) (vgl. Abb. 5.4).

2. Sei g(z) =+/x mit A:=D(g)=1[0,00) = W(g)=g(A) =]0,00)
(vgl. Abb. 5.5).

0.5

0.5 1

Abb. 5.4 — Parabel Abb. 5.5 — Wurzelfunktion

3. Offenbar ist die Funktion f im Beispiel 1 nicht injektiv. Schriankt man jedoch den
Definitionsbereich von f auf [0,00) ein (so erhilt man eigentlich eine andere Funktion, die
wir aber weiterhin mit f bezeichnen werden), dann ist f injektiv und besitzt eine Umkehr-
funktion f~%.

Fir f(z)=2* mit 2 >0 ist

y=f) = @y ef < (yr)ef

Lost man die Gleichung y = 2* = f(z) nach z auf, so erhélt man z = /y = f~'(y),
wobei y > 0.

Will man die Graphen der Funktionen f und f~! mit Hilfe des gleichen (rechtwink-
ligen) Koordinatensystems veranschaulichen, dann muff man z und y in y = 2

vertauschen und entsprechend nach y auflosen. Dadurch erhélt man y = /z.
f~(x) erweist sich dann als Spiegelung von f(z) an der Geraden y =z (= I(z)).
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Abb. 5.6 Die Umkehrfunktion von
flz) = 22 fiir 0 < x (Graph dick
durchgezogen) ist durch g(z) = /z
gegeben (Graph dick gestrichelt). Of-
fenbar ist f(z) auch fir x <0 in-
jektiv (Graph diinn durchgezogen); die
entsprechende Umkehrfunktion ist
durch h(z) = —y/x gekennzeich-
net (Graph diinn gestrichelt). Funk-
tionen und ihre Umkehrfunktionen
sind jeweils an der Identitdtsfunk-

tion I(z) =z gespiegelt.

Wir haben schon gesehen, dafi nicht alle Funktionen eine Umkehrfunktion besitzen,
sondern nur die injektiven. Wir betrachten jetzt eine wichtige Teilklasse von injektiven

Funktionen, nédmlich die streng monotonen.

Definition. (monoton, streng monoton)

Essei f: R—=R, M CR und M C D(f).

(1) f ist monoton wachsend (bzw. monoton fallend) in M
= Fiir jedes xy, 1o € M gilt: Wenn x; < x5, so f(x1) < f(2)

(bzw. f(z1) > f(x2)).

(2) f ist streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend) in M
5 Fiir jedes xq, x5 € M gilt: Wenn 1 < 2, so f(z1) < f(z2)

(bzw. f(x1) > f(xs)).

Analog wie bei Folgen nennen wir (in M) monoton wachsende bzw. monoton fallende
Funktionen gelegentlich auch kurz monoton in M. Ist f im gesamten Definitionsbe-
reich monoton, dann heift f monoton (ohne Angabe einer Menge).

Satz 5.1 Ist f streng monoton, dann besitzt f eine Umkehrfunktion.

Beweis. g.z.z.: [ ist injektiv, d.h., wenn x; # x9, so f(x1) # f(x2).

Wenn also x7 # x9, so x1 < x9 oder 9 < 1

flan) # flaz). 0

=  f(x1) S f(z2) und damit

5/1/10

5/1/11

5/1/12

5/1/13

5/1/14



Definition. (rationale Operationen fiir Funktionen)

Es seien f, g : R — IR. Summe, Differenz, Produkt und Quotient von f und ¢ sind
wie folgt definiert:

(1) (f+9)@) 5 [flz)E£g(x) firale ze D(f)N D(g).
2) (f-9)@) 5 [flx)-g(z) firalle ze D(f)ND(g).

(3) (g)(q:) = % fir alle = € D(f) N D(g) und g(z) # 0;

folglich ist D(g) = D(f)ND(g) n{z: g(x) # 0}.

Bemerkung.
Summe, Differenz, Produkt und Quotient sind die rationalen Operationen.

5.2 Stetigkeit

Im folgenden betrachten wir eine besonders wichtige Klasse von Funktionen, nédmlich
die stetigen Funktionen.

Definition. (Stetigkeit)

f ist an der Stelle a (oder kurz in a) stetig

= a € D(f) und fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so daB fiir jedes x € D(f)
gilt: Wenn |z —a| <d, so |f(z) — f(a)| <e.
(d.h., fir jede e-Umgebung von f(a) gibt es eine J-Umgebung von a, so dai f(Us) C Ue).

)
Fa)te f(z) Abb. 5.7 Ist die Funktion f an
”””””””””””””””””” der Stelle a stetig und € > 0 ge-
f(a) geben, dann existiert ein 6 > 0,
fla)—ef—————"""— so dafl durch f die §-Umgebung

von a in die zu f(a) gehérende
e-Umgebung abgebildet wird, al-
so f(Us) C U..

Offenbar leistet auch jedes kleine-
re § > 0 das Verlangte.

- T
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‘ f(a)
L /_\ Abb. 5.8 Die Funktion f ist an
Fla)+e T i der Stelle a nicht stetig. Denn ist
i € > 0 wie in der Abbildung gege-
fla) i ben, dann existiert kein § > 0, so
fla)—e+ i daB fiir alle z € Us(a) stets gilt:
| f(x) € U(f(a)).
| - -
a x
——
26
Definition. (stetig in einer Menge) 5/2/3
Sei M CR.
(1) f ist stetig in M
= f istin jedem Punkt a € M stetig.
(2) f ist stetig
= [ ist im gesamten Definitionsbereich D(f) stetig.
Beispiele.
1. f(x)=¢, D(f)=IR.  (vgl. Abb. 5.9) 5/2/4/1

Sei a € IR beliebig und ¢ > 0. Wir wiahlen 0 = e. Dann gilt fiir alle z mit

lt—a| <0 : [f(x)— fla)|=|c—c|=0<e.

Konstante Funktionen sind also stetig.

2. f(x)=z, D(f)=R, a€lR (vgl. Abb. 5.10) 5/2/4/2

Sei a € R beliebig und ¢ > 0. Wir wihlen wieder 6 = e. Dann gilt fiir alle x mit
lz—al <d: |f(x)— fla)|=|r—a|] <d=c.
Folglich ist auch die Identitdtsfunktion stetig.
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cte _
flx)=c fla)+ed-—m ‘ flx)=2
C |
| fla) |
c—¢& : :
| fla)—ef— ‘ :
1 1 1 T 1 |
N a
N—_——
20 20=2¢
Abb. 5.9 — Konstante Funktion Abb. 5.10 — Identitéitsfunktion

3. Essei f(x) =2 D(f)=R, e>0 und a € R beliebig.

Um die Stetigkeit von f(x) in a nachweisen zu kénnen, haben wir (entsprechend der
Definition) fiir € > 0 ein 6 > 0 mit den geforderten Eigenschaften zu finden. Es ist

[f(z) = fla)| = |2* — a®| = |z +al - |& — a] == (%)

Sei € > 0. Erste Naherung fiir 6: 0 <9 < 1.
Dann ist |z +a| = |z —a+ 2a| < |z — a] +|2a] < 1+ |2al.
6<1
<6<

Folglich ist

[f(z) = fla)] = (%) < |z +al - [z —af < (1 +[2a]) - |z — al.

Wiéhlt man jetzt 0 < 1 +€|2a\’ dann ist fiir | —a| <6 auch |f(z) — f(a)] <e.
2
4. xx—_ll ist in @ =1 nicht stetig, da f an der Stelle a nicht definiert ist.
: 1, falls x>0,
5. Es sei f(x) = { 1. fallsz <0, (vgl. Abb. 5.11)

Behauptung: f ist in a = 0 nicht stetig.
Stetigkeit in a = 0 formal ausgedriickt bedeutet:

¥e>036>0 Yre D(f)(|lz —al <0 — |f(z) — f(a)| <e).
Folglich bedeutet Unstetigkeit an dieser Stelle:
Je>0 V>0 JweD(f)(Jo —a| < 5 A|f(z) = f(a)] > €).

Essei e =1 und ¢ > 0 beliebig.
Ist z € Us(0) mit —) <z <0, dannist |f(z)— f(0)]=|—-1—-1=2>e=1.
Hieraus folgt die Behauptung.
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. 1, falls = rational,
6. Bs sei f(z) = {O, falls x irrational.
f ist in keinem Punkt des Definitionsbereiches stetig, denn in jeder /-Umgebung von

(vgl. Abb. 5.12)

a € R liegen rationale und irrationale Zahlen. W&ahlt man z.B. ¢ = 3 und 6 > 0

beliebig, dann liegt wenigstens ein Funktionswert f(z) mit x € Us(a) und z rational
bzw. irrational aulerhalb von U.(f(a)).

Y Y

Abb. 5.11 Abb. 5.12

Kriterien fiir die Stetigkeit

Wir wollen jetzt die schon bekannten Eigenschaften iiber konvergente Folgen ausnutzen,
um damit Ergebnisse iiber stetige Funktionen zu erzielen.

Definition. (Grenzwert bei Funktionen)

Es sei a ein Haufungspunkt von D(f) (a muB nicht selbst zu D(f) gehéren).
f besitzt an der Stelle a den Grenzwert c
= Fiir jedes € >0 gibt es ein 0 > 0, so daB fiir jedes = € D(f) mit = # a gilt:
Wenn |z —al <6, so |f(x)—c|<e.
Bez.: lim f(z) =c¢ oder f(x)——c

r—a T—a

Definition. (uneigentlicher Grenzwert)

Sei a ein Haufungspunkt von D(f).

f hat an der Stelle a den uneigentlichen Grenzwert oo (bzw. —o0)

= Fiir jedes ¢ € R existiert ein § > 0, so daB fiir jedes = € D(f) mit x # a
gilt: Wenn |z —a| <6, so f(z) >c (bzw. f(z) <c).

Bez.: lim f(z) = oo (bzw. lim f(z) = —0o0)
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5/2/8

Abb. 5.13 Fiir jedes ¢ € R gibt
es ein 0 > 0, so daB fiir alle = €
Us(a) mit z # a gilt: f(z) > ¢
folglich ist hm f(z) = oo.

Analog heﬁe 51ch auch der Fall

lim f(z) = —oo demonstrieren.

r—a

Y
8

Definition. (Grenzwert im Unendlichen) 5/2/9

Essei a € R und D(f) = [a,00) (bzw. D(f) = (—00,al).

f besitzt fir x — oo (bzw. fir © — —oc0) den Grenzwert c

5 Fiir jedes € >0 gibt es ein b € R, so daB fiir jedes z € D(f) gilt:
Wenn z >b (bzw. = <b), so |f(z)—¢| <e.

Bez.: lim f(z) =c¢ (bzw. $Er9mf($) =c)

r—00
Entsprechend definiert man uneigentliche Grenzwerte fiir  — oo bzw. z — —o0. 5/2/10
Beispiele.
. 22 —1
1. Essei f(z)= T 5/2/11/1

f istin a =1 nicht definiert (also auch nicht stetig), aber f besitzt in a =1 einen
Grenzwert, ndmlich ¢ = 2. Dazu betrachten wir fiir x # 1

(x+1)(x—1)
r—1

@) —2 = [T =L 2| =|

=l(x4+1)=2|=zx—1]:= (%).

_2‘

Ist € >0 und wihlt man ¢ = ¢, dann erhédlt man fir |z — 1] < :

|fla) =2l =z —1] = (») <e.

2. Sei f(z) = x21+1.

Behauptung: lim f(z) =

5/2/11/2

Abb. 5.14



Sei ¢ >0 und x > 1. Dann gilt

@)= 0] = |2— 0] =

2+ 1

Fiir alle x>% ist |f(x) =0 < (%) =

& [=
A
™

Satz 5.2 Sei a € D(f) und a ein Hdiufungspunkt von D(f). Dann gilt:
f istin a stetig gdw }:m(llf(x) existiert und }:m(llf(x) = f(a).

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition des Grenzwertes.  [J

Satz 5.3 (Folgenstetigkeit)

Es sei a € D(f). Dann gilt:
f st in a stetig gdw fir jede Folge (x,) mit z, € D(f) gilt:
Wenn lim x, = a, so lim f(zn) = f(a).

Beweis. (—) Sei f in a stetig. Nach Definition erhélt man:
Fiir jedes € > 0 gibt es ein 0 > 0, so daf fiir jedes = € D(f):

Wenn |z —a| <6, so |f(z) — f(a)] <e.
Sei (z,) eine Folge mit xz, — a. Dann ist |z, —a| < ¢ fiir fast alle n, und somit
gilt auch |f(z,) — f(a)| < e fir fast alle n.

Also  f(zn) — f(a).

(«+—) Annahme, f istin a nicht stetig.
Dann gibt es ein € > 0, so daB fiir jedes § > 0 ein x € D(f) existiert mit |z—a| <0

und |f(z) — f(a)| = e
Wihlt man 0 =6, = %, dann gibt es fiir jedes n ein xz, € D(f) mit

|z, —al <9, = l, also
n
Tn —a aber |[f(zn) = f(a)] Z ¢,

dh, fz.)+~ fla) V! G

Jetzt kénnen wir Grenzwertsitze bei Stetigkeitsuntersuchungen benutzen.

Satz 5.4 (Stetigkeit der rationalen Operationen)

Summe, Differenz, Produkt und Quotient von stetigen Funktionen sind stetig.
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Beweis. Mit Hilfe von Satz 5.3 erhélt man die Behauptung unmittelbar aus den Grenz-
wertsétzen fiir Folgen.
Wir skizzieren den Beweis fiir die Summe. Es sei z,, — a. Dann ist

(f +9)(xn) = f(2n) + 9(2n) —— fla) +g9(a) = (f +g)(a). 0O

Satz 5.5 (Stetigkeit der Verkettung)

Seien f, g Funktionen mit W{(g) C D(f).
Ist g in a stetig und f in g(a) stetig, dann ist fog in a stetig.

Beweis. Nach Definition der Stetigkeit ist ¢ in @ und f in g(a) definiert, folglich
ist a € D(fog).

Sei (z,) eine Folgein D(fog) mit z, — a. Dannist ¢ in x, definiert, und wegen
Wi(g) € D(f) ist f in g(x,) definiert.

Aus der Stetigkeit von ¢ in a folgt: g(x,) — g(a).

Nach Voraussetzung ist f in g(a) stetig. Dann gilt fiir jede Folge (y,) in D(f):

Wenn y, — g(a), so f(yn) — f(g(a)).
Speziell fir y, = g(z,) gilt dann

(f o g)(@n) = flg(zn)) = fyn) — f(g(a)) = (f © g)(a).
Nach Satz 5.3 ist also fog in a stetig. [

Satz 5.6 (Zwischenwertsatz oder Nullstellensatz von Bolzano)

Ist f in dem abgeschlossenen Intervall [a,b] stetig und f(a) <0 < f(b) oder
f(a) > 0> f(b) (dh., f(a)- f(b) <0), dann gibt es ein c € (a,b), so dafy f(c)=0.

Beweis. Essei 0.B.d.A. f(a) <0< f(b) (sonst wird —f(a) <0< —f(b) betrachtet).

Abb. 5.15 Ist ¢,y1 der Mittel-

punkt des Intervalls [a,, b,], dann

wird entsprechend der Bedingung

a n bn flent1) < 0 bzw. f(cpt1) > 0
b das linke bzw. das rechte Teilin-

tervall als [an41,bn+1] gewéhlt.

115

5/2/18

5/2/19

5/2/20

5/2/21

5/2/22



Wir konstruieren eine Intervallschachtelung [a,,b,], so dafl
Flan) <0< f(by) und by —ay = zin(bo — ap).

Sei ag:=a, bp:=b = f(a) <0< f(b).

Fir n sei [an,b,] schon definiert (mit den geforderten Eigenschaften).

Gy + bn
2 )

Upi1 = Ap, buy1 = cpyp, falls f(epyq) >0 und

dann definieren wir

Sei ¢ =

Upi1 = Cpiy1y b1 = by, falls f(epq) <O0.
Offenbar ist (a,) monoton wachsend und nach oben beschrénkt und (b,) monoton
fallend und nach unten beschrankt. Folglich existieren lima, und limb,, und wegen

b — an = 5 (bo — ag) ist lima, = limb,

Nach dem Intervallschachtelungsaxiom existiert ein ¢ mit a, <c¢ <b, fiir alle n.
— lima, =c¢=1limb,.

Nach Voraussetzung ist f(a,) < 0 < f(b,) fir alle n. Da f in ¢ stetig ist, gilt:

f(e) = lim fla) <0 < Tim f(b,) = £(c)
Daraus folgt also f(¢)=0. 4

Korollar (Zwischenwertsatz)
Ist f in [a,b] stetig, d € R beliebig und f(a) < d < f(b) oder f(a) > d > f(b),
dann existiert ein ¢ € (a,b), so daB f(c) =d.

Beweis. Setzt man g(z) = f(z) — d, dann erfiillt g die Voraussetzungen des Null-
stellensatzes. Folglich gibt es ein ¢ mit g(c¢) = 0 = f(¢) —d, also f(¢) =d. 0O

Satz 5.7 Ist f in |a,b] injektiv und stetig, dann ist f in |a,b] streng monoton.
(= f besitzt in [a,b] eine Umkehrfunktion.)

Beweis. Ubungsaufgabe !

(Hinweis: Man nehme an, daf8 f nicht streng monoton ist und benutze den Zwischenwertsatz!) [

Satz 5.8 Ist f in [a,b] injektiv und stetig, dann ist f~' in |a,B] stetig, wobei
o = min{f(a). f(8)} und B =max{f(a), f(b)}.
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Beweis. Nach Satz 5.7 ist f in [a,b] streng monoton.

Sei 0.B.d.A. f in [a,b] streng monoton wachsend und « := f(a), f := f(b) (fir
Hfallend“ verlduft der Beweis analog).

Dann ist f(a) < f(b), und nach dem Zwischenwertsatz werden alle Werte d mit
fla) <d < f(b) durch f angenommen, also f([a,b]) = [f(a), f(b)] = |«, 5]

Sei v € [o, (]

Dazu sei (y,) eine Folge mit vy, € [a, ] und y, — 7.

Wegen y,,v € [, ] = f([a,b]) existieren z,,c¢ € [a,b], so daB f(z,) = y, und
f(c) =~. Damit ist (z,) eine beschriankte Folge in [a,b]. Folglich besitzt (z,) einen
Héufungspunkt ¢y und eine gegen ¢, konvergierende Teilfolge (x,,) : x,, — co. Da
la,b] abgeschlossen ist, gehort c¢q zu [a,b]. Aus der Stetigkeit von f in [a,b] folgt
somit [ () — f(co)-

Wir haben zu zeigen, dafl f~! in ~ stetig ist.

Da y, — v und (y,,) eine Teilfolge von (y,) ist, gilt auch y,, — v. Also y,, — v
und y,, = f(x,,) — f(cp), folglich ist

f(e) =~ = fleo).

Giébe es einen weiteren Haufungspunkt ¢ von (z,), so gébe es eine Teilfolge (z7, )
von (v,) mit x;, — c.

Analog wie im vorhergehenden Teil des Beweises existiert eine Teilfolge (y;,.) von (yn)
mit y, = f(z;, ) —— f(c'). Wegen y, — v gilt dann auch

Py =7 = fle).

Aus der Injektivitdat von f folgt schliefilich ¢ = ¢y = ¢. Die beschriankte Folge (z,)
besitzt also genau einen Haufungspunkt, und dieser ist ¢, also z, — c.

Nach Voraussetzung gilt: 1, — 7. Folglich ist
7 ) = [T (20) = 2 ——c= f7H(f(e)) = f7 (),

d.h., f ist an der Stelle ~ stetig. [

Beispiel. Sei f(r) = 2%, x > 0. Dann ist offenbar f injektiv und stetig in [0, b]
fiir jedes b > 0 (folglich ist f auch in [a,00) stetig). Nach dem vorhergehenden Satz ist
[t =+x in [f(0), f(b)] = [0,b%] stetig, also auch in [0, 0).

5.3 Elementare Funktionen

(1) Rationale Funktionen
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Definition. f ist eine rationale Funktion
= f laBt sich in endlich vielen Schritten mit Hilfe der rationalen Operationen aus
der Identitatsfunktion und den konstanten Funktionen erzeugen.

Darstellung: f(z) = gnimi — 1%0
. b

Definition. f ist eine ganze rationale Funktion oder ein Polynom tber R
= [ ist eine rationale Funktion, die ohne Division erzeugt werden kann.

Df
Darstellung: f(z) =a,z" + -+ ap

Satz 5.9 Die rationalen Funktionen sind stetig.

Beweis. Der Beweis folgt sofort aus der Stetigkeit der identischen Funktion, der kon-
stanten Funktionen und der rationalen Operationen. a

(2) Entwickelte algebraische Funktionen

Definition. f ist eine entwickelte algebraische Funktion

f 1aBt sich in endlich vielen Schritten mit Hilfe der rationalen Operationen
und der Wurzelfunktionen {/--- aus der Identitétsfunktion und den konstanten
Funktionen erzeugen.

DI

Bemerkung. Bisher ist {/x nur fiir n > 2 und z > 0 definiert. Fiir ungerade n
148t sich {/z auch in dem Bereich x < 0 definieren. Hierfiir legen wir fest:

VT = — /T

Fir n =1 gelte generell: {/x = z.

Beispiele (fiir entwickelte algebraische Funktionen)
fa) = /x;
g(x) = {L/axQ—kbx—l—\/I‘?—c—i—x—d

Bemerkung. Neben den entwickelten algebraischen Funktionen gibt es noch weitere
algebraische Funktionen.

Man nennt eine Funktion f algebraisch, wenn f Losung einer algebraischen Gleichung
ist, d.h., f ist eine Funktion, und es gibt Polynome po(x),...,p,(x), so daB fiir jedes

r € D(f) mit y= f(x) gilt:
Pu(2)y" + - -+ p1(x)y + po(z) = 0.
(vgl. Literaturangabe [2], Band I, Nr. 190, Begriff einer algebraischen Funktion)
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Satz 5.10 Die entwickelten algebraischen Funktionen sind stetig.

Beweis. Der Beweis folgt sofort aus der Stetigkeit der Identitatsfunktion, der konstan-
ten Funktionen, der Wurzelfunktionen (siche nichste Bemerkung) und der Stetigkeit der

rationalen Operationen. [

Bemerkung. Ist f(z) =2", = >0, dann ist offenbar /= die Umkehrfunktion von
f. Nach Satz 5.8 ist f~! in [0,00) stetig. Fiir ungerade n ist f in IR injektiv und
somit die Umkehrfunktion ¥z in ganz R definiert und stetig. (vgl. auch Abb. 5.17).

Fiir gerade n ist f in (—o0,0] definiert und injektiv, folglich besitzt f in (—oo, 0]

ebenfalls eine Umkehrfunktion —</z (vgl. Abb. 5.16).

Abb. 5.16 Fiir gerade n verlau-
fen die Graphen der Funktionen
f@) = am, g(e) = ¢& und
h(z) = —/z &hnlich wie die von
f, g und h in dieser Abbildung
und in Abb. 5.6. (Dort wird der Spe-
zialfall n» = 2 und hier der Fall n = 4
dargestellt.) ¢ ist die Umkehrfunk-
tion von f fiir x > 0 und h die

von f fir = <0.

Die néchste Abbildung zeigt den analogen Fall fiir ungerade n. Hierfiir existiert die

inverse Funktion im gesamten Definitionsbereich von f.
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i o () = Y Abb. 5.17 Fiir ungerade n ver-
laufen die Graphen der Funktio-
nen f(z)=212", g(z) = Yz &hn-
lich wie die von f und g in dieser
Abbildung. (Hier wird der Spezialfall
n =3 dargestellt.) Da f im gesam-

1 ten Definitionsbereich (—o00, 00)
i injektiv ist, besitzt f dort auch
y eine Umkehrfunktion, ndmlich g¢

. (Graph von g dick gestrichelt).

(3) Elementare transzendente Funktionen

Neben den algebraischen Funktionen gibt es noch weitere, ndmlich die sog. transzenden-
ten Funktionen.

Definition. [ ist {ranszendent f, f ist nicht algebraisch.

Die Klasse der transzendenten Funktionen ist sehr uniibersichtlich. Daher betrachten wir
hier nur die wichtigsten und relativ leicht darstellbaren (die sog. elementaren) transzenden-
ten Funktionen. Wir beginnen mit der Exponentialfunktion und ihren Eigenschaften.

Exponentialfunktion

In dem Abschnitt iiber Reihen haben wir schon gesehen, dafl die Potenzreihe Z z"
n= 0
fiir alle z € R konvergiert (sogar absolut; zur Erinnerung sei noch einmal erwihnt, daf fiir = =0

und n=0 z" =1 gesetzt wurde).

Fiir jedes x € R ist also durch Z ein Wert y festgelegt, d.h., durch die Reihe
n= 0
ist eine Funktion f(x) definiert. (vgl. Abb. 5.18)

Bez.: f(z) :=exp(x zifb—
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f(z) = exp(x) heiflt Ezponentialfunktion.

Satz 5.11 Die Ezponentialfunktion besitzt folgende Eigenschaften: 5/3/19

(1) D(exp) =R.

(2) Fiir jedes z,y € R gilt: exp(x +y) = exp(x) - exp(y)

(Funktionalgleichung der Exponentialfunktion).
_ oy 1

(3) exp(0) =1 wund exp(—x) oxp(a)’
fir <0 ist 0 <exp(z) <1, und
fir x>0 ist 1 <exp(z).

(4) exp 1ist streng monoton wachsend
(folglich ist exp injektiv und besitzt eine Umkehrfunktion).

(5) exp(l) =e (e=lm(1+ %)”).
m

(6) Fir rationale x = j:% ist exp(z) =e*n

(fiir irrationale x ist e® bisher nicht definiert!).
(7) exp ist stetig.
n
Beweis. (1) ist trivial, da Z% fir alle x konvergiert. 5/3/20

(2). Ubungsaufgabe!

n

(3). Esist exp(0) = i % =1 =
1 =exp(0) = exp(z + (—2)) = exp(z) - exp(—z) =
) = 1
*P(=%) = @)

hieraus folgt insbesondere exp(x) # 0. Fiir « > 0 ist

exp(x)zz%?:1+zﬁ>l.
n=0 " n=1

n!
=l
>0
N : 1 B
Fir z <0 ist —z >0, also exp(z) = py ) <1, denn exp(—z) > 1.

(4). Essei 1 < x9; z.z.: exp(zy) < exp(xs).
Wegen z7 < xo gibt esein h >0, so dall x; + h = xy. Folglich ist
exp(zy) = exp(x; + h) = exp(xy) - exp(h) > exp(z1).
——

>1
(5). Esist
exp(1) :exp(%%—-“—l—%) = (exp (%))n —
ol



S

exp (%) = (exp(1)™.

Dann gilt

3=

= (l)k
1+% < kz:% 2! = exp (%) = (exp(l)) :
Weiterhin gilt fir n > 2

1

<exp(1)) " =exp (%) < g%) (%)k (denn % <1 fir k>2)

n n

Also

S|

1

1+%<<exp(1)) <1+m =

(1 + %)n <exp(l) < (1 + ﬁ)n =
e = lim <1+ %)n <exp(l) < lim (1—1— ﬁ)n =e =
exp(1l) =e.

6). 1. 2=0 =

exp(0) =1=¢" = (exp(l))o.
2. 2=m>0 =

exp(m) =exp(l+---+ 1) =exp(l)---exp(l) = (exp(l)) .

3. x:% —

exp(1) :exp(n-%) :exp<%+---+%) = (exp(%))n —

exp (—) = (exp(l))%
4, 1= % >0 —

exp (—) = exp (m —) = (exp (%)) = ((exp(1)>z> = (exp(l))
boa=-10<0 =

exp (— m) = L = L m = (exp(1)>_%
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(7). Wir zeigen zunédchst, dal exp(z) in a = 0 stetig ist. Hierzu benutzen wir das
Lemma zum Identitétssatz fiir Potenzreihen (vgl. Satz 4.24).

Wenn z; 20 und z; — 0, so Z L' (2; = 0)" —— ¢p =
=N o

=cp,

1
Also exp(z;) —— exp(0) = 1.
Sei jetzt a € R beliebig, z, € R und z, — «a.
z.z.: exp(z,) — exp(a).
g.z.z.: exp(x,) —exp(a) —0
W) - = : L—a)—1 0
exp(x,) — exp(a) = exp(a) (exp(x Oa) ) —0 =
exp(z,) — exp(a),

also ist exp in a stetig. 4

Bemerkung. Bisher ist e nur fiir rationale x definiert. Nach Satz 5.11 (6) gilt fiir
rationale x stets e” = exp(x). Wir erweitern jetzt den Definitionsbereich der Funktion
e’ auf ganz R wie folgt:

Definition. Fiir z € R sei e* 5 exp(z).

Im folgenden schreiben wir fiir exp(z) kurz e®.

Satz 5.12  Fir e* qilt:

(1) lim e* =00 wund lim e*=0.

(2) €® nimmt jeden Wert y >0 genau einmal an
(= W(e")={y:y >0} =(0,00)).

[e.o] n

x

Beweis. (1). Fir z >0 ist 6122—'>1+x und  lim (1 +z) = oo.
n=0 """

Fir x <0 ist —2 >0 und somit ex:e% —— 0, denn e ——o0.

(2). Sei y >0 beliebig.

Aufgrund der Eigenschaft (1) gibt es Elemente a, b € R, so dal e* < y < e®. Da
die Funktion e in IR stetig ist, nimmt sie nach dem Zwischenwertsatz den Wert y
an. Andererseits kann y auch nur einmal angenommen werden, denn e* ist nach Satz
5.11(4) streng monoton wachsend. [
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‘ 5/3/26
Abb. 5.18 Das Bild zeigt die
Exponentialfunktion f(z) = €®
und den natiirlichen Logarithmus
g(z) =1n z. Hier ist zu erkennen,
da  D(e") W(ln ) und
D(In x) = W(e").
Weiterhin  wird deutlich, daf
f(0)=e’=1, f(1)=e' = und
g(1)=In1=0, gle)=lne=1.
Logarithmusfunktion
Aufgrund der strengen Monotonie von e* besitzt diese Funktion eine Umkehrfunktion.
Definition. (natirlicher Logarithmus) 5/3/27
Die Umkehrfunktion von e* heifit natirlicher Logarithmus.
Bez.: In(z) oder Inx
Es gilt: D(In) = W(exp) = (0,00] und W(ln) = D(exp) = R. 5/3/28
Satz 5.13 In hat folgende Eigenschaften: 5/3/29
(1) Ine=1, Ine®* =2 und ™% =z.
(2) In ist stetig.
(3) In(z-y) =Inz+Iny (Funktionalgleichung des natiirlichen Logarithmus).
(4) n1=0, Ini =—Inz;
fir 0<xz <1 ist Inz<0, wundfir 1<z ist 0 <lInuz.
(5) In st streng monoton wachsend.
(6) Fir rationale v und reelle © >0 gilt: In(2") =r-Inz
(fiir irrationale r ist 2" mnoch nicht definiert!).
(7) lim Inz =00, limlnz = —occ.
e 250
Beweis. Der Beweis ergibt sich leicht aus den Eigenschaften von e”. 5/3/30

Als Beispiel zeigen wir (3).
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Annahme: In(z-y) # Inx + Iny.
Aus der Injektivitdt von e* folgt dann
Ty = eln(az-y) 7£ elnz—i—lny — elnx . elny — .

=x =y

Exponentialfunktion zur Basis a > 0

Definition. (Ezponentialfunktion zur Basis a)

Sei a >0. a*

z-lna

ﬁ €

Es gilt: D(a®) = D(e”) = R und W(a*) = (0, 00),

0<ax<l1

—
\
I\

(1) Ina®* =z -Ina,

(2) a*-a¥=a""¥

(3) (@) = o,

(4) a® - b* = (ab)®,

(5) a® st stetig.

(6) Fir 0 <a<1 ist a* streng monoton fallend,

fir 1 <a st a® streng monoton wachsend,
fir a=1 1ist a* konstant 1.
(7) Fir 0<a<1 ist lim a® =0,

T—00 r——00
fir a<1 ist lim a® =00, lim a® =0.
T— 00 r——00
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lim a® = oo,

y NI o

(Exponentialfunktion zur Basis a).

falls a # 1.

Abb. 5.19 Das Bild zeigt die
Exponentialfunktion f(z) = a*
bei verschiedenen Basen a > 0
(durchgezogene Kurven). Fiir a # 1
ist f(x) = a* injektiv und be-
sitzt daher eine Umkehrfunktion
log, x. Die gestrichelten Kurven
geben jeweils eine inverse Funkti-
on von f(x) = a® an, und zwar

fiir a=e bzw. fir 0 <a < 1.

und

und
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Beweis. Den Beweis fithrt man leicht mit Hilfe der Eigenschaften von e*. g

Logarithmus zur Basis a >0, a # 1

a® ist fir a > 0 und a # 1 streng monoton, also auch injektiv. Folglich besitzt a”

eine Umkehrfunktion.

Definition. (Logarithmus zur Basis a)

Sei @ >0 und a # 1. Die Umkehrfunktion von a” heifit Logarithmus zur Basis a.

Bez.: log,r und lgx bzw. Inz, falls a =10 bzw. a =e.

Folgerung. Aus der Definition ergibt sich sofort:
D(log, z) = W(a®) = (0,00) und W(log,z) = D(a") = R.

Satz 5.15 Sei a >0 und a# 1. Dann gilt:
_Inz
(1) log,z = na

log, x st stetig.
log,(x - y) = log, x + log, y.

AA/_\
w
— O = ~—

4) Fir 0 <a<1 ist log,x streng monoton fallend,
fiir 1 <a st log,x streng monoton wachsend.
(5) Fiir b>0 ist log,b" =x-log,b wund log,x = lllrll—(g -log, .
Beweis. (1). Sei y =log, . Dannist ¢ =2 undsomit In ¢’ =Inz = y= nz
—— Ina

y-ln a
Hieraus folgen leicht die restlichen Behauptungen. [

Potenzfunktion

Definition. (Potenzfunktion mit beliebigem Exponenten)
Sei a € R und z > 0.

a —

z* 5 €™ heiBt Potenzfunktion (mit dem Exponenten a).

Bemerkung. Die Eigenschaften von x® folgen entsprechend der Definition sofort aus
den Eigenschaften von e* und In z. Insbesondere ist z* stetig und

D(s#) = D{lnz) = (0,00) und W) = { m{fﬁ* a7 0
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Weiterhin ist ¢ fiir a # 0 streng monoton. Folglich besitzt g:“ eine Umkehrfunktion,
die ebenfalls eine Potenzfunktion ist, ndmlich die Funktion x<« (vgl. Abb. 5.20).

Fiir gewisse Exponenten a 148t sich z® auch in (—o00,0) definieren, z.B. fiir alle

ganzzahligen @ und auch fir alle a = %, falls n ungerade ist. Dann ist namlich

a

¢ =xn = —+/—x, und fiir —x > 0 ist die n-te Wurzel schon definiert.

Abb. 5.20 Die Abbildung zeigt die
Potenzfunktion f(z) = z% mit

a<0 a>1

verschiedenen Exponenten a €
R. Fir ¢ # 0 und =z > 0
ist f injektiv und besitzt daher
eine Umkehrfunktion. Die gestri-

\\ chelten Kurven zeigen die Um-
. a>1 kehrfunktionen von f(z) = z® fir

- a > 1 bzw. a < 0. Die inver-

. . 1
N - se Funktion von z® ist ze und

_ somit wieder eine Potenzfunktion.
. a<0 Fir a =1 (also z* =z = I(z))
ist die Umkehrfunktion identisch
mit der Ausgangsfunktion I(x).

3 - Ist @ =0, dann ist x® konstant.
1

Trigonometrische Funktionen

In der Schule werden sin und cos in der Regel am Einheitskreis eingefiihrt
(vgl. Abb. 5.21 und 5.22).

Der Anschauung entnimmt man:

1) sin0 =0, sin%zl, cos0 =1, cos% =0.

(

(2) sin und cos sind periodisch mit der kleinsten Periode 2.
(3) sin ist ungerade, d.h., sin(—z) = —sinuz.

(4) cos ist gerade, d.h., cos(—z) = cosz.

()

sin ist an der Stelle 0 stetig. Hierbei benutzt man, da |sinz| < |z| ist,
was wiederum der Anschauung entnommen wird.

(6) sin?z + cos?z =1 (hier wird der Satz des Pythagoras vorausgesetzt).
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1 Abb. 5.21 Die Abbildung zeigt,
wie am Einheitskreis (:= Kreis
v (u,v) mit dem Radius 1 und dem Mit-
telpunkt (0,0)) die Funktionen

r=1 x sin und cos eingefithrt werden

sin x konnen. Der Winkel z ist in Bo-

genmafl gemessen (:= Linge des

- durch dickere Strichstiarke her-

vorgehobenen Kreisbogenstiicks).
cos bzw. sin sind dann definiert

durch: cosz :=wu, sinx := v.

Abb. 5.22 zeigt sin und cos im Intervall [—m,37]

Die Vorteile dieser Methode bestehen darin, daf§ der Schiiler wesentliche Eigenschaften
der ansonsten komplizierten Funktionen der Anschauung entnimmt. Die Nachteile sind
allerdings darin zu sehen, daf§ die Anschauung als Beweismittel iiberhaupt zugelassen
wird und dafl z.B. die Zahl 7 und Eigenschaften des Kreises als bekannt vorausgesetzt
werden.

Wir kommen jetzt zu einer anderen Definition der trigonometrischen Funktionen.

Hierzu betrachten wir die Exponentialfunktion e?, die bekanntlich mit Hilfe der Potenz-
(o]

n
reihe e =exp(z) = Y % definiert ist. Diese Potenzreihe ist (wie frither gezeigt wurde)
n=0 "

fiir alle komplexen Zahlen z absolut und damit auch unbedingt konvergent. Folglich
ist exp(z) auch in der gesamten komplexen Ebene definiert. Wir betrachten jetzt den
Spezialfall z = iz und berechnen von e den Real- und Imaginirteil:

o . o
(1) inn
=3 P 2 nl
n=0 n=0
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2n ,.2n 22n+1 2n+1

_22271 Z (2n +1
—Z >+zZ( 1)“(222":1”!.

n=0

ﬁ cos T ﬁ sinz
Also e = cosx + i sinz. Damit ergibt sich die folgende Definition.

Definition. (cos, sin) 5/3/45

COST T Z 2n)"

. 2n+1
ST b Z D" @n 1

Beide Reihen konvergieren fiir alle x € R absolut. Folglich sind sin und cos in R 5/3/46
definiert.

An dieser Stelle ist nicht einzusehen, dafl die so eingefithrten Funktionen sin und cos
dieselben sein sollen, die man anschaulich am Einheitskreis gewinnt. Erst mit Hilfe der
Differentialrechnung werden wir spéter nachweisen konnen, dafl es sich tatséchlich um
die gleichen Funktionen handelt.

Satz 5.16 sin und cos haben folgende Figenschaften: 5/3/47
sin und cos sind in R definiert, sin0 =0, cos0 = 1.
sin ist ungerade und cos st gerade.

sin(x 4+ y) =sinz - cosy + cosz -siny (= sin2x = 2sinx cosx).

cos(z +y) =cosz-cosy —sinx -siny (= cos2z = cos’>x — sin® z).

rT—Yy r+y
5 €cos —5—

rT—y . Tty
5 sin ——=.

r=1 (= |sinz|,|cosz| <1).

cosT — cosy = —2 - sin

sin® z + cos?

)
(2)
(3)
(4)
(5) sinz —siny = 2-sin
(6)
(7)
(8)

sin und cos sind stetig.

Beweis. (1) ist nach Definition trivial. 5/3/48
(2) folgt unmittelbar aus der Definition von sin und cos.

(3) und (4) zeigt man mit Hilfe des Cauchyprodukts der entsprechenden Reihen (vel.
Ubungsaufgaben).

(5) und (6) folgen aus (3) und (4), indem man auf der linken Seite von (5) bzw. (6)
x—;—y_i_x;y xT—f—y_% schreibt.

jeweils x, y in der Form x = und y =
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(7). Nach (1) ist cos0 = 1; folglich erhdlt man mit Hilfe von (4):

1 = cos0 = cos(z + (—x)) = cosx - cos(—x) —sinx - sin(—x) = cos® z + sin® z.
Damit gilt auch

0<cos®’z<1 und 0<sin’z < 1,
und schliefllich

|sinz] <1, |cosz| < 1.

(8). sin und cos sind durch Potenzreihen definiert, diese sind in « = 0 stetig (vgl.
Beweis zu Satz 5.11 (7)). Also gilt:

Wenn x — 0, so sinz — sin0 =0 und cosx — cos0 = 1.
Wir beweisen jetzt die Stetigkeit von sin an einer beliebigen Stelle a # 0.

gz.z.. Wenn x — a, so sinx — sina, d.h., sinx —sina —— 0.

Es sei  — a. Nach (5) gilt:

r—a . rT+a
2 2

— 0 erhalt man

sinx —sina = 2 - sin

r—a
2

|sinx —sinal =2 - ’sin

Wegen z —a <=

r+a
2

<1 —0

r—a
2

x;a‘_}o_

‘~‘cos ‘g‘sin

Fiir cos ergibt sich mit Hilfe von (6) die analoge Behauptung. 3

Bemerkung. Die Eigenschaften (3) — (6) im Satz 5.16 heiflen auch Additionstheoreme
von sin und cos.

Im folgenden wird die Zahl 7 definiert. Es geniigt offensichtlich festzulegen, und

bo[3)

dies wird sich als kleinste positive Nullstelle von cos erweisen. Dazu miissen wir zeigen,
daf3 cos iiberhaupt eine kleinste positive Nullstelle besitzt. Hierzu benttigen wir einige
Lemmata.

Lemma 1. cos2 < 0.

Beweis. Es ist

cos2 = 2(—1)71 . énn)! - g(—l)" yeu

B 42 & n 4n
—1—2—{—1—1-2(—1) (2n)'
—_—— n=3
=5 <1 )
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(x) ist eine alternierende Reihe; das erste Glied (fir n = 3) ist negativ und < (24;)|>

ist eine monoton fallende Nullfolge. Folglich ist die Reihe konvergent, und ihr Wert (vgl.
Beweis des Leibniz-Kriteriums) ist negativ. Insgesamt gilt damit cos2 < 0. d

Lemma 2. cos hat in [0,2] eine Nullstelle.

Beweis. Esist cosO0=1>0 > cos2.
cos ist im gesamten Definitionsbereich stetig, also auch in [0,2]. Nach dem Zwischen-
wertsatz gibt es ein ¢ € (0,2), so dafl cosc=0. O

Wir zeigen jetzt, dafl ¢ die einzige Nullstelle von cos in [0,2] ist. Dann besitzt cos

s

eine kleinste positive Nullstelle, die mit 7 bezeichnet wird. Dazu benétigen wir aber
das folgende

Lemma 3. sinx >0 fir alle x € (0,2).

Beweis. Ubungsaufgabe! (Hinweis: Beweis dhnlich wie fiir Lemma 1) i

Korollar. cos hat in [0,2] genau eine Nullstelle.

Beweis. Angenommen, es existieren z,y € [0,2], mit z #y und cosxz = cosy = 0.
Sei 0.B.d.A. y < x. Dann gilt:

O:cosx—cosy:—2-sinx_y~sinx;y7&0,

2
N—— N——
€(0,2) €(0,2)

denn nach Lemma 2 ist sin in (0,2) positiv. 'A/ ! 0

wird als die kleinste positive Nullstelle von cos definiert

s
2
= 0<7m<4).

Bemerkung. Mit Hilfe der Additionstheoreme lassen sich weitere Eigenschaften fiir
sin und cos herleiten.

(1) Esgilt cos?z+sin*z =1 speziell fir z = g Wegen cos% =0 ist sinzg =1

Weiterhin ist sinz > 0 fir z € (0,2). Folglich ist sing 1.
— T Ty . T _ginZ.gint — —
(2) cosm = cos (2 + 2) = €08 5 - COS 5 —sin g -sin 5 1 usw.
—.— —— Y — ——

=0 =0 =1 =
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Definition. (periodische Funktion)

f ist periodisch mit der Periode p

5; Furjedes x gilt:

(1) xe D(f) <= x+pe D(f) und

(2) f(z) = f(z+p).

Satz 5.17 sin und cos sind periodisch mit der Periode 2w, und es ist
sin(z + %) = cosx und cos(z + %) = —sinx.

2 2

Beweis. Den Beweis fiihrt man leicht mit Hilfe der Additionstheoreme.

Tangens, Cotangens

Definition. (7Tangens, Cotangens)

_ sinz _ COSZX
tanx = cotr = = .
Df cosz’ Df ginx
Y
|
cotx
tanx
1 1
o a7 2

Abb. 5.23 zeigt tan und cot im Intervall [—m, 3]
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Bemerkung. Aus der Definition und den Eigenschaften von sin und cos erhélt man
sofort die wichtigsten Eigenschaften von tan und cot. Insbesondere gilt:

D(tan) = R~ {z : cosz =0}, W(tan) = R;

D(cot) = R~ {z : sinz =0}, W(cot) =R.

tan und cot sind als Quotienten von stetigen Funktionen wieder stetig;

tan und cot sind wie sin und cos periodisch, allerdings mit der Periode 7.

Ahnlich wie sin und cos lassen sich auch tan und cot am Einheitskreis geometrisch
interpretieren (vgl. Abb 5.21 und 5.24).

<

Abb. 5.24 In der Abbildung ist

zu erkennen, wie am Einheits-

tanz kreis die Funktionen tan und cot
in Abh#ngigkeit von dem Winkel
Z (alle hervorgehoben durch dickere

Strichstérke; = gemessen in Bogenmaf)

- T veranschaulicht werden konnen.

cot bzw. tan sind dann definiert

durch: cotz :=u, tanx := v.

-1

Die trigonometrischen Funktionen sin, cos, tan, cot sind als periodische Funktionen
nicht in ihren gesamten Definitionsbereichen injektiv. In den (maximalen) Teilintervallen,
in denen sie jedoch injektiv sind (dort sind sie auch stetig und daher streng monoton), besit-
zen sie Umkehrfunktionen (die sog. Arcus-Funktionen; Arcus oder Arkus := Bogenmaf eines
Winkels), die der Reihe nach mit arcsin, arccos, arctan, arccot bezeichnet werden.

Zur Veranschaulichung der Arcus-Funktionen betrachte man zunéchst die Abb. 5.21.
Dort ist der Winkel x in Bogenmafl gegeben (das ist bekanntlich die Léinge des Bogens auf
dem Einheitskreis zwischen den Punkten (1,0) und (u,v) im entgegengesetzten Uhrzeigersinn). Fiir
fixiertes x ist sinx symbolisiert durch die Strecke der Lange v zwischen den Punkten
(u,0) und (u,v). Also

sinx =v = arcsin(sinz) = arcsinv = x (:= die zu sinz gehorende Bogenlinge).

Das Analoge gilt fiir Cosinus, Tangens und Cotangens.
Abschlieflend werden noch die trigonometrischen Funktionen mit ihren Umkehrfunktio-

nen (in geeigneten Intervallen) dargestellt (vgl. Abb. 5.25 — 5.28). Sinus wird in [—%W, %W]
und in [3m, 37] betrachtet, Cosinus in [0,7] und in [, 27]. Tangens und Cotangens
werden in [—17, 37| bzw. in [0,7] dargestellt.
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Abb. 5.25 Die gestrichelten Kurven ent-
sprechender Strichstirke geben die jewei-
lige Umkehrfunktion des Sinus in den be-
trachteten Intervallen an, in denen der Si-

nus injektiv ist.

Y
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Abb. 5.26 Die gestrichelten Kurven ent-
sprechender Strichstdrke geben die jewei-
lige Umkehrfunktion des Cosinus in den
betrachteten Intervallen an, in denen der

Cosinus injektiv ist.

Analog wie in den vorhergehenden Abbildungen verfahren wir jetzt noch mit Tangens

und Cotangens.

Yy
I ;
| L — tan
| |
I I
I I
| |
I I
O )
2 ‘ "
| J o arctan
I I
1 1 x
o |
1 _ccem—===—" T |
B il 40 SR N P
2 I :
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
| |
_1 1
2 2

Abb. 5.27 Die gestrichelte Kurve zeigt die

Umkehrfunktion des Tangens in dem In-

tervall (—3m, im).

Abb. 5.28 Die gestrichelte Kurve zeigt die
Umkehrfunktion des Cotangens in dem In-
tervall (0, 7).

5.4 Stetigkeit der Grenzfunktion bei Folgen und Reihen von
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Funktionen

Am Ende von Kapitel 3 haben wir bereits Funktionenfolgen und ihre Konvergenz bzw.
gleichméflige Konvergenz definiert, ohne damit irgendwelche Anwendungen zu verbin-
den. Bevor wir dies tun, sollen zunéchst noch Funktionenreihen definiert werden.

Definition. (Funktionenreihe)

Sei M C R, (f,) eine Folge von Funktionen, die alle in M definiert sind, und es sei

F, = Z fi (die F, sind also ebenfalls in M definierte Funktionen).
1=0

(1) Die Folge (F,) heiit Funktionenreihe.
Bez.: > f; bzw. Y fi(z) odereinfach > f; bzw. > fi(x)
=0 i=0

(2) Zfz ist in M konvergent (bzw. gleichmdj$ig konvergent) gegen f
i=0
= (F,) istin M konvergent (bzw. gleichméfig konvergent) gegen f.

(3) Y_fi istin M absolut konvergent gegen f
i=0

= Y _|fi| istin M konvergent gegen f.
i=0

Bemerkung. Funktionenreihen sind also spezielle Funktionenfolgen. Alles, was iiber
Funktionenfolgen ausgesagt wird, trifft sinngeméfi auch auf Funktionenreihen zu. Po-
tenzreihen sind offenbar spezielle Funktionenreihen.

Wir befassen uns zunéchst mit einigen wichtigen Konvergenzkriterien fiir Funktionen-
folgen und -reihen.

Satz 5.18 (Cauchysches Konvergenzkriterium fir die gleichmdfige Konvergenz)
Set M CR wund (f,) eine Folge von Funktionen, die alle in M definiert sind.
(1) (fn) istin M gleichmdfig konvergent gdw fir jedes € >0 ein ngy existiert,
so daf fir alle m,n >ng und alle v € M gilt: |fn(z) — fu(x)] <e.

(2) Zfi st in M gleichmafig konvergent gdw fir jedes € >0 ein ng existiert,

i=0
so daf fir alle m,n >ng und alle v € M gilt: > fi(z) =Y fi(z)| <e
m n+k =0 =0
(= Z filz)| = Z fi(z)| <e, falls m>n und m =n+k).
i1=n+1 1=n+1
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Beweis. (1). (—) Sei (f,) in M gleichméafliig konvergent gegen f und ¢ > 0. 5/4/4
Nach Definition existiert ein ng, so daff fiir jedes m,n > ny und fiir jedes * € M
gilt:

fnl@) ~ f@] <& wd |fule) - f@)] < 5.
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhélt man die Behauptung.

(«—) Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir Folgen mit konstanten Gliedern
konvergiert die Zahlenfolge ( fn(:c)) fiir jedes fixierte x € M gegen einen Grenzwert,

der mit f(z) bezeichnet wird. f ist damit eine in M definierte Funktion.
Wir haben zu zeigen, da (f,) gleichmifig gegen f konvergiert.
Dazusei € > 0 beliebig. Nach Voraussetzung gibt es ein ng, so daf fiir jedes m,n > ng

gilt: | fn(2) = fulw)] < £.

Sei x beliebig aber fest. Dann gilt
lim_ |fn(@) = fol@)] = [ Jim fin(2) = fule)| = |£(2) = fule) < § <=

m—00

<

[SllL

(2) erhélt man leicht mit Hilfe von (1). 3

Satz 5.19 (Majorantenkriterium fiir Funktionenreihen) 5/4/5

Set M C R, (f,) eine Folge von Funktionen, die alle in M definiert sind, und es
seien ¢, reelle Zahlen.

Ist |fu(z)| < ¢, fir fast alle n und alle © € M, undist » ¢, konvergent, dann

n=0
[e.@]
ist Y fa(z) gleichmipig und absolut konvergent in M.
n=0
Beweis. (Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Cauchyschen Kriteriums.) 5/4/6

Sei € > 0. Dann ist

ntk n+k n+tk
> A@)| < Y @< Y ax<e
1=n-+1 i=n+1 i=n+1

fiir hinreichend grofle n. Folglich ist die Funktionenreihe gleichméfig konvergent. Die
absolute Konvergenz erhélt man sofort aus dem Majorantenkriterium fiir Reihen mit
konstanten Gliedern. a

Beispiel. Ist Z a, absolut konvergent, dann sind nach dem obigen Satz die Funk- 5/4/7
n=0
tionenreihen
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ifn(x) mit  f,(x) = a,-sin(nzr) und
n=0

iogn(x) mit g, (x) = a,-cos(nx)

in R gleichméBig konvergent.

Satz 5.20 (Reelle) Potenzreihen konvergieren in jedem abgeschlossenen Teilintervall
thres Konvergenzbereiches gleichmdfig.

o0
Beweis. Sei Y a,(z —a)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius o >0 und

n=0

o1 < o. Fir |z —a| < 01 < ¢ ist > an(z—a)" absolut konvergent. Folglich ist

> lanlo} konvergent. Mit Hilfe des Majorantenkriteriums fiir Funktionenreihen erhélt
man sofort die Behauptung.  [J

Satz 5.21 (Stetigkeit der Grenzfunktion)

Sei M CR, (f,) einein M definierte Funktionenfolge, und alle f, seien in a bzw.
i ganz M stetig.

(1) Konvergiert (f,) in M gleichmdfiig gegen f, dann ist f in a bzw. in M
stetig.

(2) Konvergiert an in M gleichmdf$ig gegen f, dann ist f in a bzw. in M
stetig.

Beweis. (1). Sei ¢ > 0. Nach Definition der gleichméifBiigen Konvergenz existiert ein
ng, so daf fiir jedes n > ngy und fiir jedes x € M gilt:

Fule) = ()] < 5.
Wegen der Stetigkeit von f,, existiert ein ¢, > 0, so daB fiir jedes x € M gilt:

Wenn |z —a| < 6,, so |fu(z)— f(a)| < %

Fir |z —a| <0, und n > ny erhilt man daraus:

[f(z) = fla)] < |f(@) = ful@)|+ | [n(2) = fula)|+]|fnla) = fla)] <e.

=(%)<3 = (%) <5 1= (dxk) <5

(%), (x5 %) < 5 folgen aus der gleichméfigen Konvergenz und (xx) < § aus der Stetigkeit der fu-)

(2) folgt sofort aus (1), denn mit fo,..., f, ist auch F,:=> f; stetig.
i=0
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Korollar. (Reelle) Potenzreihen sind innerhalb ihres Konvergenzintervalls stetig.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der gleichméfligen Konvergenz von
Potenzreihen und der Stetigkeit der Grenzfunktion. (g

Bemerkung.

Aus dem letzten Satz und dem zugehorigen Korollar erhélt man weiterhin:

(1) lim lim f,(2) = lim f(z) = f(a) = lim fu(a) = lim lim f,(z).

T—a n—0o0 n—oo r—a

(Vertauschbarkeit zweier Limites bei gleichmifiig konvergenten Folgen)

@) 1;n§ ful) = lim f(2) = f(a) = i fula) = i lim f,(2)

r—a

(Vertauschbarkeit des Limes mit der unendlichen Summe bei gleichméBig konvergenten Reihen)

(3) Durch Potenzreihen definierte Funktionen sind im Inneren ihres Definitionsberei-
ches stetig.
(4) Das Beispiel 5/4/7 zeigt, dafl Funktionenreihen der Gestalt

e}

> (an-sin(nm) + bn-cos(nx)>

n=0

stetige Funktionen definieren, wenn Zan und an absolut konvergieren. Hieraus

ergeben sich interessante und wichtige Moglichkeiten fiir die Darstellung weiterer nicht-
elementarer Funktionen. Hiermit befafit sich die Theorie der Fourierreihen, die wir je-
doch nicht behandeln werden (siehe Literaturangabe [4], Teil II, Seite 109 — 116 oder [1], Teil 2,
Seite 118 — 173).
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Ubungsaufgaben

1. Zeigen Sie mit Hilfe der e-6-Abschitzung, daf§ die Funktionen +/z und f-g 5/5/1
stetig sind, falls f und g stetig sind.

2. Untersuchen Sie, in welchen Punkten aus IR die folgende Funktion f stetig s5/5/2
bzw. nicht stetig ist:

0 fir x <0,
- fir 0 <z <1,
flo) = 2?2+ 4 -2 fir 1<z<3,
4—x fir 3 <.
3. Essei z € R. [z] bezeichne diejenige ganze Zahl mit der Eigenschaft 5/5/3

r—1<[z] <.

Man bestimme das Stetigkeitsverhalten der folgenden Funktionen:
(a) f(z)=[z] mit D(f)=R.

(b) f(z)=2x—[z] mit D(f)=R.

4. Essei f: R~ R und a,b € R. Zeigen Sie: 5/5/4
Ist f injektiv und stetig in [a,b] , dannist f streng monoton in [a,b].

5. Die Funktion f seiin IR definiert durch: 5/5/5

2

Fr) = z;”T;“er, falls x € N,
dr=6 falls x € N.

417

Bestimmen Sie die Unstetigkeitsstellen von f.

6. Es sei 5/5/6
! ™ m,n €N und m,n teilerfremd,

f(z) = { -, falls z =2

0, falls x irrational.

Zeigen Sie, dafl f in allen rationalen Punkten seines Definitionsbereiches nicht
stetig und in allen irrationalen Punkten stetig ist.

7. Man untersuche, ob die folgenden Funktionen Umkehrfunktionen besitzen und s5/5/7
bestimme sie ggf.:

(a) fl) = fir  f: [0,00) — (0,1),

(b) f(z)=¢e" fir f:[0,00) — (1,00),
(¢) fl&)=+v2x—1 fiir f:[3,00)— [0,00).

8. Berechnen Sie: 5/5/8
2 .
o im0 0 i (T 2),
z—3 I —
b iy VEFLL (@ Jim (Vo Vo= o V).
im ——,
z—0 €T
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9. (a) Zeigen Sie, daf die Funktionen
flx) =z mit  f:[0,00) = R,

g(x) =log, x mit ¢ :(0,00) — R,

h(x) = arcsinxz  mit h:[-1,1] - R

stetig sind.

(b) In welchem Intervall ist f(z) = \/

log,(arcsinz)| stetig und warum 7

10. Essei f(x) =

.o 2
{0 fir 2 <2, i f.Q— R

1 fiir 22> 2
Beweisen Sie, dafi f stetig ist in Q.

11. Priifen Sie, ob die folgenden Funktionen in a stetig sind:
{ 222__25__23 fiir = # —1;2,

(a) f(z)=

% fir x = —1, a=—1,

fiir = # 0,

fir =0, a=0.

() 1) ={

12. Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen an der Stelle a einen Grenzwert
besitzen:

(a) f(x):{x—l—l fiir x <0,

27 fir x>0, a=0,
{—Vezl fir x #0,
1 fir xt=0, a=0,
cos(%-x) fir |z| <1,
|z —1|  fir |z|>1, a=1, a=—-1

|

(c) flz)=

T —x

13. Untersuchen Sie die Funktion f:R — R mit f(z) = lim "

n—oo N + n—<
auf Stetigkeit.

14. Es sei = li .
s sei f(z) Jim ——

(a) Geben Sie Definitionsbereich und Wertebereich von f an.

(b) Untersuchen Sie, in welchen Punkten des Definitionsbereiches die Funktion
f stetig bzw. nicht stetig ist.

15. (a) Essei  f(z)=V2?2—2+V3z+4 mit f:[V2,00)— R.
Beweisen Sie, daf8 es ein a € [V2,00) gibt, so daB8 f(a) =7 .

(b) Beweisen Sie: Ist f:[a,b] — [a,b] stetig, dann gibt es ein z € [a,b],
so da f(x) ==z.
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16. Unter Benutzung von hH(l)
xTr—>

17.

18.

19.

20.

sin ax

Y a#()?

(o) I

sin x

=1 berechne man:
T

(b) lim cos 3x — cos 735.

z—0 ;[;2

[Hinweis: cos 3z = cos(bx — 2x), cos 7x = cos(bx + 2x).]

arctan x
(c) m-———.
x—0 €T

[Hinweis: Man fiihre eine neue Variable y = arctanz ein.]

Es sei f an der Stelle a € R stetig, und es sei f(a) > 0. Zeigen Sie

(a) mit Hilfe der Stetigkeitsdefinition,
(b) mit Hilfe des Kriteriums von Satz 5.2:

Es existiert eine Umgebung U von a, so daB fiir alle x € UND(f) gilt: f(x) > 0.

Es sei f in [a,b] stetig, f(a) >0, f(b) <0 und
M ={z:z €a,b] und f(x) > 0}.

Zeigen Sie:
(a) Es existiert sup M.
(b) a <supM <b.

(¢) f(sup(M)) = 0.

Beweisen Sie:

(a) sin(x 4+ y) = sinx cosy + cos xsiny.

(b) cos(z 4+ y) = coszcosy — sinxsiny.

Losen Sie die folgenden Gleichungen:

(a) 23" = 3%,

(b) 2(logs x)* + logs(2%) —2 =10,

(c) 15% + 9% = 257

[Hinweis: Man dividiere durch 25%.]
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Schwerpunkte fiir die Wiederholung von Kapitel 5

e Definitionen: reelle Funktion, D(f), W(f),

e Operationen fiir reellwertige Funktionen (rationale Operationen, Verkettung, In-
versenbildung),

o Stetigkeit, Grenzwerte,

e Kriterien fiir die Stetigkeit (Sétze 5.2 und 5.3),

e Stetigkeit der rationalen Operationen und der Verkettung (Séitze 5.4 und 5.5),
e Zwischenwertsatz (Beweisidee); (Satz 5.6 + Korollar),

e Stetigkeit der inversen Funktion (Satz 5.8),

e clementare Funktionen: rationale Funktionen, ganze rationale Funktionen (Poly-
nome), algebraische Funktionen, transzendente Funktionen (Exponentialfunktio-
nen, Logarithmus, Potenzfunktionen, trigonometrische Funktionen, Arcus-Funkti-
onen),

e wichtige Eigenschaften dieser Funktionen (Definitionsbereich, Stetigkeit, grober
Verlauf, Werte der Funktionen an ausgezeichneten Stellen),

e Definition von .

e Definitionen: Funktionenreihe, Konvergenz und gleichméflige Konvergenz von Funk-
tionenreihen,

e Cauchysches Konvergenzkriterium, Majorantenkriterium fiir Funktionenfolgen und
-reihen (Sétze 5.18, 5.19, 5.20)

e Stetigkeit der Grenzfunktion (Satz 5.21 + Korollar).
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