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Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Definition. (Konvergenz von Reihen)

e}
> a; konvergiert (gegen a) 5 (S,) konvergiert (gegen a).
i=0

Bez.: lim S, =a = Zai.
i=0
a heif3t dann Wert oder Limes der Reihe.

Korollar 3. Ist (a;) keine Nullfolge, so ist »_a; divergent.

Satz 4.6 (Leibniz—Kriterium)
Ist Zai alternierend und lima; =0 und (|ai|)iz0.1,2... monoton fallend,

dann st Zai konvergent.

Beispiele.

3. % ist nicht konvergent. (Harmonische Reihe)

n=1
Diese Reihe dient gleichzeitig als Beispiel dafiir, daf} eine konvergente Reihe nicht absolut
konvergent sein muf. (vgl. Beispiel 1.)

Essei §,=1+ % 4+t % Wir betrachten jetzt die 2"-te Partialsumme
BT T
Son =1+ 5 + e+ on
und bilden
G, = 1 1 TR S
Sy =S =g g b bt g
(jeder dieser 2™ Summanden ist grofier oder gleich Qn%)
> ™. 2n1+1 :% fiir beliebiges n.
Dann gilt:

Sgn == SQO - SQO + SQI — SQI + e + SQn—l — Szn—l + Sgn

= S50 + 591 — S90 + S92 — So1 + -+ + Son — Son-—1
-~ -

= 2
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Zl—i—n-%.

Die Teilfolge (S5:) von (.S,) ist also unbeschrankt, und somit ist (S,) = Z% nicht
konvergent.

Da (S,) monoton wéchst, ist Z% bestimmt divergent gegen -+oo.

Satz 4.8 (Majorantenkriterium) 4/1/32
Es seien Zai, Zbi Reihen mit nicht-negativen Gliedern, und es sei Zbi eine Ma-
jorante von Zai. Dann gilt:

(1) Ist Y_b; konvergent, so ist auch »_ a; konvergent.
(2) Ist Y a; divergent, so ist auch »_b; divergent.

oo
4. Wir betrachten Z % 4/1/44
n
n=1
Die Konvergenz dieser Reihe kann man weder mit dem Wurzel- noch mit dem Quotien-
tenkriterium nachweisen (bitte ausprobieren!). Fiir eine geeignete konvergente Majorante

konnte man das Majorantenkriterium heranziehen.
o

1
Es ist CESIE < n(n1+ 0 und die Reihe ;::1 m ist konvergent. Denn
1 1 1
nn+1) n n+l —

Skzzlzi(l_ Lyogo 1
n(n+ 1) n n-+1 k+1

Folglich ist Sy — 1, und somit ist Z

eine konvergente Majorante von
n=1 TL(TL + 1)

i 1

n=1 (n + 1>2

Aus i i =1+ i ; erhélt man die Behauptun
n=1 77,2 B n=1 (n + 1)n p g

Ubungsaufgaben

22. Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und formulieren Sie das

jeweils benutzte Konvergenzkriterium:
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(a) :15, (c) Z_:ln3+3
(b) i%njl (d) i<_1)nni3
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