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Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum R"; Funktionen mit meh-
reren Verinderlichen

6.1 Der Raum RR"

Wir betrachten den n-dimensionalen Vektorraum
R":={a: ai,...,a, € R}, a:=(a,...,a,),

iiber IR mit den folgenden Operationen:
Addition in R™: a+0b 5 (a1 +bi,...,a, + by),

Multiplikation mit r € R: r-a (ray,...,ra,).

DF
Definition. (euklidischer Abstand)
Seien a,b € R".

la—b 5 " (a; — b;)? heiBt euklidischer Abstand zwischen @ und b.
n 2

Bemerkung. Fiir b =0 erhilt man |a—0|= |a| = /2", a?.

|a| ist also der Abstand zwischen @ und 0 und heifit Linge des Vektors a oder auch
Betrag von a.

Definition. Der n-dimensionale Vektorraum IR" zusammen mit dem euklidischen
Abstand heifit n-dimensionaler euklidischer Raum.

Wir werden den euklidischen Raum ebenfalls mit R"™ bezeichnen.
Offensichtlich sind die Korper der reellen bzw. der komplexen Zahlen Spezialfalle fiir
ein- bzw. zweidimensionale euklidische Rdume.

Satz 6.1 (Schwarzsche Ungleichung)
Fiir beliebige reelle Zahlen a;,b; gilt:

(oa) < (at) - (209)

=1

Beweis. In der linearen Algebra definiert man das Skalarprodukt fiir Vektoren
a=(ay,...,a,), b= (b1,...,b,) € R wie folgt: (a,b) Zaz ;.

Man iiberlegt sich leicht, dafl das so definierte Skalarprodukt folgende Eigenschaften
besitzt:

=>"a} >0, und (a,a) >0, falls a+#0,

1=0

(a,b) = (b,a),

—
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(@+¢b+d) = (a,b) + (a,d) + (¢,b) + (¢,d),
(r-a,b) = r-(a,b) = (a,r-b) fiir alle r € R.

Fiir beliebige r € R erhélt man hieraus

I Ol

0 < (r-a+b,r-a+b)=r*(a,b)+ (bb).

Fiir @ =0 ist die Schwarzsche Ungleichung offenbar richtig.
Es sei jetzt @ # 0 und damit (@,a) > 0. Wihlt man speziell r = —!
man

Folglich ist
(ZZ, B) < (EL, ZZ) ’ (67 B)v

und dies ist die Schwarzsche Ungleichung in etwas verdnderter Schreibweise.

Satz 6.2 Fir alle a,b,c€ R" und r € R gilt:
(1) |a| >0, wnd |a|=0 <= a=0.
@) |r-al =Ir|-lal. .
(= |—a|l=la|] und |a—>b]=|b—al). (Symmetrie des Abstands)
(3) |a+b| <|a|+|b]. (Dreiecksungleichung)
(4) I@—EISI@—EHIE—BI;} . .
~ _ - (Formen der Dreiecksungleichung)
5) lal = 1ol| < la— Bl

Beweis. (1) und (2) sind trivial (analog wie fiir komplexe Zahlen).

(3) wird mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung bewiesen (analog wie fiir komplexe Zahlen).

(4) und (5) folgen aus (3) wie bei den reellen Zahlen. g

Bemerkung. Unser Ziel ist es, in euklidischen Rdumen Analysis zu betreiben (tiefer-
gehende analytische Betrachtungen erfordern noch allgemeinere Réume, dies wiirde aber den Rahmen
dieser Darstellung sprengen). Unabhéngig von den betrachteten Rdumen benotigt man bei
einer ganzen Reihe von Grundbegriffen der Analysis weder Zahlen noch Tupel von Zah-
len, oft reicht eine Menge (:= Punktmenge) und eine Abstandsdefinition zwischen den
Punkten der Menge aus, um grundlegende Begriffe definieren zu kénnen. Wenn dann
in den konkreten Réaumen, die wir betrachten (z.B. R™ fiir die verschiedenen n), ein
Abstand definiert ist, so sind in diesen Rdumen schon alle Begriffe gegeben, die al-
lein mit dem Abstand definiert werden kénnen. Die Konvergenz von Folgen ist z.B. ein
solcher Begriff, der sich allein auf den Abstand zuriickfithren 148t. Um nicht in jedem
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euklidischen Raum die Konvergenz und andere Definitionen neu formulieren zu miissen,
betrachten wir sog. metrische Rdume (das sind Punktmengen mit einem Abstand).

Definition. (metrischer Raum)

Essei M eine nicht-leere Menge und ¢ : MxIM — IR (d.h., fiir a,b €M ist o(a,b) € R),
so daB fiir alle a,b,c € M gilt:

(1) o(a,b) >0, und p(a,b) =0 <= a=0.

(2) o(a,b) = o(b,a). (Symmetrie)

(3) o(a,b) < ol(a,c)+ o(c,b).  (Dreiecksungleichung)

Dann ist o eine Metrik oder Abstandsfunktion in M, und das Paar (M, o) heifit
metrischer Raum.

Bemerkung. Wir werden den metrischen Raum (M, ¢) wie tiblich auch einfach mit
M bezeichnen.

Offenbar hat der in R, €, R™ definierte Abstand die Eigenschaften (1) — (3). Folglich
sind (R,|---]), @, ]---]), (R",|---]) oder kurz R, C, R" metrische Rdume.

Im folgenden sei (M, ) bzw. IM stets ein metrischer Raum.

Definition. (e-Umgebung)

Essei a €M, e € R und ¢ > 0.

U.(a) heifit e-Umgebung von a (in M)
= Ua):={r €M : o(x,a) < e}

Ist zB. M =R" und a € R", soist Usa) = {z € R" : |z —a|] < €} eine n-
dimensionale offene Kugel in R™ mit dem Radius ¢ und dem Mittelpunkt a. Fiir
n = 1, 2 erhélt man ein offenes Intervall in R bzw. eine offene Kreisscheibe (:=Kreis
ohne Rand) in der Ebene (vgl. Abb. 6.1).

Definition. (offene Menge)

Essei M C M.
M heiBt offen (in M)
5 Fiir jedes a € M gibt es ein € >0, so dal U.(a) C M.
(Mit jedem a € M gehort noch eine ganze e-Umgebung zu M, vgl. auch Abb. 6.2.)
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6/1/15

Y
M
U.(a)
X
Abb. 6.1 zeigt eine e-Umgebung in Abb. 6.2 Zu jedem a € M gibt es
IR®. Die Menge {Z : |z —a| = €} ein € > 0, so daf auch noch U.(a)
gehort nicht zu U.(a). zu der Menge M gehort.
Definition. (Umgebung) 6/1/16

Essei a€M und U C M.

(1) ist eine offene Umgebung von a
U ist offen und a € U.

(2)

ist eine Umgebung von a
Es gibt eine offene Menge U’ C M mit a € U' und U’ C U.

Bez.: U :="U(a)

g SEI <

Bemerkung. Im praktischen Umgang kommt man fast immer mit den spezielleren -  6/1/17
Umgebungen aus, denn jede e-Umgebung ist eine Umgebung, und in jeder Umgebung

von a ist eine e-Umgebung von a enthalten (und dies reicht in der Regel aus). Es ist aber

oft bequem, einfach von Umgebungen zu sprechen.

Definition. (Beschrdanktheit) 6/1/18

Essei M C M.
M st beschrdnkt (in M)
= [Es existiert ein @ € M und ein € >0, so da M C U.(a)
(d.h., M ist in einer Kugel — mit endlichem Radius e — enthalten; also fiir jedes © € M gilt:

o(z,a) <e; vgl. Abb. 6.3)
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Abb. 6.3 Ist IM = R™, dann gibt
esein a € M, sodal M CU.(a) =
{Z:|z—al <e}. Da R" ein Null-
element enthilt, kann in IR™ stets

a =0 gewihlt werden (in beliebigen

metrischen Raumen existiert keine

Null!). Also M C U./(0) und somit
|Z| < &’ fiir jedes T € M.

Definition. (Hdufungspunkt)
Essei M CIM und a € M.
a ist ein Haufungspunkt von M

In jeder Umgebung von a liegt noch wenigstens ein von a verschiedener Punkt
aus M.

Df

Satz 6.3 Es ses M C M. Ist a ein Hdiufungspunkt von M, dann liegen in jeder
Umgebung von a wunendlich viele Punkte aus M.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog wie fiir die reellen Zahlen (vgl. Satz 2.9). d

Es sei jetzt M =R" und o:=|---|.

Satz 6.4 (Satz von Bolzano- Weierstrafs)

Jede unendliche und beschrinkte Menge von Elementen aus R"™ besitzt wenigstens einen
Hdufungspunkt.

Beweis. (Der Beweis erfolgt mit einer sog. Wiirfelschachtelung, die analog zu einer Intervallschach-
telung induktiv konstruiert wird).

Beweisidee: Essei M C IR® und M unendlich und beschrankt. Dann 148t sich M in
eine Kugel und damit auch in einen n-dimensionalen Wiirfel Wy := [a?, 8] x - - - x [a?, 0?]
mit endlicher Kantenlinge einschlieBen, wobei af, ) € R, a] <) und b)—aj = 0 —a)
fir 2,7 =1,...,n. Esgilt also M C W,.
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Die Kanten des Wiirfels werden durch die Intervalle [a?, b

reprasentiert (vgl. Abb. 6.4).

| auf den Koordinatenachsen

Abb. 6.4 In der Abbildung wird der
Fall n = 2 dargestellt. Aufgrund
der betrachteten Zerlegung gibt es

bei jedem Schritt wenigstens einen

Teilwiirfel, in dem unendlich vie-

le Elemente aus M enthalten sind;
einen solchen Teilwiirfel wihlt man
jeweils aus und zerlegt ihn weiter.
Fiir vorgegebenes ¢ > (0 gibt es
dann einen Teilwiirfel W,,, so dafl
W C Ue().

ay ap b 4

Durch Halbierung der Wiirfelkanten entsteht eine Zerlegung Von Wy in endlich viele
Teilwiirfel W, ..., Wéc , (in unserem Fall ist k£ =2") und W, = U WO

Dann ist

MNW, = Mﬂ(UWl) ij M OW)

unendlich. Folglich gibt es einen Tellwurfel W¢, so dal schon M N W} unendlich ist.
Wir wihlen einen solchen Teilwiirfel W{ aus und nennen ihn Wj.
Es sei jetzt W,, schon definiert mit den fogenden Eigenschaften:

Die Kantenldnge von W, ist [(W,,) = 2% ~I(Wy) und M N W, ist unendlich.

Analog wie bei W, halbieren wir jetzt die Kanten von W), und erhalten eine Zerlegung
von W,, in k Teilwiirfel W' ... WZ¥ so daB

k k
W= W, wd MAW,=J(MnW.).
i=1 =1
Da nach Voraussetzung M N W,, unendlich ist, existiert ein W¢ K so daB M N W¢
unendlich ist; sei W, := Wi .

Auf diese Weise entsteht eine Folge Wy D W; D --- D W, D --- von ineinander ge-
schachtelten Wiirfeln. Fiir den Wiirfel W,, sei die j-te Wiirfelkante (j = 1,...,n)
durch das Intervall [a]",b7"] gegeben. Offenbar ist ([ a’ ’b;n])m:mm,-.. dann eine Inter-
vallschachtelung in IR. Nach dem Intervallschachtelungsaxiom gibt es ein ¢;, so daf
cj € [af', b"] fiir fixiertes j mit j € {1,...,n} und m=0,1,2,....
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Behauptung: ¢ = (cq,...,¢,) ist ein Hiufungspunkt von M.

Offenbar ist ¢ € Noo_q W, Sei ¢ > 0. Wegen [(W,,) = QLm -1(Wy) kann mit wach-

sendem m die Kantenlinge des m-ten Wiirfels so klein gemacht werden, daf§ fiir
hinreichend groe m der ganze Wiirfel W,, zu U.(¢) gehort: W,, C U.(¢). Da
MnW,, CW,, und M NW,, unendlich ist, liegen in U.(¢) unendlich viele Elemente
aus M; folglich ist ¢ ein Haufungspunkt von M. O

Definition. (abgeschlossene Menge)

Eine Menge M C M ist abgeschlossen
= Jeder Haufungspunkt von M gehort zu M.

Satz 6.5 Esset M CM und C(M) das Komplement von M bez. M.
Dann gilt: M st offen gdw C(M) abgeschlossen ist.

Beweis. (—) Sei M offen und @ ein Haufungspunkt von C(M).

z.z.. a € C(M).

Annahme: a ¢ C(M) (= a€ M).

Da M offen ist, existiert ein € > 0, so da} U.(a) C M. Dann enthélt U.(a) keinen
Punkt aus C(M), folglich ist a kein Haufungspunkt von C(M). N !

(«—) Sei C(M) abgeschlossen und a € M.
z.z.. Es gibt ein € >0, so daB U.(a) C M.

Annahme: Fiir jedes ¢ >0 ist U.(a) € M,

d.h., fiir jedes ¢ > 0 existiert ein = € U.(a) mit = & M, also z € C(M). Wegen
a € M ist z # a. Folglich gibt es in jeder e-Umgebung von a ein von a verschiedenes
Element aus C(M); somit ist a ein Haufungspunkt von C(M). Da C(M) nach

Voraussetzung abgeschlossen ist, mufl a zu C(M) gehoren. 'A/ / |

Satz 6.6 In metrischen Rdumen gilt:

(1) Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist offen.

(2) Der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist offen.

(3) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.
(4) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.

Beweis. Ubungsaufgabe!

Hinweise:

(1). Sei I eine Indexmenge und sei M; fiir jedes i € I offen.
Z.7.: UMz ist offen.
iel
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(2). Analog zu (1), aber I endlich.
(3) und (4) folgen aus (1) und (2) mit Hilfe der de Morganschen Formeln:

C( ﬂ Ml) = U C(M;) und C( U Ml) = ﬂ C(M;) (vgl. Aufgabe 3, Kapitel 1). (W
iel icl icl

i€l

Weitere topologische Grundbegriffe 6/1/31

Definition. Sei M C M und a € M. 6/1/32
(1) a ist ein innerer Punkt von M

= s gibt eine Umgebung U(a), die ganz zu M gehort.
(2) a ist ein Randpunkt von M
5; In jeder Umgebung von a existiert ein Punkt aus M und ein Punkt, der nicht

zu M gehort.

(3) a ist ein isolierter Punkt von M
= a € M und es gibt eine Umgebung von a, die auBler a keinen weiteren Punkt

Df
aus M enthélt.
6/1/33
ceM
Abb. 6.5 a ist ein innerer Punkt von
M Ula) M, da mit a noch eine ganze Umgebung
von a zu M gehort. b ist ein Randpunkt
von M, denn in jeder Umgebung von b
liegt ein Punkt aus M und ein Punkt, der
eM nicht zu M gehort. ¢ ist isolierter Punkt
von M, denn ¢ € M, und es gibt ei-
% ¢ M ne Umgebung von ¢, in der kein weiterer
Punkt aus M liegt.
Bemerkungen.
(1) Randpunkte von M miissen nicht zu M gehoren.
(2) M ist offen gdw jeder Punkt aus M innerer Punkt von M ist.
(3) M ist abgeschlossen gdw der Rand von M (:= Menge aller Randpunkte von
M) zu M gehort.
(4) Nicht jede Menge ist offen oder abgeschlossen.
(5) Es gibt Mengen, die offen und abgeschlossen sind.
Beweis. (1). Beispiel: Das Intervall M = (0,1) in R. 6/1/34

(2) ist nach Definition trivial.
(3). Randpunkte sind offenbar Haufungspunkte oder isolierte Punkte. Daraus folgt die
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Behauptung.
(4). Beispiel: M =R und M =[0,1).
(5). Beispiel: M =R und M =R oder M =0. O

Wir betrachten jetzt Folgen (x,) in M, d.h., fiir jede natiirliche Zahl n ist z, € M.

Definition. (Konvergenz in metrischen Rdumen)

Sei (x,) eine Folgein M und a € M.

(xn) konvergiert gegen a (in M)

= Fiir jedes € > 0 gibt es ein ng, so daf fiir jedes n >ny gilt: o(wy,a) <e
(d.h., fiir fast alle n ist der Abstand zwischen x, und a kleiner als &, oder in jeder

e-Umgebung von a liegen fast alle Folgeglieder).

Bez.: lim z, =a oder kurz =z, — a.

n—oo

Damit ist der Begriff der Konvergenz in metrischen Rdumen definiert. Betrachtet man
also einen speziellen metrischen Raum, etwa IR oder R"™ dann mufi man dort die
Konvergenz nicht neu definieren.

Es sei jetzt IM = R™ und (Z;) eine Folge in R", also z; = (xy;,...,Tn) (n fixiert
und i=0,1,2,...), undessei a= (ay,...,a,).

Satz 6.7 Ist (z;) eine Folge in R" und a € R", dann gilt:
(Z;) konvergiert gegen a <= fir jedes k = 1,...,n konvergiert (Ty;)i—o1.2..
gegen ag. (D.h., Konvergenz in R™ ist komponentenweise Konvergenz.)

Beweis. Ubungsaufgabe! [

Damit iibertragen sich sehr viele Konvergenzeigenschaften fiir Folgen in IR auf Folgen
in R"; insbesondere gilt:

Ist (Z;) in IR™ beschriankt (:= die Menge {#; : i = 0,1,2,...} ist beschriinkt), dann exi-
stiert ein Haufungspunkt @ von (Z;) und eine Teilfolge (7;) von (Z;), die gegen a
konvergiert.
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