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Kapitel 2
Reelle Zahlen

2.1 Eigenschaften der reellen Zahlen — Axiome

I.

R ist ein Kérper (d.h.,in R gelten folgende 10 Eigenschaften:)

(1) 24+ (y+2)=(r+y) +z,

(2) z4+y=y+u,

(3) Es existiert ein Element 0 in IR, so daf fir jedes z € R gilt: 4+ 0 = z.
Bemerkung. Aus (2) und (3) folgt sofort, dal es genau ein solches Element 0 in R gibt.
Denn sind 01,02 FElemente mit dieser Eigenschaft, dann gilt:

01 =01 + 02 = 09 + 01 = 0o.

(4) Fir jedes = € R existiert ein y € R, sodafl =z +y=0.

Bemerkung. Aus (1) — (4) folgt, daB es fiir jedes 2 € R genauein y € R gibt mit x+y = 0.

Wir zeigen, dafl y durch zx tatséchlich eindeutig bestimmt ist.

Dazu sei x gegeben.

Angenommen, es gibt Elemente y,z, sodal z+y =0 und z+ z = 0. Dann gilt:
y=y+0=y+(@x+2)=y+a)+z=(+y)+2=0+2=24+0=2z

Dieses durch z eindeutig bestimmte y wird mit y := —x bezeichnet.

Die Eigenschaften (1) — (4) sind die Axiome fiir eine (additive) abelsche Gruppe.

G) z-(y-2)=(z-y) =,

(7) Es existiert ein Element 1 in IR, so daB fiir jedes z € R gilt: -1 ==z.
Bemerkung. Analog wie bei (3) gibt es genau ein solches Element 1. Denn wéren 11,19
Elemente mit dieser Eigenschaft, dann gilt:

Li=1,-1g=1y-1; = 1o.

(8) Fiir jedes x € R mit x # 0 existiert ein y € R mit z -y = 1.

Bemerkung. Apalog wie zu (4) zeigt man, dal y durch 2 eindeutig bestimmt ist; der
Beweis bleibt als Ubungsaufgabe.
Dieses durch z eindeutig bestimmte y wird mit y:=2"! = i bezeichnet.

9) z-(y+z2)=z-y+x-z
Bemerkung. Aus den obigen Axiomen erhilt man: z-0=0 fiir jedes = € R.

Esist a=2-1=2z-(1+0)=g-1+2-0=2x+ 2z 0. Nach den Axiomen (2) und (3) gibt es
genau ein Element 0, so dafl x ::xx +0. Daauch z =2+ -0 ist, mul dann =z -0 dieses
Element 0 sein.

(10) 0 1.

2.2 Rechnen mit reellen Zahlen
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Wir verabreden zunichst folgende Bezeichnungen:

Das durch a € R eindeutig bestimmte Element —a heifit invers zu a.

Falls a # 0, dann heiBt o' = % reziprok (oder invers bez. der Multiplikation) zu a.

a—>b und % dienen als Abkiirzungen fiir a + (—b) bzw. fir a- %

Daraus ergibt sich sofort: 0 —b =0+ (=b) = (=b) + 0 = —b.
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