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Kapitel 2
Reelle Zahlen

2.1 Eigenschaften der reellen Zahlen — Axiome

III. R ist ein archimedisch geordneter Korper

(d.h.,in R gilt zusétzlich das archimedische Axiom)

Fiir jedes =,y € R mit 0 < z, y gibt es eine natiirliche Zahl n, sodafl y < n-z,
(wobei z <y 5 o<y und z#y).

Dies bedeutet, dafl durch endlich-oft-maliges Addieren einer positiven reellen Zahl zu
sich selbst schliellich jede reelle Zahl iibertroffen werden kann.

0 = 2 3 y nz

Bevor das letzte Axiom fiir die reellen Zahlen formuliert werden kann, benétigen wir
noch einige Definitionen und Bezeichnungen.

2.2 Rechnen mit reellen Zahlen

Satz 2.2 Fliir alle reellen Zahlen a,b,c gilt:
(0) 0<1.
(1) nicht(a < a). (Irreflexivitit)
(2) Wenn a<b und b<c, so a<c. (Transitivitit)
(3) Fir jedes a,b gilt: a<b oder a=1>b oder b< a. (Konneitit)

Bemerkung. Die Eigenschaften (1) — (3) sind die Aziome fiir die irreflezive Ordnung.
(3') FEs gilt genau eine der drei Beziehungen: a <b, a="b, b < a.  (Trichotomie)
(4) Wenn a<b, so a+c<b+ec. (Monotonie der Addition)
(5) Wenn a<b und ¢>0, so a-c<b-c,

Wenn a <b und ¢<0, so a-c>b-c.
(6) Wenn a<b und ¢<d, so a+c<b+d.

Ist zusdtzlich a < b oder ¢ <d, soist a+c<b—+d.
(7) Esgilt: a<b <= —b< —a.
(8) Wenn 0<a und 0<b, so 0<a-b,

Wenn 0 <a und b<0, so a-b<0,
Wenn a <0 und b<0, so 0<a-b.
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Wenn a <0, so %<0.

(9) Wenn 0<a, so 0<

(10) Wenn 0<a<b, so 0<%<%,

Wenn a<0<b, so %<0<%,
Wenn a <b<0, so %<%<0.

(11) Wenn 0 < a, dann gibt es natirliche Zahlen. m und n, so daff 0 <a <m und
0< % < a.

(12) Wenn a <b, so a<aT+b<b.

Lemma. (Bernoullische Ungleichung) 2/2/8/2

Ist a € R, a>—1 undist m eine natiirliche Zahl, dann gilt (1 + a)™ > 1+ ma.

Korollar. Sind a,b € R und ist 1 < a, dann ezistiert eine natirliche Zahl m, so 2/2/8/4

dafs b < a™.

Beweis. Der Beweis erfolgt ohne Schwierigkeiten mit Hilfe der Bernoullischen Unglei-
chung und des archimedischen Axioms. (Ubungsaufgabe!) [
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