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Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.2 Stetigkeit

Korollar (Zwischenwertsatz) 5/2/23
Ist f in [a,b] stetig, d € R beliebig und f(a) < d < f(b) oder f(a) > d > f(b),
dann existiert ein ¢ € (a,b), so dafl f(c)=d.

Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum R"; Funktionen mit meh-
reren Verinderlichen

6.1 Der Raum RR"

Definition. (Beschrinktheit) 6/1/18
Essei M C M.
M ist beschrankt (in IM)
= [Es existiert ein @ € M und ein € >0, so da M C U.(a)
(d.h., M ist in einer Kugel — mit endlichem Radius & — enthalten; also fiir jedes « € M gilt:
o(z,a) <e; vgl. Abb. 6.3)
Definition. (abgeschlossene Menge) 6/1/26

Eine Menge M C M ist abgeschlossen
5 Jeder Haufungspunkt von M gehort zu M.

6.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 6.12 (Zwischenwertsatz) 6/3/7

Essei f:R"— R und M C D(f). Dann gilt: )
Ist M bogenzusammenhingend und [ stetig in M und sind a,b € M, so daff
f(a) <d < f(b), dann gibt es ein ¢ € M, so daff f(¢) =d. (vgl. Abb. 6.12)

Satz 6.13 Sei f: R" — R und a € R. 6/3/11
Ist f in a stetigund f(a) >0 (bzw. f(a) <0), dann gibt es eine Umgebung U(a),
so dafs f(z) >0 (bzw. f(z)<0) firalle z € U(a)N D(f).

Satz 6.14 FEs sei f: R" — R und M C R". Ist f in M stetig, und ist M 6/3/16

beschrinkt und abgeschlossen, dann ist auch f(M) beschrinkt und abgeschlossen.

Korollar. Sei f: R— R. 6/3/18
Ist f in [a,b] stetig, dannist f in [a,b] beschrinkt (und f([a,b]) ist abgeschlossen.)



Satz 6.15 (Satz von Weierstraf3) 6/3/21
Sei f: R" =R, M CR" und M # (. Dann gilt:

Ist f in M stetig und M beschrdinkt und abgeschlossen, dann existieren Minimum

und Mazimum von f in M (dh., es gibt Elemente a,b € M, so daB8 f(a) = min f(M) und

f(b) = max f(M)).

Korollar. Sei f: R— R und a<©b. 6/3/23
Ist f in [a,b] stetig, dann gilt:
(1) f besitzt in |a,b] ein Minimum und ein Mazimum

(d.h., es existieren o', V' € [a,b], so daB f(a’) = max f([a,b]) und f(b') = min f([a,Dd])).

(2) f(la,b]) = [min f(z), max f(z)].

z€[a,b] z€[a,b]

Satz 6.17 Sei f: R" — R und M C D(f). 6/3/30
Ist f in M stetig und M beschrinkt und abgeschlossen, dann ist f in M gleichmdifig
stetig.

Korollar. Ist f in [a,b] stetig, dann ist f in [a,b] gleichmdfSig stetig. 6/3/32

Bemerkung. Lipschitz-Stetigkeit = gleichmiflige Stetigkeit =— Stetigkeit. 6/3/43
Die Umkehrung gilt in all diesen Féllen nicht.

Wichtige Eigenschaften stetiger Funktionen f: R" — R.

Zunéchst fithren wir eine neue Bezeichnung ein: Eine in R"™ abgeschlossene und be-
schrankte Menge nennen wir auch kompakt.

Wir werden den Kompaktheitsbegriff spiter noch prazisieren und zeigen, daff er in IR"
genau mit der obigen Bezeichnung zusammenfallt.

(1) In bogenzusammenhéngenden Mengen haben stetige Funktionen die Zwischen-
werteigenschaft.

(2) Ist eine stetige Funktion f an einer Stelle a positiv bzw. negativ, dann gibt es
eine ganze Umgebung U(a), sodaB f in U(a)ND(f) positiv bzw. negativ ist.

(3) Ist M kompakt und f stetigin M, dann ist auch f(M) kompakt.

(4) Stetige Funktionen besitzen in kompakten Mengen (# )) ein Minimum und ein
Maximum.
(5) Funktionen, die in kompakten Mengen stetig sind, sind dort auch gleichméfig

stetig.
(6) Lipschitz-Stetigkeit —> gleichmifige Stetigkeit — Stetigkeit.

(7) Als wichtige Spezialfille treten die entsprechenden Korollare fiir Funktionen einer
Veranderlichen auf.
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