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Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Definition. (absolute Konvergenz)

> a; ist absolut konvergent = > |as| ist konvergent.

Satz 4.7 Sei Zai eine Reihe mit a; > 0 fir jedes 1.
Dann gilt: Zai 15t konvergent gdw die Folge der Partialsummen beschrinkt ist.

4.2 Assoziativitit und Kommutativitiat bei Reihen

Definition. (unbedingte Konvergenz)

oo
Es sei Z a, eine Reihe und f : IN — IN eine Bijektion (oder auch Permutation von IN).

n=0
Dann ist Z Ay durch Umordnung aus Zan entstanden.
n=0
Z a, heiflt unbedingt konvergent

5; Jede durch Umordnung aus Z a, entstandene Reihe ist konvergent.

Satz 4.12 Fine absolut konvergente Reihe konvergiert unbedingt und zwar immer gegen
denselben Wert.

(D.h., fiir absolut konvergente Reihen gilt das allgemeinste Kommutativgesetz.)

Satz 4.14 (Multiplikation unendlicher Reihen)

Vorausseztungen :

[e.¢] (o)
(1) Es seien Z m, Z b, absolut konvergent und Zam =a, an =b.
m=0 n=0
(2) f sei eine Bijektion zwischen N und IN x IN.
(Die Existenz einer solchen Bijektion weist man mit dem 1. Cantorschen Diagonalverfahren
nach).
(3) Fiir jedes i € N sei f(i) = (ms,n;) und ¢; = by, .
Behauptung:

o0

Zci 1st absolut konvergent, und es ist Zcz- = ( Z am) . (Z bn) =q-b.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, daf3 Z c¢; absolut konvergiert.
g.z.z.: Die Folge der Partialsummen von Z |c;| ist nach oben beschrinkt.

Nach Voraussetzung existiert fiir jedes i € IN genau ein Paar (m;,n;) € N x IN, so
daB f(i) = (mi,n;), also ¢; = ap,by,.
Wir bilden

k k
S =Y leil =D |ambn,| = (%).
i=0 i=0

Sei | = max{my,...,mg, ng,...,n,}. Die Summanden aus (x) kommen unter den
Summanden aus |agbo| + - - - + |a;b;| + - - - + |aby| vor, wobei i, j <.
Dann ist

Sk = (%) < lagbo| + - -+ + [asbj| 4 - - - + |aiby]
= (Jaol + -+ la ) - (bl + - +1bu] ) = S/ 5.
—

=5 =58

Da Y la;|, Y _ |bi| nach Voraussetzung konvergieren, sind (S),), (Sl) beschrénkt. Folg-
lich ist (5], -S/) beschrankt und somit ist auch (S;) beschrankt. Hieraus ergibt sich
die Konvergenz von »_|¢;| und damit die absolute Konvergenz von ) ¢;.

Behauptung: Z c;=a-b.

Da Z ¢; absolut konvergiert, ist jede Umordnung von Z ¢; ebenfalls konvergent und
zwar gegen den gleichen Wert.

Wir betrachten eine spezielle Umordnung und Zusammenfassung bestimmter Summan-
den:

ZCZ' = Zamlbm = aobo +(6L0b1 + Cllbl + albo) + -+
i=0 i=0 et

— ol —
.—CO =G

(aobi—i—albi—l—“'—i-aibi—i-aibi_l—i—---+aib0)+~~~

—
= Ci

o0
:Zc;.

=0

Es seien

SE=Y"d, S¥=>a und S=>0.
i=0 i=0 =0
Dann gilt fiir die oben angegebene Umordnung: S; = S»* - S,
Wegen S'* —a, Si™ —0b gilt S;=57"-5"" —a-b, also

Zci:wb:(Zam)'(an). Qa
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