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Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.1 Konvergenz von Folgen

Beispiel. (Definition der Eulerschen Zahl e) 3/1/35
. o 1\"
Sel a, = (1+n> )

Behauptung: (a,) ist streng monoton wachsend und beschrinkt. (Dann ist (a,) nach
Satz 3.8 konvergent,.)

z.z.. 1. a, < apy fir jedes n und
2. (ay) ist beschrinkt.

a
Zul. gz.7.: Z—H > 1 (denn alle a, sind positiv).
n
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(und die letzte Ungleichung gilt offensichtlich).

Also a, < a,;1 fiir jedes n, und damit ist (a,) streng monoton wachsend.

Zu 2. (a,) ist beschrinkt.
Offenbar ist a; = (1 + %)1 =2 <a, fiir jedes n.

Weiterhin ist



an:(1+%)n< (1+%)”~(1+%):(1+%)"H = b,.
>1

Es geniigt zu zeigen, daf die Folge (b,) streng monoton fillt.

8.2.2.: bbn > 1 (denn alle b, sind positiv).
n+1

Der Beweis hierzu verlauft dhnlich wie fiir (a,), er wird als Ubungsaufgabe gestellt.
Damit haben wir

b, = (1 + %)2 =4 >0, fiir jedes n.

Also
2<a, < apiq < by < b, <4
Dann ist (a,) monoton wachsend und beschréinkt, also konvergent und (b,) monoton

fallend und beschriankt, und somit auch konvergent.

Folglich existieren Zahlen e und ¢, so dafl

. 1\ . . 1 n+1 .
llm(1+ﬁ> =e¢ und llm(1+ﬁ> =e.
Behauptung: e = ¢€'.

Annahme: e # €.

Dann ist ¢ :=|e —€/| > 0, und folglich gilt fiir hinreichend groBe n

le—¢€|=le—a,+a,—b,+b,—¢€| <|e—ay|+|an — bu| + |bn — €|
—— ——

< <

wlm
wlm

Schliefflich gilt
o= [ 2= (4 )= (2 - 1= )
1
n

falls 12 < n.
€

Folglich ist e =le —¢€/| <¢ 'A/.,

Also e =¢'.

Kapitel 5
Reelle Funktionen
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5.1 Operationen fiir Funktionen

Definition. (monoton, streng monoton)

Essei f: R—R, MCR und M C D(f).

(1) f ist monoton wachsend (bzw. monoton fallend) in M

(bzw. f(x1) > f(xq)).

(2) [ ist streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend) in M
5 Fir jedes w1, zo € M gilt: Wenn 1 < x5, so f(z1) < f(x2)

(bzw. f(z1) > f(z2)).
5.2 Stetigkeit

Definition. (stetig in einer Menge)

Sei M C R.

(1) f ist stetig in M

s; f istin jedem Punkt a € M stetig.

(2) f ist stetig

= f ist im gesamten Definitionsbereich D(f) stetig.

5.3 Elementare Funktionen

Exponentialfunktion

In dem Abschnitt iiber Reihen haben wir schon gesehen, dafl die Potenzreihe Z %T
n=0 """

fiir alle z € R konvergiert (sogar absolut; zur Erinnerung sei noch einmal erwihnt, daf fiir = =0

und n=0 z™ =1 gesetzt wurde).

Fiir jedes x € R ist also durch Z ?;—T ein Wert y festgelegt, d.h., durch die Reihe
< nl!

n—

ist eine Funktion f(z) definiert. (vgl. Abb. 5.18)

[e.e]

Bez.: f(x):=exp(z) = %l
n=0 "

f(z) = exp(x) heiflt Ezponentialfunktion.

Satz 5.11 Die Exponentialfunktion besitzt folgende Eigenschaften :

(1) D(exp) =R.

(2) Fir jedes z,y € R gilt: exp(x +y) = exp(x) - exp(y)
(Funktionalgleichung der Exponentialfunktion).
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= Fiir jedes x1, 1o € M gilt: Wenn z7 < x5, so f(z1) < f(22)

5/1/11

5/2/3

5/3/17

5/3/18



B 1
(3) exp(0) =1 und exp(—x) xp(z)’
fir <0 ist 0 <exp(z) <1, und

fir x>0 st 1 <exp(z).
(4) exp ist streng monoton wachsend
(folglich ist exp injektiv und besitzt eine Umkehrfunktion).

— T 1\"
(5) exp(l)=e (e=lm(1+1)").
(6) Fir rationale = = j:% ist exp(z) =etn
(fiir irrationale = ist €® bisher nicht definiert!).

(7) exp st stetig.
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