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Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Definition. (Divergenz von Reihen)

Zai ist divergent 5 Zai ist nicht konvergent.

Definition. (absolute Konvergenz)
> a; ist absolut konvergent = > |a;| ist konvergent.
Beispiele.

1. (Anwendung des Leibniz-Kriteriums)

Behauptung: Y (—1)" - - 41_ i = > (=1t % ist konvergent.
N=0 e — n=1

Offenbar ist Zan alternierend, a, — 0 und |a,| = monoton fallend, folglich

_1
n+1
ist die betrachtete Reihe konvergent.

[e.9]

Sei a:Z(—l)"-%H = aqy=1>a>0
n=0

(vgl. Beweis zu Satz 4.6; mit dem spéteren Korollar zu Satz 7.11 148t sich leicht zeigen, dafi a = In 2).

3.%
n=1

Diese Reihe dient gleichzeitig als Beispiel dafiir, dafl eine konvergente Reihe nicht absolut
konvergent sein muf. (vgl. Beispiel 1.)

ist nicht konvergent. (Harmonische Reihe)

S

Essei S5, =1+ % + -+ % Wir betrachten jetzt die 2"-te Partialsumme
SRR ST
Sn =145+ + o
und bilden
_ 1 1 URTT S
Sgn+1—52n—2n+1+2n+2+ +2n+2n

(jeder dieser 2" Summanden ist grofier oder gleich i)

oo, 1 _ 1

>2". ol = 3 fiir beliebiges n.

Dann gilt:
5271 — SQO - SQO + 821 - 821 + e —l— 5277,71 - 5277,71 —|— 5277.
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- SQO +Sgl —S20+522 —SQI+"'—|—SQn —Sgn—l
~— —_—

2

=1 > >

=
=
=

>1+n- %
Die Teilfolge (Syi) von (S,) ist also unbeschréankt, und somit ist (.5,) = Z% nicht
konvergent.

Da (S,) monoton wichst, ist Z% bestimmt divergent gegen -+oo.

4.4 Potenzreihen

Definition. (Potenzreihe)

Es sei (a,) eine Folge von (reellen oder komplexen) Zahlen und a, x seien ebenfalls
reell oder komplex.

Dann heifit Y a,(z —a)" Potenzreihe in x — a mit den Koeffizienten a,,.
n=0

Satz 4.20 Jede Potenzrethe besitzt einen Konvergenzradius o, der auch 0 oder oo
sein kann.

Bemerkung. Die offene Kreisscheibe in € mit dem Mittelpunkt a und dem Radius
o (bzw. das offene Intervall in R mit dem Mittelpunkt @ und der Lénge 2p) heifit
Konvergenzgebiet oder Konvergenzkreis (bzw. Konvergenzintervall) und a heifit Mit-
telpunkt der Potenzrethe Y a,(z — a)™.

Innerhalb dieser offenen Kreisscheibe (bzw. des offenen Intervalls) konvergiert die Po-
tenzreihe absolut, aulerhalb divergiert sie; auf dem Rande kann sowohl Konvergenz als
auch Divergenz vorliegen (man betrachte das Beispiel Z % fiir o= 41).

64

4/4/1

4/4/10



	Unendliche Reihen
	Konvergenz von Reihen
	Definition: Divergenz von Reihen
	Definition: absolute Konvergenz
	Beispielgruppe
	Beispiel: Anwendung des Leibniz-KriteriumsS
	Beispiel: Harmonische Reihe


	Potenzreihen
	Definition: Potenzreihe
	Satz 4.20
	Bemerkung. Die offene Kreisscheibe in 



