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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.6 Volumen von Rotationskérpern

Wir wenden uns jetzt der Bestimmung des Volumens eines sogenannten Rotationskdrpers
zu. Zunéchst soll aber definiert werden, was unter einem solchen Korper zu verstehen
ist.

Dazu sei I = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall mit @ < b und sei f eine in [
definierte und integrierbare Funktion, die in dem Intervall nicht negativ wird. Dann
bestimmt die Punktmenge

M:={(z,y):a<zx<b 0<y<f(x)}
bekanntlich eine Fliache. Lafit man nun diese Flidche um die z-Achse rotieren, dann
entsteht eine Rotationsfigur oder ein Rotationskorper (vgl. Abb. 9.13).
Wir interessieren uns nun fiir die Frage, ob man diesem Rotationskorper in ,, verniinfti-

ger* Weise ein Volumen zuschreiben kann, und wie man gegebenenfalls dieses Volumen
nieren un rechnen koénnte.
definiere d berechnen konnte

AN
S /,///iillllll ““‘ ..
",’;;;,;7%;;%””“ f(z) Abb. 9.13 Auf der x-Achse sei ein

Intervall [a,b] gegeben, und in die-

(7 77 ;lllll A“‘\‘““

Saagy e

sy
L]

sem Intervall sei eine nicht-negative

/ ,',"' [ 1] P Funktion f(z) definiert (a ist hier
e o T e
=== AR \\\\ “ i’ Ebene betrachtet. Lafit man f um

Az

die z-Achse rotieren, dann entsteht

im R® eine Rotationsfigur.

Das Problem ist aufgeworfen, wir versuchen es zu losen.

Dazu sei 3 = (ag,...,a,+1) eine Zerlegung von [. Parallele Ebenen im R3, die zur
x-Achse senkrecht stehen und durch die jeweiligen Zerlegungspunkte auf der z-Achse
gehen, schneiden aus der Rotationsfigur Kreisscheiben heraus. Das angenéherte Volu-
men der Kreisscheibe, die durch die Zerlegungspunkte a; und a;;; bestimmt wird, kann
durch einen geeigneten Kreiszylinder angegeben werden. Dazu sei & € [a;, a;41] belie-
big. Dann ist durch (a;y;1 — a;)- f2(&) - © das Volumen des entsprechenden Zylinders

9/6/0



mit der Héhe h = a;11 —a; und dem Radius f.(&) gegeben. &; ist eine Zwischenstelle
in [a;,a;41] (vgl. Abb. 9.8). Entsprechend dieser Uberlegung ist durch

V= Z(ai-H —a;) - fQ(fi) -
i=0

das angenédherte Volumen der gesamten Rotationsfigur bestimmt. Diese Summe ist of-
fensichtlich eine Zwischensumme der Funktion - f2(z) bei der Zerlegung 3 und dem
Zwischenstellensystem 7 = (&,...,&,). Nach Voraussetzung ist f in [ integrierbar,
folglich ist auch mf? in I integrierbar.
Betrachtet man jetzt eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge (3,) von I und eine Folge
(1,) von zugehorigen Zwischenstellensystemen, dann existiert lim S7p> (3,,7»), und

b
der Limes ist gleich dem Integral / 7 f3(z) d.

Daher definiert man das Volumen V' der Punktmenge M wie folgt:
b

b
V = lim Syp2Gy. 1) = /wa(x) dxzﬂ/f2(x) d.
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Beispiele.

(1). Ist f konstant, f =r, dann erhélt man mit dieser Formel den Rauminhalt eines

Kreiszylinders mit der Héhe b —a und dem Radius 7.
b

b
VZ?T/f2(a:)da::7r/r2d$:7rr2(b—a):7"27Th.

a

(2). Essei f(x) = /& und I = [0,1]. Dann ist das Volumen des entsprechenden
Rotationskorpers gegeben durch
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Abb. 9.14a Die Abbildung zeigt die Funktion
f(z) = /x inder (z,y)-Ebene, definiert im In-
tervall [0, 1] bzw. die Rotationsfigur im R*, die 276
durch Rotation von f um die z-Achse entsteht.

Die z-Achse zeigt in Richtung des Betrachters.

Abb. 9.14b Diese Abbildung zeigt
die gleiche Rotationsfigur wie auf
der linken Seite. Diesmal ist je-
doch der Rotationskérper rdumlich-

perspektivisch dargestellt.
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(3). Esseijetzt [ =[1,2] und f, g seienin I definierte Funktionen, so daf§ f(z) =«
und g(x) = 1.

Y
f(z)
2 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
Abb. 9.15 L&aBt man die stirker
. g(x) umrandete Dreiecksfliche um die
| i z-Achse rotieren, dann entsteht als
| | Rotationskorper ein ,Ring*.
| |
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Wir lassen die durch f und ¢ bestimmte Fliche um die x-Achse rotieren und bestim-

men das Volumen des entsprechenden Rotationskorpers.
2 2

V= W/(fQ(:c) ~ Pz))dr = n/(ﬁ ~1)do = n(32* —a)|, = 4.
1 1

Als Spezialfall erhélt man das Volumen eines Kegels mit der Hohe h und dem Radius

r. Hierfiir ist namlich f(z) =% -2 und I =10,h]. Also

h
h
V:T('/
0

(4). Wir berechnen jetzt das Volumen eines Torus.
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Abb. 9.16a Die von f und g einge- Abb. 9.16b Die obige Abbildung zeigt
schlossene Fldche erzeugt bei Rotation diesen Torus réumlich-perspektivisch

um die z-Achse einen Torus. im Raum IR>.

Dazu betrachten wir die Gleichung (y—R)*+z? = r? eines Kreises mit dem Mittelpunkt
(0, R) und dem Radius r. Lost man diese Gleichung nach y auf, dann erhdlt man
zwei Funktionen f(x) = R+ vr? —2? und ¢(xr) = R — v/r? — 2?%; den oberen und
unteren Kreisbogen des Kreises. Lafit man die Fldache des entsprechenden Kreises um
die z-Achse rotieren, dann erhélt man einen Torus. Dessen Volumen ist gegeben durch

V= [(f@) - ¢*(x)) do.

Es gilt
fAz)—g*(x) = R*+2RVr2—a2+7r*—2% — (R*> —2RVr? — 22 +r? — 1%)
= 4RvVr? — 22,
und damit gilt

V= 47rR/\/7’2 — 22

Wir 16sen zunéchst das unbestimmte Integral, um eine Stammfunktion zu erhalten.
Es ist
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[vit=atar = r/mdaf

= r/\/l—tQ-rdt; (fiir %:t)
= TQ/\/l—SiHQZ'COSZdZ; (fiir ¢ =sinz)

= rz/coszzdz (%)

= 7r*(sinzcosz + / sin?z dz); (partielle Integration)

=1-cos? z

= 7r*(sinzcosz + z) — T‘Q/COSQZdZ.

Aus (x) und der letzten Zeile folgt

2 2 o o2 )
2r cos zdz—ismzcosz—l—Z—ismz 1 —sin“z + z.

Damit haben wir das unbestimmte Integral — allerdings beziiglich z — gelést. Wir wollen
aber das bestimmte Integral beziiglich x in den Grenzen von —r bis r berechnen.
Dazu miifiten noch die Grenzen entsprechend der Substitutionen transformiert oder die
Substitutionen riickgéngig gemacht werden. Folgende Substitutionen wurden vorgenom-

men:
t=sinz = z =arcsint und ;—t — z—arcsm;.

Fir —r <z <r gt —1< % <1 und schlielich —g < arcsin% < %

In den betrachteten Intervallen sind die Transformationen bijektiv, folglich ist

[ 2
/\/7’2 —a2dr = L (sin(arcsin %) : \/1 — (sin(arcsin %)) + arcsin %)

2

[\

T

T

% /1= (%)2 + arcsin %) '

bt

Das gleiche Ergebnis erhélt man, indem die Integrationsgrenzen entsprechend transfor-
miert werden:

/\/TQ—xQda: = T (sinzcosz+z)




Also

2
V =4rR - 7”7” = 2r’Rr?.

Allgemeiner gilt die 1. Guldinsche Regel: 9/6/2

Das Volumen eines Rotationskorpers ist gleich dem Flécheninhalt der rotierenden Fléche,
multipliziert mit dem Umfang des Kreises, der durch den Mittelpunkt (oder Schwer-
punkt) der rotierenden Fléche beschrieben wird.
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