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Kapitel 8
Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher
(Einfithrung)

8.3 Der Satz von Taylor; lokale Extrema fiir
Funktionen mit mehreren Veridnderlichen

Satz 8.10 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung mit mehreren Verdnderlichen)

Set. M CR" offen und f:R" — R einein M differenzierbare Funktion. Weiterhin
seien a,b € M und die Verbindungsstrecke s(a,b) zwischen @ und b gehire zu M.
Dann gibt es ein ¢ € s(a,b) mit ¢ # a,b, so daff f(b) — f(a)= f'(¢)-(b—a).

8.4 Implizite Funktionen

Beweis. Da f,(¢) # 0 und f, in U(c) stetig ist, gibt es eine Umgebung U’(¢),
so dafl f, dort stets positiv oder stets negativ ist. Sei 0.B.d.A. f,(¢) > 0 (f,(e) <0
analog).

Wir wéhlen jetzt d > 0, jedoch so klein, daBl Uz(a) x Uq(b) C U'(C).

Da f,(a,y) > 0 fiir alle y € Uy(b), ist f, in Uy(b) streng monoton wachsend. Sei
O<e<dund y; :=b—¢, yo:=b+e. Wegen f(a,b) =0 ist f(a,y1) <0< f(a,ys).
Da f(x,11), f(z,y2) als Funktionen von x stetig sind, gibt es ein ¢ mit 0 < < ¢,
so daB fur jedes x € Us(a) gilt:  f(z,y1) <0 < f(z,92).

Fir zg € Us(a) ist also f(zo,y) in [y1,ye] stetig und

f(x(%yl) <0< f(x07y2)'
Nach dem Zwischenwertsatz (fiir Funktionen einer Veriinderlichen) gibt es ein yo € [y1, ¥2],
so daB  f(zo,y0) = 0.

Da f, in U’(¢) stets positiv ist, erhélt man insbesondere f,(zo,y) > 0. Folglich ist
f(zo,y) streng monoton wachsend und somit y, das einzige Element in U!(b) mit
f(xo,y0). Durch g(zo) :=1yo fir xy € Us(a) ist eine Funktion ¢ definiert.

Es bleibt noch zu zeigen, dafl ¢ in Us(a) stetig ist.
Sei xg € Us(a), € > 0 (wie oben) und ¢ > 0, jedoch so klein, dal Us (zq) C Us(a)
und |z — x| < ¢’. Nach den vorhergehenden Betrachtungen existiert fir = € Ug/(a)
genau ein y € [b—e,b+¢], sodal f(z,y) =0, also g(x)=y.
Damit erhélt man
l9(z) — g(zo)| = ly — yol < |y — b+ |b—yol < 2¢.
<e <e

Hieraus folgt die Stetigkeit von ¢ in zy.
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Korollar. Gilt zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 8.15 noch 8/4/5
(4) f istin U(c) stetig partiell nach x differenzierbar,
dann ist die durch f(x,y) =0 in Us(a) implizit definierte Funktion g differenzierbar,

. fo(z,y)
und es gilt: ¢'(z) = — .
fy (Iv y)
Beweis. Wir wihlen die Bezeichnungen wie im vorhergehenden Beweis.

Sei |r — x| < &, 2 # a und y = g(z), dann ist (x,y) € Us(xy) x U-(b) := D,
und die Verbindungsstrecke zwischen (a,b) und (z,y) gehort ganz zu D. Nach dem
Mittelwertsatz fiir Funktionen mit mehreren Verdnderlichen gilt (er kann hier angewendet

werden, da f(z,y) nach Voraussetzung differenzierbar ist):

Sz, y) = fla,0) = 0= (z — a)- fo(u) + (y = b)- f, (),

wobei u=a+9(x—¢), y=g(r) und b= g(a). Hieraus folgt
y—b _glx) —gla)  fu(a)

r—a = T—a fy(@)

Da ¢ in Us(a) stetig ist, gilt fiir * — a auch y = g(x) — ¢g(a) = b und somit
u — a. Folglich existiert

L 90) —g(a) __£(@)
S woa T A@
=g'(a)
also
/ _fm(xa y)
g (33') - fy(x,y) D
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