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Kapitel 2
Reelle Zahlen

2.2 Rechnen mit reellen Zahlen

Definition. (gleichmdchtig) 2/2/14
Zwei Mengen M und N sind gleichmdchtig (Bez.: M ~ N)

5; s gibt eine Bijektion zwischen A und N.

Wenn M ~ N, dann heifit M auch abzdhlbar (unendlich). 2/2/15

Ist M unendlich aber nicht gleichméchtig mit der Menge der natiirlichen Zahlen, dann
heilt M dberabzihlbar.

Satz 2.5 2/2/16

(1) Die Menge der rationalen Zahlen ist abzihlbar,
d.h., es gibt genauso viele rationale wie natirliche Zahlen.
(Die Menge der rationalen Zahlen kann also mit Hilfe der natiirlichen Zahlen
ydurchnumeriert“ werden.)

(2) Die Menge der reellen Zahlen in dem Intervall (0,1) ist dberabzihlbar.
Folglich st auch die Menge R diberabzdihlbar.
(Das Intervall (0,1) C IR wird auch als Kontinuum bezeichnet.)

Beweis. (1). Der Beweis erfolgt mit dem ersten Cantorschen Diagonalverfahren.

Wir setzen hierbei voraus, dafl man jede positive rationale Zahl als Bruch zweier positiver
natiirlicher Zahlen darstellen kann. Offenbar kommt jede positive rationale Zahl in dem
folgenden unendlichen Schema wenigstens einmal (sogar unendlich oft) vor.
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Entsprechend der Pfeilrichtungen (diagonal) werden alle Briiche aufgelistet:
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Wir lassen jetzt alle die rationalen Zahlen weg, die in der Auflistung zuvor schon ein-
mal aufgetreten sind; es sind dies %, %, %, %, .... Damit entsteht eine neue Auflistung
ro, 71, T2, ..., in der jede positive rationale Zahl genau einmal vorkommt. Folglich ist



Q = {07 —To, Toy, —T1,7T1, —T2, T2, .. }
Definiert man eine Abbildung f wie folgt:
f(0):=0, f(2n—1):=—r,1 und f(2n):=r,; firjedes n>1,

dann ist f offenbar eine Bijektion zwischen IN und ®, und folglich ist Q abzéhlbar.

(2). Der Beweis erfolgt mit dem zweiten Cantorschen Diagonalverfahren.
Angenommen, das Intervall (0,1) C R ist abzédhlbar.

Wir setzen hierbei voraus, daB jede reelle Zahl aus (0,1) eine eindeutige Darstellung als

unendlicher Dezimalbruch der Form 0,ninsns... besitzt, wobei 0 < n; <9 ist und
9-Periode ausgeschlossen wird. Denn ist ¢ = 0, ny...n999... und n, < 9, dann
ist a=0,n1...n4-1(np+1)000... eine weitere Darstellung von a. Damit wire die

Eindeutigkeit der Darstellbarkeit verletzt.

Nach der obigen Annahme ist (0,1) ~ IN. Folglich gibt es eine Aufzéhlung der reellen
Zahlen in (0,1) (eineindeutige Numerierung mit natiirlichen Zahlen):

ap =0, nyyniangs...
a; — O, No1 Moo Ma3 . . .

a9 = O, N3 N3za N3z . ..

wobei 0 < n;; <9 und 9-Periode nicht auftritt. Nach Voraussetzung erscheint in dieser
Aufzdhlung jede reelle Zahl aus (0,1) genau einmal.

Wir konstruieren jetzt ein b € (0,1), das in dieser Aufzihlung nicht vorkommt und
erhalten somit einen Widerspruch.

Sei b=0, mimoms... mit 0 <m; <9 und m; # ny; fir alle 7. Dann ist insbeson-
dere 0 <b< 1, und b unterscheidet sich von jedem a; wenigstens an der (i 4 1)-ten
Stelle. V!
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