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Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

Ubungsaufgaben

1. Geben Sie je eine Folge (a,) mit den folgenden Eigenschaften an:

1

(a) (an) konvergiert gegen g,

(b) 3 ist Haufungspunkt von (a,) aber nicht Grenzwert,
(¢) (a,) hat genau drei Hiufungspunkte,

(d) 5 ist Grenzwert, und (a,) ist nicht monoton,

(e) (an) ist nicht beschrankt, und 0 ist Haufungspunkt.

2. Beweisen Sie (ohne Benutzung des Satzes 3.10) die Konvergenz der Folge (a,)
. _on+3
mit a, = 4

3. Zeigen Sie: Zu jeder reellen Zahl a existiert eine Folge (r,) rationaler Zahlen,
die gegen a konvergiert.

4. Zeigen Sie: Wenn a, >0 und a, — a, so \/a, — +/a.
5. Zeigen Sie: (a) giing V5 =1, (b) Lim Un = 1.

6. Zeigen Sie: Fiir beschriankte Folgen (a,) von reellen Zahlen sind die nachfolgen-
den Bedingungen &quivalent:

(a) (a,) ist konvergent,
(b) (ay) besitzt genau einen Haufungspunkt,

(c) lim a, = lim a,.

n+1
7. Zeigen Sie, daf} die Folge (a,) mit a, = (1 + ;) streng monoton fallt.

8. Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten und bestimmen Sie ggf. die Grenzwerte
von

(a) (%)’ © ( 4nd +2n% + 7 ) (@) <(_1)n_n;1>’

m3+n2+n-—1

(b) (%) k>, @ (5;\/@) () (V2n).

9. Zeigen Sie: Ist (a,) eine Nullfolge und (b,) beschriankt, dann ist (a, -b,) eine
Nullfolge.

10. Priifen Sie, ob die Folgen (a,), n > 1, beschrénkt sind:

3/3/1

3/3/2

3/3/3

3/3/4

3/3/5

3/3/6

3/3/7

3/3/8

3/3/9

3/3/10



(a) an:\/2+\/2+\/2+...+\/§ (n Wurzeln),

(b)) ap=Vn2+n—vn+1,
% fiir
<C> Qn = n2

n+2

fiir

n = 2k,

n=2k+1,

k € IN.

11. Priifen Sie, ob die Folgen (a,), n > 1, monoton sind:
n?+2n+7

12.

13.

14.

15.

16.

(a) ap=

n?2+2n+8’

() a,=vVn+1—+/n,

_ (=
(C) ap = \/ﬁ

1
vVn+1—-1
(d) an,= { 1
Vnt+1+1

Zeigen Sie mit Hilfe des Cauchyschen Kriteriums die Konvergenz der Folgen:

n—l—b)

w ()

Geben Sie fiir € = 0

1

Y

n

fir n=2k-1,
fir n =2k,

o (

entsprechend der Definition der Konvergenz von (a,) ein

n

k€ IN.

Y

o (3). 21

a und ein geeignetes ng = ng(e) an, so dafi |a, —a| < e fiir:

_2yn+1

(b)

Berechnen Sie lim a, fiir
n—oo

9+
_ n+1
(a’) Qn 2+ 1 >

n

(b) a

n

n

oo
C 3n+2’

© 5n3 — 3n?2

c) a,=——

N nd +1
(©) a, = 3T05"
0,30l 45

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte (falls sie existieren):

1 3n+1
(a) lim (1 + 2—) ,

n—oo

n

Man finde die Grenzwerte von (a,) und (b,), wobei a, und b, durch die

(b)

lim

n—oo

folgenden Rekursionen definiert sind:
a, +1

a; = 2, apt1 =

2

?

by

42

2

n?+2\"
n24+1) =

3/3/11

3/3/12

3/3/13

3/3/14

3/3/15

3/3/16



17. Zeigen Sie:
(a) Die Folge (a,) mit den induktiv definierten Folgegliedern
ar =0, ao =1, a,41 = %(an —ay_1) fir n>2
ist eine Cauchyfolge.
(b) Ist (a,) induktiv definiert durch

ar =0, as =1, a, = %(an_l +a, o) fir n >3,

dann besitzt die Folge (a,) den Grenzwert %
[Hinweis: a,, — % = (2_”1_)1 . % fir n>1]
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