Wolter/Dahn: Analysis Individuell (¢)Springer 2000 143

Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum R"; Funktionen mit meh-
reren Verinderlichen

6.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Definition. (Kurve) 6/3/1
t ist eine Kurve in R"

Es gibt ein abgeschlossenes Intervall [a,b] mit a < b und eine stetige Vektor-

funktion f:[a,b] — R", sodal &:={f(¢):a <t <b}.

(D.h., es gibt stetige Funktionen f1,..., f, : [a,b] — IR, sodafl f(t) = <f1 )., fn(t)) und

£ das Bild der Funktion f in IR" ist.)

Df

Diese Darstellung der Kurve heifit auch Parameterdarstellung mit Hilfe des Parameterin-  6/3/2
tervalls |a,b]. Die Stetigkeit ist notwendig, damit die Kurve zu einer ,,durchgezogenen*
Linie wird.

Zwei Punkte a, b werden durch die Kurve € verbunden, wenn a, b € &.

Beispiele.

1. Sei f:[a,b] = R stetig. 6/3/3/1
Wir betrachten [a,b] als Parameterintervall und ¢ = {(¢, f(¢)) : a <t < b}.

Dann ist die Funktion f (dargestellt im zweidimensionalen Raum R?) genau die Kurve €,

die sich mit Hilfe der Vektorfunktion g = (g1,g2) : [a,b] — R* beschreiben lift, wobei

g1(t) ==t und ¢o(t) := f(t). (vgl Abb.6.9)

2. Essei fi(t):=t-cost, fo(t):=t-sint und f=(f1,f2) : [0,27] — R% 6/3/3/2
Dann ist € = {(fi(¢), fo(t)) : 0 <t <27} eine Kurve in R?* denn f ist eine stetige
Vektorfunktion. (vgl. Abb. 6.10)

6/3/4
y /3/
T

| - T
0 a t b
Abb. 6.9 Das Bild der Vektorfunktion Abb. 6.10 Das Bild von g : [0, 4n] — IR?
g :[a,b] — R* mit g(t) := (t, f(t)) ist mit g(t) = (t cost,t sint) zeigt eine Spi-
die Funktion f : [a,b] — R. rale, die durch keine Funktion f: R — IR

Esist €= {g(t):a <t <b}. definiert ist.



Definition. (bogenzusammenhdingend) 6/3/5
Sei M CR". M ist bogenzusammenhdingend
5; Zu je zwei Punkten a, b€ M gibt es eine Kurve &, die ganz zu M gehort

und die Punkte @, b miteinander verbindet. (vgl. Abb. 6.11a)

6/3/6
M
¢
Abb. 6.11a zeigt eine bogenzusam- Abb. 6.11b Die hier dargestellte Men-
menhéngende Menge, denn je zwei ge ist nicht bogenzusammenhéingend,
Punkte aus M lassen sich durch eine da es keine Kurve gibt, die @ und b
Kurve in M miteinander verbinden. verbindet und ganz in M verlauft.
Satz 6.12 (Zwischenwertsatz) 6/3/7
Essei f:R"— R und M C D(f). Dann gilt:
Ist M bogenzusammenhdngend und f stetig in M und sind a,b € M, so daf
f(a) <d < f(b), dann gibt es ein ¢ € M, so daff f(¢)=d. (vgl. Abb. 6.12)
6/3/8

Abb. 6.12 Die Elemente a,b sind
durch eine Kurve € verbunden.
Die Funktion f, eingeschrinkt auf
die Menge € C M, erzeugt ei-
ne stetige Funktion einer reellen
Veréanderlichen, fiir die der Zwi-
schenwertsatz schon gilt. An der
Stelle ¢ nimmt f den Wert d an.
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Beweis. Nach Voraussetzung sind @,b € M und M ist bogenzusammenhingend.
Dann gibt es eine Kurve &, die ganz zu M gehért und @ und b verbindet. Folglich
existiert ein Intervall [a,b] und eine stetige Funktion ¢ = (g1,...,9s) : [a,b] — R™, so
daB €= {g(t): a <t <b} C M, und a,b € & Da a und b Bildelemente von g
sind, existieren o',V € [a,b], so daB g(a’) =a und g(b') = b.

Sei 0.B.d.A. a’ < V.

Wegen g : [a,b) = R", f: R" =R und W(g)=¢C M CIRR" und M C D(f) ist
fog in [a,b] definiert.

Sei h(t) := f(g(t)), und somit h: [a,b] — R.

Wegen [da/,b] C [a,b] ist h auchin [a/,0] definiert, und es gilt

h(a') :f(@) = f(a) <d und
ny) = f(gt)) = £(b) > d.

=b
Da die Verkettung stetiger Funktionen wieder stetig ist, ist A mit h : [d/,b'] — R
stetig. Dann existiert nach dem Zwischenwertsatz fiir Funktionen einer Verdnderlichen

ein ¢ € (d,b), sodal h(cl):d:f(@>'

=¢C

c=g(d) € € C M leistet das Verlangte. [

Bemerkung. In bogenzusammenhéngenden Mengen haben stetige (reellwertige) Funk-
tionen die Zwischenwerteigenschaft.

Satz 6.13 Sei f: R" — R und a € R.
Ist f in a stetigund f(a) >0 (bzw. f(a) <0), dann gibt es eine Umgebung U(a),
so dafs f(z) >0 (bzw. f(z)<0) firalle z € U(a)N D(f).

Beweis. Sei f(a) >0 (den Fall f(a) <0 beweist man analog).

Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann gibt es fiir jede Umgebung U(a) ein
zeU(a)ND(f), sodaB f(z)<D0.

Fiir die Umgebungen U(a) := U, (@) mit &, = 2, n = 1,2,3,..., existieren dann
Elemente z, € U, (a) N D(f), sodaB8 f(z,) <0.

Es entsteht also eine Folge (Z,) mit Z, — a. Nach Voraussetzung ist f in a stetig,
folglich existiert lim f(Z,) = f(a). Wegen f(Z;) <0 erhilt man aus Satz 3.10 (6)

sofort f(a) =lim f(z,) < 0. ')\/, (Siehe hierzu auch die Abbildungen 6.8 a und 6.8b)  [J

Definition. (Beschrinktheit bei Funktionen)

Sei f: M; — My und M C D(f).
(1) f istin M beschrinkt
= f(M)={f(a): a€ M} ist beschrankt.
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(2) f ist beschrinkt
s f istin D(f) beschrinkt.

Bemerkung. Fir f: R" — R und M C R" ist f(M) eine Menge von reellen
Zahlen. Folglich gilt:

f(M) ist beschrankt <=

f(M) ist nach oben und nach unten beschréinkt <=

es existiert ein ¢ € R, so daB8 |f(z)| < c fiir jedes T € M.
Dann existieren sup f(M) := sup f(z) und inf f(M) := }g]\fJ f(z).

zeM z

Wenn sup f(M) € f(M) bzw. inf f(M) € f(M), dannsind sup f(M) bzw. inf f(M)
das Maximum bzw. das Minimum von f(M).

Bez.: Ifré%(f(j) bzw. gél]lwlf(i’)

Satz 6.14 FEs sei f:R" — R und M C R". Ist f in M stetig, und ist M
beschrinkt und abgeschlossen, dann ist auch f(M) beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dafl f(M) beschrénkt ist.

Angenommen, f(M) ist nicht beschrinkt.

Dann gilt: Fiir jedes ¢ € R gibt esein z € M, so daB |f(Z)| > c.

Speziell fiir ¢ =¢; =14, 1 =1,2,3,... existieren dann Elemente Z,,Zs,Z3,... € M, so
daB |f(z;)| > ¢ = 1.

Wegen z; € M ist die Folge (z;) beschrinkt, folglich besitzt (z;) einen H&ufungs-
punkt @ und eine gegen a konvergente Teilfolge (Z;;).

Wenn 7;, =a fiirein j, dannist a € M.

Wenn 7;, # a fiir alle j, dannist @ ein Haufungspunkt der Menge

{#;;,: j=0,1,2,...}, und damit ist auch @ € M, denn M ist abgeschlossen.
Folglich ist f in @ definiert und stetig. Wegen z;, —a gilt: f(Z;,) — f(a).
Andererseits ist |f(7)] > ¢;; = i; — oo. Daher ist ( f (EZJ)> unbeschriankt und

somit nicht konvergent. 'A/ !

Wir zeigen nun, daB8 f(M) abgeschlossen ist, d.h.,ist b ein Hiufungspunkt von f(M),
dann ist b e f(M).
Sei b ein Haufungspunkt von f(A). Dann gibt es eine Folge (b;) mit b; € f(M)
und b; — b. Wegen b; € f(M) gibt es ein z; € M, so dal b; = f(z;). Man erhilt
also eine Folge (z;) in M, die beschrinkt ist, da ja M beschriankt ist. Folglich besitzt
(z;) einen Haufungspunkt a und eine Teilfolge (7;), die gegen a konvergiert.
Wie im ersten Teil des Beweises ist a € M und damit f(a) € f(M), folglichist f in
a stetig.
Wegen z;, — a gilt: b, = f(z;;) — f(a) =b =

fla)=be f(M). 0O
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Korollar. Sei f: R— R. 6/3/18
Ist f in [a,b] stetig, dannist f in [a,b] beschrinkt (und f([a,b]) ist abgeschlossen.)

Beweis. Der Beweis ist nach dem vorhergehenden Satz trivial. | 6/3/19

Beispiel (dafiir, da8 der Satz nicht gilt, wenn M nicht abgeschlossen ist) 6/3/20
f(z) = %, M = (0,1]. Offenbar ist f in M nicht beschrinkt.

Abb. 6.13 f ist in (0,1] offenbar
nicht beschrankt. Fir x — 0 und
x>0 gilt: f(z) — oo.

or Die Mafistiabe fiir die z-Achse bzw.
fiir die y-Achse wurden bewuf3t un-
s terschiedlich gewihlt, um das An-
wachsen von f in der Ndhe von 0

besser verdeutlichen zu konnen.

. . . .
0.25 0.50 0.75 1.00

Satz 6.15 (Satz von Weierstrafs) 6/3/21
Sei f: R*" =R, M CR" und M # 0. Dann gilt:

Ist f in M stetig und M beschrdinkt und abgeschlossen, dann existieren Minimum

und Mazimum von [ in M (d.h., es gibt Elemente a,b € M, so daB f(a) = min f(M) und

f(b) = max f(M)).

Beweis. Wir zeigen, dal f in M ein Maximum besitzt; fiir das Minimum erfolgt der  6/3/22

Beweis analog.
Nach Satz 6.14 ist f(M) beschriankt, folglich existiert «a :=sup f(M).
g.z.z.. a € M, denn dann ist « das Maximum von f(M).

Annahme: o & f(M).

Wegen « =sup f(M) ist dann o > f(z) fiir alle £ € M.

Nach Definition des Supremums gilt: Fiir jedes € > 0 gibt es ein b € f(M), so daBl
a >b > a—e. Also in jeder e-Umgebung von « liegt ein Punkt b € f(M) und
b # «; somit ist « ein Haufungspunkt von f(M).

Nach Satz 6.14 ist f(M) abgeschlossen, folglich ist a € f(M). 'A/, a
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Korollar. Sei f: R— R und a <b.
Ist f in [a,b] stetig, dann gilt:
(1) f besitzt in |a,b] ein Minimum und ein Mazimum
(d.h., es existieren a’, V' € [a,b], so dafl f(a’) = max f([a,b]) und f(b') = min f([a,d])).

(2) f(la,0]) = [min f(z), max f(z)].

x€[a,b] z€a,b]

Beweis. (1) folgt direkt aus dem vorhergehenden Satz.
(2). Minimum und Maximum von f sind Funktionswerte. Nach dem Zwischenwertsatz
werden auch alle Zwischenwerte angenommen. 3

Definition. (gleichmdfige Stetigkeit)

Sei f: M; — My und M C M.

f istin M gleichmafig stetig

= M C D(f) und fiir jedes ¢ >0 gibt es ein 0 >0, so daB fiir jedes z,y € M
gilt: Wenn o;(z,y) <90, so oo f(x), f(y)) <e.

Stetigkeit in einer Menge ist immer punktweise Stetigkeit, d.h., eine Funktion f ist in
einer Menge M stetig gdw f in jedem Punkt aus M stetig ist.

Wir wollen jetzt anhand einer Funktion f: M — IR, M C IR den Unterschied zwi-
schen Stetigkeit und gleichméfiger Stetigkeit von f in einer Menge M herausarbeiten,
wobei man sich unter M ein Intervall vorstellen moge. (Wir wiihlen hierfiir eine formale
Schreibweise, um den Unterschied deutlicher hervortreten zu lassen.)

f istin M stetig <=

VyeM Ve>036>0VreM (lv —y| <6 — |f(z) - f(y)| <¢), und

f istin M gleichmaBig stetig <=

Ve>036>0 Vo, ye M (Jz -yl <6 — |f(z) - fy)| <e),

Bei der Stetigkeit in der Menge M héngt 6 von ¢ und von der betrachteten Stelle
y € M ab; bei der gleichméfligen Stetigkeit hingt 6 nur von e ab.

Wir werden jetzt zeigen, dafl aus der gleichméfigen Stetigkeit die Stetigkeit folgt, dafl
aber die Umkehrung im allgemeinen falsch ist. Hierbei beschranken wir uns wieder auf
reellwertige Funktionen.

Satz 6.16 Sei f: R" — R und M C D(f).
Ist f wn M gleichmdf$ig stetig, dann ist f in M stetig.
Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus den Definitionen.

Es sei a € M.
g.z.z.. f istin a stetig.
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Wiéhlt man in der Definition der gleichméfligen Stetigkeit speziell y = a, dann erhalt
man: Fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0, so daB fiir jedes = € M gilt:
Wenn |z —a| <4, so |f(z)— f(a)| <e. O

Bemerkung. An einem Beispiel zeigen wir, dafi die Umkehrung von Satz 6.16 im
allgemeinen falsch ist.

Dazu sei M = (0,1) C R und f(x):%, also f: (0,1) — R.

Offenbar ist f als rationale Funktion stetig in (0,1). f ist aber nicht gleichmé&Big
stetig in diesem Intervall. (vgl. Abb. 6.14)

Y
A
Abb. 6.14 Fiir das gleiche ¢ > 0
kann hier kein universelles 6 > 0
fla)+e . . .
gewdhlt werden. Je ndher man sich
f(a) mit a dem Wert 0 nihert, desto
fla)—e —— 7: kleiner mufl die entsprechende -
| Umgebung genommen werden, da-
1 mit die J-Umgebung von a in die
i e-Umgebung von f(a) abgebildet
Fo)+e ] . wird. 0 hingt sowohl von a als auch
f(b)””j 7777777 I von ¢ ab.
fb)—e ‘ ‘ ‘
N T -

Angenommen, f istin (0,1) gleichméBig stetig.

Speziell fiir € =1 gébe es dann ein § > 0, so daB fiir jedes z,y € (0,1) gilt:
Wenn |z —y| <46, so |f(z)— f(y)| <e=1.

Wahlt man z = 1 und y = L, dann ist
n 2n
_(1_1)_ 1
|x—y|—’n 2n‘_2n<5

fiir hinreichend grofie n und

F@) = o) = [f(E) = F(F)| =ln—2ml =nze=1. V!

Satz 6.17 Sei f: R" — R und M C D(f).

Ist f in M stetigund M beschrinkt und abgeschlossen, dann ist f in M gleichmdf$ig

stetig.
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Beweis. Annahme: f istin M nicht gleichméBig stetig.
Dann gibt es ein € > 0, so dafl fiir jedes § > 0 Elemente z,y € M existieren mit
7 —gl <6 und [f(z) - f(7)| > e
Wir wihlen jetzt 6 =, := % i=1,2,3,... .
Fiir §; existieren dann Elemente z;,¢; € M mit |Z; — ;| < §; < % und
[f(@:) = f(@)] = e
Da M beschrénkt ist, ist auch die Folge (Z;) beschriankt. Folglich besitzt (Z;) einen
Hiufungspunkt @ und eine gegen a konvergente Teilfolge 7;;.
Da M abgeschlossen ist, gilt (analog wie im Beweis von Satz 6.14) a € M. Damit ist f in
a definiert und stetig.
Fiir die Teilfolge (7;;) von (7;) gilt:
——— ——

— 0 — 0
j—o00 j—oo

Wegen z;; —a und y; —a gilt:
f(@;) — f(@) und  f(7;,) — f(a).
Also

f (@) = [(5:,)| < |f (@) = f@)| +]f(@) = [(g,)| < e

> £
Z€ 3

A
[Slle

falls j hinreichend grof ist. ')\/ ! a

Korollar. Ist f in [a,b] stetig, dann ist f in [a,b] gleichmdfSig stetig.

Beweis. Da M := [a,b] beschrinkt und abgeschlossen ist, folgt die Behauptung sofort
aus Satz 6.17. a

Satz 6.18 Sei f: R" — R und M C D(f).

Existiert eine Konstante ¢ € R, so daf fiir jedes x,y € M gilt:
lf(@)— fy)| <c-|x—19|, dannist f in M gleichmafSig stetig.
Beweis. Sei 0.B.d.A. ¢>0 und |f(z)— f(y)| <c-|z—yg| furalle z,5 € M.
€

Weiterhin sei € > 0 beliebig. Wir wihlen ¢ = o
Dann gilt fiir jedes Z,y € M mit [T —y| <J = %
[f@) —f@l<c lz—gl<cd=c S =c

Folglich ist f in M gleichméBig stetig. a
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Definition. (Lipschitz-Stetigkeit)

Sei f: R"— R und M CR".

f istin M Lipschitz-stetig

= M C D(f) und es existiert eine Konstante ¢ € R, so daB fiir jedes Z,7 € R"
gilt: [f(z) = f()| < c-|z -1

Satz 6.18 besagt also, dafl aus der Lipschitz-Stetigkeit die gleichméflige Stetigkeit folgt.

Korollar. Sei f: R— R.
Ist f in [a,b] Lipschitz-stetig, dann ist [ in [a,b] gleichmdfig stetig.

Beweis. Trivial. a

Bemerkung. Die Umkehrung von Satz 6.18 gilt im allgemeinen nicht.

Beispiel: Sei f(x)=+/z und M =[0,1] C R.
Als Wurzelfunktion ist f in [a,b] stetig. Da [0,1] beschrinkt und abgeschlossen ist,
ist f in [0,1] auch gleichméBig stetig.
Angenommen, f istin [0,1] Lipschitz-stetig.
Dann gibt es ein ¢ > 0, so daB |f(z) — f(y)| < ¢- |z —y| fir alle z,y € [0,1].
Insbesondere fir y =0 und z € (0,1] beliebig gilt:

(@) = fWl=IVe—Vil=vr<c |z -0 =c-a.
Also /z <c-x und damit z < c*-2? = 1< -z firalle z € (0,1]. Schlieflich
folgt 0—12 <z fiir alle x € (0,1]. 'A/'

Bemerkung. Sei M CIR und f: M — R. Aus der Lipschitz-Stetigkeit von f in
M erhdlt man fir z,y € M und x #y:

fz) = fy)

T—y
d.h., der sog. Differenzenquotient, der uns noch in der Differentialrechnung begegnen
wird, ist in M durch ¢ beschrinkt.

<eg,
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Abb. 6.15 Der Anstieg der Sekan-
te zwischen den Punkten (0,0) und
(x, f(x)) mit > 0 ist gegeben
durch £&=SO - piyr f2) = Vz

x—0
erhilt man daraus ? =

=52

Wenn:z:—>0undx>0 so ist
‘fm) fo)‘ = Ifl = ﬁ offenbar

nicht beschrankt.

Bemerkung. Lipschitz-Stetigkeit — gleichméflige Stetigkeit — Stetigkeit.
Die Umkehrung gilt in all diesen Fillen nicht.

Wichtige Eigenschaften stetiger Funktionen f: R" — R.

Zunéchst fithren wir eine neue Bezeichnung ein: Eine in RR™ abgeschlossene und be-
schriankte Menge nennen wir auch kompakt.

Wir werden den Kompaktheitsbegriff spiater noch prazisieren und zeigen, dafl er in IR"
genau mit der obigen Bezeichnung zusammenfallt.

In bogenzusammenhéngenden Mengen haben stetige Funktionen die Zwischen-
werteigenschaft.

Ist eine stetige Funktion f an einer Stelle a positiv bzw. negativ, dann gibt es
eine ganze Umgebung U(a), sodaB f in U(a)ND(f) positiv bzw. negativ ist.
Ist M kompakt und f stetigin M, dann ist auch f(M) kompakt.

Stetige Funktionen besitzen in kompakten Mengen (# () ein Minimum und ein
Maximum.

Funktionen, die in kompakten Mengen stetig sind, sind dort auch gleichméfig
stetig.

Lipschitz-Stetigkeit = gleichmé&fige Stetigkeit = Stetigkeit.

Als wichtige Spezialfiille treten die entsprechenden Korollare fiir Funktionen einer
Verénderlichen auf.

Zum Abschlufl dieses Kapitels betrachten wir nur noch reellwertige Funktionen einer
reellen Verdnderlichen.
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Bei solchen Funktionen interessiert man sich haufig fiir das links- bzw. rechtsseitige
Verhalten der Funktion an einer bestimmten Stelle a € RR.

Im folgenden seien stets f,g,h: R — R.

Die Abbildungen zeigen Beispiele fiir das Verhalten von f an einer Stelle.

) Y Yy
P A 1
a (‘I a
Abb. 6.16 a Abb. 6.16 b Abb. 6.16¢
_[fg(z), firz<a, _ 1
so = {1 G fla) = 55+ f(@) = e
Y Y Yy
: - : x x
a a
Abb. 6.16d( ) Abb. 6.16e f ist an der Stel- Abb. 6.16 f
g(x), firz <a, . . i ’
flz) = { 5 s le a nicht definiert h(z) = {f (bx) fr o ig
Diese Beispiele geben Anlaf3 zu folgenden Definitionen.
Definition. (rechtsseitig bzw. linksseitig stetig) 6/3/46
f ist an der Stelle a (oder kurz in a) rechtsseitig (bzw. linksseitig) stetig
= a € D(f) und fiir jedes € > 0 gibt es ein 0 > 0, so daB fiir jedes = € D(f)
mit z>a (bzw. z <a) gilt:
Wenn |z —a| <6, so |f(x)— f(a)] <e.
Analog 148t sich die links- bzw. rechtsseitige Grenzwertbildung definieren. 6/3/47
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Definition. (rechtsseitiger bzw. linksseitiger Grenzwert) 6/3/48
Sei a ein Haufungspunkt von D,.(f,a):= D(f)N{zx: x > a}

bzw. von D;(f,a):=D(f)N{x: = <a}.

f besitzt an der Stelle a (oderin a) den rechtsseitigen bzw. linksseitigen Grenzwert c

= Fiir jedes ¢ >0 gibt esein § > 0, so daB fiir jedes x € D,.(f,a) bzw.

Df
fir jedes = € Dy(f,a) gilt:  Wenn |z —a| <0, so |f(z)—¢| <e.
Bez.: lim f(z) = lim f(x) = lim f(z) =c¢ bzw.

z>a z\a roat0

lim f(z) = lim f(z) = lim f(z)=c¢

;ZZ z,/a z—a—0
Beispiel. 6/3/49

1, fir >0,
s [0 ={ <o
)
1
Abb. 6.17 T

An der Stelle a =0 ist f rechtsseitig, aber nicht linksseitig stetig.
Nach Definition ist f(0) = 1. Sei jetzt ¢ > 0 beliebig und z.B. 0 = e.
Dann gilt:
Fiir jedes = € D,(f,0) (also = >0) mit der Eigenschaft |z — 0| < ist
| f(2)— £(0)| =0 < =.

——

=1 =1
Aber z.B. fir e=1 und § > 0 beliebig gilt:
Wenn x € Di(f,0) (also 2 <0), soist |f(z)—f(0)]=|—-2|>c.
=21 =1

Andererseits besitzt f jedoch einen rechtsseitigen und einen linksseitigen Grenzwert: 1
bzw. —1, die voneinander verschieden sind, und auflerdem ist der linksseitige Grenzwert
von f an der Stelle 0 verschieden von dem Funktionswert f(0).

Satz 6.19 Sei a ein Haufungspunkt von D,.(f,a) bzw. von D(f,a). Dann gilt: 6/3/50
f ist in a rechtsseitig bzw. linksseitig stetig <=

a € D(f) und [ besitzt in a den rechtsseitigen bzw. linksseitigen Grenzwert f(a)

< a € D(f) und fir jede Folge (x,) mit x, € D(f) gilt:

Wenn x, \,a bzw. z, /a, so f(z,) — f(a).
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Beweis. Die Beweise fiihrt man vollig analog wie die zu den Sétzen 5.2 und 5.3, wo
die Stetigkeit mit Hilfe des Grenzwertbegriffs charakterisiert wurde. Man schrinkt sich
hier lediglich auf die linksseitige bzw. rechtsseitige Umgebung des Punktes a ein. [

Satz 6.20 Sei a ein Haufungspunkt von D,(f,a) und von Di(f,a). Dann gilt:
[ besitzt in a einen Grenzwert (der Grifie c)

f besitzt in a einen rechtsseitigen Grenzwert (:= ¢,) und einen linksseitigen
Grenzwert (:=¢;) und beide Werte sind gleich (¢, = ¢; = ¢).

Beweis. (—) f habein a den Grenzwert c. Dann gilt:

Fiir jedes € > 0 gibt es ein 0 > 0, so daB fiir jedes = € D(f) mit z # a gilt:
Wenn |z —al| <0, so |f(x) —c| <e.

Dies gilt insbesondere fiir alle * mit x € D,(f,a) C D(f) bzw. = € D)(f,a) C D(f).

Damit ist ¢ sowohl rechts- als auch linksseitiger Grenzwert von f in a.

(«+—) f besitzein a einen rechtsseitigen Grenzwert ¢, und einen linksseitigen Grenz-
wert ¢ mit ¢, = ¢ :=c. Dann gilt:
Fiir jedes € > 0 gibt es ein 4, > 0, so daB fiir jedes = € D.(f,a):
Wenn |z —al| < 6., so |f(x)—\c/| <e
=cp
und ein §; > 0, so daB fiir jedes = € D(f,a):
Wenn |z —al <, so |f(:v)—\c/| <e.
=q

Fir 0 = min{d,,&} und fir jedes x € D,(f,a) U Di(f,a) gilt dann:
D(f)—{a}

Wenn |z —al <46, so |f(z)—c/<e. @

Satz 6.21 Sei f in a definiert und a sei ein Hiufungspunkt von D,(f,a) und von
Di(f,a). Dann gilt:

f istin a stetig <= f besitzt in a einen rechtsseitigen und einen linksseitigen
Grenzwert und beide Werte sind gleich f(a).

Beweis. [ ist in a stetig <=
f besitzt in a den Grenzwert f(a) (vgl Satz5.2) <=
f besitzt in a den rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwert f(a) (vgl. Satz6.20). [

Korollar. Sei f in a definiert und sei a ein Haufungspunkt von D.(f,a) und von
Di(f,a). Dann gilt:
f ustin a stetig <= f istin a linksseitig und rechisseitig stetig.
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6/3/51

6/3/52

6/3/53

6/3/54

6/3/55

6/3/56



Beweis. [ ist in a stetig <= 6/3/57
f besitzt in a den linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwert f(a) <=
f ist in a linksseitig und rechtsseitig stetig. (nach den Sitzen 6.21 und 6.19) (1

Bemerkung. Fiir die verschiedenen ,, Typen“ von Grenzwerten sind insgesamt 15 Félle 6/3/58
moglich:

Fir » - a,  /a, v\, a, v — 00, v — —o0 besitzt f einen Grenzwert c

bzw. den uneigentlichen Grenzwert oo bzw. —oo.
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