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Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.2 Stetigkeit

Satz 5.2 Sei a € D(f) wund a ein Hdaufungspunkt von D(f). Dann gilt: 5/2/12
f istin a stetig gdw ilir(llf(x) existiert und ilir(llf(x) = f(a).

Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verénderlichen

7.1 Ableitung

Definition. (Differenzierbarkeit, Ableitung, Differentialquotient) 7/1/3

f ist an der Stelle a (oder kurz in a) differenzierbar

ot J ist in einer Umgebung Uf(a) definiert, und es existiert lim w'

Der Limes heif3t (falls er existiert) erste Ableitung oder Differentialquotient von f in a.

Bez. f'(a) = %(a).

Satz 7.5 (Kettenregel) 7/1/23

Ist g in a und f in g(a) differenzierbar, dann ist fog in a differenzierbar, und
es ist (f o g)’(a) = f’(g(a) . g’(a) (,éuBlere Ableitung mal innere Ableitung*).

Beweis. Essei b= g(a), dannist f nach Voraussetzungin b differenzierbar. Folglich

existiert lelirll) w = f'(b), und fiir y—b:=k ist llgli% Fb+ k]z — 1) _ 1'(b).

Wir definieren jetzt eine fiir den Beweis niitzliche Hilfsfunktion:

fo+k)—f(b) f’(b) fiir k+#£0
— k ) )
(k) { 0, fir £=0.
Dann ist ¢ in k=0 stetig, denn Ilgir% P(k) =0 =1(0).
Damit gilt fiir alle & in einer Umgebung U(0):

f+k) = f(b) = k- f'(b) + k- (k).
Weiterhin sei = :=a+h und ¢(h):= g(a+h)—g(a). Dann ist }lllil(l) w(h) =0=¢(0),
und damit ist ¢ in 0 stetig. Folglich gilt

(fog)(x) = (fog)la) _ flg(x)) = flg(a)) _ flgla+h)) - f(g(a))

T —a r—a h




fp(h) + g(z)) — f(g(a))

1= (k)

Ersetzt man in (x) k& durch ¢(h), dann erhdlt man

_ S+ k) = fO) _ k- fb) + k- w(k)
(o0) = h - h

2R ) + Ao n).

Es ist
w(h) _ gla+h)—g(a)

!
A 7 — 9 (a),

denn ¢ ist in a differenzierbar. Weiterhin sind ¢ und ¢ in 0 stetig, folglich gilt
lim ¢ (p(h)) = P(lim o (h)) = ¢(p(0)) = ¢(0) = 0.

h—0 h—0 ——

Insgesamt erhélt man

(fog)(w) = (fog)(a)

ﬂlﬁilrtll r—a -

) () _

£%(¢-f(b)+h-¢(ﬁg)))—
—g'(a)
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