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Kapitel 2

Reelle Zahlen

2.2 Rechnen mit reellen Zahlen

Definition. (Potenzen mit rationalen Exponenten) 2/2/10

Es seien m,n € N, n #20, und es sei a € R und a > 0.

m
n

a of am™,
_m 1
a n = .
Df 2
Kapitel 3

Folgen von reellen Zahlen

3.1 Konvergenz von Folgen

Beispiel. (Definition der Eulerschen Zahl e) 3/1/35
. . 1\n
Sei a, = (1+n> )

Behauptung: (a,) ist streng monoton wachsend und beschrankt. (Dann ist (a,) nach
Satz 3.8 konvergent.)

z.z.. 1. a, < a,,, fir jedes n und
2. (ay) ist beschrénkt.

a
Zul. gz.z.: Z—H > 1 (denn alle a, sind positiv).
n

Es ist

o T ()T ()
n+2\"
:n+2_<n—+1> :n+2_<n(n+2)>”
n+1 (n_H)" n+1 \(n+1)?
:n+2_((n+1)2—1) n+2 (_ 1 )n
n+1 (n+1)° n+1 (n+1)2

IV

n
n+2 (1 — 4) (nach der Bernoullischen Ungleichung)
(n+1)2

2
n+2 n +n+l
= . 1, d
n+1 n2+2n+1 = et




n+2 n'tn+l
n+1 n24+2n+1

>1 <= (+2)(n*+n+1)>m+1)(n’+2n+1)

— P +3n*+3n+2>n+3n+3n+1

(und die letzte Ungleichung gilt offensichtlich).

Also a, < an4q fiir jedes n, und damit ist (a,) streng monoton wachsend.

Zu 2. (a,) ist beschriankt.

1
Offenbar ist a; = (1 + %) =2<a, fir jedes n.

Weiterhin ist

an:(1+%)"<(1+%)”~(1+%):(1+%)n+1 — b,
>1

Es geniigt zu zeigen, daf die Folge (b,) streng monoton f&llt.

g.2.7.. bbn > 1 (denn alle b, sind positiv).
n+1

Der Beweis hierzu verlduft dhnlich wie fiir (a,), er wird als Ubungsaufgabe gestellt.
Damit haben wir

b, = (1 + %)2 =4 >0, fiir jedes n.

Also
2<a, < apiq < bpig < b, <4
Dann ist (a,) monoton wachsend und beschrénkt, also konvergent und (b,) monoton

fallend und beschriankt, und somit auch konvergent.

Folglich existieren Zahlen e und €', so daf

1

1)”*1 /
— =e€.
n

lim (1+-)"=¢ und lim(1+ﬁ

Behauptung: e = ¢€'.
Annahme: e # €.
Dann ist ¢ :=|e — €/| > 0, und folglich gilt fiir hinreichend groBe n

le—¢€|=le—an+a,—by+b,—¢€| <|e—ay|+|an — bu| + |bn — €|
—— ——

< <

wlm
wlm

< 23—6+|an—bn|.

Schliefflich gilt

on = tal = (14 )" = (L4 ) = (1 ) - (1= )
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falls 12 <.
19

Folglich ist e =le —¢€/| <¢ 'A/ !

Also e =¢.

Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Beispiel. (Geometrische Reihe)
Sei |a|] <1 und a # 0.

(3 a' heiBlt geometrische Reihe).

. i 1 .
Dann konvergiert Za gegen =4

i=0
Beweis. Fiir S, =14+a+---+a" ist

Sn(l—a):<1+...+an>(1_a):1+...+an_(a+...+an+1>
=1—a""

Hieraus erhalt man

g _1_an+l

" 1-a
Damit ist der Wert der n-ten Partialsumme berechnet.
Wegen lima"™ = 0 erhilt man aus den Eigenschaften konvergenter Folgen
(vgl. Beispiel 2 in Kapitel 3, vor dem Satz 3.2)

: e =@t 1 ooty 1
Jim S = lim, l—-a 1-a Jim (1—a )_1—(1'
|

=1

Also

- i 1
Zﬁa =T
4.4 Potenzreihen

Bemerkung. Die offene Kreisscheibe in € mit dem Mittelpunkt a und dem Radius
o (bzw. das offene Intervall in R mit dem Mittelpunkt a und der Linge 20) heifit
Konvergenzgebiet oder Konvergenzkreis (bzw. Konvergenzintervall) und a heifit Mit-
telpunkt der Potenzreihe »_ an(z — a)™.
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Innerhalb dieser offenen Kreisscheibe (bzw. des offenen Intervalls) konvergiert die Po-
tenzreihe absolut, aulerhalb divergiert sie; auf dem Rande kann sowohl Konvergenz als
auch Divergenz vorliegen (man betrachte das Beispiel Z % fir oz = +1).

4.5 Rechnen mit Potenzreihen

Satz 4.25 (Identitditssatz fiir Potenzreihen)
Voraussetzungen:
(1) Es seien Y _an(x —a)" und Y _by(x —a)" Potenzreihen mit den Konvergenz-
radien o1 bzw. oo und 01, 0o > 0.
(2) (z,) sei eine Folge mit x, # a, limz, =a und |z, —al < o1, 09.

(3) Fir jedes v € N gilt: > ap(z, —a)" = by(z, —a)™
n=0 n=0

Behauptung: Fiir jedes n st a, = b,.
(D.h., stimmen zwei Potenzreihen in unendlich vielen Punkten z, iiberein und ist der Mittelpunkt a
der Potenzreihen wenigstens ein Haufungspunkt dieser Menge, dann stimmen die Reihen schon koeffi-

zientenweise {iberein, sie sind also identisch.)

Lemma. Fs sei Y c,(xz —a)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius o > 0,
und sei (x,) eine Folge mit x, # a, |v, —a|l <o und limz, = a.
Dann ist  lim Y cy(z, — a)" = co.

V—00
n=0

Bemerkung. Als Folgerung erhélt man sofort: Stimmen zwei Potenzreihen in einem
,Kkleinen Intervall“ iiberein, dann sind sie schon identisch.

Es sei hier ein Ausblick auf eine spétere wichtige Anwendung des Lemmas gegeben.
Mit Pote&zreihen lassen sich auf einfache Weise Funktionen definieren:

f(x) :==> ay(x —a)", wobei f(z) dann im Konvergenzgebiet der Potenzreihe defi-

. . nZO
niert 1st.

Es gilt offenbar f(a) = ap, und aus dem Lemma erhélt man:

Wenn z, — a, so f(z,) — f(a). Hieraus folgt, daf die Funktion wenigstens an der
Stelle x = a stetig ist (dieser Begriff ist natiirlich noch zu definieren). Aus der Stetigkeit
an einer Stelle folgt bei einigen wichtigen Funktionen schon die Stetigkeit im gesamten
Definitionsbereich (z.B. fiir die Sinusfunktion und die Exponentialfunktion, mit deren
Hilfe sich weitere elementare Funktionen definieren lassen).

In den spéteren Kapiteln werden wir uns noch ausfiihrlicher mit weiteren Eigenschaften
von Funktionenfolgen und -reihen befassen, insbesondere werden wir Untersuchungen
zur Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit der Grenzfunktion bei gleichméafi-
ger konvergenz vornehmen.
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Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.2 Stetigkeit

Definition. (Stetigkeit) 5/2/1
f ist an der Stelle a (oder kurz in a) stetig
5 @ € D(f) und fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0, so daB fiir jedes x € D(f)

gilt: Wenn |z —a| <4, so |f(z) — f(a)| <e.

(d.h., fiir jede e-Umgebung von f(a) gibt es eine §-Umgebung von a, so dal f(Us) C Ue).

Satz 5.3 (Folgenstetigkeit) 5/2/14
Es sei a € D(f). Dann gilt:

f st in a stetig gdw fir jede Folge (x,) mit xz, € D(f) gilt:

Wenn  lim z, = a, so lim f(x,) = f(a).

n—oo

5.3 Elementare Funktionen

Exponentialfunktion 5/3/17

In dem Abschnitt iiber Reihen haben wir schon gesehen, da3 die Potenzreihe Z :Z—T
n=0 """

fiir alle € R konvergiert (sogar absolut; zur Erinnerung sei noch einmal erwihnt, daf fiir = =0

und n=0 z" =1 gesetzt wurde).
Fiir jedes x € IR ist also durch Z Z—T ein Wert y festgelegt, d.h., durch die Reihe

n=0 """

ist eine Funktion f(z) definiert. (vgl. Abb. 5.18)

Satz 5.11 Die Ezponentialfunktion besitzt folgende Eigenschaften: 5/3/19
(1) D(exp) =R.
(2) Fir jedes x,y € R gilt: exp(z +y) = exp(x) - exp(y)
(Funktionalgleichung der Exponentialfunktion).
1
= 1 — =
(3) exp(0) und exp(—x) xp(@)’
fir x <0 ist 0 <exp(zr) <1, wund
fir x>0 ist 1 <exp(z).
(4) exp 1ist streng monoton wachsend

(folglich ist exp injektiv und besitzt eine Umkehrfunktion).

_ R 1\"
(5) exp(l)=e (e=lm(1+1)").
(6) Fiir rationale © = :l:% ist exp(z) = e*n
(fiir irrationale = ist e® bisher nicht definiert!).

(7) exp ist stetig.
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Beweis. (1) ist trivial, da Z%T fiir alle = konvergiert.

(2). Ubungsaufgabe!

n

(3). Esist exp(0) = i % =1 =
1 =exp(0) =exp(z + (—x)) = exp(x) - exp(—z) =
I
*P(=%) = @)

hieraus folgt insbesondere exp(z) # 0. Fir z > 0 ist

exp(a:):Z%:1+Z%>l.
n=0 "' n=1 """

——
>0
y : _ 1 _
Fir z <0 ist —z >0, also exp(z) = xp(=7) <1, denn exp(—z) > 1.

(4). Essei x1 < xg; z.z.: exp(x;) < exp(zg).
Wegen xy < xo gibt esein h >0, so dall xy + h = x9. Folglich ist
exp(s) = exp(r1 + h) = exp(r1) - exp(h) > exp(zy).
——

>1
(5). Esist
exp(1) :exp(%%—---—l-%) = (eXp (i))n —
R

3=

exp (1) = (exp(1)) ™.

Dann gilt

3=

n

1+% <I§(Ek? :exp<1> = (exp(l)) .

Weiterhin gilt fiir n > 2

1

(exp(l)) " =exp (%) < i (%)k (denn % <1 fir k>2)

k=0
Also n :
1+E<<exp(1))%<1+ﬁ ==
(1+%)n<exp(1)<(1+ﬁ)n =



e = lim (1+ %)n <exp(l) < lim (1—1— ﬁ)n =e =
exp(1l) =e.

6). 1. 2=0 =
exp(0) =1=¢e" = (exp(l))o.
2. x=m>0 =
exp(m) =exp(l+---+1) =exp(l)---exp(l) = (exp(l))m.

m—mal

3. x:% —
exp(l):exp(n-i):exp<71l—|—---+i):(exp(i))n =
exp (%) = (exp(l))%.
4 w:%>0 =
exp(—):exp<m —):(exp(%n =<(exp(1)>5> :(exp(l))%
boa=-10<0 =
1 1 —m

exp (= 4) = exp () B (exp(l))% = (e2)

(7). Wir zeigen zunéichst, dal exp(z) in a = 0 stetig ist. Hierzu benutzen wir das
Lemma zum Identitétssatz fiir Potenzreihen (vgl. Satz 4.24).

Wenn z; 20 und z; — 0, so Z l' (2; = 0)" —— ¢p =
n:O\n/'./ oo

=cp

1
Also exp(z;) — exp(0) = 1.
Sei jetzt a € R beliebig, z, € R und =z, — a.

z.2.. exp(x,) —— exp(a).
g.z.z.: exp(x,) —exp(a) —0

exp(x,) — exp(a) = exp(a) - (exp(azn —a)— 1) —0 =

—0
exp(x,) — exp(a),

also ist exp in a stetig. [
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