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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.6 Volumen von Rotationskérpern

Beispiele.

(4). Wir berechnen jetzt das Volumen eines Torus. 9/6/1/4

Abb. 9.16a Die von f und ¢ einge- Abb. 9.16b Die obige Abbildung zeigt
schlossene Fldche erzeugt bei Rotation diesen Torus raumlich-perspektivisch
um die z-Achse einen Torus. im Raum IR®.

Dazu betrachten wir die Gleichung (y—R)*+xz? = r? eines Kreises mit dem Mittelpunkt
(0, R) und dem Radius r. Lost man diese Gleichung nach y auf, dann erhélt man

zwei Funktionen f(x) = R+ vr? —2? und ¢(x) = R — v/r? — 2%; den oberen und
unteren Kreisbogen des Kreises. Lafit man die Fléche des entsprechenden Kreises um
die z-Achse rotieren, dann erhélt man einen Torus. Dessen Volumen ist gegeben durch

V= [(f@) - ¢*(x)) da.

Es gilt
fA(x2) —g*(z) = R*42RVr2—a22+7r? -2 — (R? —2RVr? — 22 + 1% — 2?)
= 4RvVr? — 22,

und damit gilt



V = 47TR/\/7“2 — 22,

Wir 16sen zunéchst das unbestimmte Integral, um eine Stammfunktion zu erhalten.

Es ist
/\/T2—$2d£€ = r/,/l— (%)Zd:c

= T/\/l—tQ-Tdt; (fiir %:t)

= 7"2/\/1 —sin?z - cos zdz; (fiir t = sinz2)
= r2/cos22dz (%)

. 2/ . ) . . .
= r (81nzcosz+/ sin“ z dz); (partielle Integration)

=1-—cos? z

= 7r*(sinzcosz +z) — TQ/COSQZdZ.

Aus (%) und der letzten Zeile folgt

2 2 r? r? ./ . 9
2r /cos zdzzismzcosz—l—z:?smz 1 —sin“z + z.

Damit haben wir das unbestimmte Integral — allerdings beziiglich z — gelost. Wir wollen
aber das bestimmte Integral beziiglich x in den Grenzen von —r bis r berechnen.
Dazu miifiten noch die Grenzen entsprechend der Substitutionen transformiert oder die
Substitutionen riickgéngig gemacht werden. Folgende Substitutionen wurden vorgenom-
men:
t =sinz = z =arcsint und % =t = 2= arcsin%.

Fir —r <z <r gilt —1< % <1 und schliellich —g < arcsin% < g
In den betrachteten Intervallen sind die Transformationen bijektiv, folglich ist

T
2
/\/ r2 —a2dx = L (sin(arcsin %) : \/1 — (sin(arcsin %)) + arcsin %)
-Tr

[\

T

2 T
r?(x 7\? in )|

_ 7<?. 1_(F) —|—arcs1n;) .

- %2<arcsin1 — arcsin(—l))

= 53
r2m

-2

Das gleiche Ergebnis erhélt man, indem die Integrationsgrenzen entsprechend transfor-
miert werden:

276



s
2

2
/\/Tz—xQda: = %(sinzcosz+z)

vl

Also
2
V =47R - 8 = 2r?Rr?.

Ubungsaufgaben

15. Berechnen Sie das Volumen eines Torus. (Drehung einer Kreisscheibe um die -
Achse mit dem Radius r und dem Mittelpunkt (0, R).)
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