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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.2 Das bestimmte (Riemann-) Integral

Die Elemente aq,...,a,+1 heilen dann Unterteilungspunkte von 3, 9/2/2
I; :=[a;,a;41] bezeichne das i-te Teilintervall beziiglich 3, und

d(3) == max{a;+1 —a; : i = 0,...,n} heilt Mazimaldistanz (oder Norm, Feinheitsmaf,...)

von 3.

Definition. (Untersumme, Obersumme) 9/2/3

Sei f in [ definiert und beschrinkt.
(1) S;(3) heiBt Untersumme von f in I bei der Zerlegung 3

5 96) = Z(ai+1 —a;) - alclel]f f(x).
i=0 :
(2) Sy(3) heiBt Obersumme von f in I bei der Zerlegung 3

n

= Si(3) =) (a1 — a;) - sup f(z).

i=0 zel;

Definition. (Unterintegral, Oberintegral, Integral) 9/2/9
Essei f in [ definiert und beschriankt.
Die obere Grenze (= Supremum) der Menge aller Untersummen heifit Unterintegral
von f in I, und die untere Grenze (= Infimum) der Menge aller Obersummen heifit
Oberintegral von f in I.
b b
Bez.: /f(a:) dx bzw. /f(:z:) dx oder auch

a

—b

/bf(x)dx bzw. Af(x)dx,

Sind Unter- und Oberintegral von f in I gleich, dann heifit f in [ (bestimmt)
integrierbar, und der gemeinsame Wert von Unter- und Oberintegral heifit bestimmtes
(Riemann-) Integral oder einfach bestimmtes Integral von f in I.

b
Bez.: /f(x) dx oder auch /bf(x) dx

Satz 9.6 Ist [ in I =a,b] definiert und beschrinkt, dann gibt es fir jedes ¢ >0 9/2/13
ein § >0, so daf fir jede Zerlegung 3 von I mit d(3) <o gilt:

(1) Og/f(x)dx—ﬁf(3)<s und

a

(2) 0<55() ~ [ flayde<e



Satz 9.7 Sei f in I ={a,b] definiert und beschrinkt und (3,) eine ausgezeichnete 9/2/16
Zerlegungsfolge von I. Dann gilt:

V—00

(1) Jim 8;6,) = [ flw)de.

b
2) Jim 5,6,) = [ flw)de.

V—00

b
(3) Ist f in I integrierbar, dann sind die Limites in (1) und (2) gleich /f(ac) dx.

Beweis. (1). Es ist zu zeigen: Wenn e > 0, dann existiert ein vy, so daf fiir jedes
v >y gilt:

[ $ade—5,6,)| <<

~a

b
Nach Satz 9.6 existiert fiir € > 0 ein 6 > 0, so daB ‘/ f(z)dr —S;(3,)| <e, falls

d(3,) < d. Nach Voraussetzung ist (d(3,)) eine Nullfolge, folglich existiert ein vy, so
daBl d(3,) < ¢ firalle v > 1. Damit leistet v fiir die Behauptung (1) das Verlangte.

(2) beweist man analog.

(3) ist eine triviale Folgerung aus (1) und (2). O
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