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Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Definition. (alternierende Reihe)
Zai heifit alternierend
= a; 70 und a; <0 gdw a;4, > 0 fiir jedes i

(oder aber a;-a;41 <0 fir jedes ).

Beispiele.

3. % ist nicht konvergent. (Harmonische Reihe)

n=1
Diese Reihe dient gleichzeitig als Beispiel dafiir, dafl eine konvergente Reihe nicht absolut
konvergent sein muf. (vgl. Beispiel 1.)

Essei S, =1+ % + -+ % Wir betrachten jetzt die 2"-te Partialsumme
BN ST &
Son =1+ 5Tt aom
und bilden
_ 1 1 o 1
Syt =S =gt T T

(jeder dieser 2" Summanden ist grofier oder gleich )

> 2" 2n1+1 = % fiir beliebiges n.

Dann gilt:
Sgn == SQO - SQO + 821 - 821 + e + Sgnfl - Sanl + SQn

— SQO +Sgl —SQO+SQQ —Sgl+"'+32n —Sgnfl
~— —_—

=1 > > >

D=
[NIES
[NIE

>1+n- %
Die Teilfolge (S5:) von (S,) ist also unbeschriankt, und somit ist (S,) = Z% nicht
konvergent.

Da (S,) monoton wichst, ist Z% bestimmt divergent gegen +oc.

4.4 Potenzreihen
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Definition. (Potenzreihe)
Es sei (a,) eine Folge von (reellen oder komplexen) Zahlen und a, x seien ebenfalls

reell oder komplex.

Dann heifit Y a,(z —a)" Potenzreihe in x — a mit den Koeffizienten a,,.
n=0

Definition. (Konvergenzradius)

Es sei p eine nicht-negative reelle Zahl oder o = oo.

o heiBt Konvergenzradius von Y a,(z — a)"
= Fiir jedes z gilt: Wenn |z —a| <, soist > a,(z —a)" absolut konvergent,
und wenn |z —a| > o, soist Y a,(z —a)" divergent.

(Hierbei soll immer gelten: {x : |t —a| < oo} =R bzw. =C und {z : |z —a| > o0} =10.)

Satz 4.21 FEs sei Zan(a: —a)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius o,
und es sei | =1im {/|a,|. Dann gilt:

(1) Wenn 0<1 < oo, SOQ:%.

(2) Wenn 1 =0, sop= 0.

(3) Wenn | =00, sop=0.

Bemerkung. Da einer der drei Fille immer auftritt, kann man auf diese Weise den
Konvergenzradius bestimmen. Zur Ubung untersuche man noch einmal die letzten Bei-

spiele 1. — 4. Existieren lim {/|a,| bzw. lim[***!| oder haben sie den uneigentlichen

Grenzwert oo, dann ist [ = lim {/|a,| bzw. [ = lim|"**| (in Satz 4.21). Dies kann bei
der Bestimmung des Konvergenzradius genutzt werden.

Ubungsaufgaben

26. Bestimmen Sie den Konvergenzradius fiir die folgenden Potenzreihen:
oo n
—~ " x €R,

n=1

vnra™, x e R,
x

" relR.

(b) i
(© i

S =

Geben Sie bei (¢) das genaue Konvergenzgebiet der Reihe an.
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