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Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Definition. (Konvergenz von Reihen) 4/1/0

> a; konvergiert (gegen a) = (S,) konvergiert (gegen a).
i=0

Bez.: lim S, =a= Zai.
i=0
a heifit dann Wert oder Limes der Reihe.

Satz 4.2 (Cauchysches Konvergenzkriterium fiir Reihen) 4/1/6
Zai ist konvergent gdw fir jedes € > 0 ein ngy existiert, so dafs fiir jedes m, n > ng
gilt: |S,, — Spl < e.

Definition. (absolute Konvergenz) 4/1/15

> a; ist absolut konvergent 5. > |a;| ist konvergent.

4.2 Assoziativitit und Kommutativitit bei Reihen

Definition. (unbedingte Konvergenz) 4/2/8

oo
Es sei Z a, eine Reihe und f : IN — IN eine Bijektion (oder auch Permutation von IN).
n=0

Dann ist Z ayn) durch Umordnung aus Zan entstanden.
n=0
Z a, heiflt unbedingt konvergent

5; Jede durch Umordnung aus Z a, entstandene Reihe ist konvergent.

Satz 4.12 Fine absolut konvergente Reihe konvergiert unbedingt und zwar immer gegen — 4/2/9
denselben Wert.

(D.h., fiir absolut konvergente Reihen gilt das allgemeinste Kommutativgesetz.)

Beweis. Sei ) a, absolut konvergent, » a,=a und f: N — IN eine Permuta-
n=0

tion von IN.

Behauptung: Z agy) konvergiert gegen a.
n=0

z.z.: Fiir € >0 gibtesein n*, sodaB fiir jedes n > n* gilt: |ago) + - +apm —al <e.

Es sei



m

Sm=_an, S => apm und Sl =>la|
n=0 n=0

n=0

Nach Voraussetzung ist (S”) konvergent. Folglich gilt nach dem Cauchy—Kriterium:
Es existiert ein ng, so daf fiir jedes n > ny und jedes k> 1:

|ant1] + -+ |angr] < %

Da k£ beliebig ist, erhédlt man daraus fiir je endlich viele nq,...,n;, die sdémtlich gréfier
als ng sind:

|an1| +oeee |anz| < %

Nach Voraussetzung gilt weiterhin: Es existiert ein my, so dafl fiir jedes n > my:

|S, —al < %
Sei ko = {ng,mp}. Da [ eine Permutation von IN ist, kommen 0,1,...,ky unter
den Elementen f(0), f(1), f(2),... vor. Sei nun n* so grof§ gewihlt, dal 0,1,..., ko
schon unter den Elementen f(0),..., f(n*) vorkommen.

g.z.z.: fir m >n* gilt: |S), —al <e.
Sl =apo) T Qpm) = Qo+ F ary T Q)+ F i)

wobei  {f(i1), ---, fi)} ={f(0), ..., f(m)} ~{0,...,ko}; insbesondere ist
f(lj) > ko fir jzl,,l

Dann ist
S5, — al = lao + -+ + ak, + agay) + -+ aga) — al

<lag+ -+ ar, —a| + lagu,) + -+ ap@y|

< |Sky — al +agay| + -+ lagayl <e. 3
—_———
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