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Kapitel 8
Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher
(Einfithrung)

8.1 Differenzierbarkeit

Definition. (Differenzierbarkeit, Ableitung) 8/1/1
Sei f:R"— R™ und ¢ € R".
f istin ¢ differenzierbar (oder total differenzierbar)
f ist in einer Umgebung U(¢) definiert, und es existiert eine lineare Abbil-
dung A :R" — R™ und eine Funktion o(z) : R" — R™ mit der Eigenschaft
lim |j0(_x)é| =0, sodaB fiir jedes 7 € U(e) gilt: f(z)= f(c)+A-(T—¢)+o(T).
Die Matrix A heifft dann 1. Ableitung von f an der Stelle c.
Bez.: A:= f'(¢).

Df

Definition. (partielle Ableitung) 8/1/4
Sei f:R"—= R, ¢eR" &= (x1,...,2,) und f in einer Umgebung U(c) definiert.

f istin ¢ partiell nach z; differenzierbar (i =1,...,n)

5 Die Funktion o(z;) := f(c1,...,¢i1, %, Ciy1, ..., ¢,) ist (als Funktion der einen

Verédnderlichen x;) an der Stelle ¢; differenzierbar.

Nach der fritheren Differenzierbarkeitsdefinition bedeutet dies, dafl die folgenden Limites existieren:

o) = gles) _ o lesth) = gle)

lim , fir h:i=x; — ¢

T;—C; Ty — C; h—0 h
— lim f(ci,...,ci_l,aci,ci+1,...,c,L) —f(E)
XTi—Cq Xr; — C; ’

Der Limes selbst (falls er existiert) heifit partielle Ableitung von f nach xz; an der Stelle
¢ (oder kurz: in ¢).

Bez.: gj{ (¢) = fu,(C).

Satz 8.3 Sei f:R" — R und ¢ € R". 8/1/17
Ist f in ¢ differenzierbar (d.h., es gibt reelle Zahlen ay,...,a,, so daB

f@)=f@ + Zai(xi —¢;) + o(z) fiir alle T in einer Umgebung U(e)),
i=1
of

dann ezistieren alle partiellen Ableitungen von f in ¢, und es ist a; = 5 ().
T

(Die Ableitung f'(¢) := (a1,...,a,) ist also durch die partiellen Ableitungen eindeutig bestimmt.)

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

n

f(@) = f(@) = > ai(x; — ) + o(z)

i=1



auch speziell fiir

Lf:(Cl,...,Ci,1,$i761+1,...,Cn) :E—i-héz mit h:IZ—Cz

Folglich ist

f(@) = f(e) = f(c+hé&)— f(e)=a;-h+o(7) <=

Damit existiert

ngci(é):}llig(l)f(é_}_hé}i)_f(é):ai' 0
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