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Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

7.1 Ableitung

Definition. (Differenzierbarkeit, Ableitung, Differentialquotient) 7/1/3

f ist an der Stelle a (oder kuwrz in a) differenzierbar

5 f ist in einer Umgebung U(a) definiert, und es existiert lim W-

Der Limes heift (falls er existiert) erste Ableitung oder Differentialquotient von f in a.

Bez. f'(a) = %(a).

Definition. (Tangente) 7/1/7
Es sei f in a differenzierbar.

Die durch die Gleichung #(x) = f(a) + f'(a)(x —a) bestimmte Gerade heiit Tangente

von f an der Stelle a (oder im Punkt (a, f(a))), und die entsprechende Gleichung

heifit auch Gleichung der Tangente. (vgl. Abb. 7.1)

Definition. (eine weitere Definition der Differenzierbarkeit) 7/1/10

f istin a differenzierbar

= [ ist in einer Umgebung U(a) definiert, und es gibt eine reelle Zahl b und

eine Funktion o(z) : R — IR mit P —— 0, so daB fur jedes z € Uf(a)
gilt:  f(x) = f(a) + b(x — a) + o(z).
Kapitel 8

Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher
(Einfithrung)

8.1 Differenzierbarkeit

In Kapitel 7 wurden zwei dquivalente Definitionen fiir die Differenzierbarkeit von Funk-
tionen mit einer Verénderlichen angegeben. Wir werden jetzt die zweite der Definitionen,

die die lineare Approximation benutzt, fiir Funktionen f:IR"™ — R bzw. f:R" — R™

mit mehreren Verénderlichen verallgemeinern. Hierzu machen wir zunéchst einen kleinen

Exkurs in die lineare Algebra.

Eine lineare Abbildung A : R" — IR™ (R™,R™ Vektorriume mit kanonischer Basis) kann als
Matrix aufgefafit werden:

aiy ... Qin

A



Die Elemente z € R", y € R™ sind dann sog. Spaltenvektoren:

T U1
T = Y= : )
L, Ym
und es ist
n
aiy ... Qip T D1 01T n
Az = | el | = : =1 : € R™.
Am1 -+ Qmn T 2?21 AmiT; Ym

Ist m =1, dann besteht die Matrix A nur aus einer Zeile, die dann als Vektor in IR"

aufgefat werden kann. Hierfiir wéhlen wir die Bezeichnung A := (a4, ..., a,).
In diesem Fall schreibt man (der Einfachheit wegen aus drucktechnischen Griinden) die Vektoren
z € R" als Zeilen: = = (xy,...,x,). Dann ist

n
AE: (Gl,...,an)‘ (xlv"'axn) :Za/ixi
i=1

das Skalarprodukt der beiden Vektoren.

Ist zusétzlich n =1, also A : R — R, dann besteht die Matrix (bzw. der Vektor) A
nur aus einer Komponente: A = (a;). Wendet man A auf einen , Vektor* z = (z1)
aus IR an, so erhilt man AZ = aix;.

Fir A bzw. Z schreiben wir dann einfach a; bzw. z;.

Diese Bezeichnungsweise ausnutzend liefert die zweite Definition der Differenzierbarkeit
aus Kapitel 7, 7/1/10 folgende Formulierung;:

f istin ¢ € R differenzierbar <=
f ist in einer Umgebung U(c) definiert, und es existiert eine lineare Abbildung

b: R — R und eine Funktion o(z): R — R mit o(z) —— 0, so daB fiir jedes

|{L‘ — C| T—C
rxeU(e) gilt: f(z) = flc)+b-(x—c)+ o(x).
Diese Formulierung 148t sich sofort auf Funktionen f :IR"™ — R™ und Elemente ¢ € R"
erweitern.
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