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Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.4 Potenzreihen

Definition. (Konvergenzradius) 4/4/5

Es sei p eine nicht-negative reelle Zahl oder p = oo
o heiBt Konvergenzradius von »_ a,(z — a)"

= Fiir jedes z gilt: Wenn |z —a| < o, soist > a,(z —a)" absolut konvergent,
und wenn |z —a| > o, soist » an(x —a)" divergent.

(Hierbei soll immer gelten: {x : [t —a| < oo} =R bzw. =C und {z : |z —a| > o0} =10.)

Bemerkung. Die offene Kreisscheibe in € mit dem Mittelpunkt ¢ und dem Radius 4/4/12
o (bzw. das offene Intervall in R mit dem Mittelpunkt @ und der Lénge 20) heifit
Konvergenzgebiet oder Konvergenzkreis (bzw. Konvergenzintervall) und a heifit Mit-
telpunkt der Potenzrethe Y an(z — a)™.

Innerhalb dieser offenen Kreisscheibe (bzw. des offenen Intervalls) konvergiert die Po-
tenzreihe absolut, auflerhalb divergiert sie; auf dem Rande kann sowohl Konvergenz als
auch Divergenz vorliegen (man betrachte das Beispiel Z ail_" fir o = 41).

4.5 Rechnen mit Potenzreihen

Satz 4.24 (Umordnen von Potenzreihen) 4/5/4
Voraussetzungen :

(1) Essei Y an(x—a)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius o > 0.

(2) Weiterhin sei b#a, |[b—a| <o und o—|b—a|]=¢(>0).
Behauptung:

Es gibt eine Potenzreihe an(x —b)" mit einem Konvergenzradius > ¢,
so dafs fir jedes x© mit |z — bl < ¢ gilt:

n(x—a)" Zb b)", wobei b, Zam< >b—a) -,
n=0

Bez.: Z bp(z —b)" entsteht aus Z an(z —a)" durch Umordnung nach Potenzen von (z —b).)

Beweis. Zum Beweis benutzen wir das Korollar zum Grofien Umordnungssatz.
Fir alle  mit |z —a| < o gilt stets

an(x —a)* = an<(a: —b)+ (b— a))n
- f_jo an (:;) (z — b)™(b — a)"™

= 0anm




n

(o)
= Z Ay = Z Ay - (wegen (7"”) =0 fir m> n)
m=0

m=0

Folglich ist
z:mm«—zn%m-w%\zj()m—bww =

= lan|-(lz = + [b—a])" == .

Da Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzgebietes absolut konvergieren und nach Vor-
aussetzung stets |z —b| + |b — a| < ¢ ist, konvergiert »_ «, absolut. Damit sind die
Voraussetzungen fiir das Korollar erfiillt. Folglich gilt:

o)

> an(z —a)" = Z (@=b)+0-a)

n=0

- i Xn: an(;) (x—=b0)"(b—a)"™™
n=0m=0

:iian<;>x—b b—a)”fm
n=0 m=0

B i i fin (?ZL) T b b o a)nim (nach dem Korollar)
m=0n=0

N ZO@)@"(Z) (b—a)™ m)@:—b)m

= Z_O < ; an<:%>(b_ a)"m>(x . b)m7 ((7:;) _0 fir n <m)

=cCp

Abb. 4.3 Umordnung einer Potenzreihe
> an(x —a)™ nach Potenzen von (x — b).
Die Ausgangsreihe konvergiert innerhalb

des grofleren Kreises. Zumindest in dem

kleineren Kreis {z : |z — a| < p'} ist die
umgeordnete Reihe Y b, (z — b)™ absolut

konvergent.
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