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Kapitel 10
Ausblicke auf die Integralrechnung fiir Funktionen mit mehre-
ren Verdnderlichen

10.1 Doppelintegrale

Im folgenden seien stets (wenn nichts anderes vereinbart wird) a,b,c,d € R mit a < b, ¢ < d,
I = [a,b], J = [c,d] seien abgeschlossene Intervalle in R, und D bezeichne das
Rechteck in R?*, das durch D :=1xJ = {(2,y) :a <2 <b c<y<c} gegeben
ist. Weiterhin sei f(z,y) eine in D definierte und beschrénkte Funktion. Abkiirzend
schreiben wir fiir (z,y) auch z.

Die Definition des bestimmten Riemann-Integrals (Abschnitt 9.2) wurde bekanntlich
durch das Flachenproblem motiviert. Die analoge Fragestellung wird Motiv fiir sog.
Doppelintegrale sein. Hierzu setzen wir zunéchst f(z) > 0 in D voraus (diese Bedingung

wird nur fiur die Motivation benutzt; fiir die Definition von Mehrfachintegralen spielt sie keine Rolle).

Wir stellen uns nun die folgenden Fragen:

Kann der rdumlichen Punktmenge
M= {(z,y,2):z€l,yeJ, 0<2< f(z,y)}
in ,,verniinftiger“ Weise ein Volumen zugeschrieben werden ?

Wie konnte man dieses Volumen gegebenenfalls berechnen ?

Bei der Behandlung dieser Fragen geht man véllig analog wie im eindimensionalen Fall
vor. Man zerlegt zundchst das Rechteck D in Teilrechtecke. Dies geschieht wie folgt:
31 = (ag,...,an41) und 35 = (co,...,Cmy1) seien Zerlegungen der Intervalle I bzw.
J, alsoa=ap<---<apyy=b und c=cy < --- <cpp1 =d (vgl. Abb. 10.1).

Y
Cm+1 4 - —— -
Cm F-——-
D Abb. 10.1 Mit Hilfe der Zerlegun-
i gen (ag,...,an+1) von [a,b] und
TR
P Di; (coy---sCmy1) von [c,d] wird das
Rechteck D = [a,b] x [¢,d] in die
I Teilrechtecke D;; = [a;,a;41] X
Cod - _ [cj,ciy1] zerlegt.
L o L,
as a1 ai @it1 an  Gny1
Wie auch frither benutzen wir die Bezeichnungen I; := [a;, a;41] und J; = [}, ¢j41].

Weiterhin sei D := I; X J; = [a;, ai11] X [¢j, ¢j41]. Offenbar ist D = UDZ-]-.

2
3:={D;;:i=1,...,n, j=1,...,m} heifit dann Zerlegung (oder Partition) von D.
Eine Verfeinerung von 3 ist durch Verfeinerungen von 3; und j3, gegeben.
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Nach Voraussetzung ist f in D beschrénkt, folglich ist f auch in jedem Teilrechteck
Di;, i=1,...,n, j=1,...,m, beschrankt. Daher existieren

h;j == inf f(z) und H;; := sup f(z).

zeD;; zeDyy

Bemerkung. Im folgenden bezeichnen D und D;; sowohl die Rechtecke I x.J bzw.
I; x J; als auch den Flécheninhalt der entsprechenden Rechtecke. Verwechslungen sind
nicht zu befiirchten, da sich die aktuelle Bedeutung jeweils aus dem Zusammenhang
ergibt.

Uber den Rechtecken D;; errichten wir jetzt Quader mit der Grundfliche D;; und der
Hohe h;; bzw. H;; (vgl. Abb. 10.2). Dies gibt Anlaf zu folgender Definition.

Definition. (Untersumme, Obersumme)

(1) Sy(3) heiBt Untersumme von f bei der Zerlegung 3

Dt ﬁf@) = Z Z(ai-i-l —a;)(cjp1 —¢j) - Elef]l)f f(@) = ZZ Dij - hij.
i=0 j=0 i i=0 j=0
(2) S;(3) heiBt Obersumme von f bei der Zerlegung 3
5 Sr() = Z Z(aiJrl —ai)(cjp1 —¢j) - sup f(@) = ZZ D;j - Hij.
i=0 j=0 T€Di; i=0 j=0

Abb. 10.2 D sei wie in Abb. 10.1
zerlegt. Uber den Teilrechtecken

D;; werden jeweils Quader mit

den Hohen h;; := inf f(z,y)
(z,y)€D;;
bzw. H;;:= sup f(z,y) errich-
(z,y)€D;;

tet. Offenbar ist stets h;; < H;;.
Bildet man die Summe der Volu-

men der Quader mit den jeweili-

gen Hohen h;; bzw. H;;, dann

erhalt man die Untersumme bzw.

die Obersumme von f bei der ent-

sprechenden Zerlegung.
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Vollig analog wie bei Funktionen mit einer Verdnderlichen gilt der folgende Satz
(vgl. Satz 9.5).

Satz 10.1 FEs sei f in D definiert und beschrankt und 3,3, 3, 3o seien beliebige
Zerlegungen von D. Dann gilt:

(1) S;(3) < Ss(3)
2) D-inf f(z) <S;(3) und S;(3) < D-supf(z).

( ) zeD zeD
(3) Ist 3 eine Verfeinerung von 3, dann gilt S;(3) < S;(3') < Sr(G') < S4(3)-
(4) Esist stets S;(3y) < Sy(32).

Beweis. Den Beweis fithrt man vollig analog wie zu Satz 9.5. (g

Aus Satz 10.1 (2) folgt sofort, dafl die Menge aller Untersummen nach oben und die
Menge aller Obersummen nach unten beschrankt ist. Folglich existieren

//f(x,y) drdy 5 sup{S;(3): 3 Zerlegung von D}  (Unterintegral von f in D),

//f(:v,y) dedy 5 inf{S;(3): 3 Zerlegung von D}  (Oberintegral von f in D).

D _

Aus (4) erhdlt man unmittelbar, daf stets //f(:v,y) dxdy < //f(x,y) dxdy gilt.
D D

Analog wie im eindimensionalen Fall definieren wir jetzt das Doppelintegral.

Definition. (Integral iber Rechteckbereichen)

Sei f in D definiert und beschrankt.
ist in D integrierbar

//fa:ydxdy—//fxydxdy

Der gemeinsame Wert von Ober- und Unterintegral heifit dann Riemann-Integral oder
Doppelintegral oder kurz Integral von f in D.

Z.: //f(x,y) drdy := /f(i") dz.

Definition. ( Volumen)

Sei f in D :=la,b] X [¢,d] definiert und beschrankt und nicht negativ.
Die (rdumliche) Punktmenge M = {(z,y,2): a <z <b, c<y<d, 0<z < f(z,y)}
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besitzt ein Volumen (Rauminhalt) der GroBe V
s [ istin D integrierbar und V://f(x,y) dxdy.
D

Abb. 10.3 Die Abbildung veran-
schaulicht das Volumen der Punkt-
menge M, die von unten und oben
durch das Rechteck R bzw. durch
die Funktion f(z,y) beschrinkt

ist. Die seitlichen Begrenzungen

von M sind durch die senkrech-
ten Ebenen gegeben, welche auf
den Begrenzungslinien des Recht-
ecks D errichtet sind.

Beispiel fiir eine Funktion, die in D = [a,b] X [¢,d] definiert und beschrinkt aber
nicht integrierbar ist. Es sei

@ )_{1, falls x € DNQ,
9= 0,  sonst.

Ist 3={D;;: 0<i<n,0<j<m} eine Zerlegung von D, dann existieren offenbar
in jedem D;; Elemente (zi,y),(22,y) mit 23 € DNQ und z; €Q.
Folglich ist stets

inf f(z)=0 und sup f(z)=

CEEDU EJGD”‘
Daraus erhalt man sofort

=33 Dy

i=0 j=0 \_"0/

und

n

=2

1=0j

INgE

0

{

Folglich ist

Jtaayizay =0 < D= [ . doay
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und damit ist f in D nicht integrierbar.

Bemerkung. Vollig analog wie im eindimensionalen Fall gelten auch hier 10/1/10

(1) die Sétze tiber Zwischensummen
(ein Zwischenstellensystem T bei einer Zerlegung 3 = {D;; : 0 <i<n, 0<j <m} ist gegeben
durch 7= {5” €D;;:0<i<m,0<j<m}, wobei éij beliebig in D;; zu wihlen ist und die
entsprechende Zwischensumme durch S¢(3,7) definiert ist),

(2) das Riemannsche Integrierbarkeitskriterium,
(3) stetige Funktionen sind integrierbar,

(4) beschrénkte Funktionen mit hochstens endlich vielen Unstetigkeitsstellen sind in-
tegrierbar.
Die Beweise verlaufen dhnlich wie fiir Funktionen mit einer Verdnderlichen.

Weiterhin gilt:
Satz 10.2 Ist f in D integrierbar und sind h, H reelle Zahlen mit h < f(x,y) < H 10/1/11

fiir jedes (z,y) € D, dannist h-D < //f(:r,y) dedy < H - D.
D

Beweis. Den Beweis fithrt man wie im eindimensionalen Fall. [ 10/1/12

Satz 10.3 (iterierte Integrale tiber Rechteckbereichen) 10/1/13
Sei D = [a,b] X [c,d] und f in D integrierbar. Ist f(x,y) fir jedes fixierte x €
d

la,b] als Funktion von y in [c,d] integrierbar und ist F(z) ::/f(x,y) dy in |a,b]

b od b
integrierbar, dann ist //f(x,y) dxdy = /(/f(x,y) dy)daz = /F(x) dzx.
D a ¢ a
Beweis. Esseien 3; = (ag,...,an41), 32 = (Co,--.,Cms1) Zerlegungen von [a,b] bzw. 10/1/14

von [c,d], und essei 3={Dy:0<i<n,0<j<m}, wobei
Dij = @i, 1] ¥ [Cj,cj+1]. Dann gilt

d m G+l
Fa)= [ 1@y =3 [ f(y)dy,
. =0
und somit
b b, Gitl S B
!F(x)dx:a/(;)cj/ f(x,y)dy)da::;)(l(;)! f(x,y)dy)dx.
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Fir h;j:= inf f(z) und H;; := sup f(z) gilt stets

zeD;; ZED;;
hij < f(2) < Hy i alle & = (z,y) € D,

Ist z € [a,b], dann erhilt man sofort

Cjt1

hij - (cjy1 —¢j) < / flz,y)dy < Hij - (¢j11 = ;).

¢
Integriert man die letzte Ungleichung nach x, so ergibt sich

ai+1 ai+1  Cj+1

hij - Dij = / hij - (¢j41 — ¢j) dx < / ( / f(z,y) da:)dx

Qit1
< / Hij - (¢jn — ¢;) dw < Hyj - Dij.
Summiert man diese Ungleichungen nach ¢ und j, so erhilt man

ai+1 Cj+1 b d

g;i/(/ () dy)de = [ ([ fev)dy)de <55G)

Cj a Cc

Da f in D integrierbar ist, unterscheiden sich Ober- und Untersumme bei einer ge-
eigneten Zerlegung nur um beliebig wenig.

Da nach Definition des Doppelintegrals stets S;(3) < // f(z,y)dedy < Sy(3) ist, gilt
D

schlieflich

//f(x,y) dzdy = /b(/df(f,y) dy)da;. 0

Bemerkung. Der Satz gilt auch dann, wenn die Bedingungen fiir = und y entspre- 10/1/15
chend vertauscht sind.

Korollar. Ist f(x,y) in D stetig (also auch integrierbar), dann ist 10/1/16

b

] £ y) dady = /b ( /d fla,y) dy)dz = /d ([ f.y)da)dy.

a

Beweis. Die Behauptung folgt wie im vorhergehenden Beweis sofort aus dem Fakt, 10/1/17
daf stetige Funktionen integrierbar sind. a
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Beispiel. 10/1/18
Sei f(z,y) =2*+2xy und [a,b] =[0,1], [c,d] =[1,3], also D = [0,1] x [1,3]. Dann
gilt (falls zuerst nach y und anschlieBend nach x integriert wird):

1

/f(ﬁ,y)da:dy:/(/gx + 2xy) dy xy+xy
D 0 1

O\H

1 1
:/(3x2+9x—x2—x)dx:/(2x2+8x)dm
0 0

{23

3 =

—I—4x};: 13—4

2
3

Wir berechnen dasselbe Integral noch einmal (wobei jetzt zuerst nach x und anschliefend
nach y integriert wird).

/3</1(m2 + 2xy) dx

||
H\w
+
%3
Q@
||
H\w
/N
Lol
+
<
N—
QU
<

2

N

-|

Beide Methoden liefern also das gleiche Ergebnis.

Wl

Einfache Bereiche 10/1/19

Definition. (einfacher Bereich) 10/1/20
Es seien [a,b],[c,d] Intervalle in IR.
1. B ist ein z-einfacher Bereich (iiber [a, b))
= Es gibt Funktionen ¢(z),v(x) : [a,b] — R, so daf} gilt:
(a) ¢,v sind stetig in [a, b],
(b) 4,0(:5) < (x) fir jedes z € [a,b],

(¢c) B:={(z,y): a<z<b und ¢(z) <y <y(x)} (vgl. Abb. 10.4).
2. By ist ein y-einfacher Bereich (iiber [c,d])
= Es gibt Funktionen ¢1(y),¢1(y) : [¢,d] — R, so daB gilt:

(a) 1,11 sind stetig in ¢, d],

(b) ¢1(y) < ¥u(y) fiir jedes y € [c, d,

(c) By :={(z,y): p1(y) <z <¢1(y) und ¢ <y <d} (vgl Abb. 10.5).
3. B ist ein einfacher Bereich
s; B ist x-einfach oder y-einfach.
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B,
p1(y) — — Y1(y)
l o() l S
1 1 xT €T
a b
Abb. 10.4 Die Abbildung zeigt einen Abb. 10.5 Die Abbildung zeigt einen
z-einfachen Bereich B. y-einfachen Bereich Bj.

Bisher ist das Integral nur iiber Rechteckbereichen D = [a,b] X [¢,d] definiert. Wir
werden die Definition jetzt auf einfache Bereiche erweitern. Dazu sei zunéchst B ein
x-einfacher Bereich (fiir y-einfache Bereiche erfolgt die Definition analog), und f(z,y) sei eine
in B definierte und stetige Funktion.

B sei mit Hilfe der in [a,b] stetigen Funktionen ¢(x),1(x) gegeben, und D sei so
gewihlt, dal B C D, also B:={(z,y): a <z <b und c< () <y <(r) <d}.
Durch den folgenden ,, Kunstgrift“ wird der Definitionsbereich von f auf D erweitert
(vgl. Abb. 10.6).

Floy) = {f(x,y), fiir (z,y) € B,

Df 0, fir (z,y) € D~ B.
Yy
dbF----- Abb. 10.6 In dieser Abbildung wird
W) ——D ein z-einfacher Bereich B dargestellt,

‘ der in einem Rechteck D eingeschlos-
Y(x) sen ist. Auf B ist eine Funktion f(z,y)

definiert, die auf D zu f*(z,y) erwei-

o(x) tert wird. Fixiert man ein zg € [a, ],

o(x) ‘ dann gilt entsprechend der Definition
von ¢ und ¢ stets: f*(zo,y) = 0, falls
Cr——- ! ! ‘ c <y < p(xg) oder ¥(zg) <y < d und
1 1 1 T f*(zo,y) = f(z0,y), anderenfalls.
a Zo b

Man iiberlegt sich leicht, dafl B kompakt ist, denn B ist offensichtlich beschrankt,
und der Rand von B gehort zu B. Nach Voraussetzung ist f in B stetig, also
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auch beschrankt. Folglich ist f* in D definiert und beschrankt, aber dort nicht mehr
unbedingt stetig.

Abb. 10.7
Die Abbildung zeigt die Funk-

tion f(z,y), die zunédchst nur

in dem y-einfachen Bereich B
definiert ist. Mittels der obigen
Definition von f* wird f(z,y)
ytrivial“ auf den Rechteckbe-

reich D zu f*(x,y) erweitert.

Satz 10.4 FEs sei B ein iber [a,b] z-einfacher bzw. dber [c,d] y-einfacher Bereich, 10/1/22
B C D :=la,b] x[c,d], und f(x,y) seiin B definiert und stetig. Dann ist f* in D
integrierbar, und es ist

ﬂﬂ@mmwzﬂiﬂmw@wxmw

1@y dedy = [( [ £,y dz)dy.

Beweisidee. Wir betrachten den Fall, dal B ein z-einfacher Bereich ist, den verblei- 10/1/23
benden Fall beweist man analog.
Aufgrund von Satz 10.3 geniigt folgendes zu zeigen:

1. f* istin D integrierbar,
2. Fiir jedes feste z € [a,b] ist f*(x,y) (als Funktion von y) in [c,d] integrierbar, und

d
3. F(x) ::/f*(:r,y) dy ist (als Funktion von z) in [a,b] integrierbar.

Behauptung 1 kann mit Hilfe des Riemannschen Integrierbarkeitskriteriums nachgewie-
sen werden. Der Beweis ist jedoch etwas langwierig, daher wird er hier weggelassen.

2. Fiir jedes fixierte x € [a,b] ist f*(xg,y) in [c,d] definiert und beschrénkt und in
le,d] ~ {p(x0),¥(x0)} stetig (als Funktion der Veriinderlichen y, vgl. Abb. 10.6). Folglich ist
f*(xo,y) in [c,d] integrierbar.
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3. Fiir die Integrierbarkeit von F(z) geniigt es, die Stetigkeit von F(z) in [a,b]
nachzuweisen.

Dazu sei xy € [a,b] und ¢ > 0. Wir suchen ein 0 > 0, so daB fiir jedes z € [a, b
gilt: Wenn |z — 29| <9, so |F(x) — F(zo)| < e.

Offenbar ist f* in D :=[a,b] X [¢,d] beschrinkt. Folglich gibt es ein ¢* € R, so dafl
|f*(x,y)| < ¢ furalle (z,y) € D.

Nach Voraussetzung sind ¢, ¢ in [a,b] stetig. Damit gilt:

Fiir jedes & > 0 gibt esein ¢’ > 0, so daB fiir alle = € [a,b] gilt: wenn |z —xo| < ¢,
50 |9(x) — plzo)| <& und [¥(z) = ¥(zo)] < &

Sei 0.B.d.A. ¢ < p(xg) < ¥(xg) < d (falls @(zg) = 1(x0), dann vereinfacht sich der Beweis)
und &' so klein, dal ¢ < p(z9) — &’ < p(xo) + € < Y(xg) — € < Y(xp) + " < d.

Der Einfachheit halber setzen wir jetzt

c:=cpy, p(xo) —€ =1, p(xg) +€" = co, P(wo) — € =3, Y(x0) + & =cu4, d:=c5
(vgl. Abb. auch 10.6).

Es ist
d

/ (20, ) dy|

\g

|F(x) —

\&

(2,y) = [*(x0,9) ) dy|

“(,y) = f*(z0,y)| dy

=g(y)

c1 Cs5
— [y +--+ [ gw)dy,
co C4

wobei g(y) := [f*(z,y) — f*(z0, y)|.

Aufgrund der Definition von f* gilt:
fiiv y € [co, c1] bzw. y € [eq,c5] ist [*(x,y) = [*(20,y) =0,
fir y € [c1,¢o) bzw. y € [c3,¢4] st g(y) < 2¢*, und
fir y € [co,c3) st g(y) <€, falls |z — x| <.

Daraus erhalt man

() 330|—/9 dy+/g dy+/g dy+/g dy+/g dy

(&) < 2c* Cc2 <5/ Cc3 < 2c*

< 2¢"(cg — 1) +€'(c3 — 2) +2¢"(cq — ¢3)
N——— N——

=g/ =¢/
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=4 + 3 — ) =™ < e,
—— —

=c**

falls ¢ < % und |z — x| < ¢ :=4.
Folglich ist F(z) in [a,b] stetig. O

Mit Hilfe dieses Satzes 14t sich das Doppelintegral iiber einfache Bereiche wie folgt
definieren.

Definition. (Integral iber einfachen Bereichen)

Es sei B ein einfacher Bereich und D ein entsprechender Rechteckbereich, so dafl
BCD. f(z,y): B— R seiin B stetig und f* wie oben definiert.

ist in B integrierbar 5, [* istin D integrierbar, und

//fa:ydxdy Df/f (z,y) dxdy.

// f(z,y) dedy heilt dann Doppelintegral (oder kurz Integral) iber B.
B

Bemerkung. Die obige Definition des Integrals iiber einfachen Bereichen erfafit nur
einen Spezialfall, gewohnlich wird das Integral allgemeiner definiert, worauf wir hier
allerdings verzichten.

Ist f(z,y) in dem einfachen Bereich B stetig und nicht negativ, dann wird der raum-
lichen Punktmenge M = {(z,y,2): (z,y) € B und 0 <z < f(z,y,2)} durch

V.= //f(x,y) dxdy ein Volumen zugeordnet (sieche Abb. 10.7).
B

Satz 10.5 (iterierte Integrale iber einfachen Bereichen)
(1) Es sei B :={(z,y): a<xz<b und p(z) <y < ¢(x)} ein z-einfacher Bereich

und f(x,y) seiin B stetig. Dann ist (f(z,y) in B integrierbar und)
b Y(x)

1@ wydedy= [( [ 1@,y dy)ds

a ()
(2) Es sei By :={(z,y) : ¢1(y) <x <1(y) und ¢ <y <d} ein y-einfacher Bereich
und f(x,y) seiin B stetig. Dann ist (f(x,y) in B; integrierbar und)

d Y1)
J[ 1@ wydzdy= [( [ s,y d)y .

»1(y)
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Beweis. (1). Essei D :=[a,b] x [¢,d], BC D und

0, fir ¢ <y < p(zx)
fr(x,y) = {f(l",y), fir ¢(z) <y < (),

0, fir ¥(z) <y <d.

Fiir jedes fixierte x € [a,b] gilt dann

b ¥(x)
[r@ydy= [ 1@y
a w(z)

Daraus erhélt man (mit Hilfe von Satz 10.4)

1@y ey = [ £ (@.y) dudy

/b/ f*(x.y) dy)da
/bw/x xydy)d

(2) wird analog bewiesen.  [J

Beispiele.

1. Volumen eines Zylinders mit dem Radius r und der Héhe A (siehe Abb. 10.8).
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Abb. 10.8 Die Abbildung zeigt
einen schrigabgeschnittenen gera-
den Kreiszylinder mit dem Radius r
und der ,Hohe“ h, wobei die Hohe
in dem Mittelpunkt der Grundfliche
zu betrachten ist.

Der obere schrige Schnitt mit dem
Kreiszylinder wird durch die Funk-
tion f(z,y) = h+x+y erzeugt, die
bekanntlich eine Ebene im R® defi-

niert.

Esist B:={(z,y): 2> +v* <r?} und damit

y1 = () = Vr2 — 22 und yp = p(z) = =12 — a2

fir —r<z<r. Also

B={(z,y): —r <z <r und ¢(z) <y <)}

Fir f(x,y):=h+x+y ist f in B stetig, und somit gilt

r o Y(x)

V= [ty dedy = [( [ f.y)dy)de
B - ()
r (x) r y2 ¥(x)
:/( ( )(h+x+y)dy)dx= / [(h+$)-y+ﬂ<p(m)dw
—r p(x —Tr

T

= /2(h +2)VrE — 22 dr + % /(@b(x)z — p()?) da

—r -0

= r’7h.

(Die Berechnung der beiden letzten Integrale bleibt als Ubungsaufgabe.)
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2. Das Volumen einer Halbkugel mit dem Radius 7.

Abb. 10.9 In der Abbildung ist eine
Halbkugel mit dem Radius r darge-
stellt. Die Grundfliche der Halbku-
gel entspricht dem z-einfachen Be-
reich B, dessen untere bzw. obe-
re Begrenzung durch die Funktionen
p(z) bzw. ¥(x) gegeben sind.

Sei B wie im vorhergehenden Beispiel definiert und f durch f(z,y) = /1?2 — 22 — ¢?
gegeben (f beschreibt den oberen Teil der Kugeloberfliche). Offenbar ist f in B stetig,
folglich gilt:

r (x)
V= //f(fv,y) dxdy = /( f(z,y) dy)de
- p(2)
r P(x)
= ( \/r2—x2—y2dy)dx— “rir
- p(x)

(Die Auswertung des letzten Integrals bleibt als Ubungsaufgabe.)

Integrale iiber ,,komplizierteren“ Bereichen

Definition. (Doppelintegral)

Es seien By, ..., B, x-einfache bzw. y-einfache Bereiche, die hochstens Randpunkte
k

gemeinsam haben, und es sei B = U B;. Weiterhin sei f(x,y) im Inneren von jedem
i=1

B; stetig.

Dann vereinbaren wir:

J[ 1@y ey 5 i [ 1) dady.

// f(z,y) dxdy heiit Doppelintegral (oder kurz Integral) von f iiber B.
B
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Bereiche B dieser Art konnten z.B. folgendermaflen aussehen. 10/1/30

AN Abb. 10.11 zeigt die Zerlegung eines Berei-
ches in x- bzw. y-einfache Teilbereiche. B;

ist z.B. y-einfach und Bs z-einfach. Es sind

Abb. 10.10 zeigt einen Kreisring, der auch andere Zerlegungen in einfache Teilberei-
entlang der z-Achse aufgeschnitten che moglich. In den praktischen Anwendungen
wurde, so daf} sich zwei z-einfache Be- erfolgt die Zerlegung jeweils so, daf} die Inte-
reiche ergeben. gration am einfachsten ausfithrbar ist.
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