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Kapitel 8
Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher
(Einfithrung)

8.1 Differenzierbarkeit

Definition. (partielle Ableitung) 8/1/4
Sei f:R"—= R, ¢ceR", &= (x1,...,2,) und f in einer Umgebung U(¢) definiert.

f istin ¢ partiell nach z; differenzierbar (i =1,...,n)

= Die Funktion o(z;) := f(c1,...,¢i—1,%,Ciy1,...,¢,) ist (als Funktion der einen

Veréinderlichen x;) an der Stelle ¢; differenzierbar.

Nach der fritheren Differenzierbarkeitsdefinition bedeutet dies, dafl die folgenden Limites existieren:

o) = gles) _ o pleth) = gle)

lim fir h:=z; — ¢
B h—0 h ’ v
— lim f(ci,...,ci_l,aci,ci+1,...,cn)—f(E).

xT;—Cy T; — C4

Der Limes selbst (falls er existiert) heiflt partielle Ableitung von f nach z; an der Stelle
¢ (oder kurz: in ¢).

Bez.: ggf (@) = fu ().

8.2 Partielle Ableitungen und Differentiale h6herer Ordnung

Fiir ¢ =5 schreibt man o o, D22 8/2/1
Ist ¢+ # j, dann nennt man die 2. partiellen Ableitungen auch gemischte partielle
Ableitungen.
Nach dem gleichen Muster definiert man induktiv die n-ten partiellen Ableitungen.
Hierfiir benutzt man die Bezeichnung
ofE _ o .

RS foiy a, (z), wobeil iy,...,i1, € {l,...,n}.

Satz 8.9 (Satz von Schwarz) 8/2/2

Es sei f(z,y): R* = R und ¢ € R

Ist [ in einer Umgebung U(c) definiert und existieren in U(c¢) die partiellen Ablei-
tungen fu, fy, fzy undist fy, in ¢ stetig, dann existiert auch f,, in ¢, und es ist
Jfay(€) = f4a(©).

(Unter den angegebenen Bedingungen sind die gemischten Ableitungen in ¢ gleich.)



Bemerkung.

Ist f(x1,...,2,) : R" - R und ¢ € R" und existieren in einer Umgebung U(¢) die
partiellen Ableitungen f,,, f;; und fi,, und ist f,,, in ¢ stetig, dann existiert
auch f, ., in ¢, und esist fo..;(C) = fu,a,(C).

Den Beweis hierzu fithrt man leicht auf den vorhergehenden Satz zuriick.

Wir befassen uns jetzt mit Differentialen héherer Ordnung.
Dazusei f(z):R"™ — IR. Das 1. Differential wurde als Funktion df : R" — R definiert,
die sich darstellen 148t in der Form

— Of L or _of af
df = o dri + . 8xn -dz, % dey+ ...+ o dx,,

wobel die dx; als konstant anzusehen sind.

Wir berechnen (definieren) jetzt das 2. Differential von f wie folgt.

20 ._ _J(9f af
P f = d(df) = d(axldxl ot axndxn)

(3851 ) dry + ...+ (88;; ) dzr,  (dz; konstant !)

= (axl<af>dx +...+

o <8f )dxn)dxl + ...

8xn 8:E1

+(8%1(88;;)dx1 ot 6in(8aai)dxn)dx"

— %(%)dwldxﬁ +%(§£)dmndm + ...

2
PN gmde+ 4 =L de dey 4

81’181’1 axla
+ 0°f drvidx, + ...+ 0f dr,dzx
0x, 011 " 0x, 0z, "
P a2+ P grdn o+ -2 ndey .+ DL ),
dxy L Gxdy T Oz 0z, it B2 n

Sind die gemischten Ableitungen gleich, dann gilt

2 _ NP g = P g da
d f = ; 8x§dmi +2 2;1 axiaxidx]dx].

1<J
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Analog definiert man induktiv
A" f = d(d"f).

(Hierbei ist der Satz von Schwarz sehr niitzlich.)
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