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Kapitel 2
Reelle Zahlen

2.1 Eigenschaften der reellen Zahlen — Axiome

IV. R geniigt dem Intervallschachtelungsaxiom:

Es sei ([an, bn]) oo eine Folge von abgeschlossenen Intervallen in IR, so daf fiir

jede natiirliche Zahl n gilt: a, < a,y1 < b1 < b,. Dann gibt es ein ¢ € R, so daBl
a, < ¢ <b,, fir jede natiirliche Zahl n.

Anschauliche Deutung des Axioms: Wie die Intervalle auch beschaffen sind, sie kénnen sich nicht

auf eine ,,Liicke zusammenziehen“; sie schachteln stets wenigstens eine reelle Zahl ein.

[ - IV konnen als Axiome fiir die reellen Zahlen aufgefafit werden. Nur diese Eigenschaf-
ten von reellen Zahlen werden bei spéteren Beweisen wirklich benutzt.

Definiert man die reellen Zahlen (mit einer der bekannten Methoden) aus der Menge der
rationalen Zahlen, dann werden die Eigenschaften I — IV natiirlich beweisbare Sétze.

Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.1 Konvergenz von Folgen

Definition.
(1) (an) konvergiert (oder ist konvergent) in R

= Es existiert ein a € R, so dafl (a,) gegen a konvergiert.
(2) (an) divergiert (oder ist divergent) in R

= (an) ist nicht konvergent in IR.

Satz 3.10 (FEigenschaften konvergenter Folgen)
Es seien (ay), (b,) konvergente Folgen und ¢, d seien reelle Zahlen. Dann gilt :
(1) (c-ay) ist konvergent und lim(c- a,) = c-lima,.
)
(3) (an-by) ist konvergent und lim(a, - b,) = lima,, - lim b,.
(4) Sind alle b, # 0 wund ist limb, # 0, dann ist (i) konvergent und

(an + by) ist konvergent und lim(a, + b,) = lima, + limb,.

1 1 o
fim b,  limb,
(4") Sind alle b, #0 wund ist limb, # 0, dann ist (Z—”) konvergent
und lim 4 = lim a,,

b, limb,’
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(5) (Jan|) ist konvergent und lim |a,| = |lim a,]|.

(6) Ist a, <b, firjedes n, dann ist lima, < limb,.
Ist insbesondere a, < d bzw. d <b, fir jedes n, dann ist lima, <d

bzw. d <limb,.

Ubungsaufgaben

3. Zeigen Sie: Zu jeder reellen Zahl « existiert eine Folge (r,) rationaler Zahlen,

die gegen a konvergiert.
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