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Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.1 Operationen fiir Funktionen

Definition. (monoton, streng monoton) 5/1/11

Essei f: R—R, MCR und M C D(f).

(1) f ist monoton wachsend (bzw. monoton fallend) in M

Fiir jedes z1, 29 € M gilt: Wenn 7 < x9, so f(z1) < f(x2)

(baw. f(z1) = f(x2)).

(2) f ist streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend) in M
5 Fiir jedes xy, x5 € M gilt: Wenn 1 < 2, so f(z1) < f(x2)

(bzw. f(x1) > f(x2)).

Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

Df

7.2 Mittelwertsitze; der Satz von Taylor

7/2/2
Satz 7.9 (1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung) 2/

Ist a<b und f in [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar, dann gibt es ein

c € (a,b), so daff w = f'(c).

7.3 Anwendungen der Differentialrechnung;
Grenzwerte fiir Quotienten von Funktionen

Beweis. (1). (—) Sei f in I monoton wachsend und ¢ € I. 7/3/10
z.z.. f'(c) > 0.

Fir h>0 ist f(c+h)— f(c) >0, und fiir h <0 ist f(c+h)— f(c) <0. Also fiir

alle h # 0 ist

flc+h)— f(c
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(«—) Fiir jedes = € I gelte: f'(z) > 0.

z.z.. Wenn z1,x9 € I und 7 < 29, so f(z1) < f(x9).

Nach dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt:
f(z2) — f(x1)
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fiir ein geeignetes ¢ € (xy,x2).
Nach Voraussetzung ist f’(¢) > 0 und somit f(z2) > f(z1), denn zo —z1 > 0.

(2). (—) Sei f in I streng monoton wachsend. Dann ist f monoton wachsend,
also f'(x) > 0 fiir jedes x € I. Gébe es ein Teilintervall (a’,b') C I mit o < ¥,
so daB3 f'(z) dort null ist, dann wire f in (a/,b') konstant und damit nicht streng
monoton (vgl. Korollar zu Satz 7.9).

(«—) Wegen f'(x) >0 in I ist f monoton wachsend. Wére f nicht streng monoton
wachsend in I, dann gébe es ein Teilintervall (a’,b') C I, sodafl f in (a’,V) konstant
ist. Also f'(x) =0 fiir jedes z € (d,V). 'A/’ ]

Definition. (konvez) 7/3/12
Sei a<b und f in I = (a,b) differenzierbar.
(1) f istin I konvexr (bzw. streng konvex) von unten
= Fiir jedes x,c€ I mit z #c gilt:
F@) = fO+ fe)z—c)  baw.
f(x) > fle) + f'(e)(x —o),
(d.h., die Tangente an einer beliebigen Stelle ¢ an der Funktion f liegt niemals ,,oberhalb“
der Funktion).
(2) f istin I konver (bzw. streng konvex) von oben
5 Fir jedes x,c €] mit z # ¢ gilt:
F@) < fQ)+ f(A@—c)  baw,
flx) < fle) + fle)(x — ¢,
(d.h., die Tangente an einer beliebigen Stelle ¢ an der Funktion f liegt niemals ,junterhalb®
der Funktion).

Satz 7.14 Sei a<b und f in I = (a,b) differenzierbar. Dann gilt: 7/3/14
f astin I konvex (bzw. streng konvez) von unten gdw f' in I monoton

(bzw. streng monoton) wdichst.

(Der Satz gilt analog fiir ,von oben® und ,,monoton fallend*.)

Beweis. (—) Sei f in I konvex von unten und seien c1,co € I mit ¢; < cs.

zz: [(a) < fle2).
Nach Definition der Konvexitét gilt:

fle2) > f(er) + f'(c1) - (e — 1) und
fler) > flea) + flca) - (1 —2) =
fle2) + fler) = fla) + fle) + fl(er) - (2 — 1) + flea) - (e1 —2) =

—(c2—c1)

0> (cg—c1) -(f,(C1) - f/(c2)) —
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f'ler) = f'ex) 0.
Hieraus folgt sofort die Behauptung.

(«—) Sei f’ in I monoton wachsend und ¢,z € I, x # ¢, und 0.B.d.A. sei ¢ < x

(den Fall = < ¢ beweist man analog).

Nach dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ein ¢; mit ¢ < ¢; <z, so

daf3
@) =0 _ pi

Tr —cC

Da f’ in I monoton wichst, gilt

F(@) = £(0)+ f(e) (£ =),
>fe) >0

und damit ist  f(x) > f(c) + f'(c) - (x — ¢).

Den verbleibenden Teil der Behauptung: ,streng konvex® und ,streng monoton® zeigt
man sehr leicht durch dhnliche Uberlegungen wie im Beweis von Satz 7.13. [
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