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Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

7.1 Ableitung

Bemerkung. Bei der Definition der Differenzierbarkeit sind wir vom Differenzenquo-
tienten ausgegangen und haben dessen Limes gebildet. Dieses Herangehen funktioniert
in IR recht gut, es 148t sich so aber nicht auf Funktionen mehrerer Verdnderlicher iiber-
tragen, da z.B. in IR"™ eine solche Division nicht erklart ist. Daher werden wir jetzt
eine gleichwertige Definition der Differenzierbarkeit aufstellen, die sich auch auf Funk-
tionen mehrerer Verédnderlicher iibertragen 148t. Hierbei wird gleichzeitig das ,, Wesen
der Differenzierbarkeit“ herausgearbeitet.

Sei f:R— R und a € R.

Ist f in a differenzierbar, dann existiert bekanntlich der Grenzwert:

b= f(a) = lim L&) = /(@)

z—a T —a ’

folglich gibt es eine Funktion r(z): R — R, so dafl r(z) —— 0 und

f(x) = f(a)

r —a

f(x)=fla)+0b-(x—a)+r(z) (x—a).

Damit haben wir folgende Information:

=b+r(z) =

Ist f in a differenzierbar, dann gibt es eine reelle Zahl b und eine Funktion r mit
r(z) —— 0, so daB sich die Funktion f in einer Umgebung von a darstellen 148t in

r—a

der Form:

f(x) = fla) +b(z —a) +r(x)(z — a).
Offenbar ist o(z) := r(x)(z — a) ebenfalls eine Funktion, so dafl
o) lim r@z=—a) _ lim r(x) = 0.
r—a ‘x—a‘ r—a ’[L‘—a’ r—a

(In diesem Zusammenhang sagen wir auch, da o(x) mit = — a von hoherer als erster Ordnung

gegen null strebt.)

Umgekehrt gelte nun folgendes:

Die Funktion f seiin einer Umgebung U(a) definiert, und es gebe eine Konstante b
und eine Funktion o(z): R — R, so daB fiir alle z € U(a) gilt:

f(z) = f(a) + b(z —a) + o(z), wobei lim ofz) _ 0.

oo |z —al

Fir x # a gilt dann
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f(x) = fla)

r—a

=b+r"(x), wobei r*(z):=
Offenbar ist

lim 7*(z) = 0.

Folglich existiert

r—a r —a

d.h., f ist an der Stelle a differenzierbar und f’(a) = b. Hieraus ergibt sich sofort,
dafl das nach Voraussetzung existierende b schon eindeutig bestimmt ist.

Definition. (eine weitere Definition der Differenzierbarkeit)

f ist in a differenzierbar
s f ist in einer Umgebung U(a) definiert, und es gibt eine reelle Zahl b und

—— 0, so daB fur jedes z € Uf(a)

eine Funktion o(z) : R — R mit |
xr —al z—a

gilt:  f(x) = f(a) + b(x — a) + o(z).

Bemerkung. Das Wesen dieser Definition besteht darin, dal wir die Funktion f als
lineare Funktion t(x) = f(a)+b(x —a) plus einem Rest o(z) dargestellt haben, wobei

der Rest fiir ,kleine“ z — a selbst ,klein“ wird, dies bedeutet eben }:12} |x0(—$)a| =0.

Hierfiir sagen wir auch:
Die Funktion f lafit sich in U(a) linear approzimieren.

Differenzierbarkeit einer Funktion f in a bedeutet also nichts anderes, als f in einer
Umgebung U(a) durch eine lineare Funktion hinreichend gut approximieren zu kénnen.
Das ist das Wesen der Differenzierbarkeit, und dies 148t sich auch auf Funktionen meh-
rerer Verdnderlicher iibertragen. Davon werden wir im néchsten Kapitel noch Gebrauch
machen. (vgl. auch Abb. 7.5)
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Abb. 7.5 Die Funktion wird in
einer hinreichend kleinen Umge-
bung von a durch die Tangen-
te linear approximiert. Der dabei
auftretende Fehler ist durch die
diinnen senkrechten Striche sym-

bolisiert.
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