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Kapitel 8
Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher
(Einfithrung)

8.1 Differenzierbarkeit

Definition. (Differenzierbarkeit, Ableitung)
Sei f:R" —R™ und ¢ € R".
f istin ¢ differenzierbar (oder total differenzierbar)

f ist in einer Umgebung U(¢) definiert, und es existiert eine lineare Abbil-
dung A:R"™ — R™ und eine Funktion o(z) : R" — R™ mit der Eigenschaft
}El_qla ]5@5\ =0, so daB fiir jedes z € U(e) gilt: f(x) = f(c)+A-(x—¢c)+o(x).
Die Matrix A heiffit dann 1. Ableitung von f an der Stelle ¢c.

Bez.: A:= f'(¢).

Df

Das Wesen der Differenzierbarkeit besteht auch hier in der linearen Approximierbarkeit
einer Funktion f in einer Umgebung U(¢); d.h., f 148t sich in U(¢) darstellen als
f(@) + A(z — ¢) plus einem Rest o(z), der in U(¢) ,klein“ ist, wobei hier 'klein’

o) _§ (e R™).

bedeuten soll, daffi lim ——~
Tr—cC |1’ — C|

Durch y = A(Z —¢) wird eine Punktmenge in R" x R™ beschrieben.
Die durch g :=t(z) = f(¢)+A(z—¢) definierte Punktmenge heiit Tangentialebene von
[ an der Stelle ¢, und t(z) = f(¢) + A(z — ¢) heifit Gleichung der Tangentialebene.

Der Punkt (¢, f(¢)) erfiillt diese Gleichung, d.h., er liegt in der Tangentialebene.

Der Anteil A(Z — ¢) von der Funktion #(Z) heiit Differential (oder 1. Differential) von
f in c

Wir werden auf diese Begriffe noch einmal zuriickkommen, insbesondere im Zusammen-
hang mit der Berechnung und Darstellung der Ableitung und damit auch der Tangen-
tialebene und des Differentials.

Um die Analogie bei der Differenzierbarkeit von Funktionen einer und mehrerer Verénder-
licher besser zu veranschaulichen, betrachten wir die folgenden beiden Spezialfiille.

Fir n=m =1 (also f: R — R und c€ R) definiert t(z) = f(c) r —c) eine

+ v(
=b

Gerade in R x R = R?, die Tangente von f an der Stelle c.

Fiir n =2, m=1 und ¢ € R* wird durch #(z) = f(¢) + A(Z — ¢) eine Ebene in

R* x R = R® bestimmt, die offenbar den Punkt (¢, f(¢)) enthélt. In diesem Fall ist

der Begriff , Tangentialebene® wortlich zu nehmen.

Wir haben bereits die Ableitung einer Funktion mit mehreren Verénderlichen definiert,
wir haben aber noch kein praktikabeles Verfahren, um die Ableitung einer konkreten
Funktion zu berechnen. Dazu betrachten wir zunéchst Funktionen f : R" — R und
definieren den Begriff der partiellen Ableitbarkeit.
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Definition. (partielle Ableitung) 8/1/4

Sei f:R"—= R, ¢eR" z=(x1,...,2,) und f in einer Umgebung U(c) definiert.

f istin ¢ partiell nach z; differenzierbar (i =1,...,n)

= Die Funktion o(x;) := f(c1,...,¢i—1,%,Ciy1,...,¢,) ist (als Funktion der einen
Verdnderlichen x;) an der Stelle ¢; differenzierbar.

Nach der fritheren Differenzierbarkeitsdefinition bedeutet dies, daf die folgenden Limites existieren:

N — ofes SR — ofes
fim PE) = ele) oy pleith) —ele) gy
T;—C; T; — C; h—0 h
— hm f(ci7"'7Ci717x’ivci+17"~7cn)_f(é)'
T;—C; Ty — €

Der Limes selbst (falls er existiert) heift partielle Ableitung von f nach xz; an der Stelle
¢ (oder kurz: in ¢).

Bez.: gg (€) = fu,(©).

Definition. (Richtungsableitung) 8/1/7
Essei f:R" =R, ¢€R" und f in einer Umgebung U(c) definiert.
Weiterhin sei 7 € R" und |7| = 1.
f ist an der Stelle ¢ in Richtung 7 differenzierbar
5 Die Funktion ¢(h):= f(¢+ h-7) ist (als Funktion der einen Veréinderlichen h) an

der Stelle 0 differenzierbar;

d.h., es existiert lim p(h) — ¢(0) = lim fleth-m) - f(c)

h—0 h h—0 h

Der Limes heiflit dann Richtungsableitung von f an der Stelle ¢ in Richtung 7.

COf e o
Bez.: ﬁ(c) = f=(¢).

8.2 Partielle Ableitungen und Differentiale h6herer Ordnung

Bemerkung. 8/2/4

Ist f(z1,...,2,) : R" - R und ¢ € R" und existieren in einer Umgebung U(¢) die
partiellen Ableitungen f,,, f;; und fy., undist f,., in ¢ stetig, dann existiert
auch f, ., in ¢, und esist fu..(C) = fu,a,(C).

Den Beweis hierzu fithrt man leicht auf den vorhergehenden Satz zuriick.

Wir befassen uns jetzt mit Differentialen héherer Ordnung.
Dazusei f(z):R"™ — R. Das 1. Differential wurde als Funktion df : R"™ — R definiert,
die sich darstellen 148t in der Form

_ o of L _ of o
df.—aac1 dx1+...+axn dx"_8x1d$1+"'+8xnd$"’
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wobel die dx; als konstant anzusehen sind.

Wir berechnen (definieren) jetzt das 2. Differential von f wie folgt.

2p . _ (0f of
& f = d(df) = d(a—xldxl +. axndxn)

(§£1>dx1 + ...+ (aaxf;)dl‘n (dz; konstant !)

—l—(axl(gx{l)dm +. ‘*‘@(ﬁi)dﬁn)d%n

8I1(§jl)dx1dx1+ +%(gjl)dxndxl b

2
_ 9/ dridry + ...+ 0f dr,dx, + ...

0x10x1 0x10y,
*f *f
+ . 0m dridx, + ...+ Fr dzr,dx,

2
af‘d:z:jdxi—i-...—i-

_ f
- dwl Tt O0x;0x;

Oz ;0x;

Sind die gemischten Ableitungen gleich, dann gilt

2p N0 2 ~ O o
' f = ; o2 dz; +2 Jz::l 9008, dxjdz;.

i<j

Analog definiert man induktiv

A f = d(d" f).

(Hierbei ist der Satz von Schwarz sehr niitzlich.)

Schwerpunkte fiir die Wiederholung von Kapitel 8

e Definitionen: Ableitung, partielle Ableitung, Richtungsableitung, Tangentialebene

(geometrische Veranschaulichung), Differential,
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