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Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum R"; Funktionen mit meh-
reren Verinderlichen

6.1 Der Raum RR"

Definition. (euklidischer Abstand) 6/1/1
Seien a,b € R".
la—b| 5 " (a; — b;)? heiBt euklidischer Abstand zwischen @ und b.

Definition. Der n-dimensionale Vektorraum [R" zusammen mit dem euklidischen 6/1/3
Abstand heif3t n-dimensionaler euklidischer Raum.

Satz 6.2 Fir alle a, b, ¢ € R" und r € R gilt: 6/1/7
(1) la|] >0, wund |a|=0 <= a=0.
@) |r-al=Irl-fal o
(:> | — C_L‘ = |C_L‘ und |(_l — b| = |b — C_L|). (Symmetrie des Abstands)
(3) ’EL + B| < ‘d’ + ’B| (Dreiecksungleichung)
(4) la—0b| <la—¢l+]c—b| } . .
- ’ o (Formen der Dreiecksungleichung)
(5) |lal =Bl <la—1?]

6.2 Funktionen mit mehreren Verianderlichen

Satz 6.8 Sei f:R"— R™, f(z)= (fl(f), . ,fm(f)) und a € R". Dann gilt: 6/2/5
f istin a stetig gdw fi,...,fm in a stetig sind.
(D.h., Stetigkeit bei Vektorfunktionen ist komponentenweise Stetigkeit.)

Beweis. Zunichst gilt fiir beliebige Vektoren ¢ = (¢1,...,¢x):
lesl < le| < er| + -+ |ex| fiir alle .

el = Vet < /e + = lel =
|(¢1,0,...,0)+---+(0,. Ocl,O,...,O)+--~+(0,...,O,ck)|S
[(¢1,0,...,0)[ 4+ ---+ (0 ,...,O,Ck)]:|01]+--~—|—|ck|.

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis.

(—) Sei f in a stetig. Dann gilt:

Fiir jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0, so daf fiir jedes Z € D(f):

Wenn |z —al| <6, so |f(z)— f(a)| <e.

Wegen |f(z)— f(a)| = ‘(fl(j) — fi(a),..., fum(2) —fm(a))‘ erhilt man nach den obigen

Ausfithrungen

() = fila)] < |f(z) — f@)] <e fir i=1,....m.

Denn



Also wenn |z —a| <4, so |fi(z) — fi(a)] <e fir i=1,...,m.

(«—) Seien jetzt fi,...,fm in a stetig. Dann gilt fir ¢ =1,...,m:
Fiir jedes € > 0 gibt es ein 4; > 0, so daB fiir jedes T € D(f;):
Wenn |z —al <§;, so |fi(z) — fi(a)] < =.

Wir wihlen § := min{d,...,d,}; dann erhalt man fiir |z —a| < § sofort
|fi(x) — fi@)] < =, also

(@) = f@] < 1A(@) = A@]+ -+ [fu(@) = ful@] <m- = =
Folglich ist f in a stetig. a
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