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Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.1 Konvergenz von Folgen

Beispiel. (Definition der Eulerschen Zahl e) 3/1/35
. o 1\"
Sel a, = (1+n> )

Behauptung: (a,) ist streng monoton wachsend und beschrinkt. (Dann ist (a,) nach
Satz 3.8 konvergent,.)

z.z.. 1. a, < apy fir jedes n und
2. (ay) ist beschrinkt.

a
Zul. gz.7.: Z—H > 1 (denn alle a, sind positiv).
n
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(und die letzte Ungleichung gilt offensichtlich).

Also a, < a,;1 fiir jedes n, und damit ist (a,) streng monoton wachsend.

Zu 2. (a,) ist beschrinkt.
Offenbar ist a; = (1 + %)1 =2 <a, fiir jedes n.

Weiterhin ist



an:(1+%)n< (1+%)”-(1+%):(1+%)"H = b,.
>1

Es geniigt zu zeigen, daf die Folge (b,) streng monoton fillt.

g.2.7.. bb” > 1 (denn alle b, sind positiv).
n+1

Der Beweis hierzu verlduft dhnlich wie fiir (a,), er wird als Ubungsaufgabe gestellt.
Damit haben wir

b, = (1 + %)2 =4 >0, fiir jedes n.

Also
2<ay < apiq < by < b, < 4.
Dann ist (a,) monoton wachsend und beschréinkt, also konvergent und (b,) monoton
fallend und beschrankt, und somit auch konvergent.
Folglich existieren Zahlen e und ¢, so dafl
. 1\" - . 1 n+1 Y,
hm(1+ﬁ> =e und hm(1+5> =e.
Behauptung: e = ¢€'.
Annahme: e # €.

Dann ist ¢ :=|e —€/| > 0, und folglich gilt fiir hinreichend groBe n

le —€|=|e—an+a, —b,+b, — €| <|e—ay|+|an — bn| + b, — €|
—— ——

< <

wlm
wlm

2e _
<3 + |a, — byl

Schliefflich gilt

an—bul = |(1+ 1) = (14 2)" = (14 2)" = (1= 1)
:(1+%)"-%§4%<§, falls 1?2<n.
<4

Folglich ist e =le —¢€/| < ¢ 'A/.’

Also e =¢€'.

Definition. (Cauchyfolge oder Fundamentalfolge)
(ay) ist eine Cauchyfolge (oder Fundamentalfolge)

5; Fir jedes € > 0 existiert ein ng, so daf fiir jedes n, m > ny gilt: lap—an| < e.
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3.2 Reelle Zahlen als Grenzwerte von Folgen
rationaler Zahlen

Ein Mengensystem S = {M; : i € I} mit einer Indexmenge I heifit Klasseneinteilung oder Partition  3/2/6
oder Zerlegung von M
(1) M; CM und M;#0 firalle i€ l.
(2) UMZ =M, und fir jedes 4, j €I mit i#j ist M; N M; =0.
iel
(vgl. z.B. Literaturangabe [4], Teil I, Seiten 43 — 44.)

DF

Eine Aquivalenzrelation ~ in M zieht eine Klasseneinteilung von M nach sich; je-
weils dquivalente Elemente gehoren der gleichen Klasse an (dies miifite natiirlich bewiesen
werden). Die so entstehenden Klassen heifien auch Aquivalenzklassen.

Ist M die Menge aller Cauchyfolgen von rationalen Zahlen und ~ die Grenzwert-
gleichheit in M, dann wird M in Aquivalenzklassen grenzwertgleicher Cauchyfolgen
zerlegt. Damit sind neue mathematische Objekte entstanden, die (wie Dedekindsche Schnit-
te) ebenfalls als reelle Zahlen interpretiert werden kénnen.

Definition. (reelle Zahlen) 3/2/7
a ist eine reelle Zahl
= Es gibt eine Cauchyfolge (a,) von rationalen Zahlen, so dafl a die Aquivalenz-

klasse aller Cauchyfolgen von rationalen Zahlen ist, die mit (a,) grenzwertgleich

sind.

Bez.: a= (a,) ={(b,) : b, €Q und (a, —b,) ist eine Nullfolge}.

Jede Cauchyfolge (b,) mit (b)) € a = (a,) ist ein Reprasentant der Klasse a. Die
Menge der betrachteten Aquivalenzklassen heifit Menge der reellen Zahlen und wird mit
R bezeichnet.

1

Beispielsweise ist € = {(b,) : b, € Q und (b,) ist mit ((1 + n)”) grenzwertgleich}.

Damit R ein geordneter Korper wird, bendtigen wir noch Rechenoperationen + und -
und eine Ordnungsrelation < in R. Die Definitionen der Operationen und der Relation
erfolgen mit Hilfe von Reprisentanten.
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