Wolter/Dahn: Analysis Individuell (¢)Springer 2000

Kapitel 6

Der n-dimensionale euklidische Raum R";
reren Verinderlichen

Ubungsaufgaben
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Funktionen mit meh-

1. Untersuchen Sie die Funktion f : R* — IR auf Stetigkeit an der Stelle (0, 0), wobei:

Yy

(a> f(flf y) _ ] @2 fiir (ma y) # (07 0)7

’ 0 fir (x,y) = (0,0).

2343 ;

(b) f(l’ y) _ m2fy2 fiir (Ia y) # (07 0)7

7 0 fir (z,y) = (0,0).

2. Zeigen Sie: Ist (z;) eine Folge in R", Z; = (15, ..., 2Zn), und a = (a,...,a,),

dann gilt:
(z;) konvergiert gegen a gdw (xy;) gegen ay konvergiert, k=1,... n.

. Es sei f: R> — R. Zeigen Sie:
< fir 22 +y? #0,
() fr.y) = Vs
1 fir x=y=0

ist in (0, 0) nicht stetig.
L sin(zy
®) s ={ =0

ist in jedem Punkt (a,b) € R? stetig.

[Man benutze die Ungleichung: |sinz| < |z| < |tanz| fiir ,kleine* x.]

fiir = #0,

fir =0

. Es sei f die durch f(x,y) = z¥ definierte Funktion, deren Definitionsbereich die
Halbebene {(z,y) € R*:x > 0} ist.

Zeigen Sie, dafl f stetig ist, und untersuchen Sie diese Funktion auf Existenz und
Grofle von Grenzwerten in den Randpunkten des Definitionsbereiches.

(Hinweis: Definition von x¥ beachten!)

. Essei M die Menge aller Folgen t = (to,t1,%2,...) aus Nullen und Einsen.
Fiir s = (so,s1,82,...) und t = (to,t1,ta,...) aus M sei

ti]

plont) = S L )

D)) = (t1,ta, s, .. .).

Die Abbildung f: M — M sei definiert durch f( (to, 1, to, . .

(a) Zeigen Sie, dafl die Reihe (%) konvergiert und p eine Metrik auf M ist.
(b) Berechnen Sie den Abstand von s = (0,0,0,...) und ¢=(0,1,0,1,...).
(c) Zeigen Sie
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ii. Wenn n>1 und p(s,t) < 2%, so s;=t; fur i=0,...,n—1.
(d) Untersuchen Sie, ob die Abbildung f stetig ist.

i. Wenn s; =t; fir i=0,...,n, so p(s,t) <

Es sei F die Menge aller Folgen von reellen Zahlen. Fiir zwei beliebige Elemente
x = (x1,29,23,...), y=(Y1,Y2,Y3,...) von F sei p(x,y) wie folgt definiert:
— 1 S

,O(iL‘,y) - Z ng 1+ |xn_yn|

n=1
Beweisen Sie, dal p eine Abbildung von F x F in IR mit den folgenden Eigen-
schaften ist:

(a) p(x,y) >0 fir alle z,y € F,
(b) p(z,y) =0 genau dann, wenn z =y,
(¢) plz,y) = p(z,y) firalle 2,y e F.

Zeigen Sie fir 7 = (z,y) und 0= (0,0):
2 —xy+4 1

(a) lim —————— =

—0 Ty 4
(b) lim sin(zy) _ 1,

z—0 Ty
(¢) lim sin(zy) = 0.

z—0 i

[Fiir (b) und (c) benutze man die Ungleichung |sinz| < |z| < |tanz| fiir ,kleine® z.]

CEssei M={(z,y) eR®:z#£y} und f(z,y)=2"2L fiir (z,y) € M.

z—y
In welchen Punkten (a,b) € R® besitzt f einen Limes?

Skizzieren Sie (Zeichnung) den Verlauf der folgenden durch Parameterdarstellung
gegebenen Kurven:

(a) f(z) = (2cosx,3sinz), 0<
0

r <2
(b) f(z) = (2cos’z,2sin*z), 0<a <27w.  (Astroide).

Man zeige mit Hilfe der Definition, da die Funktion f(z) = 2% in dem abge-
schlossenen Intervall [a,b] mit 0 <a <b gleichmiBig stetig ist.

Es sei (M, ) ein metrischer Raum und a € M.
Zeigen Sie, daf die Funktion f:M — R mit f(z) = o(x,a) in M stetig ist.
Ist f in M auch gleichméfig stetig ?

Es sei (M, ) ein metrischer Raum und f: M — R mit f(z) = o(z,a) stetig
in M. Zeigen Sie:

(a) Ist My C IM abgeschlossen, dann ist A :={z € My : f(z) = 0} abgeschlos-
sen.
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(b) Fiir alle a,b € R sind die Mengen
Ay :={xeM: f(z) >a} und A,:={x €M: f(x) < b} offen.

Welche der folgenden Mengen sind kompakt?
(a) A= (n— %,n+%) in R,

neZ

(b) A={0}u( U{}[Tgl,ﬁ]) in R,
(¢) A={(z1,29) : 21,75 € [0,1]} in R?
(d) A= {(z1,22) : 71,75 €[0,1]NQ} in R?
(e) A={(z1,29): 79 <2x; +1} in R

A, B seien Teilmengen des R". Zeigen Sie:
(a) Sind A und B kompakt, dann ist auch AU B kompakt.

(b) Ist A kompakt und B abgeschlossen, dann ist AN B kompakt.

Essei A CR". Zeigen Sie, dal A genau dann kompakt ist, wenn jede unendliche
Teilmenge von A einen Haufungspunkt in A besitzt.

Essei M ={2:0<2<1} CR und U ein System von Teilmengen von R, so
daf3

U={U(z):U(x)=(%2) und 0 <z <1}U{U(0)},
wobei € > 0 beliebig.

(a) Zeigen Sie, daB U eine Uberdeckung von M ist und wihlen Sie ein endliches
Teilsystem Uy von U aus, durch das M bereits iiberdeckt wird.

(b) Zeigen Sie, daB U’ = {U(z) : U(z) = (£,%) und 0 < = < 1} eine
Uberdeckung von M’ = {z : 0 < 2 < 1} ist und daB es kein endliches

Teilsystem Uy CU gibt, so daB M’ durch U iiberdeckt wird.

Essei g:R— R® mit g(t) = (t,?), 0<t <1, und ¢ die durch g definierte
Kurve in der Ebene. Betrachtet man zu jedem Punkt  von ¢ die e-Umgebung
U.(Z) mit &= 1, dann erhilt man eine offene Uberdeckung U = {U.(z) : 7 € £}
von ¢

Geben Sie endlich viele zu U gehorende Mengen an, die bereits £ vollstandig
iberdecken (mit Zeichnung).
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