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Kapitel 10
Ausblicke auf die Integralrechnung fiir Funktionen mit mehre-
ren Verdnderlichen

10.2 Dreifachintegrale

Dreifachintegrale sind vollig analog zu Doppelintegralen definiert. 10/2/0
Dazu seien [aq, by, [az, bo], [as, bs3] Intervalle in R,

D sei der Quader D :=[ay,by] X -+ X [as, bs], und

f(z,y,z): D — R seiin D definiert und beschrinkt.

Eine Zerlegung 3 von D entsteht durch Zerlegungen 3, := (ag,...,a;, ;) von [a,,b,],
v=1,...,3. Dadurch entstehen kleinere Quader
Dijk = [az‘lvaz{#l] X [a§7a32'+1] X [a27az+1] .

Wegen der Beschrénktheit von f in D existieren insbesondere hj, := ei%f f(z) und
zeD; ;i
Hij, = sup f(Z). Damit lassen sich wie frither Unter- und Obersummen definieren,
i‘EDijk
wobei D;j, wieder fiir den Quader selbst und auch fiir dessen Rauminhalt steht.

Definition. (Untersumme, Obersumme) 10/2/1

(1) S;(3) heit Untersumme von f bei der Zerlegung 3

ny m2 n3g

Df ﬁf@) = ZZ Z Dij. - hij.
i=0 j=0 k=0

(2) S¢(3) heiBt Obersumme von f bei der Zerlegung 3

ny m2 n3

5 Sr(3) =22 > D Hy.

i=0 j=0 k=0

Satz 10.6 Es sei [ in D definiert und beschrinkt und 3,3, 31, 3, seien beliebige
Zerlegungen von D. Dann gilt:

(1) S¢(3) < S5().

2) D inf f(7) < §,() und 5sG) < D-sup (7).

( ) zeD zeD
(3) Ist 3 eine Verfeinerung von 3, dann gilt S;(3) < S;(3') < Sr(F) < S¢(3)-
(4) Es ist stets S;(31) < Sr(3y)-
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