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Kapitel 8
Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher
(Einfithrung)

8.4 Implizite Funktionen

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der (nicht einfachen Problematik der) Auflosbarkeit
von Gleichungssystemen. Die lineare Algebra stellt bekanntlich gut nutzbare Werkzeuge
fiir die Auflésung von linearen Gleichungssystemen bereit. Diese Hilfsmittel versagen je-
doch im nichtlinearen Fall. Zur Verdeutlichung der Auflésbarkeit solcher Systeme starten
wir mit einem linearen Gleichungssystem, das gegeben ist durch

B a1 ce Q1n I B bl
Az =0b, wobei A= : S, 2= ], b=
Am1  --- Qmn Tn bm
Das Gleichungssystem ist bekanntlich genau dann 16sbar (d.h. nach z1,...,z, auflésbar),

wenn der Rang der Koeffizientenmatrix mit dem der erweiterten Koeffizientenmatrix
iibereinstimmt. Fiir den Fall, dal m = n und der Rang von A ebenfalls n ist (d.h.
die Determinante detA von A nicht null ist), 148t sich das Gleichungssystem stets eindeutig
l6sen. Ist das Gleichungssystem losbar, m > m und (nach eventueller Umsortierung der

Koeffizienten)

a1 Ce A1m
det : : #0,
Am1 -+ Amm
dann gibt es lineare Funktionen  f1(Zyma1,---5%0)s -« fo(Tma1s - -+, ), SO daB
xT; = fi($m+17' c. ,.Tn) fir i= ... ,m.
T fi
Fir == (zpme1,---s2n), y=| und f=| : erhilt man somit
T, fm
fi(@)
y=| :+ |=[f(®).
(%)

Wir befassen uns jetzt mit beliebigen Gleichungssystemen. Dazu betrachten wir zunéchst
eine Gleichung mit zwei Unbekannten.

Definition. (Implizit definierte Funktion)
Sei f:R?* = R, a=(a,b) und f in einer Umgebung U(Z) definiert und f(a,b) = 0.
Weiterhin seien ¢,0 > 0, jedoch so klein, daBl Us(a) x U.(b) C U(a).
Durch die Gleichung f(z,y) =0 ist in der Umgebung Us(a) eine Funktion ¢g: R — R
implizit definiert
= Fiir jedes x € Us(a) gibt es genau ein y € U.(b), so dal f(x,y) = 0 und

y = g(x) (insbesondere ist b= g(a)).
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Abb. 8.13 zeigt die durch die Glei-
chung f(z,y) = 0 in dem Intervall
(a—0,a+9) implizit definierte Funk-
tion g. Die entsprechende Kurve ist

b+e

der Durchschnitt der dreidimensio-
nalen Punktmenge {(z,y,2) : z =
f(z,y)} mit der Ebene z = 0.

Hierfiir denke man sich die z-Achse

senkrecht auf der (z,y)-Ebene ste-
hend.

Beispiel. Sei f(z,y) = 2?4+ y*— 1. 8/4/2
f(z,y) =0 (< 22+4y?=1) definiert in R* eine Kreislinie mit dem Radius 1 und

dem Mittelpunkt (0,0).

Sei @ = (a,b) € R*> und f(a) =0, dannist @ ein Punkt der Kreislinie. Fiir a # +1

und € >0 gibt esein § > 0, so daB fiir jedes x € Us(a) genauein y € U.(b) existiert

mit f(z,y) =0. In diesem Fall ist y = g(x) = /.

Abb. 8.14 Hier wird die analo-
ge Situation wie in der Abb. 8.13
dargestellt, jedoch fiir den Spezi-
alfall f(x,y) =22 +y>—1=0.

Satz 8.15 (Hauptsatz iber implizite Funktionen mit zwei Verdnderlichen) 8/4/3
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Voraussetzung:

(1) Sei M C R eine offene Menge und f:R® — R stetig in M.

(2) Sei ¢=(a,b) e M und f(c)=0.

(3) f istin einer Umgebung U(¢) stetig partiell nach y differenzierbar und

fy(©) # 0.

Behauptung:
Es gibt eine stetige Funktion ¢ : R — R, fir die gilt:
Fiir jedes € >0 gibt es ein 0 > 0, so dafs fir jedes = € Us(a) genau ein y € U(b)
existiert mit f(x,y) =0 wund y = g(x) (insbesondere ist b= g(a)).

Beweis. Da f,(¢) # 0 und f, in U(c) stetig ist, gibt es eine Umgebung U’(c), 8/4/4
so dafl f, dort stets positiv oder stets negativ ist. Sei 0.B.d.A. f,(¢) > 0 (f,(e) <0
analog).

Wir wéhlen jetzt d > 0, jedoch so klein, daBl Uy(a) x Uy(b) C U'(E).

Da f,(a,y) > 0 fir alle y € Uy(b), ist f, in Uy(b) streng monoton wachsend. Sei
O0<e<dund y; :=b—¢, yp:=b+e. Wegen f(a,b) =0 ist f(a,y1) <0< f(a,ys).

Da f(x,y1), f(z,y2) als Funktionen von x stetig sind, gibt es ein ¢ mit 0 < < ¢,

so daf fiir jedes z € Us(a) gilt:  f(z,y1) <0< f(x,ya).

Fiir zg € Us(a) ist also f(zo,y) in [y1,ys] stetig und

f(xo,11) <0 < f(z0,12).

Nach dem Zwischenwertsatz (fiir Funktionen einer Veriinderlichen) gibt es ein yo € [y1, y2],
so dafl f(zo,y0) = 0.

Da f, in U’(¢) stets positiv ist, erhélt man insbesondere f,(zo,y) > 0. Folglich ist
f(zo,y) streng monoton wachsend und somit y, das einzige Element in U!(b) mit
f(zo,y0). Durch g(zg) :=1yo fiir zg € Us(a) ist eine Funktion ¢ definiert.

Es bleibt noch zu zeigen, dafi g in Us(a) stetig ist.

Sei zg € Us(a), € > 0 (wie oben) und ¢ > 0, jedoch so klein, dafl Uy (z) C Us(a)
und |z — x| < ¢’. Nach den vorhergehenden Betrachtungen existiert fir = € Ug/(a)
genau ein y € [b—e,b+¢], soda f(z,y) =0, also g(x)=wy.

Damit erhalt man

l9(x) = g(@0)| = [y — yol < |y —b[+]b—wol < 2¢.
—_—

<e <e

Hieraus folgt die Stetigkeit von ¢ in xy. [

Korollar. Gilt zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 8.15 noch 8/4/5
(4) f istin U(c) stetig partiell nach x differenzierbar,
dann ist die durch f(x,y) =0 in Us(a) implizit definierte Funktion g differenzierbar,
Jalz,y)
fy(zy)

und es gilt: ¢'(x) =
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Beweis. Wir wihlen die Bezeichnungen wie im vorhergehenden Beweis. 8/4/6
Sei |v —xo| < ¢, x # a und y = g(z), dann ist (z,y) € Us(x) x U:(b) := D,
und die Verbindungsstrecke zwischen (a,b) und (z,y) gehort ganz zu D. Nach dem
Mittelwertsatz fiir Funktionen mit mehreren Verédnderlichen gilt (er kann hier angewendet
werden, da f(x,y) nach Voraussetzung differenzierbar ist):

f(@,y) = fla,b) = 0= (z—a) fo(u) + (y = b)- f, (u),

—_— =
-0 —0

wobei w=a+9(x —¢), y=g(x) und b= g(a). Hieraus folgt
y=b _g@)—gla) _ _fu()

T —a Tr—a fy(a)

Da ¢ in Us(a) stetig ist, gilt fir * — a auch y = g(z) — g(a) = b und somit
u — a. Folglich existiert

g(x) —gla) _ _fz(0)

lim =

r—a T — a fy(é) !
=g'(a)
also
fa(z, y)
/ )
g'(r) = — a
fy(x> Y)
Beispiel. Essei f(z,y) =23+ y* — 22y — 1. 8/4/7

Fiir f gelten die folgenden Voraussetzungen:

1. f:R* = R ist in einer Umgebung U(¢) mit é= (1,0) stetig.

2. f(1,0) =0.

3. f istin U(c) stetig partiell nach y differenzierbar und f,(1,0) = —2 # 0.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es dann eine stetige Funktion ¢ : R — IR,
fiir die gilt:

Fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0, so daB fiir alle = € Us(1) genau ein y € U.(0)
existiert mit f(z,y) =0 und g¢(z) =y.

Offenbar ist auch f stetig partiell nach = differenzierbar. Damit ist (nach dem letzten
Korollar) ¢ in Us(1l) differenzierbar und

fy(z,y)  3y* —2x

Hierbei entsteht eine Gleichung, die eine unbekannte Funktion y und deren Ableitung
Yy enthélt. (Gleichungen dieser Art heiBen Differentialgleichungen.)

y =g (r) =

Abschlielend soll noch der Hauptsatz iiber implizite Funktionen mit mehreren Veréinder-  8/4/8
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lichen ohne Beweis angegeben werden. (Siehe hierzu Literaturangabe [4], Teil II, Seite 235 — 242.)

Dazu benotigen wir noch die folgende Definition.

Definition. (implizit definierte Funktionen mit mehreren Verdnderlichen)

Sei f:R"™™ — R"™, a=(ay,...,a,), b= (b1,...,by), ¢ = (a,b) und f in einer
Umgebung U(¢) C R™™ definiert und f(¢) = 0. )
Weiterhin seien ¢,0 > 0, jedoch so klein, daBl Us(a) x U.(b) C U(¢).
Durch die Gleichung f(Z,y) =0 ist in der Umgebung Us(a) eine Funktion
g: R" — R™ implizit definiert B
5 Fiir jedes z € Us(a) gibt es genau ein § € U.(b), so daB f(z,y) = 0 und
gy = g(Z) (insbesondere ist b= g(a)).

Satz 8.16 (Hauptsatz iiber implizite Funktionen)
Voraussetzung:
(1) Sei M C R™™™ eine offene Menge und f = (fi,..., fm): R™™™ — R™ stetig
in M. _ _
(2) Sei ¢=(a,b) und f(¢c)=0.
(3) fi,--, fm seien in einer Umgebung U(¢) nach allen Variablen yi,...,ym ste-
tig partiell differenzierbar und die Determinante der Funktionalmatriz
O fi,. s fm _ .
M(E) sei (an der Stelle ¢) nicht null.
Y1, -+ Ym)
Behauptung:

Es gibt eine stetige Funktion g :R" — R, fir die gilt: B
Fiir jedes € >0 gibt es ein § > 0, so daf fiir jedes T € Us(a) genau ein § € U.()
existiert mit f(Z,5) =0 und § = g(Z) (insgesondere ist g(a) = b).

Beweis. Siehe Literaturangabe [4], Teil II, Seite 235. [
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