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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen
Ubungsaufgaben
1. Es sei F(x) eine Stammfunktion von f(x), x € R. 9/10/1

Uberpriifen Sie die Giiltigkeit folgender Aussagen:
(a) Ist f(x) eine periodische Funktion, so ist auch F'(z) periodisch.

(b) Ist f(z) eine ungerade (bzw. gerade) Funktion, so ist F'(x) eine gerade (bzw. un-
gerade) Funktion.

2. Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale: 9/10/2
(a) /$($ +1)(x — 2)da,
VA4 2?2 +2v4 — a2

b dz,
(b) V16 — x?
(C) /(3.17 — 5)10d$, [Hinweis: Substitutionsregel],
(d) / rsinx de, [Hinweis: Partielle Integration].
3. Besti Sie eine Stammfunkti f(x) !
. Bestimmen Sie eine Stammfunktion von x) = : 9/10/3
3+ 22 420 42 110/
4. Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale / f(x)dx : 9/10/4

3r —5 4r — 3
o v d Y
22420 —8’ (d) f(z) 222 — 3z’

1 —2cosxsinx

(b) f(z) = Va2 — 22 (e) f(x) = cos2 1

© J@) = () f(x) = wlnia.

(a) f(z) =

5. Beweisen Sie: Ist die Funktion f in dem Intervall [a,b] stetig und nicht negativ  9/10/5

b
und ist /f(x)d:z: =0, soist f(x)=0 firalle z € [a,b].

[Hinweis: Man fithre den Beweis indirekt.]
6. Es sei f in dem Intervall [a, b] integrierbar und f(z) < ¢ fiir alle x € [a, b]. 9/10/6

b
Man beweise /f(ﬁ)dat < c(b—a).



7

8

10.

11.

12.

13.

. Es seien f, g in dem Intervall [a, b] stetig und es sei f(x) < g(z) fiir jedes x € [a, b].

b b
Gibt es ein ¢ € [a, b], so da f(c) < g(c), dann ist /f(x)dx < /g(x)daﬁ.

. Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale:

(a) jf}jdw, (c) /2:133e$,

(b) [ e eda, (d) / Inlnz),

o

. Berechnen Sie den Inhalt der Punktmenge

M = {(;U?y) =1 <z<1und f($) <y< Q(JU)}’

wobei f(z) =22 und g(z) =2 — 2%

Berechnen Sie den Flacheninhalt der Flache, die von oben bzw. von unten durch

2
y=+vr2—2a2 r>0, bzw.durch yzi-xZ
r

begrenzt wird.

Es sei

f(z) = {5sinx+3:c fir = <1,
x4+ 322 fir = > 0.

5
Man berechne /f(x)dx.
22

Es sei f(z) = e™* cosz. Man berechne einen Naherungswert fiir das Integral von f
iiber dem Intervall [0, 3], indem man f zunéichst durch ein Polynom dritten Grades
approximiert.

Es sei
(-1 fir z€[-1,0],
f("”)—{ 1 fir z€(0,1].

Zeigen Sie, dafl f in [—1,1] bestimmt integrierbar ist dort aber keine Stamm-
funktion besitzt.

[Hinweis: Beweis indirekt; eine Stammfunktion miifite insbesondere an der Stelle 0 differenzierbar sein.]
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Es sei

2. L .
flx) = {x cos 7 fl}l" x #£0,
0 fir =z =0.
Zeigen Sie, dal f in I =[—1,1] differenzierbar ist (also f’ in I eine Stammfunktion
besitzt), aber f’ in I nicht bestimmt integrierbar ist.
[Hinweis: f’ ist in I nicht beschrénkt.]

Berechnen Sie das Volumen eines Torus. (Drehung einer Kreisscheibe um die -
Achse mit dem Radius r und dem Mittelpunkt (0, R).)

Essei [,= [ sin"xdzx.

o\wl::

Ermitteln Sie eine Rekursionsformel fiir [, und berechnen Sie I,,.

Beweisen Sie, daB fir 0 < a, b gilt:

2 fir b<a

dx B
/aw/a2+b2—26x_ 2 fir b>a.

Untersuchen Sie folgende uneigentliche Integrale auf Konvergenz:
1 00
dx dx

@ [ © [
0 0
roa? (f) /0 dz
0/ V9 — m27 JoT+ I
/tanxd:p7 (g) /Sin3xdm,
0

) /d_f’ (h) /aze_Ide.

x

2 0

(a) Berechnen Sie die Bogenlénge der durch  f(z) = 2(2? + 1)2  im Intervall
[0,2] definierten Kurve.

(b) Bestimmen Sie die Lénge der Schraubenlinie mit dem Radius r und der
Ganghohe c - 27 fiir einen Gewindegang.

(c) Essei f(t) = (acos®t,asin’t) mit 0<¢ <7 (Parameterdarstellung der
Astroide).

Bestimmen Sie die Lénge des gegebenen Kurvenstiicks.
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