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Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.1 Konvergenz von Folgen

Definition. (monoton wachsend bzw. monoton fallend ) 3/1/31
Sei (a,) eine Folge von reellen Zahlen.

(1) (an) ist monoton wachsend (bzw. monoton fallend)

= Fiir jedes n gilt: a, < apq1 (bzw. ap1 < ay).

(2) (an) ist streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend)
= Fiir jedes n gilt: a, < apy1 (bzw. a,q1 < ay).

Df
Beispiel. (Definition der Eulerschen Zahl e) 3/1/35
. N 1\n
Sei a, = (1+n> .

Behauptung: (a,) ist streng monoton wachsend und beschriankt. (Dann ist (a,) nach
Satz 3.8 konvergent.)

z.z.. 1. a, < ap,, fir jedes n und
2. (ay) ist beschrénkt.

a
Zul. gz.z.: Ziﬂ > 1 (denn alle a, sind positiv).
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(und die letzte Ungleichung gilt offensichtlich).

Also a, < a,;; fiir jedes n, und damit ist (a,) streng monoton wachsend.

Zu 2. (a,) ist beschrinkt.

1
l) =2<a, fiir jedes n.

Offenbar ist a; = (1 + i

Weiterhin ist
- (1+%)n< (1+%)n- (1+1)= (1+%)n+1 = by

Es geniigt zu zeigen, dafl die Folge (b,) streng monoton fillt.

8.2.2.: > 1 (denn alle b, sind positiv).

anrl
Der Beweis hierzu verlduft dhnlich wie fiir (a,), er wird als Ubungsaufgabe gestellt.
Damit haben wir

blz(1+1 ?

T> =4 >0, fiirjedes n.

Also
2<a, < api1 <bp <b, <A4.
Dann ist (a,) monoton wachsend und beschrinkt, also konvergent und (b,) monoton
fallend und beschrénkt, und somit auch konvergent.
Folglich existieren Zahlen e und ¢, so dafl
. 1\ . 1\t
11111(14—5) =e und hm(l—}—ﬁ) =e€.
Behauptung: e = ¢€'.
Annahme: e #¢€'.

Dann ist ¢ :=|e — €/| > 0, und folglich gilt fiir hinreichend groBe n
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Folglich ist e =le —¢€/| <¢ 'A/ !

Also e=~¢.
Ubungsaufgaben
. . . : 1\ y
7. Zeigen Sie, dafl die Folge (a,) mit a, = (1 + E) streng monoton fillt.
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