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Kapitel 10
Ausblicke auf die Integralrechnung fiir Funktionen mit mehre-
ren Verdnderlichen

10.1 Doppelintegrale

Definition. (einfacher Bereich) 10/1/20
Es seien [a,b],[c,d] Intervalle in IR.
1. B ist ein z-einfacher Bereich (iiber |[a,b])
= Es gibt Funktionen ¢(z),v(x) : [a,b] — R, so da} gilt:
(a) ¢,v sind stetig in [a, b],
(b) @(x) < (x) fiir jedes x € [a, ],
(¢) B:={(z,y): a<z<b und ¢(r) <y <(x)} (vgl. Abb. 10.4).
2. By ist ein y-einfacher Bereich (iiber |[c,d])
= Es gibt Funktionen ¢1(y),¥1(y) : [¢,d] — R, so daf gilt:
(a) 1,1 sind stetig in ¢, d],
(b) @1(y) < n(y) fiir jedes y € [c, d],
(c) Br:={(z,y): v1(y) <z <Y(y) und ¢ <y <d} (vgl. Abb. 10.5).
3. B ist ein einfacher Bereich
= B ist z-einfach oder y-einfach.

Df

Df
Y Y
P () dp-—--
By
p1(y) — — Y1(y)
1 o(x) 1 Cr-—----
I L x = T
a b
Abb. 10.4 Die Abbildung zeigt einen Abb. 10.5 Die Abbildung zeigt einen
z-einfachen Bereich B. y-einfachen Bereich Bj.
10.2 Dreifachintegrale
Einfache Bereiche in R®

Es sei [a1,b;] ein Intervall in R, o1, ¢ : [a1,01] — R seien in [aq, b;] stetig, und es
sei p1(z) < y(x) fir alle = € [ay,by]. Dann ist

B :={(z,y): a1 <z <by, p1(x) <y <iy(2)}



ein z-einfacher Bereich in R? (d.h. in der (z,y)-Ebene). Weiterhin seien ¢, 1)y stetige
Funktionen von B’ in R, und fiir alle (z,y) € B’ gelte stets pa(z,y) < o(z,y).
Dann heif3t

B = {(33,3/,2) cax S T S bla ng(l') S Yy S 1/11(95)7 902(3773/) S z S ¢2($7y)}

einfacher Bereich in IR®.

Da die Variablen z,y,z hierbei gleichberechtigt sind, hédtte man auch mit y oder =z
beginnen kénnen. Die Entscheidung dariiber, mit welcher der Variablen man beginnt,
wird verniinftigerweise so getroffen, daf§ sich die anschliefende Integration am einfach-
sten gestaltet.

Betrachtet man zunéchst einen y-einfachen Bereich B’, dann startet man mit einem
Intervall [aq,bs] und entsprechenden stetigen Funktionen ¢1, : [ag,bo] — R, so da8
o1(y) <z <y(y) fir alle y € [ag, by]. Dann ist

B' ={(z,y) : o1(y) <z <1 (y), ag <y < by} und

B = {(l’,y,Z) : (I,y) € Blv ¢2(x7y) <z< 1/12(13,y)} - |R3

In der folgenden Abbildung ist B’ ein y-einfacher Bereich und B ein einfacher drei-
dimensionaler Bereich.
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