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Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

7.2 Mittelwertsitze; der Satz von Taylor

Satz 7.11 (Satz von Taylor)

Sei I ein Intervall und a € 1. Ist f in I (n+ 1)-mal differenzierbar, dann gibt es
fiir jedes x € I ein ¥ (=d(x)) mit 0 <9I <1, so dafs

! (n)
f(z) = f(a) + fl('a) (z—a)' -+ / n'(a) (x—a)" 4+ R,(x), wobei
(a4 d(x — a)) )
R, (z) = CESY] (x —a) :
(z ,
(Rn(x) heifit Lagrange’sches Restglied, p(x Z f —a)" heiBt Taylorpolynom, wobei

fO(z) := f(z), und f(z)=p(x)+ R,(z) heiBt Taylorsche Formel.)

7.3 Anwendungen der Differentialrechnung;
Grenzwerte fiir Quotienten von Funktionen

Beweis. Sei f”(¢) >0 (den Fall f”(c) <0 beweist man analog).
Dann gilt nach der Definition der Differenzierbarkeit von f’ in ¢
" 1 f,(x) —f/(C)
O<f(c)-£:r%—x_c :
Nach den Eigenschaften des Grenzwertes gibt es eine Umgebung U(c), so da8
!/
% >0 furalle x € U(c).
Wegen f'(c) =0 gilt also fiir alle x € U(c)
f'(z)
xr—c
Folglich haben f’(z) und x —c¢ in U(c) stets das gleiche Vorzeichen.

Wenn also = > ¢, so f'(z) >0,
und wenn z < ¢, so f'(x) <0.

> 0.

Nach dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt
fl@) = fle) _ p
T )

wobei ¢, zwischen x und c¢ liegt, also ¢ <c, <x bzw. z <c¢, <c.
Da die Funktionen f’(z) und 2z — ¢ links und rechts von ¢ jeweils das gleiche Vor-
zeichen besitzen, folgt aus der letzten Gleichheit
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fl@)=fle)=f'(cz) (x—¢)>0 fir 2 €U(c)~{c} =

f(x) > f(e) fir € U(e)~{c}.
Folglich besitzt f in ¢ ein lokales Minimum. 3

Satz 7.17 Sei a<b, f in I = (a,b) 2n-mal differenzierbar und c € I.

Ist f'(c)=---=f@V()=0 und f®(c)>0 (bzw. fP(c)<0),

dann besitzt f in ¢ ein lokales Minimum (bzw. ein lokales Mazimum).

Beweis. (Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Satzes von Taylor.)

Sei f(Q”)(C) >0 (fir f@®(c) <0 verlduft der Beweis analog).
Dann gilt

0 < f(2n)<c) — lim f(2n71)(l‘) — f(2n71) (C)

T—cC Tr—=cC

—

f(2n—1) (CL’) _ f(2n—1) (C)

r—=cC

>0

fiir alle € U(c) ~ {c}, wobei U(c) eine hinreichend kleine Umgebung von c¢ ist.
Wegen "=V (c) =0 gilt analog wie im Beweis von Satz 7.16, da f@"~1) und z —c

links und rechts von c¢ jeweils das gleiche Vorzeichen besitzen.
Aus dem Satz von Taylor fiir 2n — 2 erhélt man

(n-2) (¢
f@=s@+ B -0+t T @ ot

f@ =N (c+9(x —c))

2n—1)! (=
Wegen f'(c) =---= fC2(c) =0 gilt
2n=1) (¢ r—c
o)~ f0) = =D o

denn 2n — 1 ist ungerade, folglich haben x —c¢ und (z — ¢)**~! links und rechts von
¢ gleiches Vorzeichen, und damit haben auch f®"Y(c+d(z —¢)) und (x — ¢)*!

gleiches Vorzeichen.

Esist also f(z) > f(c¢) firalle x € U(c)~{c} und somit f(c) ein lokales Minimum

von f. [
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