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Kapitel 2
Reelle Zahlen

2.2 Rechnen mit reellen Zahlen

Satz 2.7 (Dreiecksungleichungen) 2/2/22
Fiir alle a,b € R gilt:

(1) la+b] <o + o]
2) [lal = bl < |a— 0]

Beweis. (1). Nach Satz 2.6(3) gilt: 4a <|a| und =£b < |b|. 2/2/23
LLFall: a+b>0 = |a+b=a+0b<]la|+]b
2.Fall: a+b<0 = J|a+bl=—(a+b)=(—a)+(-b) <la|l+ b
In jedem Fall ist also |a + b| < |a| + |b].
(2). Nach (1) gilt:

ol =la =040 <fa—b[+[b| = la| —[b] <l|a—0b].
Analog erhalt man

bl =lb—a+al <[b—a|l+]a] = b —]a| <[b—a|=]a—0b]

Zgalh

Also +(|a|] — |b]) < |a —b|, und somit gilt

lal = bl < Ja—b. @

Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.3 Komplexe Zahlen

Satz 4.17 Fiir komplexe Zahlen z, zy, zo gilt: 4/3/8
(1) |2/ >0, und |z] =0 <= 2z=0,
2) [—zl=l (= |la—2l=ln-2al
(3) |21 2l =lal-lz=l, (= " =]2")
(4) u, falls z # 0,
|22
(5) |21 + 22| < a1] + |z[2,
(6) [Iz1] = J2al| < |21 — 2.



Beweis. (1). Sei z=a+ib. Dann gilt 4/3/9
2] = Va2 +12>0; Va2 +12=0 < a=b=0 < 2=0.

(2). Trivial!

(3). Sei z, =a,+1ib,, n=1,2. Dann gilt

|21 - 20| = |ayag +i* - biby + iayby + ibyay|

= |CL16L2 — blbg + i(ale + b1a2>|

= \/(CL16L2 — b1b2)2 + (a1b2 + b1a2)2

= \/a%a% — 2a1a2b1b2 —|— b%b% —|— a%b% + 2albgb1a2 —|— b%a%

= \Ja}(a3 + 13) + B3 (13 + a3)

— (a2 +b2) - (a3 +13)

— a3+ 83 \Ja 48] = |z - |2l

(4). Es geniigt zu zeigen: ’%‘ = é, denn
1
u :‘u._':|u|.‘l‘:|u|.izu.
2 2 2 2| ]

Wir wissen schon, daf$§ fiir z=a+ib und c:=a?+b? gilt:

l:Q+i;b
z c

—

H: @ 0 Jelwt? 11 1
z 2 A2 c? ¢ VaZ+v? 2|

(5). Essei z, = a, +1ib,, n =1,2. Dann ist die linke Seite Is von (5):

ls = ]al + Zbl + as + Zbg’ = \al +ax + Z(bl + bg)‘ = \/(Gl + a2)2 + (bl + b2>2

und die rechte Seite rs ist:

rs = |ay +iby| + |ag + iby| = \/a% + b3+ \/ag + b3.
Offenbar sind [s, rs > 0. Folglich ist

Is<rs <= Is<rs® —
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(a1 + a2)? + (b + 02)? < (a2 +02) + 2¢/a? + 03 - \Jad + B3 + (af +b3) <=

2((1,16L2 +b1b2) S 2. \/a% +b% . \/CL% +b%
= (%) 1= (%x)

Ist (x) <0, dann gilt offenbar die letzte Ungleichung und damit s < rs.
Es sei jetzt (x) > 0. dann ist

()< () = (P < () =

(arag + biby)? < (a2 +b2) (a3 +b3) =

alaj + 2ayasb by + bibs < aiaj + aibs + bias + biby <>
0 < (a1by)? — 2a1bybias + (brag)? = (a1by — biag)®.

Damit gilt insgesamt [s < rs.

(6). Der Beweis hierzu erfolgt durch dhnliche Uberlegungen. O

Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum R"; Funktionen mit meh-
reren Verinderlichen

6.1 Der Raum RR"

Satz 6.1 (Schwarzsche Ungleichung) 6/1/5
Fiir beliebige reelle Zahlen a;,b; qilt:
(Lab) < (L) (X02)
i=1 i=1 i=1
Satz 6.2 Fir alle a,b,é¢€ R" und r € R gilt: 6/1/7
(1) |a| >0, und |a]=0 < a=0.

(= | —al=la| und |a— 1_7’ = |Z_) —al). (Symmetrie des Abstands)
(3) la+ l_7| < lal + |l_)| (Dreiecksungleichung)
(4) la—bf <la—cl+lc—bl.

B _ - } (Formen der Dreiecksungleichung)
(5) |lal - [Bl] < |a—1].

Beweis. (1) und (2) sind trivial (analog wie fiir komplexe Zahlen).
(3) wird mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung bewiesen (analog wie fiir komplexe Zahlen).
(4) und (5) folgen aus (3) wie bei den reellen Zahlen. [0
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