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Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum R"; Funktionen mit meh-
reren Verinderlichen

6.5 Einige wichtige Erginzungen

Definition. (kompakt) 6/5/3
Es sei (M, ) ein metrischer Raum und M C M.
(1) M ist kompakt
5; Jede offene Uberdeckung von M enthilt eine endliche Teiliiberdeckung von
M (d.h., ist U eine offene Uberdeckung von M, dann existiert ein endliches Teilsystem
Uy :={Ui,...,Un} CU, sodaf schon U, die Menge M iiberdeckt).
(2) (M, ) ist kompakt

5; M =M ist kompakt.

Kapitel 10
Ausblicke auf die Integralrechnung fiir Funktionen mit mehre-
ren Verdnderlichen

10.1 Doppelintegrale

Definition. (einfacher Bereich) 10/1/20
Es seien [a,b],[c,d] Intervalle in IR.

1. B ist ein z-einfacher Bereich (iiber [a,b])
= Es gibt Funktionen ¢(z),v(x) : [a,b] — R, so daf} gilt:
(a) ¢,v sind stetig in [a, b],
(b) ¢(x) < (x) fiir jedes x € [a, ],
(¢c) B:={(z,y): a<z<b und ¢(z) <y <y(z)} (vgl. Abb. 10.4).
2. By ist ein y-einfacher Bereich (iiber |[c,d])
= Es gibt Funktionen ¢1(y),¢1(y) : [¢,d] — R, so daB gilt:
(a) 1,1 sind stetig in [c, d],
(b) wi(y) < ¢u(y) fiir jedes y € [c,d],
(c) Br=A{(z,y): v1(y) <z <¢r(y) und ¢ <y <d} (vgl Abb.10.5).
3. B ist ein einfacher Bereich
= B ist z-einfach oder y-einfach.
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Abb. 10.4 Die Abbildung zeigt einen Abb. 10.5 Die Abbildung zeigt einen
z-einfachen Bereich B. y-einfachen Bereich Bj.

Bisher ist das Integral nur iiber Rechteckbereichen D = [a,b] X [¢,d] definiert. Wir
werden die Definition jetzt auf einfache Bereiche erweitern. Dazu sei zunéchst B ein
x-einfacher Bereich (fiir y-einfache Bereiche erfolgt die Definition analog), und f(z,y) sei eine
in B definierte und stetige Funktion.

B sei mit Hilfe der in [a,b] stetigen Funktionen ¢(x),1(x) gegeben, und D sei so
gewihlt, dal B C D, also B:={(z,y): a <z <b und c<y(zr) <y <(zr) <d}.
Durch den folgenden ,, Kunstgrift“ wird der Definitionsbereich von f auf D erweitert
(vgl. Abb. 10.6).

Floy) = {f(x,y), fiir (z,y) € B,

Df 0, fir (z,y) € D~ B.
Yy
dbF----- Abb. 10.6 In dieser Abbildung wird
W) ——D ein z-einfacher Bereich B dargestellt,

‘ der in einem Rechteck D eingeschlos-
Y(x) sen ist. Auf B ist eine Funktion f(z,y)

definiert, die auf D zu f*(z,y) erwei-

o(x) tert wird. Fixiert man ein zg € [a, ],

o(x) ‘ dann gilt entsprechend der Definition
von ¢ und ¢ stets: f*(zo,y) = 0, falls
Cr——- ! ! ‘ c <y < p(xg) oder ¥(zg) <y < d und
1 1 1 T f*(zo,y) = f(z0,y), anderenfalls.
a Zo b

Man iiberlegt sich leicht, dafl B kompakt ist, denn B ist offensichtlich beschrankt,
und der Rand von B gehort zu B. Nach Voraussetzung ist f in B stetig, also
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auch beschrankt. Folglich ist f* in D definiert und beschrankt, aber dort nicht mehr
unbedingt stetig.

Abb. 10.7
Die Abbildung zeigt die Funk-

tion f(z,y), die zunédchst nur

in dem y-einfachen Bereich B
definiert ist. Mittels der obigen
Definition von f* wird f(z,y)
ytrivial“ auf den Rechteckbe-

reich D zu f*(x,y) erweitert.
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