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Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum R"; Funktionen mit meh-
reren Verinderlichen

6.5 Einige wichtige Erginzungen

Bisher wurden vorwiegend Funktionen der Art
fR—-R, f:R"—R, f:R—R" f:R"—R"

betrachtet, und gewisse Eigenschaften dieser Funktionen untersucht. Dabei traten immer
wieder anndhernd gleichlautende Definitionen und Sétze auf. Daher war es hilfreich,
den Begriff des metrischen Raumes einzufiihren, um grundlegende analytische Begriffe
und Sétze nur einmal definieren bzw. beweisen zu miissen, um sie dann fiir die jeweils
betrachteten konkreten metrischen Réume entsprechend interpretieren zu kénnen.

Weiterhin haben wir beschrinkte und abgeschlossene Teilmengen aus IR"™ kompakt
genannt. Dieser Begriff soll jetzt fiir beliebige metrische Rdume neu definiert werden.
Anschlieffend wird gezeigt, dal nach dieser neuen Definition die kompakten Mengen in
R" genau die beschrankten und abgeschlossenen sind, so dafl nachtraglich die Bezeich-
nungsweise kompakt gerechtfertigt ist.

Definition. (Uberdeckung)
Es sei (IM,p) ein metrischer Raum und M C IM.
Weiterhin sei ¢ ein System von (offenen) Teilmengen von IM (also U C Pot(IM)).

(1) U ist eine (offene) Uberdeckung von M

5 Zujedem a € M existiert ein U €U, sodafl a € U.
(Die Mengen aus U iiberdecken die Menge M).
(2) U ist eine endliche Uberdeckung von M

5; U ist eine Uberdeckung von M, und U enthélt nur endlich viele Mengen.

Abb. 6.20
Die durch die dickere Strichstérke symboli-

sierte Menge sei M, die durch die diinnere
Strichstirke gekennzeichneten Mengen bil-
den dann eine Uberdeckung U von M. In
der Abbildung ist offensichtlich eine endli-
che Uberdeckung dargestellt.

Definition. (kompakt)
Es sei (M, o) ein metrischer Raum und M C M.
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(1) M ist kompakt
5; Jede offene Uberdeckung von M enthilt eine endliche Teiliiberdeckung von
M (d.h., ist U eine offene Uberdeckung von M, dann existiert ein endliches Teilsystem
Uy :={Ui,...,Un} CU, sodaB schon Uy die Menge M iiberdeckt).

IM, o) ist kompakt

M =M ist kompakt.

(2)

—~

=

Satz 6.22 (Uberdeckungssatz von Heine-Borel)

Es sei M C R". Ist M beschrinkt und abgeschlossen, und ist U eine offene Uber-
deckung von M, dann enthdlt U eine endliche Teiliiberdeckung von M

(d.h., M ist kompakt im Sinne der obigen Definition).

Beweis. (mit Wiirfelschachtelung)
Nach Voraussetzung ist M beschrankt, folglich ist M in einem Wiirfel W (mit
endlicher Kantenlinge) enthalten, also M C Wy und M = M N W,. Weiterhin ist U
eine offene Uberdeckung von M.

Annahme: Es gibt keine endliche Teiliiberdeckung von M N Wj.

Vollig analog wie im Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstrafl (Satz 6.4) wird Wj in
k := 2" Teilwiirfel W{,...,W} durch Halbierung der Kantenléingen zerlegt. Folglich

1st
k

k k
Wo=UW; und MnWo=MnJW;={MnW).
i=1 i=1 i=1
Dann gibt es wenigstens einen Teilwiirfel W¢ := Wi, so da M NW{ = MNW; durch
kein endliches Teilsystem von U iiberdeckt wird. Induktiv schliefit man weiter. (Da der

Induktionsschritt vollig analog zum Anfangsschritt erfolgt, wird er hier weggelasen.)

Es entsteht eine Wiirfelschachtelung Wy 2 W, D Wy O ..., so dal M N W, durch
kein endliches Teilsystem von U iiberdeckt wird und die Kantenlénge des i-ten Wiirfels,
I(W;), durch [(W;) = 5 - I(Wy) gegeben ist.
Analog wie im Beweis von Satz 6.4 schachtelt die konstruierte Wiirfelfolge einen Punkt
c€ R ein, d.h., c€ ﬂ Wi.

i=0
Offenbar ist jede der Mengen M N W, unendlich, da sonst M N W; schon durch ein
endliches Teilsystem von U iiberdeckt wird.
Sei ¢’ > 0. Wir betrachten U.(¢) und wihlen i so grof, da8 W; C U.(¢) und damit
M NW,; C U.(¢). Dann liegen in jeder ¢-Umgebung von ¢ unendlich viele Elemente
aus M. Folglich ist ¢ ein Haufungspunkt von M. Da M abgeschlossen ist, gehort
¢ zu M. Folglich gibt es eine offene Menge U € U, so dafl ¢ € U. Mit ¢ gehort
noch eine ganze e-Umgebung zu U. Es existiert also ein ¢ > 0, so dafl U.(¢) C U.
Wir wéhlen i jetzt so grofl; da W; C U.(¢). Dann ist M NW,; C U, folglich wird
M N W; schon durch eine Menge U € U iiberdeckt. Dies ist ein Widerspruch dazu,
da M N W, durch kein endliches Teilsystem von U iiberdeckt wird. Damit ist die
obige Annahme falsch und der Satz bewiesen.  [J
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Es gilt auch die Umkehrung des letzten Satzes. 6/5/6

Satz 6.23 Fs sei M C RR". 6/5/7
Ist M kompakt (im Sinne der Definition in metrischen Riumen), dann ist M beschrdnkt und
abgeschlossen (in R).

Beweis. Annahme: Es gilt nicht: M ist beschriankt und abgeschlossen. 6/5/8
Dann ist M nicht beschrinkt oder nicht abgeschlossen.

Fall 1. M ist nicht beschrénkt.

Dann gibt es eine unbeschriankte Folge (z;) in M, so dal |Z;41| > |z;| + 1 fiir jedes .
Sei U := {Ui(:z) cx e M},

Offenbar ist U eine offene Uberdeckung von M. Es gibt aber kein endliches Teilsystem
Uy C U, durch das M iiberdeckt wird, denn jedes solche U, konnte z.B. hochstens

endlich viele der Folgeglieder iiberdecken, da diese zueinander einen Abstand der Grofie
wenigstens 1 haben. M !

Fall 2. M ist nicht abgeschlossen.

Dann gibt es einen Haufungspunkt @ von M mit a & M.

Fiir jedes Z € M ist somit Z # @, also |z —al:=¢; > 0.

Folglich ist U :={U=(z) : £ € M} eine offene Uberdeckung von M.

Behauptung: Kein endliches Teilsystem Uy, C U iiberdeckt M.

Ist Uy ={U.(Z1),...,Ue, (Zm)} ein beliebiges endliches Teilsystem von U und

g; =€z, dann sel € :=min{ey,...,6,} = min{@ ci=1,...,m}.

Folglicﬁ1 ist Ue(a)NU.,(Z;) =0 (vel. Abb. 6.21).

Da a ein Haufungspunkt von M ist, existiert ein § € M, so dafl § € U.(a) und
y ¢ U, (z) fur i =1,...,m, daher wird y durch U, nicht iberdeckt. Folglich gibt
es kein endliches Teilsystem Uy C U, welches M iiberdeckt. 'A/ ! a

6/5/9

Abb. 6.21 Offensichtlich ist
U.(a) Uc(a) N U, (x;) = 0 fiir alle
z; € M. Die g;-Umgebungen

von Z; haben einen Radius

von Zi—al
TR
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Aus den letzen beiden Sdtzen ergibt sich trivialerweise das folgende Korollar, das héufig
ebenfalls als Uberdeckungssatz von Heine-Borel bezeichnet wird.

Korollar. (Uberdeckungssatz von Heine-Borel)
Es sei M C IR".
M st beschrdnkt und abgeschlossen <= M ist kompakt.

Aus dem Korollar zu Satz 3.9 folgt, daB jede Cauchyfolge in IR konvergiert, d.h., sie
besitzt dort einen Grenzwert. Das analoge Resultat gilt fiir Cauchyfolgen in R". In Q
konvergieren Cauchyfolgen i.a. nicht, z.B. ist (1 + %)" eine Cauchyfolge in Q, die in
Q aber keinen Grenzwert besitzt.

Es gibt also metrische Rédume, in denen Cauchyfolgen immer konvergieren und solche,
in denen das nicht der Fall ist. Dies gibt Anlafl zu der folgenden Definition.

Definition. (Volistindigkeit)
Ein metrischer Raum (M, p) ist vollstindig

= Jede Cauchyfolge aus (IM, o) konvergiert in (IM, o).

Hieraus ergibt sich sofort, dafl IR, R", C vollstdndige metrische Rdume sind und Q
unvollstandig ist.
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