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Kapitel 9
Integralrechnung für Funktionen einer Veränderlichen

9.2 Das bestimmte (Riemann-) Integral

Definition. (Zerlegung) 9/2/1

z ist eine Zerlegung (oder Partition) von I
=
Df z ist eine endliche Folge (a0, . . . , an+1) von reellen Zahlen a0, . . . , an+1, so daß

a := a0 < a1 < · · · < an+1 = b.

Die Elemente a0, . . . , an+1 heißen dann Unterteilungspunkte von z, 9/2/2

Ii := [ai, ai+1] bezeichne das i-te Teilintervall bezüglich z, und
d(z) := max{ai+1 − ai : i = 0, . . . , n} heißt Maximaldistanz (oder Norm, Feinheitsmaß,. . . )
von z.

Definition. (Untersumme, Obersumme) 9/2/3

Sei f in I definiert und beschränkt.

(1) Sf (z) heißt Untersumme von f in I bei der Zerlegung z

=
Df Sf (z) :=

n∑
i=0

(ai+1 − ai) · inf
x∈Ii

f(x).

(2) Sf (z) heißt Obersumme von f in I bei der Zerlegung z

=
Df

Sf (z) :=
n∑
i=0

(ai+1 − ai) · sup
x∈Ii

f(x).

Definition. (Verfeinerung) 9/2/5

Es seien z und z′ Zerlegungen von I.
z′ ist eine Verfeinerung von z

=
Df Alle Unterteilungspunkte von z sind auch Unterteilungspunkte von z′.

Satz 9.5 Es sei f in I = [a, b] definiert und beschränkt und z, z′, z1, z2 seien belie- 9/2/6

bige Zerlegungen von I. Dann gilt :

(1) Sf (z) ≤ Sf (z).

(2) (b− a) · inf
x∈I

f(x) ≤ Sf (z) und Sf (z) ≤ (b− a) · sup
x∈I

f(x).

(3) Ist z′ eine Verfeinerung von z, dann gilt Sf (z) ≤ Sf (z
′) ≤ Sf (z

′) ≤ Sf (z).

(4) Es ist stets Sf (z1) ≤ Sf (z2).
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