Wolter/Dahn: Analysis Individuell (¢)Springer 2000

Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Definition.

> a; konvergiert (gegen a) 5 (S,) konvergiert (gegen a).

1=0

(Konvergenz von Reihen)

Bez.: lim S, =a= Zai.

=0

a heiit dann Wert oder Limes der Reihe.

Bemerkung. Z a; ist doppeldeutig, es bezeichnet die Folge der Partialsummen von

(a,) und den Wert der Reihe, falls sie konvergiert. Dies wird im praktischen Umgang

o0

1=0

aber nicht zu Verwechslungen fiihren.

Definition.

(Divergenz von Reihen)

Zai ist divergent = Zai ist nicht konvergent.

Beispiel. (Geometrische Reihe)

Df

Sei |a|] <1 und a # 0.

Dann konvergiert Zai gegen

=0

1

Beweis. Fir S,=14+a+---+a" ist

Sp(1l—a)=(14-+a")(1—=a)=1+---4+a"—(a+---

=1 _an-i-l

Hieraus erhalt man

g =1

+1

1—a""

l1—a

Damit ist der Wert der n-ten Partialsumme berechnet.

Wegen lima

n+1

(vgl. Beispiel 2 in Kapitel 3, vor dem Satz 3.2)

Also

lim S,

n—oo

© .
St
=0

= lim

n—oo

1
1—a’

1 — an—l—l

1

1—a

T 1—-a

: Jingo(l —a"th =
—_———
=1

i L (3 a' heiBlt geometrische Reihe).

1

1—a’

+ an+1>

= (0 erhilt man aus den Eigenschaften konvergenter Folgen
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Satz 4.1 Zai konvergiert gegen a gdw fir jedes € > 0 ein ng existiert, so daf
fir jedes m > mng gilt: |S, —al| <e.

Beweis. Trivial; die Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition einer Reihe und
der Konvergenz von Folgen.  [J

Satz 4.2 (Cauchysches Konvergenzkriterium fiir Reihen)
Zai i1st konvergent gdw fiir jedes € > 0 ein ng existiert, so daf fiir jedes m, n > ng
gilt: |Sy — Sl <e.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir
Folgen. a

Korollar 1. Zai konvergiert gdw fir jedes € >0 ein ng existiert, so dafs
fir jedes n > ng und fir jedes k> 1 gilt: |apg1 + -+ an| < e.

Beweis. Sei m =n + k (in Satz 4.2). Dann gilt:
|Sm — Su|l = a1+ -+ an+ani1 + -+ apsp — (a1 + -+ an)|

= ’an+1+“'+an+k’ < E.

Hieraus folgt die Behauptung. a

Korollar 2. Wenn Z a; konvergiert, dann ist lim a; = 0.

71— 00

Beweis. Setzt man in dem vorhergehenden Korollar k£ = 1, dann ist |a,41| < e fiir
jedes n > ng. Damit gilt a,,; — 0, also a; — 0. a

Korollar 3. Ist (a;) keine Nullfolge, so ist Y _a; divergent.

Beweis. Kontraposition von Korollar 2! g
Beispiel. » (—1)" ist nicht konvergent, da ((—1)”) keine Nullfolge ist.
n=0

Definition. (absolute Konvergenz)
> a; ist absolut konvergent = > |as| ist konvergent.
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Satz 4.3 FEine absolut konvergente Reihe ist konvergent. 4/1/16

Beweis. Sei Y _|a;| konvergent und & > 0. 4/1/17
Dann existiert nach Korollar 1 ein ng, so daf fiir jedes n>ny und k> 1:
‘|an+1| +- 4 |an+k|‘ < e. Also

\anﬂ + -+ &nJrk‘ S |an+1| +---+ ’&nJrk‘ < E.

Folglich ist auch Z a; konvergent. [

Bemerkung. Wenn Z a; konvergiert, dann muf Z la;| noch nicht konvergent sein.  4/1/18

(Der Beweis hierzu erfolgt spiter.)

Satz 4.4 FEs seien Zai, Zbi konvergent und a, b € R. 4/1/19
Dann ist Z(a-ai + b-b;) konvergent und Z(a-ai +b-b;) =a- Zai +b- Zbi'

Beweis. Sei S/, = Zai, Sl = Zbi und S, = Z(CL‘CM +b-b;). 4/1/20
i=0 i=0 i=0
Dann ist S, = a-S,, +b-S”. Aus den Eigenschaften fiir konvergente Folgen (Satz 3.10)

erhélt man sofort die Behauptung. [

Satz 4.5 Zai st konvergent gdw fiir jedes k > 1 gilt: Zai 15t konvergent 4/1/21
i=0 i=k
0 k—1 [e%S)
(und es st Zai = Zai —i—Zai).
i=0 i=0 i=k

Beweis. Der Beweis ergibt sich sofort aus den Eigenschaften fiir konvergente Folgen. 4/1/22
Man benutzt fir n > k:

S,=ay+-+a,=ayp+ - +ap_1+ap+---+a,.

=c =5

Wir wissen schon, dafl (.S,,) konvergiert gdw (S!) konvergiert und da lim S, = ¢+ 1lim S),.
Hieraus folgt die Behauptung. a

Bemerkung. Ein Anfangsstiick einer Reihe ist also ohne Belang fiir das Konvergenz-  4/1/23
verhalten der Reihe, wohl aber fiir den Wert der Reihe (falls Konvergenz vorliegt).

Definition. (alternierende Reihe) 4/1/24
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Zai heifit alternierend
= a; 70 und a; <0 gdw a;4, > 0 fiir jedes i

(oder aber a;-a;41 <0 fir jedes ).

Beispiele.

D) 111
2T lTatyTaE
D e A R By

Satz 4.6 (Leibniz—Kriterium)
Ist Zai alternierend und lima; =0 und (|a;|)izo,1,2,.. monoton fallend,

dann ist Zai konvergent.

Beweis. Es sei 0.B.d.A. @y > 0 (anderenfalls betrachten wir ag + Zai und a; > 0).
i=1

Weiterhin sei |a;| = a; (> 0). Dannist lima; =0 und » a; =Y (—1)"- .
Folglich gilt:
St = Sl = [(=1)™ asr + -4+ (1) -

k

= (_1)n+1(04n+1 — Op42 + Op43 — Opya -+ (_1) 7lan+k)‘

= (=D ani1 = Gnga + Qnss = g oo+ (=1 o

—_——
=1

= | Qp1 — Qo+ Qi3 — Qg -+ - + (—1)k_1Qn+k‘ = (*)

In Abhéngigkeit von k ist die Anzahl der Summanden «; in (x) gerade bzw. ungera-
de. Nach Voraussetzung ist die Folge (a;) monoton fallend, also a1 — a0 >0, ...
Ist k gerade, dann kann man die Summanden in (%) paarweise zusammenfassen, und
es ist

(3%) = (Qng1 — Qng2) + (g3 — pga) + -+ - + (k-1 — Anyr) > 0.

Ist k£ ungerade, dann bleibt bei der paarweisen Zusammenfassung o, ibrig, aber
ay st offensichtlich nicht negativ. Folglich ist auch in diesem Fall (xx) > 0.
Andererseits ist
(k%) = ang1 — (Qng2 — Qpyz) — - — ( ) < anyr
—_— ——

——
>0 >0
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Insgesamt gilt also
0 < (%) < a1 und damit  |Syip — S| = |%)] < @y

Sei ¢ > 0. Wegen «a, — 0 gibt es ein ng, so dafl fiir jedes n > ng:
1Snsk — Sul < anp1 <e. = (Sn) =D a; ist konvergent. [

Satz 4.7 Se: Zai eine Rethe mit a; > 0 fir jedes 1. 4/1/28
Dann gilt: Zai 15t konvergent gdw die Folge der Partialsummen beschrdnkt ist.

o0

Beweis. Es sei S, = Zai. Zum Beweis benutzen wir Satz 3.8 (monotone Folgen sind  4/1/29
i=0

konvergent gdw sie beschrinkt sind).

(—) D a; ist konvergent = (S,) konvergent = (S,) beschrénkt.

(«—) Wegen a; > 0 fiir jedes i, ist (S,) monoton wachsend. Ist auflerdem (S,)
beschrénkt, so ist (S,) =Y a; konvergent. [

Beispiele.
1. (Anwendung des Leibniz-Kriteriums) 4/1/30/1
. - _ 1\ . 1 _ — _1\n—1, l :
Behauptung: z_%( 1) s Z_:l( 1) st konvergent.
1= e ———r’ n=
Offenbar ist Zan alternierend, a, — 0 und |a,| = %H monoton fallend, folglich
ist die betrachtete Reihe konvergent.
- o~y 1
Sei a=)» (1) o Ml ap=1>a>0

n=0
(vgl. Beweis zu Satz 4.6; mit dem spéteren Korollar zu Satz 7.11 143t sich leicht zeigen, dafi a = In 2).
2. (Die Glieder einer Reihe diirfen nicht beliebig ,,umsortiert* werden.) 4/1/30/2

Wir betrachten die Reihe aus Beispiel 1 und nehmen an, dafl man die Glieder einer Reihe
beliebig umsortieren darf, ohne das Konvergenzverhalten zu verdndern. Dann gilt:

:%—F%—l—%—{—---—?—z—g—--- (umsortiert)

_ 1,1 1 .. i1 1. 1r 1., 1 _1_ 1_ .. -

=1ttt T3t 1 1T 271§ (0 addiert)
=0

1, r 11 1, +r 1+, . _1_1 1 1 1_ 1_ | -

=1taftgtitstgt 5724 46 6 (umsortiert)



1, r. r, r, 1, 1, 1 1 1 1 1 1°
1T 3 a5 e T T T1I T 27871756
:%—%—F%—%-i-%—%:l:---zo 'A/’ (umsortiert und addiert)

3. % ist nicht konvergent. (Harmonische Reihe)

n=1
Diese Reihe dient gleichzeitig als Beispiel dafiir, dafl eine konvergente Reihe nicht absolut
konvergent sein muf. (vgl. Beispiel 1.)

Essei S,=1+ % + -+ % Wir betrachten jetzt die 2"-te Partialsumme
SRS ST
Son =145+ + o
und bilden
_ 1 1 T S
Syt =S = gmg Y T T
(jeder dieser 2" Summanden ist grofer oder gleich 5:tr)
>2". 2n1+1 = % fiir beliebiges n.
Dann gilt:

Sgn - SQO - SQO + SQI — 521 + e + SQn—l — Sgn—l + Sgn

:SQU +521_S20+522—SQI+"'+SH_S2H—1
~— —_—

2 2

N
=
=

>1+n- %
Die Teilfolge (Sy:) von (S,) ist also unbeschriankt, und somit ist (S,) = Z% nicht

konvergent.

Da (S,) monoton wichst, ist Z% bestimmt divergent gegen +oc.

4. Ist ) a; alternierend und a; — 0 aber (|a;|) nicht monoton fallend, dann muf
i=0
Z a; nicht konvergent sein.
. %7 falls ¢ ungerade und 7 =2n + 1,
Sei a; =< "t} . .
—5m, falls i gerade und i = 2n.

Also
o~ _ 1 1 _1_ .1_1_.1_1_1
ga,— wti ity @ty T T
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Wir betrachten Som+1 = ag + -+ + agm+1.

Summiert man in dieser endlichen Summe die a; mit ungeradem Index i, so erhilt
man

l—l-%—i-%-'—i-i-‘ +2Lm >14+m- % (vgl. Beispiel 3.)
Die Summe der a; mit geradem Indes ergibt
1 1 1 1 1\0 1\t 1\2™\ _
T0 Tl T2 T 22 —((§)+(§)+ +(3) )—
2m+1
11— (%) 1\2m+1 _ _
B = —2(1 — (5) ) > —2 (vgl. geometrische Reihe)
2
(denn fiir ¢ =2m*! =2pn ist n=2m, also 2% = 22%)

Damit erhalten wir insgesamt

S2M+1:1+%+%+" +2Lm — (1+(%)1+<%>2+...+(%)2m>
> <

1+ 2
>14+9-2>F —1 ——o0

Folglich ist (S2-) eine unbeschrinkte Teilfolge von (S,) und somit »_a; nicht kon-
vergent.

9. Beispiel dafiir, wie der junge Leibniz 1672 in Paris — er sollte dort seine ,, Rechenkiinste“ unter Beweis
stellen — mit falschen Hilfsmitteln den richtigen Wert einer Reihe berechnet hat (vgl. WuBing, H. und
Wolfgang Arnold. Biographien bedeutender Mathematiker, Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin,
1975, S. 212).

1,1 1 1

. . . 1 B T S
Gegeben ist die Reihe A=1+54+ 5+ 75+ 15+ iy

Man berechne den Wert der Reihe.
Ansatz von Leibniz:
Sei B=1+%4+1414.. (harmonische Reihe; nicht konvergent!) und

4+

2 3 4
1A 7+1+i+i+ Dann ist (nach Leibniz):
6 20 ‘ '
Lg = L,1,1 1,1, 1,1
B-1+3A = 3+3+7+% +(2+6+ S+ )

1
2
D D) ()

_1 1 —1
=32 =3 =1

Folglich ist

B—l—i—%A:B und damit A = 2.
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Erstaunlicherweise stimmt der Wert. Die Methoden sind aber fehlerhaft, da mit divergenten Reihen so
umgegangen wurde, als wéren sie konvergent.

Es soll jetzt noch eine exakte Losung gegeben werden.
Es ist (nach Gaufl 1777 — 1855)

_nn+1) 1 _ 2
Folglich ist
-2 . 2 4 2 2
Se=1a T3t 3 at T ami
_ 1 o1, 1 1
=2 (1-2*2-3*3-4+ +n(n+1))'
' 1 _1_
Es ist R4l " T also
_ I 1,1 1,1 1.1 1
Sn =2 (1 22733 * n+1>
—— —— —_———
0 0 0
_ _ 1
Also
1
Zl+ T2
=0
Definition. (Minorante, Majorante) 4/1/31

Es seien Za,-, Z b; Reihen mit nicht-negativen Gliedern.
Z a; heifit Minorante von Z b; und gleichzeitig heifit Z b; Majorante von Z a;

5 a; < b; fiir alle 1.

Satz 4.8 (Majorantenkriterium) 4/1/32
E's seien Zau Zbi Reihen mit nicht-negativen Gliedern, und es sei Zbi eine Ma-
jorante von Zai. Dann gilt:

(1) Ist > b; konvergent, so ist auch Y _a; konvergent.
(2) Ist > a; divergent, so ist auch »_b; divergent.
Beweis. (1). Nach Voraussetzung gilt 0 < a; < b; fiir alle 7. Folglich ist 4/1/33
0<S,=ap++a, <8, =byg+ -+ by.

Da (S,) monoton wichst, geniigt zu zeigen, dafi (S,) beschrankt ist.
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Nach Voraussetzung ist (S!) konvergent, also auch beschrénkt. Folglich ist auch (S,)
beschrénkt.

(2) Kontraposition von (1). [

Bemerkung. In Satz 4.8 geniigt es vorauszusetzen, dafi 0 < a; < b; fiir fast alle ¢
gilt.

Satz 4.9 (Wurzelkriterium)
Es sei (a;) eine beliebige Folge. Dann gilt:

(1) Emistiert ein ¢ mit 0 < q <1, so daf fir jedes i gilt: \/|a;| <gq,

dann st Z a; absolut konvergent.

(2) Ist \/|a;| > 1 fir alle i, dannist »_ a; divergent.

Beweis. (1). Essei 0<g¢g<1 und /|a;] <q = |ai| < ¢

o0

> ¢' ist eine konvergente Majorante von »  |a;| (geometrische Reihe). Folglich ist Y |a;|
i=0

(nach dem Majorantenkriterium) konvergent, und damit ist Z a; absolut konvergent.

(2). Sei y/|a;] > 1. Dann ist |a;] > 1 und daher (a;) keine Nullfolge. Folglich ist
Zai divergent. [

Bemerkung. Fiir die Anwendung des Wurzelkriteriums geniigt es, dafi /|a;| < ¢ < 1
fiir fast alle i. (Offenbar folgt aus \/|a;| < ¢ <1 sofort limy/|a;| < 1.)
Ist andererseits (a;) beschrinkt und lim/|a;| :=c < 1, soist \/|a;| < c+ 1 5 € fiir
—_———
=q<1

fast alle ¢; folglich ist Zai absolut konvergent.

Ist also lim y}

a;| <1, soist Zai absolut konvergent.
Analog erhélt man: Wenn +/|a;| > 1 fiir fast alle 4, so ist Zai divergent.

Achtung: Fiir die Konvergenz von Zai reicht es noch nicht, daB stets 1/]a;| <1
(bzw. lim/|a;| = 1) ist;

MR | o 1o
z.B. fir a; == ist \/: <1, denn =<1 (bzw. hml. 1). Aber Zz ist nicht

7 1

konvergent.

Wenn lim /|a;| existiert, dann ist offenbar lim v
nur mit dem Limes.

a;| = lim \/|a;|, und man rechnet
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Satz 4.10 (Quotientenkriterium) 4/1/38
Es sei a; # 0 fir jedes i. Dann gilt:

(1) Existiert ein q¢ mit 0 < q <1, so daf fir jedes i gilt: ai—fl <q,
dann ist Zai absolut konvergent.
(2) Ist ai—fl > 1 fir jedes i, dann ist »_a; divergent.
Beweis. (1). Sei % < ¢. Dann ist |a;11] < q-|a;| fiir alle i, folglich gilt 4/1/39
;| < q-aimi] <@ laia| < -0 < ¢ - aol.

Damit ist » |ao| - ¢' = |ao| - >_¢" eine konvergente Majorante von »_|a;|, folglich ist
Z a; absolut konvergent.

(2). Sei jetzt % >1 fir alle 4. Dann ist |a;41| > |a;| > -+ > |ag| und |ag| >0

7

(nach Voraussetzung). Folglich ist (a;) keine Nullfolge und damit Z a; divergent.  [J

Bemerkung. Fiir die Anwendung des Quotientenkriteriums geniigt es, dafl 4/1/40
ai—fl < ¢ <1 fir fast alle i.

(A
Qjq1

Ahnlich wie beim Wurzelkriterium folgt aus Iim < 1 die absolute Konvergenz

von Z Q;.

)

Ist andererseits lim dit1 > 1, dann ist Zai divergent.
i
Beispiele. 4/1/41
. > a™ a\m
1. Sei Zm, a # 0, also an:(ﬁ> .
n=1

Hier bietet sich das Wurzelkriterium an. Es ist

Vlan|™ = §J %’n:’%‘ <g<l

fiir fast alle n; z.B. ¢ = % leistet das Verlangte.

Benutzt man fiir dasselbe Beispiel das Quotientenkriterium, dann wird die Berechnung
komplizierter. Es ist (vgl. auch Beispiel 3/1/35)

an+1
W an+1 ) n n ‘ 1 - ) 1 ] 1 L
< ] a” (n—i-l) n+1_’a| (1+l)" n—i—l'_(*)'
n 1
Wir wissen schon, daf3 (1 + l) > 2, also T\ < %, folglich ist
n (1+1)
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11 ) T
(%) <al - 5 mri < g <1 fir fast alle n (z.B. fur ¢ = 2).
. . . > a”

2. Wir betrachten die Reihe nz:% o @ £ 0. 4/1/42
Hier bietet sich das Quotientenkriterium an, denn

an+1

(n+1)! a" ! n! 1

f— . p— - —_— <
ar i R e A e i

fiir fast alle n und z.B. ¢ = %

Dasselbe Beispiel wird mit dem Wurzelkriterium komplizierter.

Die Beispiele 1 und 2 zeigen, dafl die untersuchten Reihen fiir alle fixierten Elemente
a € R konvergieren.

[e.9]

3. Wir betrachten jetzt die Reihe Z % und zeigen, daf} diese Reihe fiir gewisse Werte  4/1/43
n=1
a € R konvergiert und fiir andere Werte divergiert.

Es sei zunéchst |a| < 1, a # 0. Wir benutzen das Quotientenkriterium. Fir ¢ = |a|
und fiir fast alle n gilt

an+1
‘"ﬁ‘=|a|'#15q<1'
n

Ist |a| =1, so erhélt man fiir @ =1 die harmonische Reihe (diese ist divergent) und fiir
a = —1 eine konvergente alternierende Reihe.

Esseinun |a| > 1. Dann ist (%n) keine Nullfolge, und somit Z % nicht konvergent.

o0
4. Wir betrachten Z % 4/1/44
n=1
Die Konvergenz dieser Reihe kann man weder mit dem Wurzel- noch mit dem Quotien-
tenkriterium nachweisen (bitte ausprobieren!). Fiir eine geeignete konvergente Majorante

konnte man das Majorantenkriterium heranziehen.

1 oo
Es ist 1) < n(n1+ 0 und die Reihe ; m ist konvergent. Denn
1 11
nn+1) n n+1l —
k k
_ 1 _ 1 1 T |
Sk_nz:;n(n—i—l) _;(n n—l—l) =l
o0
Folglich ist Si — 1, und somit ist Z eine konvergente Majorante von
—nn+1)

73



i 1
n:l( +_1)2
Aus i i =1+ i # erhalt man die Behauptun
n=1 n2 B n=1 (n + 1)n P g

5. Wir betrachten jetzt ein Beispiel fiir eine Reihe, bei der das Quotientenkriterium  4/1/45
versagt (das Wurzelkriterium liefle sich anwenden).

Es sei

o~ _ 1 1.1,1 . 1
;an—2+1+8+4+32+16

B+ 0+ @+ )+ @ ()
|

+ .=

n+1
%) . falls n gerade ist,

Folglich ist a,, = n—1
& { (%) ,  sonst.

Dann gilt fiir alle geraden n: a, = (%) , Qpt1

an+1

)n und folglich = 2.

n

)+ (B (D) i

1
Die Reihe ist aber konvergent, denn es ist Sy = (—) 5 5

- (1)’”2
# <2

Fiir beliebige k ist (Sk) monoton wachsend und beschrankt, also auch konvergent.

gerade k£ und damit S =
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