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Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.1 Operationen fiir Funktionen

Definition. (monoton, streng monoton) 5/1/11
Essei f: R—R, MCR und M C D(f).

(1) f ist monoton wachsend (bzw. monoton fallend) in M

5 Fiir jedes x1, 2o € M gilt: Wenn w1 < 29, so f(z1) < f(2)
(baw. f(a1) > [(as)).

(2) f ist streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend) in M

= Fiir jedes x1, xo € M gilt: Wenn z; < 25, so f(x;) < f(z2)

" baw. f(z1) > fla)).

Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.2 Das bestimmte (Riemann-) Integral

Definition. (Untersumme, Obersumme) 9/2/3

Sei f in [ definiert und beschrénkt.
(1) Sy(3) heiBt Untersumme von f in I bei der Zerlegung 3

n

b Sr(3) = (ain —ai) - inf f(x).

i=0
(2) Sy(3) heiBt Obersumme von f in I bei der Zerlegung 3

n

5 Sr() =2 (a1 —a;)-sup f(x).

i=0 zel;

9.3 Integrierbarkeitskriterien

Satz 9.8 (Riemannsches Integrierbarkeitskriterium) 9/3/1

Sei f in I =la,b] definiert und beschrinkt. Dann gilt: f st in I integrierbar gdw
fiir jedes € >0 eine Zerlegung 3 wvon I ewistiert, so dafi Sy(3) —S;(3) <e.

9.4 Einige Klassen integrierbarer Funktionen

Satz 9.12 Ist f in I definiert und monoton, dann ist f in I integrierbar. 9/4/4

Beweis. (mit Hilfe des Riemann-Kriteriums) Sei & > 0. Wir beweisen den Satz fiir mo-
noton wachsendes f, fiir monoton fallende Funktionen erfolgt der Beweis analog.

Essei 3 = (ag,...,a,41) mit a; =a+ Z;ﬁ -1. Dann ist offenbar a;, 1 —a; = Z;Jr‘{ Die
Teilintervalle I; = [a;,a;+1] sind also alle gleich lang. Da f monoton wichst, ist



inf f(z) = f(a;) und sup f(z) = f(a1).
zel; z€el;
Folglich gilt

n

50 =50 = foen —e)-(p )= pf 1))

B = flait1) = flai)
= z;? ) Z (f(aHl) - f(ai>)
i=0

= z;% : (f(%ﬂ) - f(ao))

(b—a)(f(b) — f(a))
n+1
< ¢, falls n hinreichend grof§ gewéhlt wird.

Damit ist gezeigt, dal f in [ integrierbar ist.  [J
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