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Kapitel 10
Ausblicke auf die Integralrechnung für Funktionen mit mehre-
ren Veränderlichen

10.1 Doppelintegrale

Satz 10.4 Es sei B ein über [a, b] x-einfacher bzw. über [c, d] y-einfacher Bereich, 10/1/22

B ⊆ D := [a, b]× [c, d], und f(x, y) sei in B definiert und stetig. Dann ist f ? in D
integrierbar, und es ist∫∫

D

f ?(x, y) dxdy =

b∫
a

( d∫
c

f ?(x, y) dy
)
dx bzw.

∫∫
D

f ?(x, y) dxdy =

d∫
c

( b∫
a

f ?(x, y) dx
)
dy.

Satz 10.5 (iterierte Integrale über einfachen Bereichen) 10/1/26

(1) Es sei B := {(x, y) : a ≤ x ≤ b und ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x)} ein x-einfacher Bereich
und f(x, y) sei in B stetig. Dann ist (f(x, y) in B integrierbar und)∫∫
B

f(x, y) dxdy =

b∫
a

( ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y) dy
)
dx .

(2) Es sei B1 := {(x, y) : ϕ1(y) ≤ x ≤ ψ1(y) und c ≤ y ≤ d} ein y-einfacher Bereich
und f(x, y) sei in B1 stetig. Dann ist (f(x, y) in B1 integrierbar und)∫∫
B1

f(x, y) dxdy =

d∫
c

( ψ1(y)∫
ϕ1(y)

f(x, y) dx
)
dy .

Beweis. (1). Es sei D := [a, b]× [c, d], B ⊆ D und 10/1/27

f ?(x, y) =


0, für c ≤ y < ϕ(x),

f(x, y), für ϕ(x) ≤ y ≤ ψ(x),
0, für ψ(x) < y ≤ d.

Für jedes fixierte x ∈ [a, b] gilt dann

b∫
a

f ?(x, y) dy =

ψ(x)∫
ϕ(x)

f ?(x, y) dy.

Daraus erhält man (mit Hilfe von Satz 10.4)∫∫
B

f(x, y) dxdy =
∫∫
D

f ?(x, y) dxdy



=

b∫
a

( d∫
c

f ?(x, y) dy
)
dx

=

b∫
a

( ψ(x)∫
ϕ(x)

f(x, y) dy
)
dx.

(2) wird analog bewiesen.
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