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Kapitel 1
Grundbegriffe der Mengenlehre und der Logik

Die wichtigste Beweismethode fiir Aussagen iiber natiirliche Zahlen ist die wvollstindige
Induktion. Sie beruht auf dem

Induktionsaxiom:
Es sei E eine Eigenschaft fiir natiirliche Zahlen n. Dann gilt

E(0) AYn(E(n) — E(n+1)) — YmE(m).

Um die Aussage VmFE(m) zu beweisen, geniigt es:

1. E(0) zu zeigen (Anfangsschritt) und

2. ‘v’n(E(n) — E(n+ 1)) nachzuweisen (Induktionsschritt).

Bei der Eigenschaft 2. betrachtet man ein beliebiges n € N und zeigt:
Wenn E(n), so E(n+1).

E(n) heiBt Induktionsvoraussetzung, E(n+ 1) Induktionsbehauptung.

Eigentlich miifite beim Induktionsschritt eine Fallunterscheidung durchgefiihrt werden:
Fall (a): E(n) ist falsch.

Dann ist die Implikation E(n) — E(n+ 1) aber trivialerweise richtig. Daher 148t man
diesen Fall im Induktionsbeweis in der Regel weg und betrachtet nur noch

Fall (b): E(n) ist richtig.
Unter dieser Voraussetzung ist dann die Giiltigkeit von FE(n + 1) zu zeigen.

Achtung: Haiufig findet man bei ,, Anfingern® die folgende falsche Formulierung im
Induktionsschritt:
,Fir beliebiges n wird vorausgesetzt, da F(n) schon gilt.“

Wer dies so formuliert, hat die Behauptung bereits vorausgesetzt.

Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Beispiel. (Geometrische Reihe)
Sei |a] <1 und a # 0.

(Z a’ heifit geometrische Reihe).

: i 1 .
Dann konvergiert Za gegen

i=0
Beweis. Fiir S, =14+a+---+4a" ist

Sp(l—a)=0+-4a)Y(l—a)=1+---+a"—(a+---+a"™
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=1-a""

Hieraus erhalt man

g _1_an+1

" 1—-a
Damit ist der Wert der n-ten Partialsumme berechnet.
Wegen lima™™ =0 erhélt man aus den Eigenschaften konvergenter Folgen
(vgl. Beispiel 2 in Kapitel 3, vor dem Satz 3.2)

: e =@t 1 ooty 1
S =l S s d) =
| ——
=1

Also

— i 1

Sai= L

i=0 1—a
Satz 4.4 FEs seien Zai, Zbi konvergent und a, b € R. 4/1/19

Dann ist Z(CL'CM + b-b;) konvergent und Z(a-ai +b-b;) =a- Zai +b- Zbi'

Satz 4.8 (Majorantenkriterium) 4/1/32
Es seien Zai, Zbi Reihen mat nicht-negativen Gliedern, und es sei Zb’i etmne Ma-
jorante von Zai. Dann gilt:

(1) Ist > b; konvergent, so ist auch Y _a; konvergent.
(2) Ist Y a; divergent, so ist auch » b; divergent.

Satz 4.10 (Quotientenkriterium) 4/1/38
Es sei a; # 0 fir jedes i. Dann gilt:

(1) Emistiert ein ¢ mit 0 < q <1, so dafs fir jedes i gilt: —aifl <q

Y

dann ist Z a; absolut konvergent.

(2) Ist ai—fl > 1 fir jedes i, dann ist Y _a; divergent.
Ubungsaufgaben
15. (a) Essei R,:= Y @ und Gl < g <1 fiir i > n
i=n+1 i
Beweisen Sie, dal |R,| < flCLn+1| ist.
-9
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(b) Unter Benutzung von e* = x_' (r € R) berechne man e®! auf 4 Stellen

i—0 v
genau, d.h.,
> 0.1° 1
R,| = —| < —
[ ol ‘Zzn;l 7! 104
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Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.3 Elementare Funktionen

[e o]

Bez.: f(x):=exp(z) = %l 5/3/18
n=0 "

f(z) = exp(x) heiflt Ezponentialfunktion.

Definition. Fiir 2 € R sei e* 5; exp(z). 5/3/22
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