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Kapitel 2
Reelle Zahlen

2.2 Rechnen mit reellen Zahlen

Satz 2.2 Fir alle reellen Zahlen a,b,c gilt: 2/2/3
(0) 0<1.
(1) nicht(a < a). (Irreflexivitit)
(2) Wenn a<b und b<c, so a<ec. ( Transitivitit)
(3) Fir jedes a,b gilt: a <b oder a=1>b oder b< a. (Konnezitit)

Bemerkung. Die Eigenschaften (1) — (3) sind die Aziome fir die irreflezive Ordnung.
(3") Es gilt genau eine der drei Beziehungen: a <b, a =0, b < a.  (Trichotomie)
(4) Wenn a<b, so a+c<b+ec. (Monotonie der Addition)
(5) Wenn a<b und ¢>0, so a-c<b-c,

Wenn a <b und ¢<0, so a-c>b-c.
(6) Wenn a<b und c¢<d, so a+c<b+d.

Ist zusdtzlich a < b oder ¢ <d, soist a+c<b-+d.
(7) Esygilt: a<b <= —b< —a.
(8) Wenn 0<a und 0<b, so 0<a-b,

Wenn 0<a und b<0, so a-b<0,
Wenn a <0 und b<0, so 0<a-b.

(9) Wenn 0<a, so O<%,

Wenn a <0, so %<0.

(10) Wenn 0<a<b, so 0<%<%,
Wenn a <0<b, so %<O<l,
Wenn a <b<0, so %<%<0.
(11) Wenn 0 < a, dann gibt es natirliche Zahlen m und n, so daff 0 <a <m und
0<Lt<a
n
(12) Wenn a <b, so a<a_2{_b<b.

2.3 Mengen von reellen Zahlen

Definition. (Grenze) 2/3/2



Sei M CR und M # 0.
(1) Sei M nach oben beschréankt. a ist obere Grenze von M

S; a ist die kleinste obere Schranke von M.
Bez.: a =sup M (Supremum von M).

(2) Sei M nach unten beschréankt. a ist untere Grenze von M

5; a ist die grofite untere Schranke von M.

Bez.: a=inf M (Infimum von M).

Definition. (Mazimum, Minimum) 2/3/8
Sei M CR und M # 0.
(1) M besitzt ein Mazimum
S; Es existiert ein a € M, sodafl x <a fir jedes z € M.
Bez.: a =maxM (a heit Maximum von M).
(2) M besitzt ein Minimum
=, [Es existiert ein a € M, sodafl a <z fiir jedes z € M.

Bez.: a=min M (a heiit Minimum von M).

Ubungsaufgaben

15. Zu folgenden Mengen gebe man (im Falle der Existenz) Minimum, Maximum, Infimum
und Supremum an!

(a) M ={x : sinz = 0},
(b) M ={z : 2€Q und z* < cos0},
(¢) M ={y : esgibtein z mit cosz <y},
(d) M ={x : 2%+ 10z + 24 < 0},
)

() M ={y : esgibtein z mit (z,y) € A}, wobei
A={(z,y) : > -1 und y > 2zx}.
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