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Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.2 Reelle Zahlen als Grenzwerte von Folgen
rationaler Zahlen

Definition. (gleichmdifsige Konvergenz)

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert in M gleichmdfig gegen f
5; Fir jedes € > 0 existiert ein ng, so daf fiir jedes n > ny und fiir alle x € M

gilt: |fu(z) — f(z)] < e.

Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.2 Stetigkeit

Definition. (Stetigkeit)

f ist an der Stelle a (oder kurz in @) stetig

5 a € D(f) und fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0, so daB fiir jedes x € D(f)
gilt: Wenn |z —a| <4, so |f(x)— f(a)] <e.
(d.h., fiir jede e-Umgebung von f(a) gibt es eine §-Umgebung von a, so dal f(Us) C Ue).

5.4 Stetigkeit der Grenzfunktion bei Folgen und Reihen von
Funktionen

Satz 5.21 (Stetigkeit der Grenzfunktion)

Set M CR, (f,) einein M definierte Funktionenfolge, und alle f, seien in a bzw.
i ganz M stetig.

(1) Konvergiert (f,) in M gleichmdfig gegen f, dann ist f in a bzw. in M
stetig.

(2) Konvergiert an m M gleichmafig gegen f, dann ist f in a bzw. in M
stetig.

Beweis. (1). Sei ¢ > 0. Nach Definition der gleichméfiigen Konvergenz existiert ein
ng, so daf fiir jedes n > ng und fiir jedes x € M gilt:

fule) = f@)] < 5.

Wegen der Stetigkeit von f, existiert ein 9, > 0, so daf} fiir jedes z € M gilt:
Wenn |z —a| < d,, so |fu(z) — f(a)] < %

Fir |r —a| <6, und n > ng erhdlt man daraus:
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[f(z) = fla)] < |f(z) = ful@)|+ | fn(z) = fnla)|+]|fnla) = fla)] <e.

=(x)<§ = (%) <5 = (k) <

(%), (x5 %) < S folgen aus der gleichméBigen Konvergenz und (xx) < £ aus der Stetigkeit der fn-)

(2) folgt sofort aus (1), denn mit fo,..., f, ist auch F,:=> f; stetig. [
i=0
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