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Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Definition. (Konvergenz von Reihen)

e}
> a; konvergiert (gegen a) 5 (S,) konvergiert (gegen a).
i=0

Bez.: lim S, =a = Zai.
i=0
a heif3t dann Wert oder Limes der Reihe.

Satz 4.6  (Leibniz—Kriterium)
Ist Zai alternierend und lima; =0 und (|a;|)iz01,2... monoton fallend,

dann ist Zai konvergent.

Beispiele.

3.3 % ist nicht konvergent. (Harmonische Reihe)
n=1
Diese Reihe dient gleichzeitig als Beispiel dafiir, daf} eine konvergente Reihe nicht absolut
konvergent sein muf. (vgl. Beispiel 1.)
1 1

Essei S,=1+ 3 4+t e Wir betrachten jetzt die 2"-te Partialsumme
BRSNS S
Sp=1+5++ 5%
und bilden
G = 1 1 TR S
Soret =S = gi g Tgm g ot g
(jeder dieser 2" Summanden ist grofer oder gleich 57tr)
> 2" 2n1+1 :% fiir beliebiges n.
Dann gilt:

SQTL — SQO - SQO + 521 — 521 + e + S2n—1 — S2n—1 + SQTL

= S90 + 591 — S90 + S92 — So1 + -+ + Son — Son—1
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Die Teilfolge (S5:) von (S,) ist also unbeschriankt, und somit ist (S,) = Z% nicht
konvergent.

Da (S,) monoton wichst, ist Z% bestimmt divergent gegen +oc.

Satz 4.8 (Majorantenkriterium) 4/1/32
Es seien Zai, Zbi Reihen mat nicht-negativen Gliedern, und es sei Zbi etne Ma-
jorante von Zai. Dann gilt:

(1) Ist Y_b; konvergent, so ist auch »_ a; konvergent.

(2) Ist Y a; divergent, so ist auch » b; divergent.

Satz 4.10 (Quotientenkriterium) 4/1/38
Es sei a; # 0 fir jedes i. Dann gilt:
Q41

(1) Emistiert ein q mit 0 < q <1, so dafs fir jedes i gilt: <q

)
(2

dann ist Z a; absolut konvergent.
Qi+1

(2) Ist > 1 fiir jedes i, dann ist Zai divergent.

(2

Ubungsaufgaben

23. Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und formulieren Sie das

jeweils benutzte Konvergenzkriterium:
= 2n+3
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