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Kapitel 2
Reelle Zahlen

2.2 Rechnen mit reellen Zahlen

Satz 2.7 (Dreiecksungleichungen)
Fiir alle a,b € R gilt:

(1) Ja+b] <o + o]
2) |lal = [bl| < la —b.

Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.1 Konvergenz von Folgen

Definition. (Konvergenz)
Sei (a,) eine Folge und a € R.
(ay) ist konvergent gegen a

= Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein ng, so daf fiir jedes n >ngy gilt: |a, —a| <e.
In diesem Falle heifit a Grenzwert oder Limes von (ay,).

Bez.: a = lim a, oder a =1lima, oder auch einfach

n—oo

a, ——a oder a, — a.
n—oo

Definition. (Beschrinktheit bei Folgen)
Sei (a,) eine Folge von reellen Zahlen.

(1) (a,) ist nach oben (bzw. nach unten) beschrankt

= Es existiert ein ¢ € R, soda a, <c¢ (bzw. ¢ <a,) fiir jedes n.

(2) (an) ist beschrdankt

= (an) ist nach oben und nach unten beschrénkt.

Satz 3.4 Jede beschrdnkte Folge besitzt wenigstens einen Hdaufungspunkt.

Satz 3.6 Ist a ein Héiufungspunkt der Folge (a,), dann existiert eine Teilfolge von
(ay), die gegen a konvergiert.

Korollar. Jede beschrinkte Folge enthdlt eine konvergente Teilfolge.

2/2/22

3/1/0

3/1/11

3/1/17

3/1/23

3/1/25



Satz 3.9 (Cauchysches Konvergenzkriterium) 3/1/37
FEine Folge (a,) ist konvergent (in R) gdw

fiir jedes € >0 ein ng existiert, so daf$ fir jedes m, n > ng gilt: |a, —a,| <e.

Beweis. (—) Sei (a,) konvergent, a, — a.
Nach Definition existiert fiir € > 0 ein ng, so daf§ fir n > ny stets gilt: |a, —a| < %.
Folglich ist

lay, — am| = |a, —a+a—ap| <la, —al+|a—an| <e fur m, n > n.
1> €
<2 <3

(«—) Wir zeigen zunichst, dal (a,) beschrénkt ist.

Es sei ¢ =1. Dann existiert ein ng, so dal |a, —an,| <1 fir jedes m, n > ny.
Fir m = ng ist insbesondere |a, — a,,| < 1.

Wir wéhlen d = max{|a; — an,| : 1 =0,...,n0— 1}.

Dann gilt fiir beliebige n
|| < |an — Ang + Al < |n — Qg | + |ang| < 1+ d+ |an,| :== c.

Folglich ist (a,) beschréankt. Damit besitzt (a,) einen Hiufungspunkt a und eine

konvergierende Teilfolge (a,,) mit a,, — a. (Korollar zu Satz 3.6; Satz 3.4)
1—00
Nach Definition gilt dann:

Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein mg, so daB fiir jedes n; > mq gilt: |a,, —a| < £.

2
Nach Voraussetzung existiert ein my,, so dafB fiir jedes m, n > my gilt: |a, — a,| < %
Fiir n, n; > mg, my gilt dann

la, — al <lan, — an,| + |an, — al <e.
—_—— ———

g
< <t

N|m

Also a, — a. a
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