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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.5 Mittelwertsitze der Integralrechnung

Satz 9.19 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) 9/5/14

Ist f in [a,b] stetig und F eine Stammfunktion von f in [a,b], dann ist
b

/ fla)de = F(b) — F(a).

9.6 Volumen von Rotationskérpern

Wir wenden uns jetzt der Bestimmung des Volumens eines sogenannten Rotationskdrpers 9/6/0
zu. Zunéchst soll aber definiert werden, was unter einem solchen Korper zu verstehen

ist.

Dazu sei I = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall mit a < b und sei f eine in [
definierte und integrierbare Funktion, die in dem Intervall nicht negativ wird. Dann
bestimmt die Punktmenge

M:={(z,y):a<z<b 0<y< f(z)}
bekanntlich eine Fliche. Lat man nun diese Flache um die x-Achse rotieren, dann
entsteht eine Rotationsfigur oder ein Rotationskédrper (vgl. Abb. 9.13).

Wir interessieren uns nun fiir die Frage, ob man diesem Rotationskorper in ,, verniinfti-
ger* Weise ein Volumen zuschreiben kann, und wie man gegebenenfalls dieses Volumen
definieren und berechnen kénnte.
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im R® eine Rotationsfigur.

Das Problem ist aufgeworfen, wir versuchen es zu lésen.

Dazu sei 3 = (ag,...,an41) eine Zerlegung von I. Parallele Ebenen im R®, die zur
x-Achse senkrecht stehen und durch die jeweiligen Zerlegungspunkte auf der z-Achse
gehen, schneiden aus der Rotationsfigur Kreisscheiben heraus. Das angendherte Volu-
men der Kreisscheibe, die durch die Zerlegungspunkte a; und a;,; bestimmt wird, kann
durch einen geeigneten Kreiszylinder angegeben werden. Dazu sei §; € [a;, a;41] belie-
big. Dann ist durch (a;y1 — a;)- f%(&) - © das Volumen des entsprechenden Zylinders
mit der Héhe h = a;41 —a; und dem Radius f(&;) gegeben. &; ist eine Zwischenstelle
in [a;, ai41] (vel. Abb. 9.8). Entsprechend dieser Uberlegung ist durch

V= Z(ai+1 —a;)- fA(&) -7
=0

das angenédherte Volumen der gesamten Rotationsfigur bestimmt. Diese Summe ist of-
fensichtlich eine Zwischensumme der Funktion - f?(x) bei der Zerlegung 3 und dem
Zwischenstellensystem 7 = (&, ...,&,). Nach Voraussetzung ist f in [ integrierbar,
folglich ist auch 7 f? in I integrierbar.
Betrachtet man jetzt eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge (3,) von [ und eine Folge
(1,) von zugehorigen Zwischenstellensystemen, dann existiert Lim S o (3,,7,), und

b
der Limes ist gleich dem Integral / 7 f*(x) dx.

Daher definiert man das Volumen V' der Punktmenge M wie folgt:
b

b
V = lim Syp2Gy. 1) = /7rf2(x) dx:ﬂ/fQ(x) d.
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(3). Esseijetzt [ =[1,2] und f, g seienin I definierte Funktionen, so daf§ f(z) =«
und g(x) = 1.
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Wir lassen die durch f und ¢ bestimmte Fliche um die x-Achse rotieren und bestim-

men das Volumen des entsprechenden Rotationskorpers.
2 2

V= W/(fQ(:c) ~ Pz))dr = n/(ﬁ ~1)do = n(32* —a)|, = 4.
1 1

Als Spezialfall erhélt man das Volumen eines Kegels mit der Hohe h und dem Radius

r. Hierfiir ist namlich f(z) =% -2 und I =10,h]. Also
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