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Kapitel 2
Reelle Zahlen

2.1 Eigenschaften der reellen Zahlen — Axiome

Zunéchst betrachten wir ein geeignetes Aziomensystem der reellen Zahlen, das in vier
Gruppen unterteilt ist. Dazu sei IR eine Menge (Menge der reellen Zahlen). In R sind zwei
2-stellige Operationen 4+ und - und eine 2-stellige Relation < definiert, so daf} gilt:

I

R ist ein Kérper (d.h.,in R gelten folgende 10 Eigenschaften:)

(1)
(2)
(3)

r+y+z)=(x+y)+z,
r+y=y+a,
Es existiert ein Element 0 in R, so daf fiir jedes x € R gilt: * +0 = =.

Bemerkung. Aus (2) und (3) folgt sofort, daf es genau ein solches Element 0 in R gibt.
Denn sind 07,05 FElemente mit dieser Eigenschaft, dann gilt:

01 =014+ 03 =09 + 07 = 09.
Fiir jedes x € R existiert ein y € R, so dafl =+ y = 0.

Bemerkung. Aus (1) — (4) folgt, daB es fiir jedes = € R genauein y € R gibt mit x+y = 0.

Wir zeigen, dafl y durch « tatséchlich eindeutig bestimmt ist.

Dazu sei x gegeben.

Angenommen, es gibt Elemente y,z, soda z+y =0 und z+ z = 0. Dann gilt:
y=y+0=y+(@x+2)=y+a)+z=(+y)+2=0+2=24+0=2z.

Dieses durch z eindeutig bestimmte y wird mit y := —x bezeichnet.

Die Eigenschaften (1) — (4) sind die Axiome fiir eine (additive) abelsche Gruppe.

r-(y-2)=(r-y)- 2
rT-y=y-,
Es existiert ein Element 1 in IR, so daf} fiir jedes z € R gilt: -1 =x.

Bemerkung. Analog wie bei (3) gibt es genau ein solches Element 1. Denn wiren 11,15
Elemente mit dieser Eigenschaft, dann gilt:
1, =115 =15-1; = 1s.

Fiir jedes * € R mit x # 0 existiert ein y € R mit z-y = 1.

Bemerkung. Analog wie zu (4) zeigt man, dal y durch z eindeutig bestimmt ist; der
Beweis bleibt als Ubungsaufgabe.

1

Dieses durch z eindeutig bestimmte y wird mit y:=az~ :% bezeichnet.

r(y+z)=z-y+x-z.

Bemerkung. Aus den obigen Axiomen erhilt man: z-0=0 fiir jedes =z € R.
Esist a=2-1=2-(1+0)=g-1+2-0=2x+ z-0. Nach den Axiomen (2) und (3) gibt es

=z
genau ein Element 0, so dafl =z 4+ 0. Da auch z =2+ -0 ist, mufl dann « -0 dieses

Element 0 sein.
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(10) 0 # 1.

II. R ist ein geordneter Korper
(d.h., in R gelten zusétzlich die folgenden 5 Eigenschaften:)

1
2

2/1/2

Wenn <y und y <z, so x <z ( Transitivitit

(1) )
(2) Wenn <y und y <z, so xz=y. (Antisymmetrie)
(3) Fiir jedes x,y € R gilt: x <y oder y < z. (Linearitit)
(4) Wenn z <y, so t+2<y+ z. (Monotonie der Addition)
(5) Wenn 0 <z und 0<y, so 0<zx-y.

Bemerkung. Aus (3) folgt sofort die Reflexivitit, d.h. fiir jedes z gilt: = < x.
Die Eigenschaften (1) — (3) sind die Aziome der reflexiven Ordnung.
(4) kénnte auch abgeschwicht werden zu

(4) Wenn 0<z und 0<y, so 0<z+y.

Es 148t sich leicht nachweisen, dal =z <y <= 0<y—z.

Wie iiblich ist y > x eine andere Schreibweise fiir = < y.

III. R ist ein archimedisch geordneter Korper

(d.h.,in R gilt zusétzlich das archimedische Aziom)

2/1/3

Fiir jedes z,y7 € R mit 0 < x, y gibt es eine natiirliche Zahl n, sodal y < n-x,
(wobei z <y 5 <y und z#y).

Dies bedeutet, dafl durch endlich-oft-maliges Addieren einer positiven reellen Zahl zu
sich selbst schliellich jede reelle Zahl iibertroffen werden kann.

0 = 2 3 y nz

Bevor das letzte Axiom fiir die reellen Zahlen formuliert werden kann, bendétigen wir

noch einige Definitionen und Bezeichnungen.

Definition. Es seien a,b € R und a <b. 2/1/4

[a,b] 5 {re€R:a<z<b},
) 5 1r€R:a<x<b},
: 5 {zeR :a<az b}

0]
a,b) 5 {reR:a<z<b}

b
la,b

(
(

Q

Bez.: [a,b] heiit abgeschlossenes Intervall von a bis b;
[a,b) und (a,b] sind halboffene Intervalle,
und (a,b) heiBt offenes Intervall von a bis b.
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IV. R geniigt dem Intervallschachtelungsaxiom:

Es sei ([an, bn]) B eine Folge von abgeschlossenen Intervallen in R, so daf fiir

jede natiirliche Zahl n gilt: a, < apy1 < by < b,. Dann gibt es ein ¢ € R, so dafl
a, < c < b,, firjede natiirliche Zahl n.

Anschauliche Deutung des Axioms: Wie die Intervalle auch beschaffen sind, sie kénnen sich nicht

auf eine ,,Liicke zusammenziehen“; sie schachteln stets wenigstens eine reelle Zahl ein.

[ - IV konnen als Axiome fiir die reellen Zahlen aufgefafit werden. Nur diese Eigenschaf-
ten von reellen Zahlen werden bei spateren Beweisen wirklich benutzt.

Definiert man die reellen Zahlen (mit einer der bekannten Methoden) aus der Menge der
rationalen Zahlen, dann werden die Eigenschaften I — IV natiirlich beweisbare Sétze.
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