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Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

7.1 Ableitung

Beispiele.

5. Essei f(x)=¢".

Behauptung: f/'(z) =e® fiir alle = € R.
Sei a € R und z # a. Dann ist

f(x)—f(a):em—ea:ea.ex_“—lzea'eh—l
r—a T —a T —a h

=1.
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Diese Reihe ist fiir alle h € R absolut konvergent. Nach dem Lemma zum Identitatssatz
fiir Potenzreihen (Kapitel 4, 4/5/7/2 ) sind Potenzreihen in ihrem Mittelpunkt stetig.
Der Mittelpunkt ist hier 0, folglich gilt fiir jede Folge h, — 0
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6. Essei f(x)=sinz.
Behauptung: f/'(z) = cosz.
Sei a € R und z # a. Dann ist

f(z) — f(a) :sinw—sina:zsm%'cos%ﬂ

r—a r—a T —a
$+a_51n%_ r+a sinh . T —a
cos =, =, = Cos T A fir h:= 5
Fir x — a gilt h — 0 und umgekehrt.
cos ist stetig, folglich ist 21:1_% cos L —5 @ — cos & jZL 4 — cosa.
g.z.z.: lim sinh _ 1.
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Es ist
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Analog wie im 5. Beispiel ist diese Potenzreihe ebenfalls in ihrem Mittelpunkt 0 stetig.
Folglich ist

. sinh _ . - 1\ h2n .
lim A _’lblir‘l);::o( 1) —!—1.

(2n+1)
Also

. sinz —sina
lim == 22
T=a T —a

= cosa = sin’ a.

7.3 Anwendungen der Differentialrechnung;
Grenzwerte fiir Quotienten von Funktionen

Satz 7.12 (Regel von de I’Hospital fiir ,,% “) 7/3/0
Voraussetzung:

(1) Sei a <b und seien f, g in (a,b) differenzierbar und in a (rechtsseitig)

stetig.

(2) Sei f(a)=g(a)=0 und ¢'(x) #0 fir jedes x € (a,b).

Behauptung:
/ /!

Existiert  lim f, (x), dann ezistiert lim m, und es ist  lim flz) = lim f,(x).

e g'(@) e 9(2) e 9(@) (@)
Bemerkung. 7/3/6
(1) Der Beweis lé8t sich nicht unmittelbar auf den Fall 8 “ guriickfithren, denn diffe-
renziert man in (é) / (%) Zéhler und Nenner, dann kommen in der jeweiligen Ableitung

% bzw. ¢* vor, und iiber das Grenzverhalten des entsprechenden Quotienten dieser
Funktionen weil man nicht Bescheid.

(2) Satz 7.12 und die Korollare 1 und 2 kénnen analog auf die folgenden Fille {ibertragen
werden:

limy f(x) = lim g(x) = 0,

z<a rz<a

lim f(z) = lim g(z) = 0,

r—a r—a

lim f(zx)= lim g(z) =0,

r——00 r——00
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lim f(x) = lim g(x) = $o0,
z<a z<a

lim f(x) = lim g(z) = +o0,

r—a r—a

lim f(x) = lim g(z) = £o0,

r—00 T—00

lim f(z)= lim g(z) = to0.

r——00 r——00

/
(3) Héufig 1aBt sich der Grenzwert lim f, (j) leichter bestimmen als  lim %

Daher sind die oben angegebenen Regeln oft sehr hilfreich bei der Berechnung solcher
Limites.

(4) Einen Ausdruck der Form ,,0-00“ kann man in eine der Formen % “ oder ,, =*
tiberfithren.
Denn wenn  lim f(z) =0 und C}in.l“g(x) =00, S0 ist
g(@) f(@)
falls diese Limites existieren.
(5) Ausdriicke der Form ,,0°% [ 00 und ,, 1°°“ lassen sich auf die vorhergehenden

Félle zuriickfithren, indem man die Definition der Potenzfunktion mit Hilfe des natiirli-
chen Logarithmus ausnutzt:

F(2)96) — 9@ I@),

Wenn  f(z) \,0, so Inf(z)— —oo,
wenn f(x) — oo, so Inf(z)— oo,
wenn f(x) — 1, so Inf(z)— 0.

Man versucht zunichst, den Grenzwert des Exponenten in  e/®™ /() 7y bestimmen.
Mit diesem Wert erhélt man dann wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion den
Grenzwert von f(x)9®).

. s
Bemerkung. Die Grenzwerte liII(l) % und lir% % lieen sich auch mit Hilfe der
xr— r—

Regeln von de I’'Hospital bestimmen, aber um sinz bzw. e® iiberhaupt differenzieren
zu kénnen, bendtigt man zuvor schon diese Limites.

Kurvendiskussion

Bei der Kurvendiskussion geht es darum, mit Hilfe der Differentialrechnung wichtige In-
formationen iiber eine Funktion zu erhalten, die einerseits besonders interessante Stellen
und andererseits den globalen Verlauf der entsprechenden Kurve betreffen.
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Hierzu sollte man zunéachst den Definitionsbereich bestimmen und die Nullstellen der
Funktion berechnen (falls dies moglich ist).

(a) Monotonie
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