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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.2 Das bestimmte (Riemann-) Integral

Definition. (Verfeinerung) 9/2/5
Es seien 3 und 3’ Zerlegungen von I.
3 ist eine Verfeinerung von 3

= Alle Unterteilungspunkte von 3 sind auch Unterteilungspunkte von 3'.

Satz 9.7 Sei f in I ={a,b] definiert und beschrinkt und (3,) eine ausgezeichnete 9/2/16
Zerlegungsfolge von I. Dann gilt:

V—00

(1) Jim 8;(,) = [ flw)de.

V—00

b
(2) Jim 5,6,) = [ flw)de.
b
(3) Ist f in I integrierbar, dann sind die Limites in (1) und (2) gleich /f(x) dx.
9.3 Integrierbarkeitskriterien

Satz 9.8 (Riemannsches Integrierbarkeitskriterium) 9/3/1

Sei f in I =[a,b] definiert und beschrankt. Dann gilt: f st in I integrierbar gdw
fiir jedes € >0 eine Zerlegung 3 von I ewistiert, so daf S;(3) — S;(3) <e.

9.4 Einige Klassen integrierbarer Funktionen

Satz 9.14 Ist f in [a,b] integrierbar und a < c <b, dann ist f in [a,c] undin 9/4/10
[c,b] integrierbar, und es ist

/bf(x)dx—/cf(x)dx—i—/bf(x)d:c,

Beweis. Essei ¢ >0. Nach dem Riemannkriterium existiert eine Zerlegung
3 = (ao,...,an41) von [a,b], sodaB Sf(3) —Ss(3) <e. O.B.dA. sei ¢ ein Unter-
teilungspunkt von 3 (anderenfalls betrachtet man die Verfeinerung von 3, die durch
Hinzunahme des Punktes ¢ entsteht). Sei ¢ = a; und seien 3, = (ap,...,a;) und

30 = (ag,...,an41). Dann sind 3, 3, Zerlegungen von [a,c| bzw. von [c,b]. Damit

erhélt man



S1(3) = Sy(3) = Sr(a1) +55(32) — Sp(31) — Sp(32) <
und damit auch
Sp(3:) — Sy(3) <e fiur i=1,2.

Folglich ist f in [a,c] und in [e,b] integrierbar.

Es sei nun (3,) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge von [a,b], und in jeder Zerlegung
3, komme c als Unterteilungspunkt vor. Weiterhin seien 3,, und j3,, analog aus
3, gebildet, wie 3; und 3, aus 3. Dann sind 3,, und j,, Zerlegungen von |[a,c]
bzw. von [c,b]. Mit Hilfe von Satz 9.7 erhilt man schlielich

V—00

/b f@)de = _/ f(x)de = lim 5,(,)

= lim (ﬁf(ﬁyl) +§f(3v2)>

V—00

= lim S;(5,1) + lim S;(3,2)

= /Cf(a:)d:c—i—/bf(:c)d:c

= /Cf(x)dx—{—/bf@)d:v. ]
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