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Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

7.1 Ableitung

Der Begriff der Ableitung (oder des Differentialquotienten) ist aus geometrisch-physikalischen
Fragestellungen entstanden, insbesondere aus dem Tangentenproblem und dem Ge-
schwindigkeitsproblem.

Tangentenproblem

Gegeben ist eine ebene Kurve und ein Punkt auf dieser Kurve.
Gesucht ist die Gleichung der Tangente (falls existent) an der Kurve in diesem Punkt (vgl.
Abb. 7.1).

Abb. 7.1 Die Abbildung zeigt,
wie sich der Anstieg der Sekante
durch die Punkte Py = (a, f(a))
und P = (z, f(z)) fir 2 — a
verdndert.

Im Grenzfall erhédlt man die Tan-

gente an der Kurve im Punkt Fj.

Im einfachsten Fall sei die Kurve mit Hilfe der Funktion y = f(x) gegeben. Dann ist
der Anstieg der Sekante durch die Punkte F,, P als Quotient

y—b _ flz)— fla)

r—a T —a

definiert.

Wenn P — F, (dh. z — a), dann ,dreht* sich die Sekante und nimmt ,,im Grenzfall“
die Lage der ,, Tangente® ein (falls die Eigenschaften der Funktion ,hinreichend gutartig® sind).

Geschwindigkeitsproblem

Ein Massepunkt bewege sich (mit variabler Geschwindigkeit) entlang einer gegebenen Bahn.
Gesucht ist die ,,Augenblicksgeschwindigkeit® des Punktes zu einem bestimmten Zeit-
punkt .

Die Durchschnittsgeschwindigkeit © zwischen zwei Bahnpunkten berechnet sich als
Quotient der zuriickgelegten Strecke s und der dazu bendtigten Zeit t:

7/1/0



p=S5=S0_ Qs
t—t, At
wobei As die zuriickgelegte Strecke und At die gemessene Zeitdifferenz bedeuten.

Durch Verkleinerung der Meflstrecke ndhert man sich der sog. Augenblicksgeschwindig-
keit an, die fiir t — to entsteht.

Mathematisch gesehen ergibt sich in beiden Féllen das gleiche Problem, ndmlich den
Grenzwert eines bestimmten Quotienten auszuwerten. Die Mathematik abstrahierte von
den konkreten Problemen und entwickelte hierzu eine leistungsfahige Theorie, die Dif-
ferentialrechnung.

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur Funktionen f:R — IR.

Definition. (Differenzenquotient)

Sei f in einer Umgebung U(a) definiert.
f(z) = f(a)

Die Funktion ¢(z) := P

mit z € U(a) und = # a heifit Differenzenquoti-
entvon f in a.

Bez. Fir y= f(z) und b= f(a) sei
Ay:= f(z)— fla)=y—>b und Az:=z—a:=h.

Dann ist
ow) = LI v b Ly
flat+Azx) - f(a) _ flat+h) = f(a)
Ax N h = v(h)

Definition. (Differenzierbarkeit, Ableitung, Differentialquotient)

f ist an der Stelle a (oder kurz in a) differenzierbar

= f ist in einer Umgebung U(a) definiert, und es existiert glcliré W.

Der Limes heif3t (falls er existiert) erste Ableitung oder Differentialquotient von f in a.

Bez. f'(a) = L (a).

Definition. Sei M CR, M # 0 und f differenzierbar in jedem Punkt a € M.
f' ist die 1. Ableitung von f in M
= f' ist einein M definierte Funktion, und fiir jedes a € M ist f'(a) die

1. Ableitung von f an der Stelle a,

(d.h., fiir jedes a € M ist f'(a) = lim M)

r—a xr—a
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Definition. (rechtsseitige bzw. linksseitige Differenzierbarkeit) 7/1/5
f ist in a rechtsseitig bzw. linksseitig differenzierbar
= Es gibt eine Umgebung U(a), so daB8 f in U(a) N{z:2 >a} bzw.in

U(a)N{z: 2z <a} definiert ist, und es existiert

o S =) )~ f()
Z;Z r —a 2;3 r—a

Die Limites heiflen (falls sie existieren) rechtsseitige bzw. linksseitige Ableitung der Funk-
tion f.

7/1/6
Y /1/
|
Abb. 7.2 Die dargestellte Funk-
tion besitzt an der Stelle a eine
fla)fommmmmme s linksseitige und eine rechtsseitige
Ableitung. Da diese beiden Ab-
leitungen jedoch voneinander ver-
schieden sind, ist die Funktion in
a nicht differenzierbar.
-
Bemerkung. Sei f:IR — IR eine Funktion.
Wenn an der durch f gegebenen Kurve eine Tangente im Punkt (a, f(a)) existiert
(dies wird der Fall sein, wenn f in a differenzierbar ist), dann ist der Anstieg der Tangente
an der Stelle a durch f’(a) gegeben.
Wir wollen jetzt die Gleichung der Tangente bestimmen. Zunéchst gehen wir von der
Geradengleichung y :=t(x) = ¢-x + d aus und berechnen ¢ und d.
Der Anstieg der Tangente ist durch ¢ = f’(a) gegeben. Die Tangente soll durch den
Punkt (a, f(a)) verlaufen. Folglich ist
t(a)=f(a) - at+d=f(a) =
d=f(a)= f(a) a =
() = f'a) -2+ f(0) = £(a) -0 = f(@) + f'la) @ — ).
Definition. (Tangente) 7/1/7

Es sei f in a differenzierbar.

Die durch die Gleichung #(x) = f(a) + f'(a)(x —a) bestimmte Gerade heiit Tangente
von f an der Stelle a (oder im Punkt (a, f(a))), und die entsprechende Gleichung
heifit auch Gleichung der Tangente. (vgl. Abb. 7.1)

Beispiele.
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1. f(z)=rc

Man iiberlegt sich leicht, dal f fiir jedes a € R differenzierbar und f'(a) =0 ist.

2. f(x)==x.
Der Differenzenquotient an einer beliebigen Stelle a € R ist
_f@)—fla) _z-a_
o) = rT—a _x—a_l

Folglich ist f'(a) =1 fiir jedes a € R.

3. f(z) =2*
Behauptung: f/(z) = 2z fiir jedes z € R.
Sei a € R und z # a. Dann gilt

fl)=fla) _2>—a® _(z—a)(x+a)

= =r+a — 2a.

r —a r—a r —a r—a

Folglich ist

f'(a) = lim fl@) = fla) _ 2a.

r—a T —a

Die Gleichung der Tangente berechnet sich wie folgt:
t(x) = f(a) + f'(a)(x — a) = a® + 2a(x — a) = 2azx — a*.
Speziell fiir a =1 ergibt sich dann

y=1t(r) =22 —1 (vgl. Abb. 7.3)

(0, 1)
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Abb. 7.3 Die Tangente an der
Funktion f(z) = z? im Punkt
(1,1) hat den Anstieg 2;
schneidet die y-Achse im Punkt
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) $2, flir « >0
4. Essei f(x) :{’x\ fir x <0.

Yy
[

Abb. 7.4 Die Funktion hat an der
Stelle x = 0 eine sog. Ecke, sie ist

dort nicht differenzierbar.

Behauptung: f ist in a = 0 nicht differenzierbar.
Angenommen, es existiert
f(x)

lim M = lim —~,

x—0 x—0 z—0 T

dann liefert (f(xn)) fir jede Nullfolge (z,,) mit x, # 0 den gleichen Grenzwert.

n

(a) Es gelte zunédchst x, >0 und z, — 0.

n

Dann ist f(z,) = 22> und damit =z, — 0.
(b) Es gelte jetzt z, <0 und z, — 0.

Dann ist f(x,) = |z,| und damit f(;n) Lol —1. 'A/.,

n x’l’l

Offenbar existieren rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert des Differenzenquotienten,

aber beide sind verschieden.

5. Essei f(x)=e¢".
Behauptung: f'(z) =e” fir alle z € R.
Sei a € R und z # a. Dann ist

— T a r—a h
f(x) f(a):e_e :ea-u:ea~g’ fur h::x_a
Tr—a Tr—a r—a h
et —1
.2.7.: }IZILI(I) 7 = 1.
Es ist
eh_l n n—1

>
=
NE
2=
I
NE
>
S
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Diese Reihe ist fiir alle h € R absolut konvergent. Nach dem Lemma zum Identitatssatz
fiir Potenzreihen (Kapitel 4, 4/5/7/2 ) sind Potenzreihen in ihrem Mittelpunkt stetig.

Der Mittelpunkt ist hier 0, folglich gilt fiir jede Folge h, — 0

g(h)ZihT”H:i it 1
v — n! = (n+1)! vooe
Also
el —1
== =L

6. Essei f(x)=sinuz.
Behauptung: f/'(z) = cosz.
Sei a € R und x # a. Dann ist

f(x)_f(a):sinx—sinaZQ.Sin%‘COSxTH:
r —a r — a xr—a
z+a SW5Y oz 4a sinh _T—a
€os = e = 008 T n fir h:= 5
Fir x — a gilt h — 0 und umgekehrt.
cos ist stetig, folglich ist 21:1_r>r31 cosz_ga :cosa;a = cosa.
. . Sinh
.2.7.: }ILILI(I) A = 1.
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Es ist

o0

sinh _ 1 e bt TV
o 2 g~ 2 g

Analog wie im 5. Beispiel ist diese Potenzreihe ebenfalls in ihrem Mittelpunkt 0 stetig.
Folglich ist

. Sinh_ . = _ 1\ . h2n _
W R _}zli%;( RN CTES )

Also

. sinz —sina
lim >—==—2=2
Ta T —a

= cosa = sin’ a.

Bemerkung. Bei der Definition der Differenzierbarkeit sind wir vom Differenzenquo-
tienten ausgegangen und haben dessen Limes gebildet. Dieses Herangehen funktioniert
in R recht gut, es 148t sich so aber nicht auf Funktionen mehrerer Verédnderlicher iiber-
tragen, da z.B. in R"™ eine solche Division nicht erklart ist. Daher werden wir jetzt
eine gleichwertige Definition der Differenzierbarkeit aufstellen, die sich auch auf Funk-
tionen mehrerer Verdnderlicher iibertragen 148t. Hierbei wird gleichzeitig das ,, Wesen
der Differenzierbarkeit“ herausgearbeitet.

Sei f:R— R und a € R.
Ist f in a differenzierbar, dann existiert bekanntlich der Grenzwert:

Y

b= f(a) = lim L&) = /(@)

T—a T —a

folglich gibt es eine Funktion r(z): R — R, so daf§ r(z) ——0 und

f(x) = f(a)

r — a

f(@) = f@) +b-(x—a) +r(x) - (¢~ a).

Damit haben wir folgende Information:

=b+r(z) =

Ist f in a differenzierbar, dann gibt es eine reelle Zahl b und eine Funktion r mit
r(z) —— 0, so daB sich die Funktion f in einer Umgebung von a darstellen 148t in

r—a

der Form:

f(z) = f(a) +b(x — a) + r(x)(z — a).

Offenbar ist o(z) := r(x)(x — a) ebenfalls eine Funktion, so dafl

timy 20 = i " = ) =0

(In diesem Zusammenhang sagen wir auch, da o(z) mit = — a von hoherer als erster Ordnung

gegen null strebt.)
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Umgekehrt gelte nun folgendes:

Die Funktion f seiin einer Umgebung U(a) definiert, und es gebe eine Konstante b
und eine Funktion o(z) : R — R, so daB fiir alle z € U(a) gilt:

f(z) = f(a) + b(zx — a) + o(z), wobei lim ofx) _ 0.

v=a |z —al

Fir x # a gilt dann

f(@) = f(a) =b+r*(z), wobei r*(z):=

T —a r—a

Offenbar ist

lim r*(x) = 0.

r—a

Folglich existiert
i £ = F@

r—a T —a

d.h., f ist an der Stelle a differenzierbar und f’(a) = b. Hieraus ergibt sich sofort,
dafl das nach Voraussetzung existierende b schon eindeutig bestimmt ist.

Definition. (eine weitere Definition der Differenzierbarkeit)

f ist in a differenzierbar

= f ist in einer Umgebung U(a) definiert, und es gibt eine reelle Zahl b und

—— 0, so daB fiir jedes z € U(a)

eine Funktion o(x) : R — R mit
|z — a| z—a

gilt:  f(z) = f(a) +b(z —a) + o(z).

Bemerkung. Das Wesen dieser Definition besteht darin, dal wir die Funktion f als
lineare Funktion ¢(z) = f(a)+0b(x—a) plus einem Rest o(x) dargestellt haben, wobei

der Rest fiir ,kleine“ = — a selbst ,klein“ wird, dies bedeutet eben lll)l(ll !:EO(%)CH =0.

Hierfiir sagen wir auch:
Die Funktion f laft sich in U(a) linear approximieren.

Differenzierbarkeit einer Funktion f in a bedeutet also nichts anderes, als f in einer
Umgebung U(a) durch eine lineare Funktion hinreichend gut approximieren zu kénnen.
Das ist das Wesen der Differenzierbarkeit, und dies 148t sich auch auf Funktionen meh-
rerer Verdnderlicher iibertragen. Davon werden wir im néchsten Kapitel noch Gebrauch
machen. (vgl. auch Abb. 7.5)
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Abb. 7.5 Die Funktion wird in
einer hinreichend kleinen Umge-
bung von a durch die Tangen-
te linear approximiert. Der dabei
auftretende Fehler ist durch die
diinnen senkrechten Striche sym-

bolisiert.

Satz 7.1 Ist f in a differenzierbar, dann ist f in a stetig.
Beweis. g.z.z.: lim f(z) = f(a).
Fir = #a ist f(z) — f(a) = w-(:p—a).

Nach Voraussetzung ist lim flz) = f(a) = f'(a), folglich gilt

r—a r —a
timg =0 (0 ) = gy HEZ 0 imr =) = -0 =0

Damit erhalt man

lim (f(z) - f(a)) =0 = lim f(z) = f(a). O

r—a Tr—a

Bemerkung. Aus der Differenzierbarkeit folgt also die Stetigkeit; die Umkehrung gilt
im allgemeinen nicht. Eine differenzierbare Funktion, deren Ableitung stetig ist, heifit
stetig differenzierbar.

Satz 7.2 (Summenregel)

Sind f, g in a differenzierbar, dann st f+ g in a differenzierbar, und es ist
(f+9)(a) = f'(a) + ¢'(a) (oderkwz (f+g) =f +g).

Beweis. Es ist

(F+9)@) = (F+9)a) _ fe) = f@) 9@ =0(@) oy 0 o
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Satz 7.3 (Produktregel)

7/1/17
Sind f, g in a differenzierbar, dann st f-g in a differenzierbar, und es ist
(f-9)(a) = f'(a) - gla) + f(a) - g'(a) (oderkwz (f-g) =fg+fg').
Beweis. Es ist 7/1/18

(f-9)(z) = (f-9)a) _ f(z) g(z)— fla) g(a) _

T —a T —a

f(x) - g(x) — f(z) - g(a) + f(x) - g(a) — [(a) - g(a)

r—a

r—a r —a

xTr) — a xT) — a
fla) A Z0)  gy SO IO ). @)+ 9(@) - (). 0
IO e — /(@)
stetig . . 7 . . ’

differenzierbar differenzierbar

Satz 7.4 Ist [ in a differenzierbar und f(a) # 0, dann ist % in a differenzierbar, 7/1/19
/!
und es ist (l)/(a) __fl

! fa)
Beweis. Es ist 7/1/20
1() 1 11 f(a) — [f(z)
@) =30 T~ Fe  TFwf@
T —a - r—a = x—a
1 @) fla) o
f@)-fla) _x—a  «a  f*a)
le(a) — f'(a)
Korollar. (Quotientenregel) 7/1/21
Sind f, g in a differenzierbar und ist g(a) # 0, dann ist 5 i a differenzierbar,
, / "(a)-gla) — f(a)-d¢'(a !
und es ist (g) (a) = f'la) - o ;2((1{( )-g(a) <0der kurz (5) 7fg 19 )
Beweis. (mit Hilfe von Satz 7.4 und der Produktregel) 7/1/22
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Esist L(z)= f(z)- —, folglich gilt

9 g(x)’
AR (a)y _ f'(a) - g(a) = f(a) - ¢'(a)
(5) @ =1 () + 5@ (= ) =" Ty 7 2
Satz 7.5 (Kettenregel) 7/1/23

Ist g in a und f in g(a) differenzierbar, dann ist fog in a differenzierbar, und
esist (fog)(a)= f'(g(a)) g (a) (,éduBere Ableitung mal innere Ableitung*).

Beweis. Essei b = g(a), dannist f nach Voraussetzungin b differenzierbar. Folglich  7/1/24

existiert hn}, fly) = F0) = f'(b), und fiir y—b:=k ist IICILI(I) b+ k]z — f(0) = f'(b).

y— y—>b

Wir definieren jetzt eine fiir den Beweis niitzliche Hilfsfunktion:
LOENZI®) (), fiir k#£0
= k ’ )
v(k) { 0, fir k=0.
Dann ist ¢ in k=0 stetig, denn Il{irr(l) Y(k) =0=1(0).
Damit gilt fiir alle & in einer Umgebung U(0):
fo+k) = f(0) =k f(b)+ k- (k). (x)
Weiterhin sei = :=a+h und ¢(h) = gla+h)—
und damit ist ¢ in 0 stetig. Folglich gilt

(fog)x) = (fog)la) _ flg(z)) — flgla)) _ flgla+h))— f(g(a))

g(a). Dann ist Illir% w(h) =0=¢(0),

r—a r—a h
fle(h) +9(a)) — flg(a) _ (5%)
A :

Ersetzt man in (x) k& durch ¢(h), dann erhdlt man

oy = TOHE) = F0) k- )+ - ()

o o)+ £ (et

h h
Es ist
o(h) _gla+h)—g(a) )
h - h h—0 g (CL),

denn ¢ ist in a differenzierbar. Weiterhin sind ¢ und ¢ in 0 stetig, folglich gilt
lim ¢ (p(h)) = P (lim o (h)) = ¢(p(0)) = ¢(0) = 0.



Insgesamt erhilt man

i 2 9)(@) = (fog)(a)

r—a Tr —a

jim (P ) 4 P o)) =

h—0 h

{
|

Satz 7.6 (Ableitung der Umkehrfunktion) 7/1/25

Ist f in einer Umgebung U(a) wvon a stetig und streng monoton, und ist f in a
differenzierbar und f'(a) # 0, dann ist f=' in b:= f(a) differenzierbar, und es ist

“Lypy = 1
U0 =
Beweis. Nach Satz 5.8 ist f~! in einer Umgebung von b= f(a) stetig. Fiir z € U(a) 7/1/26
ist y=f(r) <= x=f"'(y); insbesondereist a = f~'(b). Dann gilt
) =710 @) - (@) a—a 1

y—>0 f(z) — f(a) T f(x) = fla)  fe-i@-

Wenn y — b, also f(z) — f(a), so gilt wegen der Stetigkeit von f~! in b= f(a)
fH(f(@) — f'(f(a), also z— a.

Es gilt auch umgekehrt: Wenn = — a, so y = f(z) — f(a) =0.
Also y —b <= x — a. Folglich existiert

f_l(y) — f_l(b) _ (Jc—l)/(b)7

%}LI}) y—>b

und es ist
-1 -1
—1y/ _ f (y) _ f (b) . 1 _ 1

(7)) = i —" = = lm @ ~ Jilg)
Beispiele.
1. Essei g(z) differenzierbar und f(z) = c- g(z). 7/1/27/1
Dann ist auch ¢- g(x) differenzierbar und (c-g(x)) = \c”_/f(x) +c-fl(x) =c- f'(x).

=0
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2. f(z) = cosz. Dann gilt 7/1/27/2
f(x) =cosz =sin(z + §) =sin(g(x)), fir g(z):=2+35 =
f'(z) = (cosx)" = sin’(g(x)) - ¢'(x) = cos(x + §) = —sinz.
ey
3. f(z)=Inz. 7/1/27/3
Inz ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion zur Basis e. Folglich gilt
y=Inz:=¢'(z) <= z=¢:=g()
und damit

Jl@)=(na) = (@) = g5 =@y =@ = ¢

4. f(z) = 2" 7/1/27/4
Esist f(z)=a" =e** —
f,(CU — (ex.lnx)/ — e;t-lnz . ([E . hll')/ _ l’x(lIl[L' + 1)

Definition. (hdohere Ableitungen) 7/1/28
Sei f in U(a) differenzierbar und f’ die 1. Ableitung von f in U(a).

f istin a zweimal differenzierbar

s [’ istin a differenzierbar;
f"(a) == (f")(a) heifit 2. Ableitung von f in a.

Induktiv definiert man n-mal differenzierbar und die n-te Ableitung von f in a.

Bez. [™(a) = 2L (@); fO(a) = f(a).

~ dan

Satz 7.7 Sind f und g in a n-mal differenzierbar, dann sind f+tg und f-g 7/1/29
in a n-mal differenzierbar, und es ist (f £¢)™(a) = f™(a) £ ¢™(a) und

n n ] »
0@ =3 (1)) a1

=0

Beweis. Ubungsaufgabe! (Man fithrt den Beweis leicht induktiv iiber n). [ 7/1/30

7.2 Mittelwertsitze; der Satz von Taylor

Satz 7.8 (Satz von Rolle) 7/2/0
Ist a <b und f in [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar und ist f(a) = f(b),
dann existiert ein ¢ € (a,b), so dafi f'(c) = 0.
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Beweis. 7/2/1

Abb. 7.6 An den Stellen ¢ und ¢’
besitzt die Funktion jeweils eine

waagerechte Tangente.

Fall 1. f ist konstant. Dann ist f’(¢) = 0 sogar fiir jedes ¢ € (a,b).
Fall 2. f ist nicht konstant.

Da f in [a,b] stetig ist, besitzt f dort ein Maximum und ein Minimum. Wenigstens
eins von beiden wird im Inneren des Intervalls angenommen, da sonst f konstant ist. Es
werde 0.B.d.A. das Minimum an einer Stelle ¢ € (a,b) angenommen, d.h., f(x) > f(c)
fir jedes z € [a, b)].

Behauptung: f'(c) = 0.

Nach Voraussetzung existiert

Lo f@) = 10

T—C r—=cC

= f'(o),

folglich existieren auch rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert des Differenzenquoti-
enten und beide sind gleich f(c).

flz) = f(o)

Fir x > ¢, also x —c >0, ist > (0 und somit

Es sei nun z < ¢. Folglich ist z — ¢ < 0, also W < (0 und damit

lim (2 = /(0) _ f'(c) <0.

T—cC xr — C

x<c

Insgesamt erhélt man

0<f(c)<0 = fl(¢)y=0. 0O
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Satz 7.9 (1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Ist a <b und f in [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar, dann gibt es ein

c € (a,b), so daf w = f'(c).

Beweis. (Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Satzes von Rolle.)

Abb. 7.7 An den Stellen ¢ und ¢
besitzt die Funktion Tangenten, die
parallel zur Sekante durch die Punk-
te (a, f(a)) und (b, f(b)) verlaufen.

Wir betrachten die folgende Hilfsfunktion, auf die wir den Satz von Rolle anwenden
werden:

o) = (o) - L=

(Von f wird eine lineare Funktion subtrahiert, die den gleichen Anstieg besitzt, wie die Sekante durch

die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)).)
Offenbar ist ¢ in [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar, und es gilt

g(a) = f(a) = g(b).

Fiir die Funktion ¢ existiert dann nach dem Satz von Rolle ein Element ¢ € (a,b), so

daf3
f(b) — f(a)
b—a

(x —a).

gc)=0=f(c) -

~—

—

Korollar. [Ist I ein Intervall in R, f in I differenzierbar, und ist f'(x) =0 fir
jedes x € I, dann ist f in I konstant.

Beweis. g.z.z.. Wenn xz, 2o € I, so f(z1) = f(x2).
Sei 0.B.d.A. x; < xy. Nach Voraussetzung ist f in [ differenzierbar, folglich ist f
auch in [z, xs] differenzierbar und stetig. Nach dem 1. Mittelwertsatz gibt es dann ein

so daB f(xQ) — f(lj) — f/(C).

¢ € (x1,x9), pp——

195

7/2/2

7/2/3

7/2/4

7/2/5



Wegen f'(¢) =0 ist f(z2) — f(z1) =0 und somit f(z1) = f(z2). O

Satz 7.10 (2. Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

Ist a <b und sind f und g in [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar und ist
(b) = fla) _ f'(c)

(b) —gla)  g'(c)
(Das bedeutet, dafl der Quotient des Anstiegs der Sekanten beider Funktionen in dem Intervall [a,d]

gleich dem Quotienten des Anstiegs der Tangenten an einer geeigneten Zwischenstelle ist.)

g (x) #0 firjedes x € (a,b), dann gibt es ein ¢ € (a,b), so dafs J;

Beweis. Esist g(b) # g(a); anderenfalls gébe es nach dem Satz von Rolle ein
c € (a,b), sodaBl ¢'(¢) =0 'A/'
Ahnlich wie im Beweis des 1. Mittelwertsatzes betrachten wir eine Hilfsfunktion
b) — f(a
p(o) 1= fa) - TH=I - (g() - gta).
Offensichtlich ist ¢ in [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar (denn f und g haben
diese Eigenschaften), und es ist

p(a) = fla) und

o) = 1) - TP (60) ~ gt@)) = 50) - (70) - £(@) = f1a).
Also ¢(a) = ¢(b). Folglich 1a8t sich auf ¢ der Satz von Rolle anwenden; d.h., es gibt
ein ¢ € (a,b) mit ¢'(c) =0.
Wir bilden die Ableitung von ¢ an der Stelle c:

£ =0= ) - =T g

g(b) — g(a)
f() = fla) _ f'(c)
g(b) —gla) g'(c)

—

Als eine wichtige Anwendung dieses Satzes erhélt man die sog. Taylorsche Formel.

Satz 7.11 (Satz von Taylor)

Sei I ein Intervall und a € I. Ist f in I (n+ 1)-mal differenzierbar, dann gibt es
fir jedes x € I ein 9 (=9(x)) mit 0 <9 <1, so daf

f@) = f@+ LD gy LD o Rw), wobe
_ S+ 0~ a) o
Ry (x) = CESH (x — ).

(Rn(a:) heifit Lagrange’sches Restglied, p(x) := Z
i=0
fO(x):= f(z), und f(z) = p(x)+ Ru(z) heiBt Taylorsche Formel.)

19 a)

T (z —a)" heiBt Taylorpolynom, wobei
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Beweis. Wir betrachten die folgende Hilfsfunktion 7/2/10
"(a ") (a n
o@) = (&) = pla) = F@) = fla) = LN @ ) o - L2 g
Offenbar ist ¢ in I (n+ 1)-mal differenzierbar, denn f hat diese Eigenschaft, und
p(z) ist ein Polynom.
Induktiv zeigt man leicht

pla) =¢'(a)=---=¢"(a) =0 und "(z) = fO(z),
Der Anfangsschritt ¢(a) =0 ist trivial.
" (n)
@)= 1'(@) ~0 - fla) ~ LD o —ay - D e gy
¢'(a) =0 usw.

Da Polynome n-ten Grades bei (n + 1)-maliger Differentiation zu null werden, erhalt
man

P () = [ ().
¥(x) sei eine weitere Hilfsfunktion mit

Y(@)=(z—a)"" =

Y(a)=v'(a)=---=v™(a)=0 und P (z) = (n+1)!
fiir jedes = und

P2y =mn+1) - n---(n—i+1)-(x—a)""#0
falls * #a und ¢=0,...,n.

Wir wenden den 2. Mittelwertsatz mehrmals an.
Fir z €1,  # a, und 0.B.d.A. a < x gilt dann

e(@) _ p(z) —pla)
() P(z) —¥(a)

¢ (1)

(denn ¢(a) = ¢(a) = 0)

fir ein  z; € (a, )

/!
_ ;'Z”Eiz; fir ein x5 € (a, 1)
n)
= Z(n)gi:z; fiir ein Tp € (a’7$n71)

(n) — ™
_ ¢ (z) = (a) ™ (a) = ) (a) =
- 2ﬂ(n) (xn) . w(n) ((1) (denn '™ (a) = ¢'"(a) = 0)
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(n+1)
_ P (@) fiir ein = xp41 € (a,7,).

2/}(n—i_l)(xn—iJ)
Hieraus erhélt man insgesamt

p(z) _ " (@)

v(@) Pt (@,4)
es gibt ein ¥ mit 0 < ¥ <1, sodaB x,.1 =a+ Iz —a).
Folglich ist

und a <z <z << <xr —

(n+1) (n+1) _
P (Tny1) -/ (a +J(z —a)) ooyt
¢<x> - w(n+1)(xn+l) w(l’) - (TL + 1); ($ CL) T Rn<£L'>,
und nach Definition gilt
"(a (n) a "
o@) = f@) — f(@) - L @ —a) = - LW e
Hieraus erhélt man sofort die Behauptung. [

Bemerkung. Fiir n =0 liefert der Taylor’sche Satz als Spezialfall den 1. Mittelwert-
satz der Differentialrechnung.

Korollar. Es sei I ein Intervall mit a € I, f seiin I beliebig oft differenzierbar,
und fiir jedes n € N sei f(x) = p,(z) + Rn(x), wobei p,(x) das Taylorpolynom und
R, (x) das Lagrange’sche Restglied in der Taylorschen Formel ist (siehe Satz 7.11).

Wenn  lim R,(x) =0 fir jedes x € I, dann konvergiert die Folge (pn(x)) der Par-

: o X fO(a)
tialsummen der Reihe Z f
=0 ’
(Unter den angegebenen Voraussetzungen 148t sich f in eine sog. Taylorreihe entwickeln, d.h.,

1) (g .
) =3 LW 0y
=0

(w—a)' gegen f(x).

Beweis. Nach der Taylorschen Formel gilt fiir jedes n € IN und fiir jedes z € I:

f(@) = po(@) + Bu(z) =

f(z) = pn(x) = Ry(z) —— 0.

n—oo

Folglich gilt

pa(r) —— [(2),

n—oo

oo (1) (g
Zf@'!()'(

1=0

und da (pn({E)> die Folge der Partialsummen von x —a)’ ist, erhilt man
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flz) = i f(i)-u(a) (r—a). 0O

=0 7!

> £(1) .
Bemerkung. / ﬂ(a) - (z —a)* heiit Taylorreihe von f(z) in a.
=0

Fir a=0 heiﬁt_die Reihe auch Mac Laurin’sche Reihe.

Y

Abb. 7.8 Die Abbildung zeigt die
Funktion f(z) = %% und ihre
Taylorpolynome P, (z) fir n =
2,4,6,8. Es ist deutlich zu erken-
nen, dafl mit wachsendem n die
Funktion f(z) durch P,(z) im-
mer besser angendhert wird. Es ist
Py(w) = 1— & 42 — ol o
Man iiberlegt sich leicht, daf stets
P,(z) = P,_1(x) ist.

Die Taylorreihe von f 148t sich (formal) schon immer dann bilden, wenn f in [
beliebig oft differenzierbar ist. Aber nur wenn auch R, (z) —— 0 gilt, dann stellt die
Taylorreihe die Funktion f dar. o

Wir betrachten jetzt ein Beispiel, in dem [ beliebig oft differenzierbar ist, aber

$@) £ 3510 o gy

=0

Beispiele.

_1
{e 22 wenn x # 0,

1. Essei f(z)= 0 wenn z = 0.

Man kann leicht zeigen, dal f in einer Umgebung von 0 beliebig oft differenzierbar
ist. (Induktiv beweist man, dafi die n-te Ableitung fiir = # 0 immer die Gestalt = -r(x) hat,
wobei r(z) eine rationale Funktion ist, und die (n + 1)-te Ableitung fiir 2 = 0 existiert und 0 ist.)

Folglich gilt stets £ (0) = 0, und damit

= f90)
@) # ; (@ = 0)' =0,
#0 5
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Abb. 7.9a Abb. 7.9b
Die Abbildung 7.9 a zeigt die Funktion f(x) = e_w%, fir £ # 0, und f(0) = 0. In einer hinreichend

kleinen Umgebung von 0 schmiegt sich diese Funktion der z-Achse so gut an, dafl alle Ableitungen

von f(z) in O stets null werden. Abb. 7.9b zeigt die gleiche Funktion in einer solchen Umgebung.

2. Essei f(x)=¢€", a=0, 0>0 und = (—p,0).
Dann ist offenbar f in [ fiir jedes n € N (n+ 1)-mal differenzierbar. Nach dem Satz
von Taylor erhélt man fiir x € I:

e~/ i, [0+ 9(z - 0)) n+1
f(z) =¢" = ;) il (z—0)" + (n+1)! (z —0)
RTINS USRS R STIUUURTINS B S|
sltqetgp e T et
wobei 0 < < 1.
Folglich ist
IR e
Bn(w) =€ (n+1)I"
¢’ st in I beschrinkt, denn |’ < ¢l <% .= ¢
n+1
Weiterhin ist [z""!] = |z["* < """ fiir jedes n € N, und esist lim h = 0.

Ist € >0 gegeben, dann existiert ein ngy, so daf fiir jedes n > ng gilt:

n—+1
0

e €
‘(n + 1)!‘ < c’
Folglich gilt
Oz i ‘ o't
- I D S g S
[Ro()| = |o MH+D!_C e <
<c n41 <&
< Gy e

fiir hinreichend grofie n € IN.
Damit 148t sich die Exponentialfunktion e” in einem gegebenen Intervall (—p, 9) (und
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n .
(2

somit auch in jedem Intervall [a,b] C (-, 0)) durch ein Polynom p,(z Z x—‘ mit vorge-
— i

gebener Genauigkeit ¢ approximieren. (Die komplizierteste Aufgabe bei derartigen Approxi-

mationen besteht meistens in der Abschétzung des Restgliedes.)

Insbesondere erhalt man fiir z =1
1
e=c' = Z 5 Ra(l) wnd R, (1)] <,

d.h., e kann mit beliebiger Genauigkeit berechnet werden.

Nach dem Korollar gilt fiir die Exponentialfunktion
e’ = b= = -al
;) ; 7!

wodurch die Definition dieser Funktion als Reihe nachtraglich gerechtfertigt ist.

7.3 Anwendungen der Differentialrechnung;
Grenzwerte fiir Quotienten von Funktionen

Satz 7.12 (Regel von de I’Hospital fiir ,,8 “)
Voraussetzung:

(1) Sei a <b und seien f, g in (a,b) differenzierbar und in a (rechtsseitig)

stetig.
(2) Sei f(a) =g(a) =0 und ¢'(z) #0 fir jedes x € (a,b).
Behauptung:
/ !/
Existiert  lim M, dann existiert lim M, und es ist  lim M = lim f/(x)
e g'(2) e 9(2) e 9(z) 2 d(2)

Beweis. (Der Beweis erfolgt mit Hilfe des 2. Mittelwertsatzes.)

fx) _ s

Es sei lim 7() = a*. Dann gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0, so daf fiir jedes «x
T>a
!/
mit a <z <a+4d gilt: f/(x) —a*| <e.
g'(z)
z.z.. Fiir jedes € >0 gibt es ein d > 0, so daB fiir jedes * mit a <z <a+4§ gilt:
‘_f(x) —a*| <e.

Zunichst gilt: g(z) # 0 fiir jedes z € (a,b).
Angenommen, es existiert ein x € (a,b) mit g(x) = 0.
Dann gibt es nach dem Satz von Rolle ein ¢ € (a,z), so daBl ¢'( 'A/,
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f'(x) _ s

Sei jetzt € >0 und ¢ entsprechend der Existenz von lim 7 () =a" gewahlt.
Nach dem 2. Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt ng;nn fir a<x<a+d:
f(l’) * ’f([t) — f(a’) * f/(cx) *
—= —a| = |5=5——F= —dad|= —a’| <e,
9(x) 9(x) — g(a) 9'(cz)

flirein ¢, mit a<c, <z <a+9d. O

Korollar 1.

Voraussetzung:
(1) Sei a>0 und f, g seienin (a,00) differenzierbar.
(2) Sei lim flz) = lim g(x) =0 und ¢'(z) #0 fir jedes x € (a,00).
Behauptung:
f'(x) f(z) fla) o ()

Existiert  lim —>—=, dann existiert lim ——=, wundesist lim ——= = lim ——<.

Beweisidee. Es werden Hilfsfunktionen ¢ und ¢ definiert:
Cff@), fir 0<z<i
plr) = { 0, fir z =0.
B g(%), fir 0<z< %,
Ylz) = { 0, fir = =0.
Man iiberlegt sich leicht, daB ¢ und ¢ in (0,%) differenzierbar und in 0 (rechts-
seitig) stetig sind. Dann 148t sich die Regel von de 'Hospital auf ¢, ¢/ an der Stelle 0
anwenden. Daraus erhélt man die Behauptung. 3

Korollar 2. (Regel von de I’Hospital fiir ,, %)
Voraussetzung:
(1) Sei a<b und seien f, g in (a,b) differenzierbar.
(2) Sei lim f(z) = lim g(z) = oo wund ¢'(x) #0 fir jedes x € (a,b).

x>a x>a

Behauptung:
/ /
Existiert  lim f, (3:)’ dann existiert lim m, und es ist  lim flz) = lim f/(x)
i g(@) . 9() e 9(@) 2T g(@)

r>a

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl ¢’ in (a,b) stets positiv oder stets negativ ist.

Angenommen, es gibt Elemente o' < b in (a,b), so daBl ¢'(a’) <0 < ¢/(b') (den Fall
g'(a’) >0 > g (b') beweist man analog). Da ¢ in (a,b) differenzierbar ist, ist ¢ in [d/, V]
stetig und besitzt dort ein Minimum und ein Maximum. Wenigstens eins von beiden
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liegt im Inneren der Intervalls. Sei ¢ eine Extremstelle von ¢ in (a/,t). Dann ist

g'(c) =0 (siche Beweis des Satzes von Rolle). ')\/,

Da ¢ in (a,b) das Vorzeichen nicht wechselt, ist g dort streng monoton (dies folgt

sofort aus Satz 7.9). Wegen lim g(z) = oo ist g in (a,b) streng monoton fallend und in
r>a

einer hinreichend kleinen rechtsseitigen Umgebung von a positiv.

Mit diesen Informationen beweisen wir nun die Behauptung.

/
Sei € > (. Nach Voraussetzung existiert lim g,g; :=c (c € R). Folglich gibt es nach
z>a
Definition des Limes ein u € (a,b), so da8
f(x) € g
7o) ¢l <3 fir alle = € (a,u).

Wir wihlen jetzt u so nahe bei a, dafl g in (a,u| positiv ist. Nach dem 2. Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung gibt es fiir jedes z mit a < 2 < u ein £ € (z,u),
so daf3

fw) = fl@) _ f(©)
g(u) —g(x)  g(&)°
Dann gilt fiir jedes feste u € (a,b) und jedes z € (a,u):
1) = 10) | _ |70
9(u) — g(x) g' ()
Weiterhin ist

fla) S o) () oty (H) ZS@) )

g
<2.

—C

gx) T 4@

((*) kann durch ausrechnen bewiesen werden. )

Wegen a <z <wu ist 0<g(z) < g(u) und somit 0 < % < 1. Damit erhélt man
o) (St )y st 0= Sla)
g(x) g(x) g9(@)| 1g(u) — g(z)
<1 <%
< g(lx)-|f(u) — cgu)|+5 (u fest = d konstant)
—d
d €
=4 4 &
glx) 2
Wegen lim g(x) = oo ist lim % = 0. Folglich existiert ein ¢ mit 0 < § < u — a,
z>a z>a
so daf8 fiir jedes = € (a,a + ) gilt: ﬁi) < % Hieraus folgt schlieBlich fiir alle
x € (a,a+9):
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f(z) d . ¢ . f(z)

< - < —F+s<e = lim—F==c Qa

‘g(x) glz) 2 o g(x)
Bemerkung.

(1) Der Beweis la8t sich nicht unmittelbar auf den Fall g “ guriickfithren, denn diffe-

renziert man in (l) / ( l) Zéhler und Nenner, dann kommen in der jeweiligen Ableitung

g/ \f

f? bzw. ¢? vor, und iiber das Grenzverhalten des entsprechenden Quotienten dieser
Funktionen weifl man nicht Bescheid.

(2) Satz 7.12 und die Korollare 1 und 2 kénnen analog auf die folgenden Félle iibertragen
werden:

lim f(z) = lim g(x) =0,

z<a r<a

lim f(z) = lim g(z) = 0,

r—a r—a

lim f(z)= lim g(x)=0,

r——00 r——00

lim f () = lim g(z) = oo,
xz<a z<a

lim f(z) = lim g(x) = %00,

r—a r—a

lim f(x) = lim g(z) = +o0,

r—00 T—00

lim f(zx)= lim g(z) = *o0.

r——00 r——00

!
(3) Haufig 148t sich der Grenzwert Ilgn / ; (i) leichter bestimmen als Ilgn —g E?

Daher sind die oben angegebenen Regeln oft sehr hilfreich bei der Berechnung solcher
Limites.

0 « 00

(4) Einen Ausdruck der Form , 0-00“ kann man in eine der Formen , 5 “ oder , 2
iiberfiithren.
Denn wenn lim f(z) =0 und  lim g(z) = oo, so ist

tim f(a) - (o) = tim 1 = i 9

e R (5]

falls diese Limites existieren.
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(5) Ausdriicke der Form ,,0°% 00 und ,, 1°°“ lassen sich auf die vorhergehenden
Félle zuriickfithren, indem man die Definition der Potenzfunktion mit Hilfe des natiirli-
chen Logarithmus ausnutzt:

f(x)g(fc) — od(@)Inf(z)

Wenn  f(z) \,0, so Inf(z)— —oo,
wenn f(x) — oo, so In f(z)— oo,
wenn f(z) — 1, so Inf(xz)— 0.

Man versucht zunichst, den Grenzwert des Exponenten in  e9®™ /(@) 7y bestimmen.
Mit diesem Wert erhélt man dann wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion den
Grenzwert von f(x)9®).

Beispiele.
1. Essei f(r)=e¢*—1 und g(z) =sinz. 7/3/7/1
Man berechne lim M
=0 g(x)
Es ist
P@_ @y _ e 1,
g (z) (sinz)” cosx 20 1 '
Also
et —1
z—0 sInx
2. Essei f(z)=(e"—1)* und g(x) = 22 7/3/7/2
Man berechne lim @
=0 g(x)
Es ist

/

o) _ (@ -17) (@ -1e
g @) z

Den Grenzwert dieses Quotienten kann man noch nicht unmittelbar auswerten, da Zahler

und Nenner wieder gegen null streben. Daher versuchen wir, die Regel auf den neu

entstandenen Quotienten noch einmal anzuwenden, da er die Voraussetzungen der Regel

von de ’'Hospital erfiillt.

/
e" —1)-¢e” T e T _1).e”
(( ) ) :e e+(e 1) ¢ :2@2$—ez—>2—1:1.
7
(LC) 1 x—0

Also




Achtung! Die Regeln diirfen nicht ,formal“ angewendet werden, man hat immer zu
iiberpriifen, ob die Voraussetzungen zur Anwendung einer Regel erfiillt sind.

Betrachtet man z.B. die Funktionen f(z) = e*—1 und g(z) = 2 und geht man formal
vor bei der Bestimmung des Grenzwertes lim © xg 1, dann berechnet man zunéchst die

z—0
Ableitungen der Zahler- und Nennerfunktion und erhélt f'(z) = e* und ¢'(x) = 2z.
Der Nenner strebt wieder gegen null, aber nicht der Zahler. Wenn man jetzt die Regel
abermals (aber falsch) anwendet, also Zahler- und Nennerfunktion noch einmal differen-
"
ziert, dann erhélt man f”(x) = e und ¢”(z) = 2. Damit existiert lim f@) 1

0 g”(m) - 9
f'(x)
()

aber da die Voraussetzungen fiir nicht erfiillt waren, gilt nicht

Q

timg LA iy L) gy S2).

=0 g"(x) e=0g(z)  a=0g(x)

3. Essei f(x)=sinz, g(z) =2 und z > 0.

Man berechne lim f ()9,

x>0

Nach Definition gilt f(x)?® = (sinz)® = e@lEne),

Wir versuchen zunéchst, den Grenzwert des Exponenten zu bestimmen. Es ist

7 In(sing) — BENT) __ In(sine)

Fir z ™\, 0 streben in dem letzten Bruch Zihler und Nenner gegen —oo. Damit sind
die Voraussetzungen fiir eine der de 'Hospitalschen Regeln erfiillt.

Zahler- und Nennerfunktion differenziert ergeben

1

sinz COS &
i = ——“—-xcosz —— 0.
T —— —1
—1
Also
limz - In(sinz) = 0
z—0
und damit
lim (sin )% = lim e®26n®) — 1.
z—0 z—0
1 z _— . . . .
Bemerkung. Die Grenzwerte lir% % und liH(l) exil lieBen sich auch mit Hilfe der
xr— xr—

Regeln von de 'Hospital bestimmen, aber um sinx bzw. e” iiberhaupt differenzieren
zu konnen, benotigt man zuvor schon diese Limites.
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Kurvendiskussion

Bei der Kurvendiskussion geht es darum, mit Hilfe der Differentialrechnung wichtige In-
formationen iiber eine Funktion zu erhalten, die einerseits besonders interessante Stellen
und andererseits den globalen Verlauf der entsprechenden Kurve betreffen.

Hierzu sollte man zunéchst den Definitionsbereich bestimmen und die Nullstellen der
Funktion berechnen (falls dies moglich ist).

(a) Monotonie

Satz 7.13 FEssei a<b und f in I = (a,b) differenzierbar. Dann gilt:

(1) f istin I monoton wachsend gdw f'(x) >0 fir jedes x € I.

(2) f istin I streng monoton wachsend gdw f'(x) >0 fir jedes z € I, und
es gibt kein Teilintervall (a',b') C I mit o <V, so daff f'(xz)=0 fir alle
x € (a,V).

Beweis. (1). (—) Sei f in I monoton wachsend und c¢ € I.

z.z.. f'(c) > 0.

Fir h>0 ist f(c+h)— f(c) >0, und fiir h <0 ist f(c+h)— f(c) <0. Also fiir
alle h #0 ist

fle+h) = fle)

- >0 =

h—0

lim fles h])l —flo) _ f'(c) > 0.

0
(«—) Fiir jedes = € I gelte: f'(z) > 0.
z.z.. Wenn z1,x9 € [ und z1 < x9, so f(z1) < f(xg).
Nach dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt:
flo) = fl21) _
Tom
fiir ein geeignetes ¢ € (x1,x2).

Nach Voraussetzung ist f’(¢) > 0 und somit f(z2) > f(z1), denn zo —z1 > 0.

(2). (—) Sei f in I streng monoton wachsend. Dann ist f monoton wachsend,
also f'(z) > 0 fir jedes = € I. Gébe es ein Teilintervall (a’,b') C I mit o’ <V,
so da f’(z) dort null ist, dann wire f in (a’,0') konstant und damit nicht streng
monoton (vgl. Korollar zu Satz 7.9).

(«—) Wegen f'(x) >0 in [ ist f monoton wachsend. Wére f nicht streng monoton
wachsend in I, dann gébe es ein Teilintervall (a’,b") C I, sodafl f in (a/,V) konstant
ist. Also f'(xz) =0 fiir jedes z € (a,V). 'A/., 0
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Bemerkung. Die Behauptungen gelten vollig analog auch fiir monoton fallend (bzw.

streng monoton fallend).

(b) Konvexitit

Definition. (konvez)

Sei a<b und f in I = (a,b) differenzierbar.
(1) f istin I konvexr (bzw. streng konvex) von unten
= Fiir jedes z,c€ I mit z # c gilt:
F@)> f(e)+ f(A)@—c)  baw.
1) > F0) + Fe) (@ — o),
(d.h., die Tangente an einer beliebigen Stelle ¢ an der Funktion f liegt niemals ,,oberhalb“
der Funktion).
(2) f istin I konvexr (bzw. streng konvez) von oben
= Fiir jedes x,c€ I mit z #c gilt:
f@) < fle)+ fl(e)(x—c)  baw.
flz) < fle) + fl(e)(z —c),
(d.h., die Tangente an einer beliebigen Stelle ¢ an der Funktion f liegt niemals ,,unterhalb®
der Funktion).

Y Y Y
i
f(x) f(x)
f(x)

x x x
Abb. 7.10a f(z) ist streng Abb. 7.10b f(x) ist streng Abb. 7.10¢ f(x) ist konvex,
konvex von unten konvex von oben aber nicht streng konvex von

unten

Satz 7.14 Sei a<b und f in I = (a,b) differenzierbar. Dann gilt:
f st in I konvex (bzw. streng konvex) von unten gdw f' in I monoton
(bzw. streng monoton) wichst.

(Der Satz gilt analog fiir ,von oben® und ,,monoton fallend*.)

Beweis. (—) Sei f in I konvex von unten und seien c¢;,co € I mit ¢; < co.

z.z.. ['(e1) < ['(ca).
Nach Definition der Konvexitét gilt:
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flca) > fler) + f'(e1) - (2 —¢1) und
fler) = flea) + fl(cr) - (1 —c2) =
flea) + fler) = fler) + flea) + f'(er) - (ca— 1) + fllca) - (1 —ca) =

—(c2—c1)

0> (e —c1)-(f(er) = [l(e2)) =

>0
f'ler) = f'(e2) <0.
Hieraus folgt sofort die Behauptung.

(¢+—) Sei f’ in I monoton wachsend und ¢,z € I, x # ¢, und 0.B.d.A. sei ¢ < x

(den Fall z < ¢ beweist man analog).

Nach dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ein ¢; mit ¢ < ¢; < z, so
daf

fz) = f(e)

r —cC

= f'(c1).
Da f’ in I monoton wichst, gilt

Fla) = £0) + f(er)- (@ =)
>fi(e) >0

und damit ist  f(z) > f(c)+ f'(c) - (x — ¢).

Den verbleibenden Teil der Behauptung: ,streng konvex* und ,streng monoton® zeigt
man sehr leicht durch &hnliche Uberlegungen wie im Beweis von Satz 7.13.  [J

Korollar. Sei a <b und f in I = (a,b) zweimal differenzierbar. 7/3/16
(1) f istin I konvexr von unten gdw f"(x) >0 fir jedes x € 1.
(2) f istin I streng konvex von unten gdw f"(x) >0 fir jedes x € I, und
es gibt kein Teilintervall (a’,b') C I mit o' <V, so dafy f"(x)=0 fir alle
x € (a,b).
(3) Die Behauptungen gelten analog fiir konvex bzw. streng konvex von oben.

Beweis. Mit Hilfe der Séatze 7.13 und 7.14 erhalt man sofort 7/3/17
(1). f istin I konvex von unten gdw

f' in I monoton wichst gdw

f"(z) >0 fiir jedes z € 1.

(2). f istin I streng konvex von unten gdw
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f" in I streng monoton wichst gdw

f"(x) >0 fur jedes x € I, und es gibt kein Teilintervall (a’,¢') C I mit o’ < ¥, so
da f"(z) =0 firalle z € (a/,V).

(3) zeigt man analog. ([

(c) Lokale oder relative Extrema

Definition. (lokales Extremum)

Sei a<b, f in I = (a,b) definiert und c € I.
f besitzt an der Stelle ¢ (oder kurz in ¢) ein lokales oder relatives Extremum
(:= lokales Maximum bzw. lokales Minimum)
5 Es gibt eine Umgebung Ul(c), so daB fiir jedes x € U(c) mit x # ¢ gilt:
f(c) > f(z) fiir ein lokales Maximum und
f(e) < f(x) fiir ein lokales Minimum.

Abb. 7.11 An den Stellen ¢y, c3
besitzt f jeweils ein lokales Ma-
ximum und an der Stelle ¢y ein

lokales Minimum.

Bemerkung. Fiir differenzierbare Funktionen kénnen die Ergebnisse der Differential-
rechnung ausgenutzt werden, um lokale Extrema zu bestimmen.

Satz 7.15 (Notwendige Bedingung fir die Ezistenz eines lokalen Extremums)

Sei a<b, f in I = (a,b) differenzierbar und c € I.
Besitzt f in ¢ ein lokales Extremum, dann ist f'(c) = 0.

Beweis. Sei f(c) ein lokales Minimum von f in [ (fiir ein lokales Maximum verliuft

der Beweis analog).

Dann existiert eine Umgebung U(c), so daB fiir jedes = € U(c) mit = # ¢ gilt:

210

7/3/18

7/3/19

7/3/20

7/3/21

7/3/22



f(x) = f(c)

>0 fir z>c¢

T —c
und
7]6(1‘)—]0(6) <0 fir z<e.
T —c

Da f in ¢ differenzierbar ist, existiert der Grenzwert des Differenzenquotienten an der
Stelle ¢, und erist f’(c). Folglich existieren auch rechts- und linksseitiger Grenzwert
dieses Differenzenquotienten und beide Grenzwerte sind gleich f’(¢). Also

und

Damit gilt insgesamt f'(¢) =0. O

Bemerkung. Ist f in ¢ differenzierbar und f'(c¢) =0, dann heiit ¢ auch kritischer
oder stationdrer Punkt von f.

Aus der Kontraposition von Satz 7.15 folgt sofort, dafl f hochstens an den kritischen
Stellen ein lokales Extremum besitzen kann. Nur diese Stellen miissen untersucht werden,
um alle lokalen Extrema aufzuspiiren.

Satz 7.16 (Hinreichende Bedingung fir die Existenz eines lokalen Extremums)

Sei a<b, f in I=(a,b) zweimal differenzierbar und c € I.
Ist f'(¢c) =0 und f"(c) >0 (bzw. f"(c) < 0), dann besitzt f in c ein lokales
Minimum (bzw. ein lokales Mazimum).

Beweis. Sei f”(c) >0 (den Fall f”(c) <0 beweist man analog).

Dann gilt nach der Definition der Differenzierbarkeit von f’ in ¢

0< f"(c) = lim M

T—C Tr—cC

Nach den Eigenschaften des Grenzwertes gibt es eine Umgebung U(c), so da8

L—f’(c) >0 firalle z € U(c).

€xr —

Wegen f'(c) =0 gilt also fiir alle x € U(c)
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o)
r—c

Folglich haben f’(x) und x —c¢ in U(c) stets das gleiche Vorzeichen.

Wenn also = > ¢, so f'(z) >0,
und wenn z < ¢, so f'(x) <0.

Nach dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt
fl@) = fle) _ p
T )

wobei ¢, zwischen x und c¢ liegt, also ¢ <c, <x bzw. z <c¢, <c.
Da die Funktionen f’(x) und x — ¢ links und rechts von ¢ jeweils das gleiche Vor-
zeichen besitzen, folgt aus der letzten Gleichheit

fx)—flc)=f(cs) (x—¢c)>0 fir xeU(c)~{c} =

f(x) > f(e) fir ze€U(c)~{c}
Folglich besitzt f in ¢ ein lokales Minimum. a

Satz 7.17 Sei a<b, f in I = (a,b) 2n-mal differenzierbar und c € I. 7/3/26
Ist flle)=---=fV()=0 und f®)(c)>0 (bzw. f®(c)<0),

dann besitzt f in ¢ ein lokales Minimum (bzw. ein lokales Mazimum,).

Beweis. (Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Satzes von Taylor.) 7/3/27

Sei f(zn) (¢) >0 (fiir f@(c) <0 verlduft der Beweis analog).
Dann gilt

0< f(2n)<c) — lim f(2n71)(x) — f(znil)(c)

T—cC r—cC

f(2n—1) (x) _ f(2n—1) (C)

r—=cC

—

>0

fur alle @ € U(c) ~ {c}, wobei U(c) eine hinreichend kleine Umgebung von ¢ ist.
Wegen f"=1(c) =0 gilt analog wie im Beweis von Satz 7.16, daB f®*~Y und z —c
links und rechts von ¢ jeweils das gleiche Vorzeichen besitzen.

Aus dem Satz von Taylor fiir 2n — 2 erhélt man

c (2n=2) (¢
f@ =5+ HP @bt T @ ot

fer (e +d(x — )
(2n —1)!

Wegen f'(c) =---= fC=2(c) =0 gilt

(z— )L
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I A (A G )) on—1
flz) = f(e) = on 1) (z—c) > 0,

denn 2n — 1 ist ungerade, folglich haben x —c¢ und (z — ¢)**~! links und rechts von
¢ gleiches Vorzeichen, und damit haben auch f®"~Y(c+d(z —¢)) und (v — ¢)*!
gleiches Vorzeichen.

Esist also f(z) > f(c) fiir alle z € U(c) ~ {c} und somit f(c) ein lokales Minimum

von f. a

Beispiel. Essei f(z) = z*

Offensichtlich ist f'(0) = f”(0) = f”(0) =0 und f®(0) > 0. Damit ist eine hinrei-
chende Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Minimums an der Stelle x = 0 erfiillt.
Das lokale Minimum selbst hat den Wert f(0) = 0. (vgl. Abb. 7.12)

Abb. 7.12 Die Abbildung zeigt die
Funktion f(z) = z* mit den Ab-
leitungen f’, f, f”. Die Losungen
der Gleichung f’(z) = 0 sind die
kritischen Punkte. x = 0 ist der ein-
zige kritische Punkt, den man weiter
zu untersuchen hat.

Wegen f”(0) = f"(0) = 0 und
f®(0) = 24 > 0 besitzt f(z) an
der Stelle x = 0 ein lokales Mini-

[} —
i 05 mum.

(d) Wendepunkte

Definition. (Wendepunkt)

Sei a<b, f in I=(a,b) stetigund c € I.

f besitzt in ¢ einen Wendepunkt

f istin (a,c) undin (c,b) differenzierbar und es gilt

(f ist in einer linksseitigen Umgebung von ¢ streng konvex von unten

und in einer rechtsseitigen Umgebung von ¢ streng konvex von oben) oder
(f ist in einer linksseitigen Umgebung von ¢ streng konvex von oben

und in einer rechtsseitigen Umgebung von ¢ streng konvex von unten).

Df
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_ x
c

Abb. 7.13 a f(x) besitzt in ¢ einen Abb.7.13 b f(x) ist in ¢ nicht dif-

Wendepunkt, denn in [a,c] und in ferenzierbar, besitzt aber in ¢ einen

[c,b] ist f streng konvex von oben Wendepunkt, denn die Konvexitéts-

bzw. streng konvex von unten. bedingungen sind erfiillt.

Ein Wendepunkt markiert also die Umkehr des Konvexitéatsverhaltens der betrachteten
Funktion.

Satz 7.18 Sei a<b, f in I = (a,b) 2-mal differenzierbar und c € I. 7/3/32
f besitzt in ¢ einen Wendepunkt gdw f' in ¢ ein lokales Extremum besitzt.

Beweis. Ubungsaufgabe ! 7/3/33
(Man fiihrt den Beweis mit Hilfe von Satz 7.14; da die Funktion f auch an der Stelle ¢ differenzierbar

ist, scheidet der Fall, dafl eine ,,senkrechte Tangente“ existiert, aus.) a

Satz 7.19 (Notwendige Bedingung fir die Existenz eines Wendepunktes) 7/3/34

Sei a<b, f in I=(a,b) zweimal differenzierbar und c € I.
Besitzt f in ¢ einen Wendepunkt, dann ist f"(c) = 0.

Beweis. Nach Voraussetzung ist f in [ zweimal differenzierbar, folglich ist f’ in  7/3/35
I noch differenzierbar. Da f in ¢ einen Wendepunkt besitzt, hat f’ (nach Satz 7.18)
in ¢ ein lokales Extremum. Nach Satz 7.15 ist dann f”(¢) =0. O

Satz 7.20 (Hinreichende Bedingung fir die Existenz eines Wendepunktes) 7/3/36

Sei a<b, f in I=(a,b) dreimal differenzierbar und c € I.
Ist f"(c) =0 und f"(c)#0, dann besitzt f in c einen Wendepunkt.
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Beweis. Nach Voraussetzung ist f’ in I zweimal differenzierbar. Wegen der hinrei-
chenden Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Extremums (Satz 7.16) besitzt f’ in
¢ ein lokales Extremum. Folglich hat f in ¢ einen Wendepunkt. (3

Satz 7.21 Sei a<b, f in I = (a,b) (2n+ 1)-mal differenzierbar und c € I.
Ist f"(c)=---= f®(c) =0 und f**V(c)#0, dann besitzt f in c einen
Wendepunkt.

Beweis. Wendet man auf f’ den Satz 7.17 an, dann erhélt man sofort die gewiinschte
Behauptung. O

(e) Unendlichkeitsstellen

Definition. (Unendlichkeitsstelle)
Sei a<b und a<c<b und f in (a,b)~ {c} definiert.
(1) Ist ¢c=a bzw. ¢=0b, dann besitzt f in ¢ eine rechtsseitige (bzw. linksseitige)

Unendlichkeitsstelle
= lim f(z) = £oo (bzw. lim f(z) = £o0 ).
x>0 x<0

—~

2) Ist a <c¢<b, dann besitzt f in ¢ eine Unendlichkeitsstelle oder Polstelle
f besitzt in ¢ eine rechtsseitige und eine linksseitige Unendlichkeitsstelle.

=]

(f) Verhalten im Unendlichen

Hierzu sind die Limites lim f (z) und lim f(x) zu berechnen, falls die Grenzwerte

existieren.

Beispiel einer Kurvendiskussion.

Sei f(z) = 1_13:2.

Der Definitionsbereich ist R~ {—1,1}; Nullstellen sind nicht vorhanden.

(a). Monotonie
Wir bilden zunéchst

A 2z
fi(z) = 1—222 (1-227%

Fiir x = 41 sind die Ableitungen nicht definiert.
Ist = # +1, dann ist der Nenner von f’ positiv, und damit gilt:
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Wenn z < —1, so f'(xr) <0 = f istin (—o0,—1) streng monoton fallend;
wenn —1 <z <0, so fl(xr) <0 == f istin (—1,0) streng monoton fallend;
= f istin (0,1) streng monoton wachsend;
f istin (1,00) streng monoton wachsend.

(b). Konvexitit
Wir bilden f”(x) und benutzen Satz 7.14 und das Korollar zu diesem Satz. Es ist

vy 2-(1—a?)? =22 2(1 —2?)(—2z) 2+ 622
f (513) = (1 — x2)4 = (1 i x2>3'

Der Zahler von f” ist stets positiv; der Nenner ist in (—1,1) negativ, sonst (auBer in
+1) positiv. Folglich gilt:

Wenn z < —1, so f’(x) <0 = f istin (—o0,—1) streng konvex von oben;
wenn —1 <z <1, so f'(x) >0 = f istin (—1,1) streng konvex von unten;
wenn 1 <z, so f’(r)<0 = f istin (1,00) streng konvex von oben.

(c). Lokale Extrema

Um die kritischen Stellen zu ermitteln, setzen wir zunéchst

f’<x>=0=(1_2—~”;2)2 — 1=0.

Also hochstens an der Stelle z = 0 besitzt f ein lokales Extremum.

Wir iiberpriifen jetzt die hinreichende Bedingung.

Esist f”(0) =2 >0, folglich besitzt f in z =0 ein lokales Minimum.

Der Extremwert selbst (also das lokale Minimum) ist f(0) = 1.

(d). Wendepunkte

Die Gleichung f”(z) =0 besitzt keine Losung, folglich hat f keinen Wendepunkt.

(e). Unendlichkeitsstellen

Hier kommen hochstens die Stellen 41 in Frage, da der Nenner von f an diesen
Stellen null wird. Es ist

lim f(z) = —oc0 und lim f(z) = oo,
lim f(z) =00 und lim f(z) = —oc.

(f). Verhalten im Unendlichen

lim 5 =0 und lim 5 =0.
T—00 —x T——00 —
—— ——
<0 <0
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Insgesamt haben wir {iber f folgende Informationen:
— Definitionsbereich: D(f) = R~ {-1,1},
— Nullstellen von f: keine,
— Monotoniebereiche:
In (—oo0,—1) und in (—1,0) ist f streng monoton fallend,
in (0,1) und in (1,—o00) ist f streng monoton wachsend.
— Konvexitétsbereiche:
In (—o0,—1) und in (1,00) ist f streng konvex von oben,
in (—1,1) ist f streng konvex von unten.

— lokale Extrema:
In =0 besitzt f ein lokales Minimum der Gréfle f(0) = 1.

— Wendepunkte: f besitzt keine Wendepunkte.
— Unendlichkeitsstellen:

In —1 besitzt f den linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwert —oo bzw. oo,
in 1 besitzt f den linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwert oo bzw. —oo.

— Verhalten im Unendlichen:
Fiir 2 — 400 strebt f(z) von unten gegen null.

Aus diesen Informationen kann man den groben Verlauf der Funktion skizzieren.
(vgl. hierzu Abb. 7.14)

- T

=2 —1

Abb. 7.14 Die Abbildung zeigt die Funktion f(z) = ;L.
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7.4 Differenzierbarkeit der Grenzfunktion bei Folgen und Rei-
hen von Funktionen

Satz 7.22 (Differenzierbarkeit der Grenzfunktion)
Sei a < b, I = [a,b] und (f,) eine Folge von Funktionen, die in dem Intervall I
definiert sind. Dann gilt:
(1) Konvergiert (fn(c)) fir ein ¢ € I wund sind alle f, in [ differenzierbar
und ist (f)) in I gleichmdfsig konvergent gegen eine Funktion g, dann gibt
es eine differenzierbare Funktion f, so dafi (fn,) in I gleichmdfsig gegen f
konvergiert, und es ist f'(x) = (nlLHQO fn(:r)), =g(z) = lim fr(x).

(Vertauschbarkeit des Limes mit der Differentiation)

(2) Konvergiert »_ fa(c) firein ¢ €1 und sind alle f,, in I differenzierbar und
n=0

1st Zf;l@) in I gleichmdf$ig konvergent gegen eine Funktion g, dann gibt
n=0

es eine differenzierbare Funktion f, so daf Z fo(z) in I gleichmdifig gegen

n=0

[ konvergiert, und es ist f'(x) = (Z fn(aj))/ =g(z) =) fi(x).

n=0
(eine solche Reihe darf gliedweise differenziert werden)

Beweis. (1). Wir zeigen zunichst, dal (f,) in I gleichméBig gegen eine Funktion
f konvergiert.

Dazusei € >0 und ¢ := Dann erhélt man (unter Ausnutzung des 1. Mittelwert-

&
2(b—a)’
satzes der Differentialrechnung) fiir alle x € I und fiir hinreichend grofle m,n:

[fm() = fu(@)] = [fm(2) = fin(€) + fin(€) = fulc) + fulc) = fu(2)]

< |fm(c) = fu(0)| (wegen der Konvergenz von (f,,) in c)

<

o

+|(fon — fr)(@) = (f;n — fu)(c)|  (fiir ein ¢ zwischen z und c)
=l(@—c)(fm=fn)' (£

<5+ e = | 6) = £1()] (fir alle @ € 1)
N——
<|b—al <e'
£ N SR
< §+]b—a] 20— a) €.

Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium existiert eine Funktion f, so da (f,)
in [ gleichméflig gegen f konvergiert.
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Es bleibt noch zu zeigen, dafl f in [ differenzierbar und f' =g ist.
—f”(xiif”(c) fir = +# c,
fl(c) fir x=c.
Da f in c¢ differenzierbar ist, existiert der Limes des Differenzenquotienten, folglich
ist g, in ¢ stetig. Wir zeigen zunéchst, dal (f,) in I gleichméaflig konvergiert.

Sei ce€l und g,(z) = {

Dazu sei € >0 und m,n seien hinreichend gro8. Fiir x = ¢ gilt dann

|9 () — gu(2)] = [ fr(2) — fr(2)] <e.
Fiir x # ¢ erhélt man

fm(x) = fm(e) _ fulx) = fule)

|gm () — gn(z)| =

r —C r —C
_ (fm - fn)(x) - (fm - fn)(c)
Xr —C
= |(fm - fn)/(§ )| (1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

< €. ((f)) ist in I gleichmé&Big konvergent)

Folglich ist (g,) nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir Funktionenfolgen
(Satz 5.18) gleichméaflig konvergent in [I. Also gilt fiir x # ¢

g(r) = lim g,(z) = lim Jol@) = Jale)

f@) ~ f(e)

T —cC

S— -<1im fo(z) — lim fn(c)) =

rx—c

Aus der Stetigkeit der Funktionen g, in ¢ und der gleichméfiigen Konvergenz von
(gn) folgt die Stetigkeit der Grenzfunktion ¢ in ¢. Hieraus erhélt man fir x # ¢

g(c) =lim g(z) = lim flz) = fe) :

Tr—cC Tr—cC Tr— C

Damit existiert die 1. Ableitung von f an der Stelle ¢, und es gilt f'(c) = g(c).

(2). Setzt man F,(z) := Y _ f;(x), dann ist nach Voraussetzung die Folge (Fn(c)) kon-
i=0

vergent, alle F, sind in [ differenzierbar, F)(z)=>_ f/(z), und (F)) konvergiert
=0

in I gleichméBig gegen g¢.

Nach (1) existiert dann eine differenzierbare Funktion f, soda (F,) in I gleichmé&Big

gegen f konvergiert, und es ist
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f(z) = ( lim Fn(x)>/ = g(z) = lim F!(x).

n—oo

Daraus erhalt man sofort

_ (io ful@)) = gle) = i fi@. @

Satz 7.23 (Differentiation einer Potenzreihe)
Sei f(x) = i an(z —a)" eine (reelle) Potenzreihe mit dem Konvergenzradius o > 0.
Dann gilt: "

(1) f istin (a— o,a+ o) differenzierbar und f'(x Z nay(z nl

(f kann gliedweise differenziert werden)
o0

(2) Der Konvergenzradius von Y _ na,(x —a)""" st ebenfalls o.

n=1

Beweis. (1). Wir zeigen zunéchst, dafl f an der Stelle a differenzierbar ist. Es gilt

TN NS R SR

T —a r—a ‘= —
Da durch Potenzreihen stetige Funktionen dargestellt werden, ist

tg 1= oy — (o)

(Siehe Korollar zu Satz 5.21 und das Lemma zum Identitétssatz fiir Potenzreihen.)

Um die Differenzierbarkeit von f an einer beliebigen Stelle b € (a — g,a + p) mit
b # a nachweisen zu konnen, benutzen wir den Umordnungssatz fiir Potenzreihen (Satz
4.24), indem wir die Ausgangsreihe nach Potenzen von x —b umordnen.

Essei ¢ :=p0—|b—a| (>0). Fiirjedes z € (b—¢,b+¢) gilt dann

Zanx—a Zb (x —b)", wobei bn:Zam<:>(b_a)mn_
n=0
%,_/

m=n

=g(x)

Nach den vorhergehenden Uberlegungen ist g(x) wenigstens an der Stelle b differen-
zierbar, und es ist

= b = Z am< ) — )™ = ninan(b — )"t

Wegen f(x) =g(x) furalle z € (b—¢,b+¢) ist ¢'(b) = f'(b).
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o0

(2). Offenbar ist die (formal gliedweise) differenzierte Potenzreihe »_ na,(z —a)"™

n=1
an jeder Stelle b € (a — p,a + o) konvergent, folglich ist ihr Konvergenzradius > o.
o0
Wiére er > p, dann gébe es ein ¢ mit |c —a| > o, so daB Znan(c—a)"_1 und
o n=1
somit auch Y na,(c —a)" absolut konvergieren. Fiir n >1 gilt offenbar
n=1
|an(c = a)[" < |na,(c —a)|" .

Mit Hilfe des Majorantenkriteriums erhélt man die Konvergenz von »_ a,(z —a)" an
der Stelle c. 'A/.'

[e.9] o0

Folglich haben f(z) = Y a,(z —a)” und f'(z) =) na,(x —a)"" den gleichen Kon-
n=0 n=1

vergenzradius. [

Korollar. Sei f(z)= Z an(x —a)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius 7/4/5
n=0

0>0. Dann ist f in (a— o0,a+ o) beliebig oft differenzierbar, und es ist

o (z) = ( i an(x — a))(k) = i nin—1)-(n—k+1)-a,(x —a)"*

m=0 n==k

s (Z)(x—a)”k s (’“;m)(x—a)m .

n=k m=0

Beweis. Den Beweis fithrt man leicht mit Hilfe des vorhergehenden Satzes induktiv = 7/4/6

iber k. d
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Ubungsaufgaben

1. (a) Zeigen Sie, da8 fiir eine in a differenzierbare Funktion f im allgemeinen

nicht gilt:  f'(a) = lim M.

i~a |z — qf
(b) Man gebe ein Beispiel dafiir an, daf§ die obige Gleichung erfiillt ist!
2. Essei f(r) =22 Wie grofl kann eine e-Umgebung U von 3 héchstens gewiihlt
werden, so dafl bei Ersetzung von f durch die Tangentenfunktion der Fehler in
U stets kleiner als ﬁ ist?
3. Man begriinde die folgenden Néherungsformeln:
(a) sinx =~z falls |x| ,hinreichend klein“ ist,
(b) cosz~ 7 —x falls |§ — x| ,hinreichend klein“ ist,

)
(¢) nz~xz—1 falls |x—1] ,hinreichend klein* ist,
(d) VI+z~1+3% falls |z[ ,hinreichend klein® ist.

4. Zeigen Sie, daBl die Ableitung einer differenzierbaren geraden Funktion ungerade
und die Ableitung einer differenzierbaren ungeraden Funktion gerade ist!

5. Zeigen Sie, daB die Funktion f(z) = v/z, > 0, an der Stelle a = 0 nicht
(rechtsseitig) differenzierbar ist.

6. Bilden Sie die Ableitung folgender Funktionen:

(a) f(x)= (Qx +x- \4/;)2, ((d; fESU; =2’ - e* - In(2?),
— T € f X :Ix,

b f - ) .

VI () fx) = 0™,

(c) f(z) = \/a sin?(zb) - cos? x (g) f(z) = (sinx)®.

7. Zeigen Sie: Sind f und ¢ in a n-mal differenzierbar, dann ist f-¢g in a n-mal
differenzierbar und es ist

n n ] »
(f-9)"(a) = (Z.)f(”(a) 9" (a).
i=0
8. Folgende Funktionen sind auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit zu untersuchen:

(a) flz)=lz—-2], zeR,

2?2, fiir x < -2,

(b) flw) = { 0, fir x> —2.

9. Bilden Sie die Ableitung folgender Funktionen:

_[x+1, fir x <0,
(b) f(x)—{ e fiir x> 0.

Y

1, fir = <0,
rt+1, fiir z>0.

@) @) ={
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10.

11.

12

13

14

15

Die Tangente schneide die z-Achse an der Stelle c.

Zeigen Sie, dafl der Abstand zwischen a und ¢ stets 1 betrégt.

(b) Die an die Funktion f(z) =1, x # 0, im Punkt (a,b) gelegte Tangente

bildet mit den Koordinatenachsen ein Dreieck.

Man zeige, dafl der Flacheninhalt des Dreiecks unabhéngig von der Wahl des

Punktes (a,b) ist.

die z-Achse unter einem Winkel von 45° ?

(b) Man bestimme die zu der Geraden y = x parallele Tangente an der Parabel

22 —3z+3

(c) Man gebe die Gleichung der zur z-Achse parallel verlaufenden Tangente an

der Funktion f(x)=e"+e* an.
. Berechnen Sie:
(a) f® von f(r)=2a"Inz,
(b) OV von f(x) = %>,
(c) f™ von f(x)=sin(ax).

. Essei f(x) n-mal differenzierbar und g(x) =z - f(z).
g (z) =n- f V(@) + 2 f(2).

. Es sei
x, fiir x <0,
f(x) =< ar® +bx?+cx+d, fiir0o<z<l,
0, fir x > 1,
x, fir x <0,
g(x) =4 Az*+ Bz +C, fir0<z<1,
0, flir x > 1.

(a) Bestimmen Sie reelle Zahlen a, b, ¢, d, so dafl f in R (stetig und) diffe-

renzierbar ist.

4

Zeigen Sie, dal

(b) Léafit sich die fiir f formulierte Aufgabe auch fir g losen?

. Es sei
fulz) =

Zeigen Sie:

x”sin%, fiir = #0,
0, fir x=0; n=0,1,2.

(a) fo istin z =0 unstetig,
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(a) An die Funktion f(z) = e* werde im Punkt (a,b) die Tangente gelegt.

3

(a) Fiir welchen Wert von @ schneidet die Kurve —y = f(z) = ¢2—2
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

(b) fi istin x =0 stetig, aber nicht differenzierbar,
(¢) fo istin x =0 differenzierbar.
: Z 4+ 23sin(2) fir x#0
— 2 z /) )
Bs sei f(z) { 0, fir = =0.
Zeigen Sie:
(a) f ist fiir alle z € R differenzierbar und f/(0) > 0,
(b) f" istin R stetig,
(c) f ist in keiner Umgebung von 0 monoton.
Geben Sie eine Beziehung zwischen dem Monotonieverhalten von f und dem
Vorzeichen von f’ an.
Zeigen Sie mit Hilfe des 1. Mittelwertsatzes (der Differentialrechnung):
(a) Fiir jedes z,y € R gilt: |sinz —siny | < |z —1y|,

(b) Fiir jedes z,y € R gilt: | arctanx — arctany | < |z —y|,
x
1+

(¢) Fur >0 gilt: <In(l+2z) <.

Wenden Sie den Satz von Taylor auf die Funktion f(z) = +v/1+2z an der Stelle
a =0 an, und berechnen Sie damit v/9 auf 8 Dezimalstellen genau.

Berechnen Sie mit Hilfe des Taylorschen Satzes:

(a) cosq5, so daB der Fehler < 107¢ wird,
(b) In2, so dafl der Fehler < 10! wird,

(¢) ems, so daB der Fehler < 107 wird.
(Hinweis: Man betrachte bei Aufgabe (b) die Funktion In(1 + z).)

Man gebe die Taylorentwicklung fiir folgende Funktionen an der Stelle 0 an:

(@) f)=a" a>0, (b) f@a)=VIta, () f)=m2+a).

Berechnen Sie
sin 5z (c) limx-ln(1+i) z—0 bzw. z— 0
() 0 tan 3z o | |
(b) lig lsinde) (d) Jim =%

. Y
=0 In(sin 3z)

Geben Sie ein Polynom an, das die Funktion In(1+z) im Intervall [0, %] bis auf

2
zwei Stellen hinter dem Komma genau annéhert.

Untersuchen Sie das Konvexitétsverhalten der folgenden Funktionen:
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

(a) f(x) =3z — 423 + 1,
(b) f(z) =24 x —4.
Untersuchen Sie die Funktion f(x) = cosz — 2 + 1 auf Nullstellen, lokale Ex-

tremwerte, Wendepunkte, Verhalten in =4o0.
Skizzieren Sie die durch f(z) definierte Kurve.

f
f

Fiihren Sie fiir folgende Funktionen eine Kurvendiskussion durch:
_
(a“> f(x)_a:—l—l’
(b) f(z) =1In(x® +1).

Fiir die folgenden Funktionen fithre man eine Kurvendiskussion durch:
(a) f(r) =z —sinz, (c) f(x) :93+$%,
(b) f(z) =% —sing, (Aufgabe (¢) mit Zeichnung !)

Berechnen Sie die ersten drei Glieder der Taylorentwicklung von
p(r) =28 — 227 + 525 — . + 3
in a=2.

Bestimmen Sie so viele Glieder wie moglich in der Taylorentwicklung von
f(x) =6sinz + z*
in a=0.
Ist der Fehler bei der Ndherung
2 3

T 2 |z
e~1+:c+2+6

. 1 . 1
fir 0 <z < 3 kleiner als ﬁ?

Bestimmen Sie damit /e auf 3 Stellen genau.

Priifen Sie, ob in den folgenden Féllen die Voraussetzungen der Regel von de
I’Hospital erfiillt sind, und bestimmen Sie die betreffenden Grenzwerte:

(a) e’ —1
(b)
(c)

- fir = — 0,
sin x

e? —e”*

— fir x —0,
sinx - cos T

L N
In(sin z)

Berechnen Sie mit Hilfe der Regeln von de ’'Hospital die folgenden Grenzwerte:

t _ -
(a) lim M, (¢) lim Vit2e+1
x—»OQ,;—SlIilél? ) -1 2+ x+z’
(b) limo o — = (d) lim(2° — 1)5ne,

t—0 g —sinx o~
"
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32. Mit Hilfe der Regeln von de I’Hospital bestimme man folgende Grenzwerte: 7/5/32

(a) lim(sinz)®, (d) lim(1—sinx)-tanw,
>0 LE—>§
a® —a™* arcsin /<=2
b) i
(b) e ——— log,(a — x)’ (e) ler;{} \/7 :
. a® + b:v ; an x
(c) i{%( 9 ) ; (f) mlin% (sinx)t :

33. Eine in einer Umgebung U von a definierte Funktion f heifit an der Stelle a 7/5/33
lokal monoton wachsend, wenn gilt:
firalle x € U mit =z <a ist f(z) < f(a) und
fur alle € U mit x >a ist f(z) > f(a).
(a) Zeigen Sie:
Ist f in a differenzierbar und ist f’(a) >0, soist f in a lokal monoton
wachsend.

(b) Man zeige durch ein Beispiel, dafi nicht gilt:
Ist f’(a) > 0, so existiert eine Umgebung U von a, in welcher f monoton

wéchst.
34. Zeigen Sie, daf§ die Funktion f mit 7/5/34
2?(2+sind), fir z#0,
flz) = ( ) )
0, fir =0

an der Stelle 0 ein lokales Extremum hat, ohne links und rechts von 0 eindeutiges
Monotonieverhalten zu zeigen, d.h., es existiert kein ¢ > 0, sodafl f in (—¢,0)
und in (0,e) monoton ist.

35. Beweisen Sie die folgende Aussage (,,Schrankensatz): 7/5/35
Essei f in einem Intervall I differenzierbar; es sei m eine untere und M eine
obere Schranke fiir den Anstieg einer beliebigen Tangente an f in I. Dann liegt
auch der Anstieg einer beliebigen Sekante in I zwischen m und M.

36. Das Maximum einer in einem Intervall [ = [a,b] definierten Funktion f konnte 7/5/36
man naherungsweise wie folgt bestimmen:
Man unterteilt I in gleich lange Teilintervalle, berechnet die Funktionswerte an
allen Teilungspunkten und sucht sich den grofiten Funktionswert heraus.

(a) Es sei nun f in I differenzierbar und |f'(z)| < ¢ fir alle = € I. Man
schétze den Fehler ab, den man bei der oben beschriebenen Methode begeht.

(b) Wie fein miiite man bei der Berechnung des Maximums der Funktion f mit
f(z) = sin(lnx)+cos 3z im Intervall [r,27] die Unterteilung wihlen, um si-
cher zu sein, dal das berechnete Maximum hochstens um 0,01 vom tatséachli-
chen abweicht?
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37.

38.
39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

Die Zahl 8 ist so in zwei Summanden zu zerlegen, dafl die Summe der Kuben
dieser Summanden am kleinsten ist.

Welche positive Zahl ergibt bei Addition ihrer Reziproken die kleinste Summe?

Welche Lénge mufl die Grundseite eines reguléren dreieckigen Prismas mit gege-
benem Volumen haben, damit die Oberfliche minimal wird?

Ein oben offenes zylindrisches Gefafl mit kreisférmiger Grundfliche soll ein vor-
geschriebenes Volumen V' besitzen. Der Herstellungspreis fiir 1m? Mantelfliiche
betrage a, derjenige fiir 1m? Grundfliiche betrage b, (a,b > 0).

Welche Abmessungen mufl das Gefafi haben, damit die Herstellungskosten moglichst
gering sind?

Von allen Quadern mit quadratischer Grundflache, fiir die das Verhéltnis von
Volumen zur Oberfliche einen gegebenen Wert besitzt, soll derjenige bestimmt
werden, fiir den der Mantel moglichst klein wird.

Einem geraden Kreiskegel mit dem Ra- :
dius r und der Hohe A soll ein gera-

der Kreiszylinder einbeschrieben werden

(vgl. Zeichnung). h
Welche Abmessungen mufl der Kreis-

zylinder haben, damit sein Volumen

moglichst grof wird. — r —

n und k seien gegebene ganze Zahlen. Fiir welche Werte von n und k 148t
sich m in eine Summe von zwei ganzen Zahlen x,y zerlegen, so daf3 beziiglich
aller Zerlegungen n = x4y der Ausdruck z* 4 9* einen méoglichst kleinen Wert
besitzt?

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem ist eine Gerade durch den Punkt
(1,2) so zu legen, dafl sie mit den positiven Koordinatenachsen ein Dreieck mit
moglichst kleinem Fléacheninhalt einschlief3t.

Geben Sie die Gleichung der Geraden an.

In eine gegebene Halbkugel vom Radius R soll ein gerader Kegel einbeschrieben
werden, dessen Spitze im Mittelpunkt der Grundfliche der Halbkugel liegt.

Wie sind die Abmessungen des Kegels zu wéhlen, so dafl sein Volumen moglichst
grofl wird?

Beim Kugelstoflen ist die Wurfweite

2 . .
w(a) =*- - cosa <sma+ \/sin? a + 25;‘)

Dabei ist « der Abwurfwinkel, v die Abwurfgeschwindigkeit, h die Abwurfhche

(sie betrégt etwa ¢ der Korperhdhe).
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47.

48.

49.

50.

51.

Fiir welchen Winkel « ist die Wurfweite am grofiten?
Zahlenbeispiel: h =2m, v =117, g=9,87%.

Ein Gefafl mit senkrechter Wandung stehe auf einer horizontalen Ebene. Seine
Hohe sei h. Aus einer (waagerechten) Offnung in der GefiBwand dringe ein
Fliissigkeitsstrahl.

Man bestimme die Lage der Offnung, fiir die der Strahl die gréBte Weite erzielt,
wenn die Geschwindigkeit der ausstromenden Fliissigkeit nach dem Gesetz von
TORRICELLI gleich /2gz ist, wobei z die Hohe der Offnung unter dem Fliissig-
keitsspiegel angibt.

Von einem Kanal der Breite a gehe unter einem rechten Winkel ein anderer Kanal
mit der Breite b aus. Die Winde der Kanéle seien geradlinig.

Wie lang darf ein Balken (dessen Breite unberiicksichtigt bleibt) hochstens sein,
der von einem Kanal in den anderen geflé§t werden soll?

Essei t:={(t,t*) e R:t € R}.
Bestimmen Sie den Punkt von £, der dem Punkt (6,3) € R am néchsten liegt
(falls ein solcher existiert).

Eine zylinderférmige Blechbiichse mit einem Liter Inhalt soll mit moglichst wenig
Materialaufwand hergestellt werden (Oberflache minimal).
Geben Sie die Abmessungen einer solchen Biichse an.

Die Magnetisierungskurve von Eisen ist nach KOEPPEL durch B = eatn gege-
ben (H ist die magnetische Feldstéirke, B die Induktion, a,b sind Konstanten).
Fiir welchen Wert von H hat die Permeabilitdt p = % einen groften bzw. klein-
sten Wert?
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Schwerpunkte fiir die Wiederholung von Kapitel 7

e Tangentenproblem; 7/6/1

e Definitionen: Differenzenquotient, 1. Ableitung (Differentialquotient), differen- 7/6/2
zierbar (linksseitig bzw. rechtsseitig), Tangente;

e Differenzierbarkeit von sinz und e” (global erldautern); 7/6/3
e Aus der Differenzierbarkeit folgt die Stetigkeit (Satz 7.1); Umkehrung ? 7/6/4

e Summenregel, Produktregel, Quotientenregel, Kettenregel, Ableitung der inversen  7/6/5
Funktion;

e Satz von Rolle (Der Beweis ist von grundlegender Bedeutung!), 1. und 2. Mittelwertsatz 7/6/6
der Differentialrechnung, Satz von Taylor;

e Regel von de I'Hospital, Korollare dazu, Anwendungen auf analoge Félle; 7/6/7

e Definitionen: Monotonie, Konvexitét, lokale Extrema, Wendepunkte, Unendlich-  7/6/8

keitsstellen;
e Notwendige bzw. hinreichende Bedingung fiir die Monotonie; 7/6/9
e Notwendige bzw. hinreichende Bedingung fiir die Konvexitét; 7/6/10
e Notwendige bzw. hinreichende Bedingung fiir die Existenz lokaler Extrema; 7/6/11
e Notwendige bzw. hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Wendepunktes. 7/6/12

e Differenzierbarkeit der Grenzfunktion bei gleichméfig konvergenten Funktionen- 7/6/13
folgen und -reihen (Satz 7.22),

e Differentiation einer Potenzreihe (Satz 7.23 4+ Korollar). 7/6/14
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