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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.2 Das bestimmte (Riemann-) Integral

Definition. (Zerlegung)

3 ist eine Zerlequng (oder Partition) von [
3 ist eine endliche Folge (ay,...,a,+1) von reellen Zahlen ay,...,a,41, so daf
a:=ag<ay <--+<apy1 =D>.

Df

Definition. (ausgezeichnete Zerlegungsfolge)

Es sei (3,)v—012,.. eine Folge von Zerlegungen des Intervalls I.
(3,) heifit ausgezeichnete Zerlegungsfolge von I
5 lim d(3,) = 0.

V—00

9.3 Integrierbarkeitskriterien

Satz 9.9 FEssei [ in I =la,b] definiert und beschrinkt. Dann gilt:
f st in I integrierbar gdw fir jede ausgezeichnete Zerlequngsfolge (3,) und jede
Folge (7,) wvon zugehérigen Zwischenstellensystemen T, gilt:

b
Es existiert  lim St(3,,7) (und der Limes ist gleich dem Integral /f(x) dx.)
9.8 Linge von Kurven

Es seli £ ={f(t):a <t <b} zundchst eine Kurve und 3 = (ag,...,a,+1) eine Zerle-
gung von [a,b]. Verbindet man die Bildpunkte f(ag),..., f(a,41) € € vonag,...,ap41
der Reihe nach durch Verbindungsstrecken, dann entsteht ein der Kurve einbeschrie-
bener Polygonzug FPj (vgl. Abb. 9.23). Der Abstand zwischen je zwei ,,benachbarten®
Bildpunkten f(a;) und f(a;41) auf der Kurve betragt |f(ai1) — f(a;))|. Folglich ist
die Lénge des Polygonzuges gegeben durch

n

Z(Pz) = Z |f(aiz1) — flai)l-

i=1
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Abb. 9.23 Die Abbildung zeigt ei-
ne Kurve im R? mit einem ein-
beschriebenen Polygonzug. Dabei
ist f : [a,] — R® stetig und
E = {f(t) : a <t < b} Ist

3 = (ao,...,anyt1) eine Zerlegung
von [a,b], dann liegen die Bild-
R>: punkte f(a;), i = 0,...,n + 1,
auf der Kurve €.
f
R :

=a =b

Wir definieren jetzt, was unter der Lange einer Kurve zu verstehen ist.

Definition. (Ldinge einer Kurve)

Sei ¢ eine Kurve mit der Parameterdarstellung ¢ = {f(¢) : a <t < b}.

t ist rektifizierbar (d.h. € besitzt eine Linge)

5 Es existiert sup{l(P;): 3 beliebige Zerlegung von [a, b]}.
Das Supremum heift, falls es existiert, Ldinge der Kurve und wird mit [(€)
bezeichnet.

Lemma. FEs sei ¢ eine durch f:[a,b] — R definierte und stetig differenzierbare
Kurve. Weiterhin sei (3,) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge von [a,b], und (1)
sei eine Folge zugehoriger Zwischenstellensysteme von (3,). Dann folgt:

Fiir jedes € > 0 gqibt es ein vy, so daf fir jedes v > vy gilt:

UPs,) = Sy(a,,m) < &, wobei g(t) = [F/(B] = /S, (£0)

Satz 9.23 FEssei f:[a,b] = R* und €= {f(t):a <t <b} eine stetig
differenzierbare Kurve. Dann ist € rektifizierbar, und es gilt

uoaﬁﬂmwziwfIWmfﬁ

Beweis. Wir zeigen zunéchst, daf§ die Menge
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M = {I(P;) : 3 Zerlegung von [a,b]}
nach oben beschrédnkt ist (= es existiert sup M, und somit ist € rektifizierbar).

Angenommen, M ist nicht nach oben beschrinkt. Dann gibt es eine Folge (3,) von
Zerlegungen des Intervalls [a,b], so daB die Folge (Z(P3V)> nicht nach oben beschrankt
ist. Sei 0.B.d.A. (3,) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge (durch entsprechende Verfeinerun-
gen 148t sich dies immer erreichen; und aufgrund der Dreiecksungleichung wird bei einer verfeinerten
Zerlegung der einbeschriebene Polygonzug hochstens linger). Nach dem Lemma gilt dann fiir

g(t) = [f'(®)]-
Tlim (1(Py,) = S(3,,7) ) = 0.
. T =5
Wegen der Stetigkeit von g¢(t) = |f'(t)| in [a,b] ist |f'(t)| als reellwertige Funktion
einer reellen Verdnderlichen in [a,b] integrierbar. Folglich gilt nach Satz 9.9

V—00

b
lim G, = / f/(t)] dt == d € R.

Da (, — d und (a, — 3,) eine Nullfolge ist, mufl auch die Folge («,) gegen d
konvergieren. Dies fiihrt zum Widerspruch.
b

Folglich gilt c,, —— I(€), und damit ist [(¢) = / F()]dt. @
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