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Kapitel 8
Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher
(Einfithrung)

8.1 Differenzierbarkeit
Beispiele.

(4) Transformation in Kugelkoordinaten (oder sphirische Koordinaten)

Wir transformieren hierbei wieder raumliche Koordinaten.

Dazu sei P = (a,b,c) # (0,0,0) := 0 ein Punkt in dem Raum R? der mit dem
kartesischen Koordinatensystem aus Beispiel (3) versehen ist.

Der Punkt (a,b,c¢) wird erneut durch ein Koordinatentripel (r,¢,v) beschrieben,
deren Bedeutung aus der Abbildung 8.10 hervorgeht.

r gibt den Abstand zwischen 0 und P an.

P’ := (a,b,0) ist die Projektion von P auf die (z,y)-Ebene, und ¢ bezeichnet den
Winkel, der durch die z-Achse und die Verbindungsstrecke zwischen den Punkten 0
und P’ aufgespannt wird.

Offenbar ist dann
c=rsind und 1 =rcosd?, wobei —
Folglich ist

a=r- cos p = rcosngOSﬁl = 91(7’, 90779)?
b=r1r". singp = TSngOCOS?? = 92(73 80719)7

c=rsind := g3(r, ¢, ).

Die neuen Koordinaten r, ¢, ¥ heilen Kugelkoordinaten oder auch sphdrische Koor-
dinaten.
(Die Punkte auf der z-Achse sind analog wie im vorhergehenden Beispiel mit Hilfe der Kugelkoordinaten

nicht eindeutig darstellbar.)



Abb. 810 Der Punkt (a,b,c) € R?
ist mit Hilfe von Kugelkoordinaten
dargestellt. ' und r bezeichnen die
Absténde von 0 := (0,0,0) und (a,b,0)
bzw. von 0 und (a,b,c).

9 ist der Winkel zwischen der (z,y)-
Ebene und der durch die Punkte 0 und
(a,b,c) verlaufenden Geraden.

Der Punkt (a,b,c) besitzt die Kugelko-
ordinaten (r, @, ).

Betrachtet man den Punkt P als variabel, (a,b,c) := (z,y,2), dann erhélt man eine
Abbildung

g(r790719) = (g1<7",90,19),92(7”,%0,19)793(7‘, ¢a0)> - (:L‘7ya 2)7
also

g:R* =R mit 0<p<2r, 0<r<oo und %ﬁgﬁg

D[

Die Ableitung der Funktion ¢ ergibt sich wie folgt:

991 91 Oq
o ) Or g? J
91, 92, g: 0 0
g'(rip0) = =220 (r 0, 0) = | G2 G2 SR (re,0) =
a(r, ¢, 9) v
dgs  0gs  Ogs
r do ]
cosp-cost —rsing-costd —rcosp - siny
sinp-costy rcosp-cos’d —rsinp-sind
sin 0 r cos ¥

Damit ist

8(91,92793) _ .2
det (48(7”,%19) (r,go,q?)) = r°cos,

also

8(glag2ag3) ) m
det<48(r,<p,19) (ryp, )] #0 <= r#0 und 197éj:2.

Fiir alle Punkte, die nicht auf der z-Achse liegen, ist die Transformation injektiv.
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