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Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.3 Elementare Funktionen

(1) Rationale Funktionen

Definition. f ist eine rationale Funktion
5; f 14Bt sich in endlich vielen Schritten mit Hilfe der rationalen Operationen aus
der Identitatsfunktion und den konstanten Funktionen erzeugen.

Darstellung: f(z) = gbnim-:_ .. —:_(ZO
m L by

Definition. f ist eine ganze rationale Funktion oder ein Polynom tber R
s f ist eine rationale Funktion, die ohne Division erzeugt werden kann.

Darstellung: f(z) =a,z" +---+aop

Satz 5.9 Die rationalen Funktionen sind stetig.

Beweis. Der Beweis folgt sofort aus der Stetigkeit der identischen Funktion, der kon-
stanten Funktionen und der rationalen Operationen. [

(2) Entwickelte algebraische Funktionen

Definition. f ist eine entwickelte algebraische Funktion

f 1aBt sich in endlich vielen Schritten mit Hilfe der rationalen Operationen
und der Wurzelfunktionen <{/--- aus der Identitdtsfunktion und den konstanten
Funktionen erzeugen.

Df

Bemerkung. Bisher ist {/x nur fiir n > 2 und z > 0 definiert. Fiir ungerade n
148t sich {/z auch in dem Bereich z < 0 definieren. Hierfiir legen wir fest:

V= —/—u.

Fir n =1 gelte generell: {/x = z.

Beispiele (fiir entwickelte algebraische Funktionen)
fla) = /w;
g(x) = {L/ax2+bx+\/x3 —c+x—d
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Bemerkung. Neben den entwickelten algebraischen Funktionen gibt es noch weitere

algebraische Funktionen.

Man nennt eine Funktion f algebraisch, wenn f Losung einer algebraischen Gleichung

ist, d.h., f ist eine Funktion, und es gibt Polynome pqy(zx),...

x € D(f) mit y= f(z) gilt:
po(@)y" + -+ 4+ pr(x)y + po(z) = 0.

,Pn(x), so daB fiir jedes

(vgl. Literaturangabe [2], Band I, Nr. 190, Begriff einer algebraischen Funktion)

Satz 5.10 Die entwickelten algebraischen Funktionen sind stetig.

Beweis. Der Beweis folgt sofort aus der Stetigkeit der Identitétsfunktion, der konstan-
ten Funktionen, der Wurzelfunktionen (sieche nichste Bemerkung) und der Stetigkeit der

rationalen Operationen. [

Bemerkung. Ist f(z) =2", = >0, dann ist offenbar /= die Umkehrfunktion von
f. Nach Satz 5.8 ist f~! in [0,00) stetig. Fiir ungerade n ist f in IR injektiv und
somit die Umkehrfunktion ¢z in ganz R definiert und stetig. (vgl. auch Abb. 5.17).

Fiir gerade n ist f in (—o0,0] definiert und injektiv, folglich besitzt f in (—oo, 0]

ebenfalls eine Umkehrfunktion —</z (vgl. Abb. 5.16).

Abb. 5.16 Fiir gerade n verlau-
fen die Graphen der Funktionen
f@) = am, g(e) = ¢& und
h(z) = —/z &hnlich wie die von
f, g und h in dieser Abbildung
und in Abb. 5.6. (Dort wird der Spe-
zialfall n = 2 und hier der Fall n = 4
dargestellt.) ¢ ist die Umkehrfunk-
tion von f fiir £ > 0 und A die
von f fir = <0.

Die néchste Abbildung zeigt den analogen Fall fiir ungerade n. Hierfiir existiert die

inverse Funktion im gesamten Definitionsbereich von f.
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i o () = Y Abb. 5.17 Fiir ungerade n ver-
laufen die Graphen der Funktio-
nen f(z)=212", g(z) = Yz &hn-
lich wie die von f und g in dieser
Abbildung. (Hier wird der Spezialfall
n =3 dargestellt.) Da f im gesam-

1 ten Definitionsbereich (—o00, 00)
i injektiv ist, besitzt f dort auch
y eine Umkehrfunktion, ndmlich g¢

. (Graph von g dick gestrichelt).

(3) Elementare transzendente Funktionen

Neben den algebraischen Funktionen gibt es noch weitere, ndmlich die sog. transzenden-
ten Funktionen.

Definition. [ ist {ranszendent f, f ist nicht algebraisch.

Die Klasse der transzendenten Funktionen ist sehr uniibersichtlich. Daher betrachten wir
hier nur die wichtigsten und relativ leicht darstellbaren (die sog. elementaren) transzenden-
ten Funktionen. Wir beginnen mit der Exponentialfunktion und ihren Eigenschaften.

Exponentialfunktion

In dem Abschnitt iiber Reihen haben wir schon gesehen, dafl die Potenzreihe Z z"
n= 0
fiir alle z € R konvergiert (sogar absolut; zur Erinnerung sei noch einmal erwihnt, daf fiir = =0

und n=0 z" =1 gesetzt wurde).

Fiir jedes x € R ist also durch Z ein Wert y festgelegt, d.h., durch die Reihe
n= 0
ist eine Funktion f(x) definiert. (vgl. Abb. 5.18)

Bez.: f(z) :=exp(x zifb—
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f(z) = exp(x) heiflt Ezponentialfunktion.

Satz 5.11 Die Ezponentialfunktion besitzt folgende Eigenschaften: 5/3/19

(1) D(exp) =R.

(2) Fiir jedes z,y € R gilt: exp(x +y) = exp(x) - exp(y)

(Funktionalgleichung der Exponentialfunktion).
_ oy 1

(3) exp(0) =1 wund exp(—x) oxp(a)’
fir <0 ist 0 <exp(z) <1, und
fir x>0 ist 1 <exp(z).

(4) exp 1ist streng monoton wachsend
(folglich ist exp injektiv und besitzt eine Umkehrfunktion).

(5) exp(l) =e (e=lm(1+ %)”).
m

(6) Fir rationale x = j:% ist exp(z) =e*n

(fiir irrationale x ist e® bisher nicht definiert!).
(7) exp ist stetig.
n
Beweis. (1) ist trivial, da Z% fir alle x konvergiert. 5/3/20

(2). Ubungsaufgabe!

n

(3). Esist exp(0) = i % =1 =
1 =exp(0) = exp(z + (—2)) = exp(z) - exp(—z) =
) = 1
*P(=%) = @)

hieraus folgt insbesondere exp(x) # 0. Fiir « > 0 ist

exp(x)zz%?:1+zﬁ>l.
n=0 " n=1

n!
=l
>0
N : 1 B
Fir z <0 ist —z >0, also exp(z) = py ) <1, denn exp(—z) > 1.

(4). Essei 1 < x9; z.z.: exp(zy) < exp(xs).
Wegen z7 < xo gibt esein h >0, so dall x; + h = xy. Folglich ist
exp(zy) = exp(x; + h) = exp(xy) - exp(h) > exp(z1).
——

>1
(5). Esist
exp(1) :exp(%%—-“—l—%) = (exp (%))n —
ol



S

exp (%) = (exp(1)™.

Dann gilt

3=

= (l)k
1+% < kz:% 2! = exp (%) = (exp(l)) :
Weiterhin gilt fir n > 2

1

<exp(1)) " =exp (%) < g%) (%)k (denn % <1 fir k>2)

n n

Also

S|

1

1+%<<exp(1)) <1+m =

(1 + %)n <exp(l) < (1 + ﬁ)n =
e = lim <1+ %)n <exp(l) < lim (1—1— ﬁ)n =e =
exp(1l) =e.

6). 1. 2=0 =

exp(0) =1=¢" = (exp(l))o.
2. 2=m>0 =

exp(m) =exp(l+---+ 1) =exp(l)---exp(l) = (exp(l)) .

3. x:% —

exp(1) :exp(n-%) :exp<%+---+%) = (exp(%))n —

exp (—) = (exp(l))%
4, 1= % >0 —

exp (—) = exp (m —) = (exp (%)) = ((exp(1)>z> = (exp(l))
boa=-10<0 =

exp (— m) = L = L m = (exp(1)>_%
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(7). Wir zeigen zunédchst, dal exp(z) in a = 0 stetig ist. Hierzu benutzen wir das
Lemma zum Identitétssatz fiir Potenzreihen (vgl. Satz 4.24).

Wenn z; 20 und z; — 0, so Z L' (2; = 0)" —— ¢p =
=N o

=cp,

1
Also exp(z;) —— exp(0) = 1.
Sei jetzt a € R beliebig, z, € R und z, — «a.
z.z.: exp(z,) — exp(a).
g.z.z.: exp(x,) —exp(a) —0
W) - = : L—a)—1 0
exp(x,) — exp(a) = exp(a) (exp(x Oa) ) —0 =
exp(z,) — exp(a),

also ist exp in a stetig. 4

Bemerkung. Bisher ist e nur fiir rationale x definiert. Nach Satz 5.11 (6) gilt fiir
rationale x stets e” = exp(x). Wir erweitern jetzt den Definitionsbereich der Funktion
e’ auf ganz R wie folgt:

Definition. Fiir z € R sei e* 5 exp(z).

Im folgenden schreiben wir fiir exp(z) kurz e®.

Satz 5.12  Fir e* qilt:

(1) lim e* =00 wund lim e*=0.

(2) €® nimmt jeden Wert y >0 genau einmal an
(= W(e")={y:y >0} =(0,00)).

[e.o] n

x

Beweis. (1). Fir z >0 ist 6122—'>1+x und  lim (1 +z) = oo.
n=0 """

Fir x <0 ist —2 >0 und somit ex:e% —— 0, denn e ——o0.

(2). Sei y >0 beliebig.

Aufgrund der Eigenschaft (1) gibt es Elemente a, b € R, so dal e* < y < e®. Da
die Funktion e in IR stetig ist, nimmt sie nach dem Zwischenwertsatz den Wert y
an. Andererseits kann y auch nur einmal angenommen werden, denn e* ist nach Satz
5.11(4) streng monoton wachsend. [
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‘ 5/3/26
Abb. 5.18 Das Bild zeigt die
Exponentialfunktion f(z) = €®
und den natiirlichen Logarithmus
g(z) =1n z. Hier ist zu erkennen,
da  D(e") W(ln ) und
D(In x) = W(e").
Weiterhin  wird deutlich, daf
f(0)=e’=1, f(1)=e' = und
g(1)=In1=0, gle)=lne=1.
Logarithmusfunktion
Aufgrund der strengen Monotonie von e* besitzt diese Funktion eine Umkehrfunktion.
Definition. (natirlicher Logarithmus) 5/3/27
Die Umkehrfunktion von e* heifit natirlicher Logarithmus.
Bez.: In(z) oder Inx
Es gilt: D(In) = W(exp) = (0,00] und W(ln) = D(exp) = R. 5/3/28
Satz 5.13 In hat folgende Eigenschaften: 5/3/29
(1) Ine=1, Ine®* =2 und ™% =z.
(2) In ist stetig.
(3) In(z-y) =Inz+Iny (Funktionalgleichung des natiirlichen Logarithmus).
(4) n1=0, Ini =—Inz;
fir 0<xz <1 ist Inz<0, wundfir 1<z ist 0 <lInuz.
(5) In st streng monoton wachsend.
(6) Fir rationale v und reelle © >0 gilt: In(2") =r-Inz
(fiir irrationale r ist 2" mnoch nicht definiert!).
(7) lim Inz =00, limlnz = —occ.
e 250
Beweis. Der Beweis ergibt sich leicht aus den Eigenschaften von e”. 5/3/30

Als Beispiel zeigen wir (3).
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Annahme: In(z-y) #Inx +Iny.

Aus der Injektivitdt von e* folgt dann
Ty = eln(a}-y) 7£ elnz—i—lny — elnx ‘elny =z-y 'A/! 0

=x =y

Exponentialfunktion zur Basis a > 0

Definition.
Sei a>0. a

(Exponentialfunktion zur Basis a)

xT

Df

ex-ln a

(Exponentialfunktion zur Basis a).

Es gilt: D(a®) = D(e*) = R und W(a*) = (0,00), falls a # 1.

0<ax<l1

Abb. 5.19 Das Bild zeigt die

Exponentialfunktion f(z) = a*

bei verschiedenen Basen a > 0

(durchgezogene Kurven). Fiir a # 1

a—o ist f(x) = a* injektiv und be-

- sitzt daher eine Umkehrfunktion

—

P log, x. Die gestrichelten Kurven

T geben jeweils eine inverse Funkti-

on von f(x) = a® an, und zwar

fiir a=e bzw. fir 0 <a < 1.

(1) Ina®* =z -Ina,

(2) a*-a¥=a""¥

(3) (@) = o,

(4) a® - b* = (ab)®,

(5) a® st stetig.

(6) Fir 0<a<1 ist a* streng monoton fallend, und

fir 1 <a st a® streng monoton wachsend,
fir a=1 1ist a* konstant 1.
(7) Fir 0<a<1 ist lima® =0, lim a"=o00, wund

T— 00 r——00
fir a<1 st lim a® =00, lim a* =0.
T— 00 Tr— —00
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Beweis. Den Beweis fithrt man leicht mit Hilfe der Eigenschaften von e*. g

Logarithmus zur Basis a >0, a # 1

a® ist fir a > 0 und a # 1 streng monoton, also auch injektiv. Folglich besitzt a”

eine Umkehrfunktion.

Definition. (Logarithmus zur Basis a)

Sei @ >0 und a # 1. Die Umkehrfunktion von a” heifit Logarithmus zur Basis a.

Bez.: log,r und lgx bzw. Inz, falls a =10 bzw. a =e.

Folgerung. Aus der Definition ergibt sich sofort:
D(log, z) = W(a®) = (0,00) und W(log,z) = D(a") = R.

Satz 5.15 Sei a >0 und a# 1. Dann gilt:
_Inz
(1) log,z = na

log, x st stetig.
log,(x - y) = log, x + log, y.

AA/_\
w
— O = ~—

4) Fir 0 <a<1 ist log,x streng monoton fallend,
fiir 1 <a st log,x streng monoton wachsend.
(5) Fiir b>0 ist log,b" =x-log,b wund log,x = lllrll—(g -log, .
Beweis. (1). Sei y =log, . Dannist ¢ =2 undsomit In ¢’ =Inz = y= nz
—— Ina

y-ln a
Hieraus folgen leicht die restlichen Behauptungen. [

Potenzfunktion

Definition. (Potenzfunktion mit beliebigem Exponenten)
Sei a € R und z > 0.

a —

z* 5 €™ heiBt Potenzfunktion (mit dem Exponenten a).

Bemerkung. Die Eigenschaften von x® folgen entsprechend der Definition sofort aus
den Eigenschaften von e* und In z. Insbesondere ist z* stetig und

D(s#) = D{lnz) = (0,00) und W) = { m{fﬁ* a7 0
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Weiterhin ist ¢ fiir a # 0 streng monoton. Folglich besitzt g:“ eine Umkehrfunktion,
die ebenfalls eine Potenzfunktion ist, ndmlich die Funktion x<« (vgl. Abb. 5.20).

Fiir gewisse Exponenten a 148t sich z® auch in (—o00,0) definieren, z.B. fiir alle

ganzzahligen @ und auch fir alle a = %, falls n ungerade ist. Dann ist namlich
a 1

Tr =aIn

= —+/—x, und fiir —z > 0 ist die n-te Wurzel schon definiert.

Abb. 5.20 Die Abbildung zeigt die
Potenzfunktion f(z) = z% mit

a<0 a>1

verschiedenen Exponenten a €
R. Fir ¢ # 0 und =z > 0
ist f injektiv und besitzt daher
eine Umkehrfunktion. Die gestri-

\\ chelten Kurven zeigen die Um-
. a>1 kehrfunktionen von f(z) = z® fir

- a > 1 bzw. a < 0. Die inver-

. . 1
N - se Funktion von z® ist ze und

_ somit wieder eine Potenzfunktion.
. a<0 Fir a =1 (also z* =z = I(z))
ist die Umkehrfunktion identisch
mit der Ausgangsfunktion I(x).

3 - Ist @ =0, dann ist x® konstant.
1

Trigonometrische Funktionen

In der Schule werden sin und cos in der Regel am Einheitskreis eingefiihrt
(vgl. Abb. 5.21 und 5.22).

Der Anschauung entnimmt man:

1) sin0 =0, sin%zl, cos0 =1, cos% =0.

(

(2) sin und cos sind periodisch mit der kleinsten Periode 2.
(3) sin ist ungerade, d.h., sin(—z) = —sinuz.

(4) cos ist gerade, d.h., cos(—z) = cosz.

()

sin ist an der Stelle 0 stetig. Hierbei benutzt man, da |sinz| < |z| ist,
was wiederum der Anschauung entnommen wird.

(6) sin?z + cos?z =1 (hier wird der Satz des Pythagoras vorausgesetzt).
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1 Abb. 5.21 Die Abbildung zeigt,
wie am Einheitskreis (:= Kreis
v (u,v) mit dem Radius 1 und dem Mit-
telpunkt (0,0)) die Funktionen

r=1 x sin und cos eingefithrt werden

sin x konnen. Der Winkel z ist in Bo-

genmafl gemessen (:= Linge des

- durch dickere Strichstiarke her-

vorgehobenen Kreisbogenstiicks).
cos bzw. sin sind dann definiert

durch: cosz :=wu, sinx := v.

Abb. 5.22 zeigt sin und cos im Intervall [—m,37]

Die Vorteile dieser Methode bestehen darin, daf§ der Schiiler wesentliche Eigenschaften
der ansonsten komplizierten Funktionen der Anschauung entnimmt. Die Nachteile sind
allerdings darin zu sehen, daf§ die Anschauung als Beweismittel iiberhaupt zugelassen
wird und dafl z.B. die Zahl 7 und Eigenschaften des Kreises als bekannt vorausgesetzt
werden.

Wir kommen jetzt zu einer anderen Definition der trigonometrischen Funktionen.

Hierzu betrachten wir die Exponentialfunktion e?, die bekanntlich mit Hilfe der Potenz-
(o]

n
reihe e =exp(z) = Y % definiert ist. Diese Potenzreihe ist (wie frither gezeigt wurde)
n=0 "

fiir alle komplexen Zahlen z absolut und damit auch unbedingt konvergent. Folglich
ist exp(z) auch in der gesamten komplexen Ebene definiert. Wir betrachten jetzt den
Spezialfall z = iz und berechnen von e den Real- und Imaginirteil:

o . o
(1) inn
=3 P 2 nl
n=0 n=0
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2n ,.2n 22n+1 2n+1

_22271 Z (2n +1
—Z >+zZ( 1)“(222":1”!.

n=0

ﬁ cos T ﬁ sinz
Also e = cosx + i sinz. Damit ergibt sich die folgende Definition.

Definition. (cos, sin) 5/3/45

COST T Z 2n)"

. 2n+1
ST b Z D" @n 1

Beide Reihen konvergieren fiir alle x € R absolut. Folglich sind sin und cos in R 5/3/46
definiert.

An dieser Stelle ist nicht einzusehen, dafl die so eingefithrten Funktionen sin und cos
dieselben sein sollen, die man anschaulich am Einheitskreis gewinnt. Erst mit Hilfe der
Differentialrechnung werden wir spéter nachweisen konnen, dafl es sich tatséchlich um
die gleichen Funktionen handelt.

Satz 5.16 sin und cos haben folgende Figenschaften: 5/3/47
sin und cos sind in R definiert, sin0 =0, cos0 = 1.
sin ist ungerade und cos st gerade.

sin(x 4+ y) =sinz - cosy + cosz -siny (= sin2x = 2sinx cosx).

cos(z +y) =cosz-cosy —sinx -siny (= cos2z = cos’>x — sin® z).

rT—Yy r+y
5 €cos —5—

rT—y . Tty
5 sin ——=.

r=1 (= |sinz|,|cosz| <1).

cosT — cosy = —2 - sin

sin® z + cos?

)
(2)
(3)
(4)
(5) sinz —siny = 2-sin
(6)
(7)
(8)

sin und cos sind stetig.

Beweis. (1) ist nach Definition trivial. 5/3/48
(2) folgt unmittelbar aus der Definition von sin und cos.

(3) und (4) zeigt man mit Hilfe des Cauchyprodukts der entsprechenden Reihen (vel.
Ubungsaufgaben).

(5) und (6) folgen aus (3) und (4), indem man auf der linken Seite von (5) bzw. (6)
x—;—y_i_x;y xT—f—y_% schreibt.

jeweils x, y in der Form x = und y =
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(7). Nach (1) ist cos0 = 1; folglich erhdlt man mit Hilfe von (4):

1 = cos0 = cos(z + (—x)) = cosx - cos(—x) —sinx - sin(—x) = cos® z + sin® z.
Damit gilt auch

0<cos®’z<1 und 0<sin’z < 1,
und schliefllich

|sinz] <1, |cosz| < 1.

(8). sin und cos sind durch Potenzreihen definiert, diese sind in « = 0 stetig (vgl.
Beweis zu Satz 5.11 (7)). Also gilt:

Wenn x — 0, so sinz — sin0 =0 und cosx — cos0 = 1.
Wir beweisen jetzt die Stetigkeit von sin an einer beliebigen Stelle a # 0.

gz.z.. Wenn x — a, so sinx — sina, d.h., sinx —sina —— 0.

Es sei  — a. Nach (5) gilt:

r—a . rT+a
2 2

— 0 erhalt man

sinx —sina = 2 - sin

r—a
2

|sinx —sinal =2 - ’sin

Wegen z —a <=

r+a
2

<1 —0

r—a
2

x;a‘_}o_

‘~‘cos ‘g‘sin

Fiir cos ergibt sich mit Hilfe von (6) die analoge Behauptung. 3

Bemerkung. Die Eigenschaften (3) — (6) im Satz 5.16 heiflen auch Additionstheoreme
von sin und cos.

Im folgenden wird die Zahl 7 definiert. Es geniigt offensichtlich festzulegen, und

bo[3)

dies wird sich als kleinste positive Nullstelle von cos erweisen. Dazu miissen wir zeigen,
daf3 cos iiberhaupt eine kleinste positive Nullstelle besitzt. Hierzu benttigen wir einige
Lemmata.

Lemma 1. cos2 < 0.

Beweis. Es ist

cos2 = 2(—1)71 . énn)! - g(—l)" yeu

B 42 & n 4n
—1—2—{—1—1-2(—1) (2n)'
—_—— n=3
=5 <1 )
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(x) ist eine alternierende Reihe; das erste Glied (fir n = 3) ist negativ und < (24;)|>

ist eine monoton fallende Nullfolge. Folglich ist die Reihe konvergent, und ihr Wert (vgl.
Beweis des Leibniz-Kriteriums) ist negativ. Insgesamt gilt damit cos2 < 0. d

Lemma 2. cos hat in [0,2] eine Nullstelle.

Beweis. Esist cosO0=1>0 > cos2.
cos ist im gesamten Definitionsbereich stetig, also auch in [0,2]. Nach dem Zwischen-
wertsatz gibt es ein ¢ € (0,2), so dafl cosc=0. O

Wir zeigen jetzt, dafl ¢ die einzige Nullstelle von cos in [0,2] ist. Dann besitzt cos

s

eine kleinste positive Nullstelle, die mit 7 bezeichnet wird. Dazu benétigen wir aber
das folgende

Lemma 3. sinx >0 fir alle x € (0,2).

Beweis. Ubungsaufgabe! (Hinweis: Beweis dhnlich wie fiir Lemma 1) i

Korollar. cos hat in [0,2] genau eine Nullstelle.

Beweis. Angenommen, es existieren z,y € [0,2], mit z #y und cosxz = cosy = 0.
Sei 0.B.d.A. y < x. Dann gilt:

O:cosx—cosy:—2-sinx_y~sinx;y7&0,

2
N—— N——
€(0,2) €(0,2)

denn nach Lemma 2 ist sin in (0,2) positiv. 'A/ ! 0

wird als die kleinste positive Nullstelle von cos definiert

s
2
= 0<7m<4).

Bemerkung. Mit Hilfe der Additionstheoreme lassen sich weitere Eigenschaften fiir
sin und cos herleiten.

(1) Esgilt cos?z+sin*z =1 speziell fir z = g Wegen cos% =0 ist sinzg =1

Weiterhin ist sinz > 0 fir z € (0,2). Folglich ist sing 1.
— T Ty . T _ginZ.gint — —
(2) cosm = cos (2 + 2) = €08 5 - COS 5 —sin g -sin 5 1 usw.
—.— —— Y — ——

=0 =0 =1 =
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Definition. (periodische Funktion)

f ist periodisch mit der Periode p

5; Furjedes x gilt:

(1) xe D(f) <= x+pe D(f) und

(2) f(z) = f(z+p).

Satz 5.17 sin und cos sind periodisch mit der Periode 2w, und es ist
sin(z + %) = cosx und cos(z + %) = —sinx.

2 2

Beweis. Den Beweis fiihrt man leicht mit Hilfe der Additionstheoreme.

Tangens, Cotangens

Definition. (7Tangens, Cotangens)

_ sinz _ COSZX
tanx = cotr = = .
Df cosz’ Df ginx
Y
|
cotx
tanx
1 1
o a7 2

Abb. 5.23 zeigt tan und cot im Intervall [—m, 3]

119

5/3/59

5/3/60

5/3/61

5/3/62

5/3/63



Bemerkung. Aus der Definition und den Eigenschaften von sin und cos erhélt man
sofort die wichtigsten Eigenschaften von tan und cot. Insbesondere gilt:

D(tan) = R~ {z : cosz =0}, W(tan) = R;

D(cot) = R~ {z : sinz =0}, W(cot) =R.

tan und cot sind als Quotienten von stetigen Funktionen wieder stetig;

tan und cot sind wie sin und cos periodisch, allerdings mit der Periode 7.

Ahnlich wie sin und cos lassen sich auch tan und cot am Einheitskreis geometrisch
interpretieren (vgl. Abb 5.21 und 5.24).

<

Abb. 5.24 In der Abbildung ist

zu erkennen, wie am Einheits-

tanz kreis die Funktionen tan und cot
in Abh#ngigkeit von dem Winkel
Z (alle hervorgehoben durch dickere

Strichstérke; = gemessen in Bogenmaf)

- T veranschaulicht werden konnen.

cot bzw. tan sind dann definiert

durch: cotz :=u, tanx := v.

-1

Die trigonometrischen Funktionen sin, cos, tan, cot sind als periodische Funktionen
nicht in ihren gesamten Definitionsbereichen injektiv. In den (maximalen) Teilintervallen,
in denen sie jedoch injektiv sind (dort sind sie auch stetig und daher streng monoton), besit-
zen sie Umkehrfunktionen (die sog. Arcus-Funktionen; Arcus oder Arkus := Bogenmaf eines
Winkels), die der Reihe nach mit arcsin, arccos, arctan, arccot bezeichnet werden.

Zur Veranschaulichung der Arcus-Funktionen betrachte man zunéchst die Abb. 5.21.
Dort ist der Winkel x in Bogenmafl gegeben (das ist bekanntlich die Léinge des Bogens auf
dem Einheitskreis zwischen den Punkten (1,0) und (u,v) im entgegengesetzten Uhrzeigersinn). Fiir
fixiertes x ist sinx symbolisiert durch die Strecke der Lange v zwischen den Punkten
(u,0) und (u,v). Also

sinx =v = arcsin(sinz) = arcsinv = x (:= die zu sinz gehorende Bogenlinge).

Das Analoge gilt fiir Cosinus, Tangens und Cotangens.
Abschlieflend werden noch die trigonometrischen Funktionen mit ihren Umkehrfunktio-

nen (in geeigneten Intervallen) dargestellt (vgl. Abb. 5.25 — 5.28). Sinus wird in [—%W, %W]
und in [3m, 37] betrachtet, Cosinus in [0,7] und in [, 27]. Tangens und Cotangens
werden in [—17, 37| bzw. in [0,7] dargestellt.
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Abb. 5.25 Die gestrichelten Kurven ent- Abb. 5.26 Die gestrichelten Kurven ent-
sprechender Strichstirke geben die jewei- sprechender Strichstdrke geben die jewei-
lige Umkehrfunktion des Sinus in den be- lige Umkehrfunktion des Cosinus in den
trachteten Intervallen an, in denen der Si- betrachteten Intervallen an, in denen der
nus injektiv ist. Cosinus injektiv ist.

Analog wie in den vorhergehenden Abbildungen verfahren wir jetzt noch mit Tangens
und Cotangens.

Y Y
3 i/ tan
Lo R S i
2 | [Z177 " Tarctan
1 1 z '
7%71— ::,‘,‘,iif,—,—,ir, ,,,,,,,,i ,,,,,,,,,,,,
iy -
Abb. 5.27 Die gestrichelte Kurve zeigt die Abb. 5.28 Die gestrichelte Kurve zeigt die
Umkehrfunktion des Tangens in dem In- Umkehrfunktion des Cotangens in dem In-
tervall (—3m, im). tervall (0,).
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