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Kapitel 10
Ausblicke auf die Integralrechnung fiir Funktionen mit mehre-
ren Verdnderlichen

10.1 Doppelintegrale

Definition. (einfacher Bereich)
Es seien [a,b],[c,d] Intervalle in IR.

1. B ist ein z-einfacher Bereich (iiber [a, b))
= Es gibt Funktionen ¢(x),9(x): [a,b] — R, so dafl gilt:

o (a) ¢,v sind stetig in [a, b],
(b) go(x) < (x) fir jedes x € [a, bl
(c) B:={(z,y): a<z<b und p(z) <y <¢(x)} (vgl. Abb.10.4).
2. By ist ein y-einfacher Bereich (iiber [c,d])
= Es gibt Funktionen ¢i(y),¢1(y) : [c,d] — R, so daB gilt:

(a) 1,11 sind stetig in ¢, d],

(b) ¢1(y) < vi(y) fiir jedes y € [c,d],

(c) By :={(z,y): p1(y) <z <¢1(y) und ¢ <y <d} (vgl. Abb. 10.5).
3. B ist ein einfacher Bereich
= B ist z-einfach oder y-einfach.

Df
Yy Y
s el db--———-
B
p1(y) — — ¥1(y)

1 o(z) 1 < e

1 1 -— x - x

a b
Abb. 10.4 Die Abbildung zeigt einen Abb. 10.5 Die Abbildung zeigt einen
z-einfachen Bereich B. y-einfachen Bereich Bj.

Bemerkung. Die obige Definition des Integrals iiber einfachen Bereichen erfafit nur
einen Spezialfall, gewohnlich wird das Integral allgemeiner definiert, worauf wir hier
allerdings verzichten.

Ist f(z,y) in dem einfachen Bereich B stetig und nicht negativ, dann wird der raum-
lichen Punktmenge M = {(x,y,2): (z,y) € B und 0 <z < f(z,y,2)} durch

V= //f(x,y) dxdy ein Volumen zugeordnet (siche Abb. 10.7).
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Satz 10.5 (iterierte Integrale iber einfachen Bereichen) 10/1/26
(1) Es sei B:={(z,y): a<xz<b und p(r) <y <¢Y(x)} ein x-einfacher Bereich

und f(x,y) seiin B stetig. Dann ist (f(z,y) in B integrierbar und)
b Y(z)

1@ yydedy= [( [ s,y dy)de
B o o(x)

(2) Es sei By :={(z,y) : ¢1(y) <x <11(y) und ¢ <y <d} ein y-einfacher Bereich
und f(x,y) seiin By stetig. Dann ist (f(z,y) in B; integrierbar und)

d i(y)
//f(x,y)dwdyz/( / f(,y) dx)dy .
By ¢ ei1(y)
Beispiele.
1. Volumen eines Zylinders mit dem Radius r und der Hohe h (sieche Abb. 10.8).

Abb. 10.8 Die Abbildung zeigt
einen schrigabgeschnittenen gera-
den Kreiszylinder mit dem Radius r
und der ,,Hohe“ h, wobei die Hohe
in dem Mittelpunkt der Grundfléche
zu betrachten ist.

Der obere schrige Schnitt mit dem
Kreiszylinder wird durch die Funk-
tion f(z,y) = h+x+y erzeugt, die
bekanntlich eine Ebene im R® defi-

niert.

Esist B:={(z,y): 2> +y* <r?} und damit
y1 = Y(x) =vr2—z2 und yp = p(x) = —Vr? — 22
fir —r <z <r. Also

B={(z,y): —r <z <r und p(z) <y <p(z)}.
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Fir f(z,y):=h+axz+y ist f in B stetig, und somit gilt

v (@)
V=[] fw.y) dedy = | 7 f(@,y) dy)da
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—/< (/)(h+m+y)dy)dx—/{(h+x) Y+ 2}@(3})6&

- oz —r

= /Q(h +x)-Vr? —a?dx + % /(w(l“)Q — p(2)?) da
= r?rh.

(Die Berechnung der beiden letzten Integrale bleibt als Ubungsaufgabe.)
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