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Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

7.2 Mittelwertsitze; der Satz von Taylor

Satz 7.8 (Satz von Rolle) 7/2/0
Ist a <b und f in |a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar und ist f(a) = f(b),
dann existiert ein ¢ € (a,b), so daf f'(c) =0.

Beweis. 7/2/1

Abb. 7.6 An den Stellen ¢ und ¢/
besitzt die Funktion jeweils eine

waagerechte Tangente.

Fall 1. f ist konstant. Dann ist f’(c) =0 sogar fiir jedes c¢ € (a,b).
Fall 2. f ist nicht konstant.

Da f in [a,b] stetig ist, besitzt f dort ein Maximum und ein Minimum. Wenigstens
eins von beiden wird im Inneren des Intervalls angenommen, da sonst f konstant ist. Es
werde 0.B.d.A. das Minimum an einer Stelle ¢ € (a,b) angenommen, d.h., f(x) > f(c)
fur jedes x € [a,].

Behauptung: f'(c) = 0.

Nach Voraussetzung existiert

. fle) = fle) _
lim == —o— =f(),
folglich existieren auch rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert des Differenzenquoti-
enten und beide sind gleich f(c).
flz) = f(o)
x

Fir x > ¢, also x —c >0, ist > (0 und somit

lim Jw) = o) _ f'(c) > 0.

T—cC x — C

x>c

Es sei nun = < c. Folglich ist z — ¢ < 0, also M <0 und damit



lim Fw) = o) _ f'(c) <0.

T—cC €r—C
x<c

Insgesamt erhélt man

0<f(e)<0 = f()=0. QO

7/2/2
Satz 7.9 (1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung) /2
Ist a<b und f in [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar, dann gibt es ein
c € (a,b), so daf W = f'(c).
Beweis. (Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Satzes von Rolle.) 7/2/3

Abb. 7.7 An den Stellen ¢ und ¢
besitzt die Funktion Tangenten, die
parallel zur Sekante durch die Punk-
te (a, f(a)) und (b, f(b)) verlaufen.

Wir betrachten die folgende Hilfsfunktion, auf die wir den Satz von Rolle anwenden
werden:

o(w) = (o) - L0 (o )

(Von f wird eine lineare Funktion subtrahiert, die den gleichen Anstieg besitzt, wie die Sekante durch
die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)).)

Offenbar ist ¢ in [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar, und es gilt
g(a) = f(a) = g(b).
Fiir die Funktion ¢ existiert dann nach dem Satz von Rolle ein Element ¢ € (a,b), so

daf3
f(b) — f(a)

b—a —

g(e)=0=f(c)-

~—
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Korollar. Ist I ein Intervall in R, f in I differenzierbar, und ist f'(x) =0 fir 7/2/4
jedes x € I, dann ist f in I konstant.

Beweis. g.z.z.. Wenn x1, 29 € I, so f(z1) = f(x2). 7/2/5
Sei 0.B.d.A. x; < xy. Nach Voraussetzung ist f in [ differenzierbar, folglich ist f
auch in [z1,xs] differenzierbar und stetig. Nach dem 1. Mittelwertsatz gibt es dann ein
so daB f(xZ) — f(l’1> — f/(C).
L2 — 21

Wegen f'(c¢) =0 ist f(z2) — f(z1) =0 und somit f(z1) = f(z2). O

¢ € (x1,x9),

Satz 7.10 (2. Mittelwertsatz der Differentialrechnung) 7/2/6
Ist a < b und sind f und g in [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar und ist

(b) = f(a) _ f'(c)

(b) —g(a)  ¢'(c)

(Das bedeutet, dafl der Quotient des Anstiegs der Sekanten beider Funktionen in dem Intervall [a,d]

gleich dem Quotienten des Anstiegs der Tangenten an einer geeigneten Zwischenstelle ist.)

g (x) #0 firjedes x € (a,b), dann gibt es ein ¢ € (a,b), so dafs J;

Beweis. Esist g(b) # g(a); anderenfalls géibe es nach dem Satz von Rolle ein 7/2/7
c € (a,b), sodaBl ¢'(¢) =0 'A/'
Ahnlich wie im Beweis des 1. Mittelwertsatzes betrachten wir eine Hilfsfunktion
f(b) = f(a)
x):= f(r) — —A—>=(g(x) —g(a)).
o(w)i= 1) - LI (g0) - g(w)
Offensichtlich ist ¢ in [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar (denn f und g haben
diese Eigenschaften), und es ist
p(a) = f(a) und
_ oy S0) = f(a) | B _(p) N _
P(0) = 1) = —gta * (90) = 9(@) = F(B) = (£() = f(@)) = f(a).
Also ¢(a) = ¢(b). Folglich 148t sich auf ¢ der Satz von Rolle anwenden; d.h., es gibt
ein ¢ € (a,b) mit ¢'(c) = 0.
Wir bilden die Ableitung von ¢ an der Stelle c:
b) — f(a
1O = @)

"(¢)=0= f'(c) — —
¢'(c) f(c) 9(0) = g(a)
)= fl@) _ fle) |
g9(b) = gla)  g'(c)
Als eine wichtige Anwendung dieses Satzes erhélt man die sog. Taylorsche Formel. 7/2/8
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Satz 7.11 (Satz von Taylor)

Sei I ein Intervall und a € I. Ist f in I (n+ 1)-mal differenzierbar, dann gibt es
fir jedes x € I ein 9 (=9(x)) mit 0 <9 <1, so dafs

f(z) = f(a) + # (z—a) +-+ ) (a) (x—a)"+ R,(z), wobei

f* 1 a + 9(z — a))
(n+1)!

Ry (x) = -z —a)™ .

[ (a)
T

T (x —a)’ heiBt Taylorpolynom, wobei

(Rn(x) heifit Lagrange’sches Restglied, p(x) := Z
=0

fO(z) := f(z), und f(z)=p(x)+ R,(z) heiBt Taylorsche Formel.)
Beweis. Wir betrachten die folgende Hilfsfunktion

ola) = 1(0) = p(0) = 1)~ f(o) = L o — ) = - LD o

n!
Offenbar ist ¢ in I (n+ 1)-mal differenzierbar, denn f hat diese Eigenschaft, und
p(z) ist ein Polynom.
Induktiv zeigt man leicht

pla)=¢'(a)=--=¢"(a) =0 und " V(z)= f+(z).
Der Anfangsschritt ¢(a) =0 ist trivial.
" (n)
Fa) = 1@ = 0= o) - L s -t - - 8 e ot

¢'(a) =0 usw.
Da Polynome n-ten Grades bei (n + 1)-maliger Differentiation zu null werden, erhélt
man

P (@) = [0 ().
¥(x) sei eine weitere Hilfsfunktion mit

Y(@)=(z—a)"" =

(@) = ¥(a) =+ =9(a) =0 und YI(z) = (n+1)!
fiir jedes = und

V@) =(mn+1)-n---(n—i+1)-(x—a)" " #£0
falls z #a und i=0,...,n.

Wir wenden den 2. Mittelwertsatz mehrmals an.
Fir x €1, x # a, und 0.B.d.A. a <z gilt dann
p(x) o) —p(a)

O(e) " b — () e =0 =0

= fir ein 2y € (a,x)
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_ ¥ L enn ¢'(a) =1'(a) =
_¢/($1)_w/(a> (d ¢'(a) =¢'(a) =0)

1
_ z//gz; fir ein  xo € (a, )
(n)
N Mﬁ; e e

= (denn (™ (a) = (" (a) = 0)

Hieraus erhélt man insgesamt

(n+1)
(10(‘1.):90 <$n+1> U_nd a<xn+1<xn<...<x1<m —

¢($) ¢(n+1)(xn+1)

es gibt ein ¥ mit 0 < ¥ <1, sodaB x,41 =a+ Iz —a).
Folglich ist

_ " (@) [0 (a+9(z —a))

. — . _ \ntl
und nach Definition gilt
'(a ™) (q n
o@) = £@) = fla) = LD (g —a)— . - LD gy
Hieraus erhélt man sofort die Behauptung. O

Bemerkung. Fiir n =0 liefert der Taylor’sche Satz als Spezialfall den 1. Mittelwert-  7/2/11
satz der Differentialrechnung.

Korollar. FEs sei I ein Intervall mit a € I, f seiin I beliebig oft differenzierbar,  7/2/12
und fiir jedes n € N sei f(x) = p,(z) + Rn(x), wobei p,(x) das Taylorpolynom und

R, (z) das Lagrange’sche Restglied in der Taylorschen Formel ist (siehe Satz 7.11).

Wenn nlg& R.(x) =0 fir jedes x € I, dann konvergiert die Folge ( n(x)) der Par-

£9(a)

7!

tialsummen der Reihe (z—a)" gegen f(x).
i=0

(Unter den angegebenen Voraussetzungen 148t sich f in eine sog. Taylorreihe entwickeln, d.h.,
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2!

% 1) (4 _
fo) =S D )
1=0

Beweis. Nach der Taylorschen Formel gilt fiir jedes n € IN und fiir jedes x € I: 7/2/13
f(@) =pu(2) + Ro(z) =
f(z) = pu(z) = Ry(x) —— 0.

Folglich gilt

pn(r) — f(2),

> £(7) .
und da (pn(x)> die Folge der Partialsummen von » fi_'(a) - (z —a)* ist, erhdlt man
-0
< ) (g |
fo =3 w0 o
-0
= f9(a) i B ' :
Bemerkung. > - (x —a)" heifit Taylorreihe von f(z) in a. 7/2/14
-0

Fir a =0 heiit die Reihe auch Mac Laurin’sche Reihe.

Y

Abb. 7.8 Die Abbildung zeigt die
Funktion f(z) = %% und ihre
Taylorpolynome P, (z) fir n =
2,4,6,8. Es ist deutlich zu erken-
nen, dafl mit wachsendem n die
Funktion f(z) durch P,(z) im-
mer besser angendhert wird. Es ist
Py(w) = 1— & 42 — ol 4o
Man iiberlegt sich leicht, daf stets
P,(z) = P,_1(x) ist.

Die Taylorreihe von f 148t sich (formal) schon immer dann bilden, wenn f in [
beliebig oft differenzierbar ist. Aber nur wenn auch R, (z) —— 0 gilt, dann stellt die

Taylorreihe die Funktion f dar.
Wir betrachten jetzt ein Beispiel, in dem [ beliebig oft differenzierbar ist, aber

< ) (g .
fa) 2 W @y

=0
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Beispiele.

_a
e «2, wenn x #0,

1. Es sei x:{ 7/2/15/1
f@) 0, wenn = = 0. /2/18/
Man kann leicht zeigen, dal f in einer Umgebung von 0 beliebig oft differenzierbar
ist. (Induktiv beweist man, dafi die n-te Ableitung fiir = # 0 immer die Gestalt = -r(x) hat,
wobei r(z) eine rationale Funktion ist, und die (n + 1)-te Ableitung fiir 2 = 0 existiert und 0 ist.)
Folglich gilt stets £ (0) = 0, und damit
o nli
f(’)(O) .
f@ 3 2w -0 =0
20 1=0 e —
=0
Y Y
A
6-107°6 |
0.8
4.10-56 |
0.4
2-10756 ¢
—8 —4 4 8 z —0.1 —0.05 0.05 0.1 x
Abb. 7.9a Abb. 7.9b
Die Abbildung 7.9 a zeigt die Funktion f(x) = e_x%, fiir £ # 0, und f(0) = 0. In einer hinreichend
kleinen Umgebung von 0 schmiegt sich diese Funktion der z-Achse so gut an, daf} alle Ableitungen
von f(x) in O stets null werden. Abb. 7.9b zeigt die gleiche Funktion in einer solchen Umgebung.
2. Essei f(x)=¢€", a=0, 0>0 und [=(—p,0). 7/2/15/2

Dann ist offenbar f in I fiir jedes n € N (n+ 1)-mal differenzierbar. Nach dem Satz
von Taylor erhélt man fiir z € I:

n_ 00 BTy o
f(x)zengfifo)-(x—mwf HOH 0w = 0)) gy

wobei 0 < ¥ < 1.
Folglich ist
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n+1

Rn(J:) _ eﬁx X

(n+ 1)V
e’ ist in I beschrinkt, denn |e”| < ¢l <2 := ¢
n+1
Weiterhin ist [z7!| = |z]"*! < o"*! fiir jedes n € N, und es ist lim —2—— = 0.
n—oo (n + 1)!
Ist € >0 gegeben, dann existiert ein ngy, so daf fiir jedes n > ng gilt:
Qn+1 e
‘ (n+1)! ‘ c
Folglich gilt
n+1 n+1
[Ro(a)] = [ ‘fc,‘ <e <
(n+1)! (n+1)!
L —— ——
B < & <

fiir hinreichend grofie n € IN.
Damit 1&8t sich die Exponentialfunktion e” in einem gegebenen Intervall (—p, 0) (und

¥
somit auch in jedem Intervall [a,b] C (—p,0)) durch ein Polynom p,(z) = Z % mit vorge-
=0
gebener Genauigkeit ¢ approximieren. (Die komplizierteste Aufgabe bei derartigen Approxi-
mationen besteht meistens in der Abschétzung des Restgliedes.)

Insbesondere erhalt man fiir x =1
1
e=c' = Z gt R,.(1) und |R,(1)| <e¢,

d.h., e kann mit beliebiger Genauigkeit berechnet werden.

Nach dem Korollar gilt fiir die Exponentialfunktion

| =

.x’

e :ZT.:U =

~.

1=0 ’ 1=0

wodurch die Definition dieser Funktion als Reihe nachtréglich gerechtfertigt ist.
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