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Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

7.4 Differenzierbarkeit der Grenzfunktion bei Folgen und Rei-
hen von Funktionen

Satz 7.22 (Differenzierbarkeit der Grenzfunktion)
Sei a < b, I = [a,b] und (f,) eine Folge von Funktionen, die in dem Intervall I
definiert sind. Dann gilt:
(1) Konwvergiert (fn(c)) fiir ein ¢ € I wund sind alle f, in I differenzierbar
und ist (f!) in I gleichmdffig konvergent gegen eine Funktion g, dann gibt
es eine differenzierbare Funktion f, so dafi (f.) in I gleichmdflig gegen f
konvergiert, und es ist f'(x) = (nhl& fn(x))/ =g(z) = lim f, ().

(Vertauschbarkeit des Limes mit der Differentiation)

(2) Konvergiert an(c) fiur ein ¢ € I und sind alle f, in I differenzierbar und

n=0

15t Zf;(x) i I gleichmdf$ig konvergent gegen eine Funktion g, dann gibt
n=0

es eine differenzierbare Funktion f, so daf Z fo(z) in I gleichmdfig gegen

n=0

oo o

[ konvergiert, und es ist f'(x) = (Z fn(:c))/ =g(z) =) fi(x).
=0 =0

(eine solche Reihe darf gliedweise differenzinert werden) "

Beweis. (1). Wir zeigen zunéchst, dal (f,) in I gleichméBig gegen eine Funktion
f konvergiert.

Dazusei € >0 und ¢ := Dann erhélt man (unter Ausnutzung des 1. Mittelwert-

&
2(b—a)’
satzes der Differentialrechnung) fiir alle x € I und fiir hinreichend grofle m,n:

’fm<x) - fn(x)’ = ‘fm(x) - fm(c) + fm(c) - fn(c> + fn(c) - fn(x)‘

< | fm(c) = fulo)] (wegen der Konvergenz von (f,) in ¢)

<

[SllL

+ ’(fm - fn)(l') - (fm — fn)(C)| (fiir ein & zwischen z und c)
=|(z—c)(fm—1fn)" (&)

<5+ |z = [ful€) = (9] (fir alle o € 1)
——
<|b—al <e'
2 _ € _
< 5 +1b—dq 26— a) €
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Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium existiert eine Funktion f, so daB (f,)
in [ gleichméflig gegen f konvergiert.
Es bleibt noch zu zeigen, dafl f in I differenzierbar und f’ = ¢ ist.
In@)=Fn(©) iy 2 £ c,

fl(c) fir x=c.
Da f in c¢ differenzierbar ist, existiert der Limes des Differenzenquotienten, folglich
ist g, in c stetig. Wir zeigen zunéchst, dal (f,) in I gleichméaflig konvergiert.

Sei cel und g,(z) = {

Dazu sei € >0 und m,n seien hinreichend grofl. Fiir x = ¢ gilt dann

|9m () = gn(2)] = | f1,(2) = fr(z)] <e.
Fiir x # ¢ erhélt man

fm(x) - fm<c) . fn(x) - fn(c)

|9m (%) = gn (@) =

r —cC r —C
xr —C
= |(fm — fn)l(f )‘ (1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

= [ (&) = £1(E)]
< E. ((f]) ist in I gleichméBig konvergent)

Folglich ist (g,) nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir Funktionenfolgen
(Satz 5.18) gleichméBig konvergent in I. Also gilt fiir = # ¢

g(z) = lim g,(z) = lim fa(@) = fule)

— 1 -(limfn(a:) _ lirnfn(c)> _ f@) = f(o) .

r —cC r —cC

Aus der Stetigkeit der Funktionen ¢, in ¢ und der gleichméfigen Konvergenz von
(gn) folgt die Stetigkeit der Grenzfunktion ¢ in ¢. Hieraus erhélt man fir x # ¢

g(c) =lim g(z) = lim fl@) = fle) :

Tr—cC Tr—cC xr — C

Damit existiert die 1. Ableitung von f an der Stelle ¢, und es gilt f'(c) = g(c).

(2). Setzt man F,(z) := Y _ f;(x), dannist nach Voraussetzung die Folge (Fn(c)) kon-
i=0

vergent, alle F,, sind in [ differenzierbar, F)(z)=Y_ f/(z), und (F) konvergiert

n

in I gleichméfig gegen g.
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Nach (1) existiert dann eine differenzierbare Funktion f, soda (F,) in I gleichmé&Big
gegen f konvergiert, und es ist

f'(x) = (lim Fy(2)) = g(x) = lim F)(x).

n—oo

Daraus erhalt man sofort

:4§nm%wm=§ﬂm.u

Satz 7.23 (Differentiation einer Potenzreihe)
Sei f(x io: (x —a)" eine (reelle) Potenzreihe mit dem Konvergenzradius o > 0.
Dann gzlt. i

(1) f ustin (a— o,a+ o) differenzierbar und f'(x Z nay,(z — a)" .

(f kann gliedweise differenziert werden)
o0
(2) Der Konvergenzradius von » _ na,(z — a)

n=1

"1 st ebenfalls o.

Beweis. (1). Wir zeigen zunéchst, dal f an der Stelle a differenzierbar ist. Es gilt
f(x)—f(a)_ 1 = . n __ = . n—1
T T a4 nz::lan(x a) —nZ::lan(:z: a)" .

Da durch Potenzreihen stetige Funktionen dargestellt werden, ist

ty H = == 1)

(Siehe Korollar zu Satz 5.21 und das Lemma zum Identitétssatz fiir Potenzreihen.)

Um die Differenzierbarkeit von f an einer beliebigen Stelle b € (a — g,a + 0) mit
b # a nachweisen zu konnen, benutzen wir den Umordnungssatz fiir Potenzreihen (Satz
4.24), indem wir die Ausgangsreihe nach Potenzen von x — b umordnen.

Essei ¢ :=p0—|b—a| (>0). Fiirjedes z € (b—¢,b+¢) gilt dann

Zanx—a Zb (x —b)", wobei b, Zam< )b—a) -,
n=0
%,_/

=g(z)

Nach den vorhergehenden Uberlegungen ist g(x) wenigstens an der Stelle b differen-
zierbar, und es ist

= S ()0 S o
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Wegen f(z) = g(x) firalle z € (b—o,b+¢) ist ¢'(b) = f'(b).

(2). Offenbar ist die (formal gliedweise) differenzierte Potenzreihe »  na,(z —a)*™
n=1

an jeder Stelle b € (a — p,a + o) konvergent, folglich ist ihr Konvergenzradius > p.

Wiére er > p, dann gébe es ein ¢ mit |c —a| > o, so daB Znan(c—a)”’l und

n=1
somit auch Y na,(c —a)" absolut konvergieren. Fiir n > 1 gilt offenbar
n=1

|an(c = a)|" < [nan(c —a)[*

Mit Hilfe des Majorantenkriteriums erhélt man die Konvergenz von »_ a,(z —a)" an

der Stelle c. 'A/'

o o0

Folglich haben f(z Z (x—a)" und f'(z) = > na,(xr —a)""" den gleichen Kon-
= n=1

vergenzradius. a

Korollar. Sei f(x Z an(x —a)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius
n=0

0>0. Dann ist f in (a— o,a+ o) beliebig oft differenzierbar, und es ist

m=0

— kLY (Z)(;E—a)"_k s (k_]:m>(x—a)m |

n=~k m=0

f(k)(x):(ian(x—a) :iknn—l n—]{;+1).an(aj_a>n7k

Beweis. Den Beweis fithrt man leicht mit Hilfe des vorhergehenden Satzes induktiv
iber k.
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