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Kapitel 10
Ausblicke auf die Integralrechnung fiir Funktionen mit mehre-
ren Verdnderlichen

10.1 Doppelintegrale

Definition. (einfacher Bereich)
Es seien [a,b],[c,d] Intervalle in IR.

1. B ist ein z-einfacher Bereich (iiber [a, b))
= Es gibt Funktionen ¢(x),9(x): [a,b] — R, so dafl gilt:

o (a) ¢,v sind stetig in [a, b],
(b) go(x) < (x) fir jedes x € [a, bl
(c) B:={(z,y): a<z<b und p(z) <y <¢(x)} (vgl. Abb.10.4).
2. By ist ein y-einfacher Bereich (iiber [c,d])
= Es gibt Funktionen ¢i(y),¢1(y) : [c,d] — R, so daB gilt:

(a) 1,11 sind stetig in ¢, d],

(b) ¢1(y) < vi(y) fiir jedes y € [c,d],

(c) By :={(z,y): p1(y) <z <¢1(y) und ¢ <y <d} (vgl. Abb. 10.5).
3. B ist ein einfacher Bereich
= B ist z-einfach oder y-einfach.
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Abb. 10.4 Die Abbildung zeigt einen Abb. 10.5 Die Abbildung zeigt einen
z-einfachen Bereich B. y-einfachen Bereich Bj.

Bemerkung. Die obige Definition des Integrals iiber einfachen Bereichen erfafit nur
einen Spezialfall, gewohnlich wird das Integral allgemeiner definiert, worauf wir hier
allerdings verzichten.

Ist f(z,y) in dem einfachen Bereich B stetig und nicht negativ, dann wird der raum-
lichen Punktmenge M = {(x,y,2): (z,y) € B und 0 <z < f(z,y,2)} durch

V= //f(x,y) dxdy ein Volumen zugeordnet (siche Abb. 10.7).
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Satz 10.5 (iterierte Integrale iber einfachen Bereichen)
(1) Es sei B :={(z,y): a<x<b und p(r) <y <(x)} ein z-einfacher Bereich

und f(x,y) seiin B stetig. Dann ist (f(z,y) in B integrierbar und)
b Y(z

)
[ 1@ yydedy = [( [ fw.y)dy)de
B a o)
(2) Es sei By :={(z,y): ¢1(y) <x <1(y) und ¢ <y <d} ein y-einfacher Bereich
und f(x,y) seiin By stetig. Dann ist (f(x,y) in B; integrierbar und)

1(y)
] 1.y dedy = /d ( w/ f (. y) dz)dy .
B ¢ v1(y)

Beispiele.

2. Das Volumen einer Halbkugel mit dem Radius 7.

Abb. 10.9 In der Abbildung ist eine
Halbkugel mit dem Radius r darge-
stellt. Die Grundfliche der Halbku-
gel entspricht dem z-einfachen Be-
reich B, dessen untere bzw. obe-
re Begrenzung durch die Funktionen

@(z) bzw. ¥(x) gegeben sind.

Sei B wie im vorhergehenden Beispiel definiert und f durch f(z,y) = /1?2 — 22 — ¢?
gegeben (f beschreibt den oberen Teil der Kugeloberfliche). Offenbar ist f in B stetig,
folglich gilt:

r ()
V= //f(l“,y) dxdy = /( f(x,y) dy)dz
T p(x)
r P(@)
= ( /r2 _ g2 _ 2 dy)da;— 28
- ()

(Die Auswertung des letzten Integrals bleibt als Ubungsaufgabe.)
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