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Kapitel 2
Reelle Zahlen

2.2 Rechnen mit reellen Zahlen

Satz 2.2 Fir alle reellen Zahlen a,b,c gilt: 2/2/3
(0) 0<1.
(1) nicht(a < a). (Irreflexivitit)
(2) Wenn a<b und b<c, so a<ec. ( Transitivitit)
(3) Fir jedes a,b gilt: a <b oder a=1>b oder b< a. (Konnezitit)

Bemerkung. Die Eigenschaften (1) — (3) sind die Aziome fir die irreflezive Ordnung.
(3") Es gilt genau eine der drei Beziehungen: a <b, a =0, b < a.  (Trichotomie)
(4) Wenn a<b, so a+c<b+ec. (Monotonie der Addition)
(5) Wenn a<b und ¢>0, so a-c<b-c,

Wenn a <b und ¢<0, so a-c>b-c.
(6) Wenn a<b und c¢<d, so a+c<b+d.

Ist zusdtzlich a < b oder ¢ <d, soist a+c<b-+d.
(7) Esygilt: a<b <= —b< —a.
(8) Wenn 0<a und 0<b, so 0<a-b,

Wenn 0<a und b<0, so a-b<0,
Wenn a <0 und b<0, so 0<a-b.

(9) Wenn 0<a, so O<%,

Wenn a <0, so %<0.

(10) Wenn 0<a<b, so 0<%<%,
Wenn a <0<b, so %<O<l,
Wenn a <b<0, so %<%<0.
(11) Wenn 0 < a, dann gibt es natirliche Zahlen m und n, so daff 0 <a <m und
0<Lt<a
n
(12) Wenn a <b, so a<a_2{_b<b.

Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.1 Konvergenz von Folgen



Definition. (Konvergenz) 3/1/0
Sei (a,) eine Folge und a € R.

(a,) ist konvergent gegen a
5. Fiir jedes € > 0 existiert ein ng, so daf fiir jedes n > ng gilt: |a, —a| <e.

In diesem Falle heiit a Grenzwert oder Limes von (ay,).

Bez.: a = lim a, oder a =1lima, oder auch einfach

a, ——a oder a, — a.
Satz 3.3 Jede konvergente Folge ist beschrdinkt. 3/1/14

Beweis. Essei (a,) konvergent gegen a.

Fiir € =1 existiert dann ein ng, so daB fir jedes n > ny gilt: |a, —a| <e=1.

Es sei d:=max{|lag —a| : n <ny}, = |a, —a| <d fiir alle n < ny.
Fiir beliebige n gilt dann: |a, — a| < 1+ d. Hieraus erhilt man

lan| = |an —a+a| <|a, —al+|a] <1+d+|a] :=c.
(—
<1+d

Folglich ist (a,) beschrankt. 3
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