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Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.1 Konvergenz von Folgen

Satz 3.10 (Eigenschaften konvergenter Folgen) 3/1/43

Es seien (an), (bn) konvergente Folgen und c, d seien reelle Zahlen. Dann gilt :

(1) (c · an) ist konvergent und lim(c · an) = c · lim an.

(2) (an + bn) ist konvergent und lim(an + bn) = lim an + lim bn.

(3) (an · bn) ist konvergent und lim(an · bn) = lim an · lim bn.

(4) Sind alle bn 6= 0 und ist lim bn 6= 0, dann ist
(

1
bn

)
konvergent und

lim 1
bn

= 1
lim bn

.

(4′) Sind alle bn 6= 0 und ist lim bn 6= 0, dann ist
(an
bn

)
konvergent

und lim
an
bn

=
lim an
lim bn

.

(5) (|an|) ist konvergent und lim |an| = | lim an|.
(6) Ist an ≤ bn für jedes n, dann ist lim an ≤ lim bn.

Ist insbesondere an ≤ d bzw. d ≤ bn für jedes n, dann ist lim an ≤ d
bzw. d ≤ lim bn.

Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum IRn; Funktionen mit meh-
reren Veränderlichen

6.2 Funktionen mit mehreren Veränderlichen

Wie für reellwertige Funktionen einer reellen Veränderlichen vereinbaren wir, daß eine 6/2/3

Funktion f in einer Menge M ⊆ IM1 stetig ist, wenn sie in jedem Punkt der Menge
stetig ist.

Ist z.B. IM1 = IRn, IM2 = IR (mit dem euklidischen Abstand als Metrik) und ist ā ∈ IRn,
dann erhält man:
f ist in ā stetig ⇐⇒ ā ∈ D(f) und für jedes ε > 0 gibt es ein δ > 0, so daß
für jedes x̄ ∈ D(f) gilt: Wenn |x̄− ā| < δ, so |f(x̄)− f(ā)| < ε.



x

y

a−δ a a+δ
( )

f(a)−ε

f(a)

f(a)+ε

f(x)

ε-Streifen

↑

↓

Abb. 6.8 a Für ein vorgegebenes
ε > 0 gibt es ein δ > 0, so
daß f(Uδ(a)) ⊆ Uε(f(a)); d.h.,
die Funktionswerte von f , einge-
schränkt auf Uδ(a), liegen alle in
dem ε-Streifen um f(a).
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Abb. 6.8 b Ähnlich wie in der Abb.
6.6 betrachten wir eine Funktion f ,
die in dem Rechteckbereich D defi-
niert ist. Weiterhin sei ā ∈ D, f(ā) =
z und ε > 0. Analog wie in der
Abb. 6.8 a liegen die Funktionswerte
von f , eingeschränkt auf Uδ(ā), zwi-
schen den beiden Ebenen, die paral-
lel zur x-y-Ebene sind und durch die
Punkte (0, 0, z − ε) bzw. (0, 0, z + ε)
verlaufen.

Satz 6.10 (Folgenstetigkeit ) 6/2/13

Sei f : IM1 → IM2 und a ∈ D(f).

f ist in a stetig gdw für jede Folge (xi) in IM1 mit xi ∈ D(f) gilt :
Wenn xi → ai, so f(xi)→ f(a).

6.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 6.13 Sei f : IRn → IR und ā ∈ IR. 6/3/11

Ist f in ā stetig und f(ā) > 0 (bzw. f(ā) < 0), dann gibt es eine Umgebung U(ā),
so daß f(x̄) > 0 (bzw. f(x̄) < 0) für alle x̄ ∈ U(ā) ∩D(f).

Beweis. Sei f(ā) > 0 (den Fall f(ā) < 0 beweist man analog). 6/3/12
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Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann gibt es für jede Umgebung U(ā) ein
x̄ ∈ U(ā) ∩D(f), so daß f(x̄) ≤ 0.
Für die Umgebungen U(ā) := Uεn(ā) mit εn = 1

n
, n = 1, 2, 3, . . ., existieren dann

Elemente x̄n ∈ Uεn(ā) ∩D(f), so daß f(x̄n) ≤ 0.
Es entsteht also eine Folge (x̄n) mit x̄n → ā. Nach Voraussetzung ist f in ā stetig,
folglich existiert lim

n→∞
f(x̄n) = f(ā). Wegen f(x̄n) ≤ 0 erhält man aus Satz 3.10 (6)

sofort f(ā) = lim f(x̄n) ≤ 0. ! (Siehe hierzu auch die Abbildungen 6.8 a und 6.8 b)

145


	Folgen von reellen Zahlen
	Konvergenz von Folgen
	Satz 3.10 (Eigenschaften konvergenter Folgen)


	Der n-dimensionale ... Raum ...
	Funktionen mit mehreren Veränderlichen
	Wie für reellwertige Funktionen einer reellen Ver
	Satz 6.10 (Folgenstetigkeit)

	Eigenschaften stetiger Funktionen
	Satz 6.13
	Beweis



