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Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

7.1 Ableitung

Satz 7.2 (Summenregel)

Sind f, g in a differenzierbar, dann ist f+ g in a differenzierbar, und es ist
(f +9)'(a) = f'(a) + ¢'(a) (oderkurz (f+9) =/ +g').

Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.1 Das unbestimmte Integral

Bemerkung.
(1) Ist F; eine Stammfunktion von f in I und ist Fy(z) = Fi(x) + ¢ fiir jedes
x € I, dann ist offenbar auch Fj eine Stammfunktion von f in 1.

(2) Besitzt f iiberhaupt eine Stammfunktion in I undist g € I, dann gibt es genau
eine Stammfunktion F von f in I, sodaBl F(zy) =0.
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! Abb. 9.3 Die Abbildung zeigt eine Schaar
i i von Funktionen, die sich von F' jeweils nur
, um eine additive Konstante unterscheiden.
N Ist F differenzierbar in I = [a,b] und
& : F’ = f, dann symbolisiert diese Schaar die
a % b * Menge aller Stammfunktionen von f in I,
/\/ unter denen es fiir g € I genau eine gibt,
/\/ welche an der Stelle xy null wird.
Beweis zu (2). Ist F; eine beliebige Stammfunktion von f und Fj(z¢) := ¢, dann

ist auch F(z) = Fi(x) — ¢ eine Stammfunktion, und es gilt F(z¢) = Fi(z9) —c=0.
Ist F* ebenfalls eine Stammfunktion von f mit F*(xy) = 0, dann unterscheiden
sich F* und F nur um eine additive Konstante, also F* — F = (. Folglich ist
F*(x9) — F(z9) =0=¢.

Fiir diese — durch zy, € I eindeutig bestimmte — Stammfunktion F' benutzen wir
folgende Bezeichnungen:

Bez.: F(x) ::if(t)dt ::if(x)dx.
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Aus drucktechnischen Griinden schreiben wir fiir / -+ auch / T

0
o

Offenbar gilt F'(z) = (/x

o

f(z)dz) = f(x).

Satz 9.3 (partielle Integration)

Es seien f und g in I definiert. Besitzt f in I eine Stammfunktion F und ist
g in I differenzierbar und besitzt F -q¢' in I eine Stammfunktion, dann besitzt auch
f-g i I eine Stammfunktion, und es ist

[ f)g(a) de = F)gle) ~ [ Fa)g () do.

Beweis. Essei xp € I und 0.B.d.A. sei F' die Stammfunktion von f in I, die an
der Stelle zg Null wird. Weiterhin sei

ha) == F(a)gla) - [ F(z)g(x) da.

Dann ist h als Differenz zweier differenzierbarer Funktionen wieder differenzierbar in
I, und es gilt
W(z) = F'(x) g(x) + F(z)g'(x) — F(z)g'(x) = f(z)g(x).
(z)
:f T
Folglich ist h die Stammfunktion von f-g¢g in I, die an der Stelle xy Null wird.

Hieraus folgt die Behauptung.
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