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Kapitel 9

Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.1 Das unbestimmte Integral

Das unbestimmte Integral von einer Funktion — die eine Stammfunktion besitzt —ist also  9/1/7
eine ganze Klasse von Funktionen, die sich voneinander nur um eine additive Konstante
unterscheiden. Will man mit diesen Klassen ,,rechnen®, dann kann man dies représen-
tantenweise tun und jeweils entsprechende Konstanten addieren.

Zusammenstellung von Grundintegralen
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Diese Grundintegrale werden alle durch Differentiation bewiesen.

9.5 Mittelwertsitze der Integralrechnung

Satz 9.19 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) 9/5/14

Ist f in [a,b] stetig und F eine Stammfunktion von f in [a,b], dann ist
b

/ f(z)de = F(b) — F(a).

Satz 9.20 (partielle Integration) 9/5/17
Sind f und g in [a,b] stetig differenzierbar, dann ist

[ F@g@ dz = @)l — [ £2)g' (@) da



Satz 9.21 (Substitutionsregel) 9/5/19

Ist f in [a,b] stetig, g in [a, (] stetig differenzierbar und g(|c, 5]) = [a,b],
gla) =a und g(B) =05, dann gilt
b=g(83)

B
[ @) -g@yde = [ jayan
“ a=g()
Ist auferdem g ingektiv, also a =g '(a) und B =g (b), dann ist
g7 (0)

/b o= [ flg) o) dr.

g (a)

9.8 Linge von Kurven

Satz 9.23 FEssei f:[a,b] — R* und €= {f(t):a <t <b} eine stetig 9/8/10
differenzierbare Kurve. Dann ist € rektifizierbar, und es gilt

() = /b |F(D)dt = /b VEL (7).

Beispiele.
(4). Lénge der Normalparabel, definiert im Intervall [0,1] (Beispiel fiir die Berechnung der

Linge einer Kurve mit Hilfe des Korollars zu Satz 9.23).

Essei ¢g:[0,1] — R mit g(t) =¢* und f(t) = (t, g(t)).

Dann ist durch € = {f(¢) : 0 <t <1} eine stetig differenzierbare Kurve gegeben und
f'(t) = (1, 2t). Also

1 1
1(€) =/ 1+(g’(t))2dt:/\/1—|—4t2dt: (%)
0 0
Man berechnet zunéchst am besten das unbestimmte Integral

/\/1+4t2dt: %/\/I—I—ZQdZ

= 2(( VIT D) + (e +VI+2))

_ %((275 VIH42) + In(2t + VI +42)),

(Die eigentliche Berechnung des Integrals / V' 1+ 22dz bleibt als Ubungsaufgabe.) Also

1(t) = 3 (25 + (2 + V5)).
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