Wolter/Dahn: Analysis Individuell (¢)Springer 2000 15

Kapitel 2
Reelle Zahlen

Es sei Q die geordnete Menge der rationalen Zahlen und A, B seien nicht-leere Teil-
mengen von Q. Das Paar (A, B) heifit Dedekindscher Schnitt in Q, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

(1) AUB=Q und AN B =40.
(2) Fiir jedes z,y €Q gilt: Wenn z € A und y € B, so = < y.

Der Dedekindsche Schnitt (A, B) definiert eine Zerlegung von Q in zwei disjunkte
Klassen, wobei A Unterklasse und B Oberklasse bei der Zerlegung genannt wird.
Der Eindeutigkeit wegen betrachten wir nur solche Schnitte, bei denen die jeweilige
Unterklasse kein grofites Element enthilt. Diese reichen aus, um die reellen Zahlen zu
definieren.

Fir B gibt es zwei Moglichkeiten:

1. B enthélt eine kleinste rationale Zahl, d.h., es existiert ein r € B, so daf3
r <z fir jedes x € B.
2. B enthélt keine kleinste rationale Zahl.

Im ersten Fall legt der Dedekindsche Schnitt die rationale Zahl r fest, im zweiten
Fall bestimmt (A, B) eine sogenannte Liicke. Die ,Liicken“ werden als die irratio-
nalen Zahlen interpretiert. Die Menge der reellen Zahlen wird dann als Menge aller
Dedekindschen Schnitte definiert. Eine reelle Zahl ist also nach dieser Definition ein
Dedekindscher Schnitt. Das eigentliche Problem besteht nun darin, in der Menge der so
gegebenen reellen Zahlen eine Addition und eine Multiplikation zu definieren und eine
Ordnungsrelation festzulegen. Hierzu mufl aber auf die einschlégige Literatur verwiesen
werden.

Es bleibt noch die Frage zu diskutieren, ob es iiberhaupt irrationale Zahlen gibt. Es
kénnte doch sein, dafl fiir jeden Dedekindschen Schnitt die entsprechende Oberklasse
ein kleinstes Element enthélt. Dazu betrachten wir den Schnitt (A, B), so da8

B={reQ: 0<z und 2<z%}); und
A=Q- B.

Angenommen, B enthélt ein kleinstes Element r. Dann ist » € Q mit r > 0 und
r? = 2. (Wire 72 > 2, dann liefe sich eine rationale Zahl r’ > 0 konstruieren mit ' < r und
2 < 72 < r2. Damit ist r nicht kleinstes Element in B.) Folglich existieren positive ganze
Zahlen m und n, sodafl r = % m und n seien 0.B.d.A. teilerfremd. Dann gilt:

2=r?= (m)Q = &22 und damit 2n? = m?2.
n n
Also 2|m?*. Da 2 eine Primzahl ist, gilt auch 2|m. Folglich existiert eine natiirliche
Zahl k, so daB m = 2k. Damit haben wir 2n? = m? = (2k)? = 4k? und schlielich
n? = 2k% Also 2|n? und somit 2|n. Folglich ist 2 ein Teiler von m und n. Das
widerspricht aber der Voraussetzung, dal m und n teilerfremd sind. Damit bestimmt

(A, B) eine Liicke, also eine irrationale Zahl.

2/0/1

2/0/2



Dies zeigt, da8 /2 nicht rational ist.

Wir befassen uns nun mit den grundlegenden Eigenschaften der reellen Zahlen.

Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.1 Konvergenz von Folgen

Definition. (Cauchyfolge oder Fundamentalfolge) 3/1/39
(ay) ist eine Cauchyfolge (oder Fundamentalfolge)

5 Fiirjedes € > 0 existiert ein ng, so daB fiir jedes n, m > ng gilt: |a,—an| <e.

3.2 Reelle Zahlen als Grenzwerte von Folgen
rationaler Zahlen

Definition. (grenzwertgleich) 3/2/3
Es seien (a,), (b,) Cauchyfolgen.

(a,) und (b,) sind grenzwertgleich

5 (an, —b,) ist eine Nullfolge.

Es sei M eine Menge und ~ eine zweistellige Relation in M. 3/2/5
~ heift Aquivalenzrelation in M
Fiir alle a, b, c€ M gilt:

Df
(1) a~a, (Reflexivitit)
(2) wenn a~b und b~c¢, so a~c, (Transitivitét)
(3) wenn a~b, so b~ a. (Symmetrie)

Ein Mengensystem S = {M; : ¢ € I} mit einer Indexmenge I heifit Klasseneinteilung oder Partition
oder Zerlegung von M
5; (1) M; CM und M; # 0 fiir alle 7€ [.

(2) UMZ =M, und fir jedes 4, j €I mit i#j ist M; N M; =0.

i€l

(vgl. z.B. Literaturangabe [4], Teil I, Seiten 43 — 44.)
Eine Aquivalenzrelation ~ in M zieht eine Klasseneinteilung von M nach sich; je-
weils dquivalente Elemente gehoren der gleichen Klasse an (dies miifite natiirlich bewiesen
werden). Die so entstehenden Klassen heifien auch Aquivalenzklassen.
Ist M die Menge aller Cauchyfolgen von rationalen Zahlen und ~ die Grenzwert-
gleichheit in M, dann wird M in Aquivalenzklassen grenzwertgleicher Cauchyfolgen
zerlegt. Damit sind neue mathematische Objekte entstanden, die (wie Dedekindsche Schnit-
te) ebenfalls als reelle Zahlen interpretiert werden kénnen.
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