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Kapitel 1
Grundbegriffe der Mengenlehre und der Logik

Die wichtigste Beweismethode fiir Aussagen iiber natiirliche Zahlen ist die vollstindige
Induktion. Sie beruht auf dem

Induktionsaxiom:

Es sei E eine Eigenschaft fiir natiirliche Zahlen n. Dann gilt

E(O)/\Vn(E(n) —>E(n—i—l)> — YmE(m).

Um die Aussage VmE(m) zu beweisen, geniigt es:
1. E(0) zu zeigen (Anfangsschritt) und
2. ‘v’n(E(n) — E(n+ 1)) nachzuweisen (Induktionsschritt).

Bei der Eigenschaft 2. betrachtet man ein beliebiges n € N und zeigt:
Wenn E(n), so E(n+1).
E(n) heiit Induktionsvoraussetzung, E(n+ 1) Induktionsbehauptung.

Eigentlich miifte beim Induktionsschritt eine Fallunterscheidung durchgefiihrt werden:
Fall (a): E(n) ist falsch.

Dann ist die Implikation FE(n) — E(n+ 1) aber trivialerweise richtig. Daher 148t man
diesen Fall im Induktionsbeweis in der Regel weg und betrachtet nur noch

Fall (b): E(n) ist richtig.
Unter dieser Voraussetzung ist dann die Giiltigkeit von FE(n + 1) zu zeigen.

Achtung: Haufig findet man bei ,Anfdngern® die folgende falsche Formulierung im
Induktionsschritt:

,Fir beliebiges n wird vorausgesetzt, da§ E(n) schon gilt.«

Wer dies so formuliert, hat die Behauptung bereits vorausgesetzt.

Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.5 Rechnen mit Potenzreihen

Satz 4.25 (Identititssatz fiir Potenzreihen)
Voraussetzungen :
(1) Es seien Y an(x —a)® und Y by(x —a)" Potenzreihen mit den Konvergenz-
radien 01 bzw. 0o und o1, 0o > 0.
(2) (x,) sei eine Folge mit x, # a, limx, =a und |z, —al < g1, 02
(3) Fiir jedes v €N gilt: i an(z, —a)" = i by (z, —a)".
n=0

n=0
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Behauptung: Fiir jedes n ist a, = b,.

(D.h., stimmen zwei Potenzreihen in unendlich vielen Punkten z, iiberein und ist der Mittelpunkt a

der Potenzreihen wenigstens ein Haufungspunkt dieser Menge, dann stimmen die Reihen schon koeffi-

zientenweise {iberein, sie sind also identisch.)

Beweis.

Zum Beweis des Satzes benotigen wir zunéchst einen Hilfssatz.

Lemma. Fs sei Y c,(x —a)" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius o > 0,
und sei (x,) eine Folge mit x, # a, |z, —a| < o und limz, = a.

Dann ist Vllrgo;cn(xy —a)" = c.

Wir setzen nun den Beweis von Satz 4.25 fort.

Es sei ¢, = a,, — b,.
g.z.2.. ¢, =0 fiir jedes n.

Fiir alle z, mit |z, —a| < o1, 02 gilt nach Voraussetzung:

0= i an(x, —a)" — ibn(my —a)" =

n=0

Wir zeigen jetzt induktiv, dal ¢, = 0 fiir alle n.
1. n=0.

Esist 0=) ¢,(z, —a)" = 0= lim > en(z, —a)* = co.

n=0 n=0
2. Es gelte schon ¢y =---=¢; =0.
3. Behauptung: ci11 = 0.
Es ist
0=> culz,—a)"= > cplz, —a)"
n=0 n=k+1

o
= Z Cnthr1 (Ty — a)nJrkH
n=0

oo
= (z, = )" 3 cnppna (@ — a)".

n=0

Aus z, —a # 0 folgt
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Z(an —by) - (z, —a)" = i cn(x, —a)™.
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o0
0= Z Cnaks1 (T, —a)™.
n=0

Analog wie fiir n =0 gilt hier auch coypy1 =cy1=0. QO
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