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Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.2 Reelle Zahlen als Grenzwerte von Folgen
rationaler Zahlen

Definition. (gleichmaiffige Konvergenz)

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert in M gleichmdfig gegen f
Fiir jedes € > 0 existiert ein ng, so dafl fiir jedes n > ng und fiir alle ©z € M

gilt: |fu(z) — f(z)] < e.

Df

Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.4 Stetigkeit der Grenzfunktion bei Folgen und Reihen von
Funktionen

Satz 5.18 (Cauchysches Konvergenzkriterium fiir die gleichmdfige Konvergenz)
Sei M C R wund (f,) eine Folge von Funktionen, die alle in M definiert sind.
(1) (fn) istin M gleichmdfig konvergent gdw fir jedes € >0 ein ng existiert,
so daf$ fir alle m,n >ng und alle x € M gilt: |fn(z) — fu(z)| < e.

(2) Zfi ist in M gleichmdf$ig konvergent gdw fiir jedes € > 0 ein ng existiert,

i=0
so daf fiir alle m,n > ng und alle x € M gilt: > fi(x) = > fi(z)| <e
. ik =0 =0
(= Z filx)| = Z filz)| <e, falls m>n und m=n+k).
i=n-+1 i=n+1

Satz 5.21 (Stetigkeit der Grenzfunktion)

Set M C R, (f,) einein M definierte Funktionenfolge, und alle f, seien in a bzw.
wmn ganz M stetig.

(1) Konwvergiert (f,) in M gleichmdflig gegen f, dann ist f in a bzw. in M
stetig.

(2) Konvergiert an in M gleichmdf$ig gegen f, dann ist f in a bzw. in M
stetig.

Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

7.2 Mittelwertsitze; der Satz von Taylor
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Satz 7.9 (1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Ist a <b und f in [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar, dann gibt es ein

c € (a,b), so daf w = f'(c).

7.4 Differenzierbarkeit der Grenzfunktion bei Folgen und Rei-
hen von Funktionen

Satz 7.22 (Differenzierbarkeit der Grenzfunktion)

Sei a < b, I = [a,b] und (f,) eine Folge von Funktionen, die in dem Intervall I
definiert sind. Dann gilt:

(1) Konwvergiert (fn(c)) fiir ein ¢ € I wund sind alle f, in I differenzierbar
und ist (f)) in I gleichmaf$ig konvergent gegen eine Funktion g, dann gibt
es eine differenzierbare Funktion f, so dafi (fn,) in I gleichmdfsig gegen f

konvergiert, und es ist f'(x) = (nlggo fn(a:)), =g(z) = lim fr(x).

(Vertauschbarkeit des Limes mit der Differentiation)

(2) Konvergiert »_ fa(c) firein ¢ €1 und sind alle f,, in I differenzierbar und

n=0

18 x) mn gleichmajstg kKonvergent gegen eine runktion g, dann gi
st Y fr(x) in I gleichmipig k t ne Funkti d bt
n=0

es eine differenzierbare Funktion f, so daf Z fao(z) in I gleichmdfig gegen
n=0

f konvergiert, und es ist f'(z) = (Z fn(:p))/ =g(z)=>_ fi(z).

n=0 n=0

(eine solche Reihe darf gliedweise differenziert werden)

Beweis. (1). Wir zeigen zunéchst, dal (f,) in I gleichméBig gegen eine Funktion
f konvergiert.

£
2(b—a)
satzes der Differentialrechnung) fiir alle = € I und fiir hinreichend grofle m,n:

|fm(x) - fn('x>| = |fm(x) - fm(c) + fm(c) - fn(c> + fn(c) - fn(x”

Dazusei € >0 und & := . Dann erhélt man (unter Ausnutzung des 1. Mittelwert-

< |fm(c) — fn(c)| (wegen der Konvergenz von (f,) in c)

<

[SI10Y

+ |(fm - fn)(ﬂv) — (fm — fn)(0)| (fiir ein & zwischen z und c¢)
=|(@=c)(fm—1fn) (&)

+ |z = | fu§) = fu(©)] (fiir alle = € 1)
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= E.

Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium existiert eine Funktion f, so da (f,)
in I gleichméfig gegen f konvergiert.

Es bleibt noch zu zeigen, dafl f in [ differenzierbar und f' =g ist.
7”(2:5”(0) fir = # ¢,
fl(c) fir x =c.
Da f in c¢ differenzierbar ist, existiert der Limes des Differenzenquotienten, folglich
ist g, in c stetig. Wir zeigen zunéchst, dafl (f,,) in I gleichméBig konvergiert.

Sei ce€l und g,(z) = {

Dazu sei € >0 und m,n seien hinreichend grof}. Fiir x = ¢ gilt dann

|9m(2) = gn(2)| = |fru(2) = fr(@)] <e.

Fir x # ¢ erhélt man

fm(x) - fm<c) . fn(x) - fn(c)

|9m () = gn ()] =

r —C r —C
— ‘(fm - fn)(x> - (fm - fn)(c)
xr —C
= |(fm - fn)l(f )‘ (1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

< €. ((fl) ist in T gleichméBig konvergent)

Folglich ist (g,) nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir Funktionenfolgen
(Satz 5.18) gleichméaflig konvergent in [I. Also gilt fiir x # ¢

o(x) = Tim gu(z) = Tim 22 =50

=_1 ~(lim fo(z) — lim fn(c)) _ f@) = 1) :

r—cC Tr—cC

Aus der Stetigkeit der Funktionen ¢, in ¢ und der gleichméfiigen Konvergenz von
(gn) folgt die Stetigkeit der Grenzfunktion ¢ in ¢. Hieraus erhélt man fir x # ¢

g(c) =lim g(z) = lim fl@) = fle) .

Tr—cC Tr—c xr — C

Damit existiert die 1. Ableitung von f an der Stelle ¢, und es gilt f'(c) = g(c).
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(2). Setzt man F,(z) :=»_ fi(z), dannist nach Voraussetzung die Folge (Fn(c)> kon-
i=0

vergent, alle F,, sind in I differenzierbar, F)(z)=Y_ f/(z), und (F) konvergiert

in / gleichméafig gegen g¢.
Nach (1) existiert dann eine differenzierbare Funktion f, soda (F,) in I gleichméBig
gegen f konvergiert, und es ist

f(2) = (lim Fo(2)) = g(z) = lim Fi(x).

n—oo n—oo

Daraus erhalt man sofort

F(x) = (i) ful@)) = gla) = i fi@). 0
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