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Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum R"; Funktionen mit meh-
reren Verinderlichen

6.1 Der Raum R"

Definition. (euklidischer Abstand)
Seien a,b € R".
la—1b 5 " (a; — b;)? heiBt euklidischer Abstand zwischen @ und b.

Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

7.1 Ableitung

Bemerkung. Aus der Differenzierbarkeit folgt also die Stetigkeit; die Umkehrung gilt
im allgemeinen nicht. Eine differenzierbare Funktion, deren Ableitung stetig ist, heifit
stetig differenzierbar.

7.2 Mittelwertsitze; der Satz von Taylor

Satz 7.9 (1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Ist a<b und f in [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar, dann gibt es ein

c € (a,b), so dafs w = f'(c).
Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

9.2 Das bestimmte (Riemann-) Integral

Definition. (Zerlegung)

3 ist eine Zerlequng (oder Partition) von [
S 3 ist eine endliche Folge (ao,...,an41) von reellen Zahlen ay,. .., 0,41, so daBl
a:=ayg<ay <---<apy1 =D>b.

9.3 Integrierbarkeitskriterien

Definition. (Zwischensumme)

Es sei f in [ definiert, 3 = (ag,...,a,41) eine Zerlegung von I, und fir jedes
i=1,...,n sei & € [a;,ait1]-

Dann nennt man 7 = (&, ...,&,) ein Zwischenstellensystem bei der Zerlegung 3, und

Sr(,7) = (ais1 — a;) - f(§) heift Zwischensumme von f bei der Zerlegung 3 und

=0
dem Zwischenstellensystem 7.
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9.8 Linge von Kurven

Zur Erinnerung: € = {f(t) :a <t < b} ist eine Kurve in R¥, falls f : [a,b] — R* eine
stetige Vektorfunktion ist.

Es sei € ={f(t):a <t <b} zundchst eine Kurve und 3 = (aop,...,a,+1) eine Zerle-

gung von [a,b]. Verbindet man die Bildpunkte f(ag),..., f(a,41) € € von ag,...,an41
der Reihe nach durch Verbindungsstrecken, dann entsteht ein der Kurve einbeschrie-
bener Polygonzug Pj (vgl. Abb. 9.23). Der Abstand zwischen je zwei ,benachbarten®
Bildpunkten f(a;) und f(a;y1) auf der Kurve betragt |f(ai1) — f(a;))|. Folglich ist

die Lange des Polygonzuges gegeben durch

n

I(Pa) = Z |f(ai+1) - f(al)‘

i=1

f(an+1)

Abb. 9.23 Die Abbildung zeigt ei-
ne Kurve im R? mit einem ein-
beschriebenen Polygonzug. Dabei
ist f : [a,0] — R® stetig und
E = {f(t) : a <t < b} Ist
3 = (ag,...,ant1) eine Zerlegung
) von [a,b], dann liegen die Bild-

I ! \ x punkte f(a;), i = 0,...,n + 1,

2,
|R . // T ! \
7 I ! \
I / \ auf der Kurve E.

Wir definieren jetzt, was unter der Lange einer Kurve zu verstehen ist.

Es sei jetzt €= {f(t): a <t < b} eine stetig differenzierbare Kurve in R*. Insbeson-
o fe) und f; @ [a,b] — R stetig differenzierbar

.,ap+1) eine Zerlegung von |a,b], und

der Einfachheit halber sei w := a; und v := a;;1. Der Abstand zwischen den auf der

dere ist f : [a,b] — R*, f = (fi,..
fiir jedes j =1,...,k. Weiterhin sei 3 = (ay, ..

Kurve liegenden Punkten f(u) und f(v) betragt
F) = f@l = |(A@) . ) = (A, fe(w))]

= [(Ai0) = Alw)- s fulw) = fuw)| = ().
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Nach Voraussetzung sind f1,. .., fr differenzierbar in [u,v]. Folglich gibt es nach dem
1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir jedes f; ein &; € [u,v], so daB

fi) = fi(u) = fi(&;)(v —u). (&; héngt von [a;,a;1] = [u,v] und f; ab.)
Folglich ist

) = F@)] = () = |(Fi(€) - (0 =)o, Fil&) - (0 —w))|
— ‘(f{(fil)v . »fé(&k)) (- u)‘

= S (R(6) - = .

Also

|f(az+1 az | = \/Z f/ 52] (ai+1 - ai)-
Die Lange des einbeschriebenen Polygonzuges ist somit

n

1(P3) =Y | flait1) — f(as)]

1=0

= Z \/Z f/ §zy (ai+1 —a;).

Die letzte Summe sieht einer Zwischensumme beziiglich der Funktion

9(t) = |10 = (D), .., SO = e (110)°

ahnlich. Offenbar ist fiir fi € [a;,ai41], t1=1,....,n und 7= (&,...,&),

S Z g gz az—i—l )

Z \/E f/ fz (az‘+1 — a;)

eine Zwischensumme. er Werden jetzt zeigen, dafl sich [(P;) und S,(3,7) bei geeig-
neten Zerlegungen um beliebig wenig unterscheiden.
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