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Kapitel 8
Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher
(Einfithrung)

8.1 Differenzierbarkeit

Ist m =1, dann besteht die Matrix A = f'(¢) = (a—f(é), L (é)) nur aus einer

0x1 " Oz,

Zeile. In diesem Falle hat die 1. Ableitung oder der Gradient von f die Gestalt
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Ist f in einer ganzen Umgebung U(¢) differenzierbar, dann ist durch a+— f'(a) fir
jedes a € U(¢) eine Funktion f’ definiert. Diese Funktion bezeichnen wir mit
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fir m=1 ist f’:(%,...,%):gradf.

Fir das Differential von f an der Stelle ¢ schreiben wir auch df(z,¢) oder kurz
df (z). Mit dieser Bezeichnung lafit sich die Tangentialebene folgendermaflen darstellen:

t(z) = f(¢) + df (z,¢).

Wir werden jetzt noch gewisse Techniken im Umgang mit Differentialen entwickeln,
die fiir manche Anwendungen sehr hilfreich sind. Dazu betrachten wir zunéchst den

eindimensionalen Fall f:R — R und f'(c) = %(0) = %(0) fir y= f(x).

%(C) gibt den Anstieg der Tangente von f in ¢ an. FaBt man die Zahl f'(c) als

Bruch % auf, dann erhélt man dy = f'(c¢)dz (dy hingt hierbei natiirlich von ¢ ab). LBt
dy

man in der ,, Verhéltniszahl* f'(¢) = 5= den ,Nenner“ dz konstant, dann veridndert

dz
sich mit ¢ nur noch dy, d.h., dy ist dann eine Funktion von ec. (vgl. Abb. 8.4)
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Abb. 8.4 Setzt man Ax := dx
und 148t dx konstant, dann ist dy

nur noch von ¢ abhéngig.

Sei jetzt f:R" — R.
Manchmal schreibt man fiir z; — ¢; auch dz; und damit

r—c=(x1—c1,..., T, —Cy) = (dzy,...,dx,) := dZ.

Folglich erhélt man

A (5,0 = 1(0) - (5 -0) = [/(0) - do = Z (@) - d,

Betrachtet man die dz; als Konstante, dann hiangt df(z,¢) nur von ¢ ab. Damit ist
das Differential fiir die Funktion f : R"™ — IR wieder eine Abbildung aus RR" in IR,

df(¢) : R" — R. Die Ableitung f’(¢) (mit veriinderlichem ¢) ist hingegen eine Vektor-

funktion f'(¢) = (%, cee %) (¢) : R" — R™. Die Ableitung von f’ (falls sie existiert)
1 n

ist dann schon eine Matrix (Funktionalmatrix) usw. Die ,,Dimension“ der Ableitung

wird also grofler, die des Differentials nicht. Dies ist ein Vorteil, wenn man mit héheren
Ableitungen bzw. Differentialen umgehen will.

Wir betrachten jetzt ein einfaches Beispiel fiir die Berechnung der Tangentialebene.
8.4 Implizite Funktionen

Satz 8.16 (Hauptsatz iber implizite Funktionen)

Voraussetzung:
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(1) Sei M C R™™™ eine offene Menge und f = (fi,..., fm) : R"™ — R™ stetig

mn M. _ _

(2) Sei ¢=(a,b) und f(¢)=0.

(3) fi,.-., fm seien in einer Umgebung U(¢) nach allen Variablen yi,...,ym ste-
tig partiell differenzierbar und die Determinante der Funktionalmatrix
O fi,.. . fm
M(E) sei (an der Stelle ¢) nicht null.
a(yla s 7ym>

Behauptung:

Es gibt eine stetige Funktion ¢ : R"™ — R, fir die gilt: B
Fiir jedes € >0 gibt es ein 6 > 0, so dafs fir jedes T € Us(a) genau ein y € U(b)
existiert mit f(Z,y) =0 und y = g(&) (insgesondere ist g(a) = b).
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