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Kapitel 10
Ausblicke auf die Integralrechnung fiir Funktionen mit mehre-
ren Verdnderlichen

10.1 Doppelintegrale

Aus Satz 10.1 (2) folgt sofort, dafi die Menge aller Untersummen nach oben und die 10/1/5
Menge aller Obersummen nach unten beschrankt ist. Folglich existieren

/f(x,y) drdy 5 sup{S;(3): 3 Zerlegung von D}  (Unterintegral von f in D),

/f(a:,y) dedy 5 inf{S;(3): 3 Zerlegung von D} (Oberintegral von f in D).

D R—

Aus (4) erhdlt man unmittelbar, daf stets //f(:v,y) dedy < //f(:r,y) dxdy gilt.
5 D

Analog wie im eindimensionalen Fall definieren wir jetzt das Doppelintegral.

Definition. (Integral iber Rechteckbereichen) 10/1/6

Sei f in D definiert und beschrankt.
ist in D integrierbar

//fa:ydxdy—/fxydxdy

Der gemeinsame Wert von Ober- und Unterintegral heifit dann Riemann-Integral oder
Doppelintegral oder kurz Integral von f in D.

Z.: //f(x,y)dxdy = /f(i:)di:

Beispiel fiir eine Funktion, die in D = [a,b] X [¢,d] definiert und beschréankt aber
nicht integrierbar ist. Es sei

o ):{1, falls z € DNQ,
g4 0, sonst.

Ist 3={D;;: 0<i<mn,0<j<m} eine Zerlegung von D, dann existieren offenbar
in jedem D;; Elemente (z1,y),(%2,y) mit z; € DNQ und z; €Q.
Folglich ist stets

inf f(z)=0 und sup f(z)=

CEED“ :EEDij

Daraus erhalt man sofort



und

n m

i=0 j=0 Z

Folglich ist
//f(w,y) drdy =0 < D = //f(w,y) dxdy,
D D

und damit ist f in D nicht integrierbar.
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