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Kapitel 2
Reelle Zahlen
2.2 Rechnen mit reellen Zahlen
Satz 2.2  Fir alle reellen Zahlen a,b,c gilt: 2/2/3
(0) 0<1.
(1) nicht(a < a). (Irreflexivitit)
(2) Wenn a<b und b<c, so a<ec. ( Transitivitit)
(3) Fir jedes a,b gilt: a<b oder a=1>b oder b< a. (Konnexitit)
Bemerkung. Die Eigenschaften (1) — (3) sind die Aziome fiir die irreflexive Ordnung.
(3") Es gilt genau eine der drei Beziehungen: a <b, a =0, b < a.  (Trichotomie)
(4) Wenn a<b, so a+c<b+ec. (Monotonie der Addition)
(5) Wenn a<b und ¢>0, so a-c<b-c,
Wenn a <b und ¢<0, so a-c>b-c.
(6) Wenn a<b und c<d, so a+c<b+d.
Ist zusdtzlich a < b oder ¢ <d, soist a+c<b-+d.
(7) Esgqgilt: a<b <— —-b< —a.
(8) Wenn 0<a und 0<b, so 0<a-b,
Wenn 0<a und b<0, so a-b<0,
Wenn a <0 und b<0, so 0<a-b.
(9) Wenn 0<a, so 0< %,
Wenn a <0, so %<O.
(10) Wenn 0<a<b, so 0<%<%,
Wenn a <0 <b, so %<O<l,
Wenn a <b<0, so %<%<0.
(11) Wenn 0 < a, dann gibt es natirliche Zahlen m wund n, so daff 0 <a <m und
0<<a
n
(12) Wenn a<b, so a< a—2kb <b.
Kapitel 4

Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.3 Komplexe Zahlen



Satz 4.17 Fir komplexe Zahlen z, z1, zo gilt: 4/3/8

(1) |2/ >0, und |z] =0 <= 2z=0,

2) [=zl=lz, (= la—2n[=ln-2])
(3) 121 zl=lal |zl (= 2" =[")
(4) % falls z # 0,

() |Z1 + 2| < ai| + 2o,

(6) ’|21| - |Z2|‘ <z — 2l

Beweis. (1). Sei z=a+ib. Dann gilt
2] = Va2 +12>0; Va2+12=0 < a=b=0 < 2=0.

(2). Trivial!

(3). Sei z, =a,+ib,, n=1,2. Dann gilt

|21 . 22’ = |a1a2 + i2 . blbg + iale + ib1a2’

= ‘Gla,z — blbz + i(albg + b1a2>’

= \/(CL16L2 — b1b2)2 + (a1b2 + b1a2)2

= \/G%G% — 2@1@2()1[)2 + b%b% + G%b% + 2&1[)2()1&2 -+ b%a%

= \/at(a3 +13) + 0303 + a3)

— J(a? +b2) - (a3 +13)

= \Jat + 82 \Ja3 + 13 = || - |l

(4). Es geniigt zu zeigen: ’%‘ = ﬁ, denn
1 1 1

b e ey =l

2 2| I7]

Wir wissen schon, daf$§ fiir z=a+ib und c:=a?+b? gilt:

z C C

L= b a2+62:\ﬁ:;:L
2 2 2 c? c a2+ e
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(5). Essei z, = a, +1ib,, n=1,2. Dann ist die linke Seite Is von (5):

Is:=ay +iby + as + ibs| = |a1 + ag +i(by + bo)| = \/(Ch + ag)? + (b1 + by)?

und die rechte Seite rs ist:

rs = |ay + ib1| + |ay + iby| = \/a% + b2 + \/ag + b3.
Offenbar sind [s, rs > 0. Folglich ist

Is<rs <= I <rs® —

(a1 + az)? + (b + b)? < (a2 4+ b2) + 2\/a% + b2 \/ag + 02+ (a2 410} =

2aras +biby) < 2-\Ja? + 2 - \Ja3 + b3
= (%) = (k)

Ist (x) <0, dann gilt offenbar die letzte Ungleichung und damit Is < rs.
Es sei jetzt (x) > 0. dann ist

M) <) = () <) =

(arag + bibo)* < (ai +b7)(a3 +b3) <=
aiay + 2a1azb1by + b7bs < aia; + aibs + blas + biby <
0 S (a1b2)2 - 2@1[)2()1(12 + (b1a2)2 = (CL1b2 — b1a2>2.

Damit gilt insgesamt [s < rs.

(6). Der Beweis hierzu erfolgt durch dhnliche Uberlegungen. O
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