Wolter/Dahn: Analysis Individuell (¢)Springer 2000

Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.1 Das unbestimmte Integral
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Das unbestimmte Integral von einer Funktion — die eine Stammfunktion besitzt —ist also  9/1/7
eine ganze Klasse von Funktionen, die sich voneinander nur um eine additive Konstante
unterscheiden. Will man mit diesen Klassen ,rechnen®, dann kann man dies représen-

tantenweise tun und jeweils entsprechende Konstanten addieren.

Zusammenstellung von Grundintegralen
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Diese Grundintegrale werden alle durch Differentiation bewiesen.

9.5 Mittelwertsitze der Integralrechnung

Satz 9.20 (partielle Integration)
Sind f und g in [a,b] stetig differenzierbar, dann ist
b

[ F@g@ de = [ @)g@)l — [ F2)g (@) da

Satz 9.21 (Substitutionsregel)

Ist f in [a,b] stetig, g in [«, ] stetig differenzierbar und g(|c, 5]) = [a,b],

gla) =a und g(B) =05, dann gilt
b=9(B)

iﬂm@%d@ﬁmz / f(t)dt.

|z| > 1
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Ist auflerdem g injektiv, also a =g '(a) und B =g '(b), dann ist
97 '(b)

/b fyat= [ flo(w)-g(x)da.

9 (a)

9.7 Uneigentliche Integrale

Definition. (uneigentliches Integral iber unendlichen Intervallen) 9/7/1
Es sei a eine reelle Zahl, f sei fir alle > a definiert und in [a,z] integrierbar,

und es sei F(z) = /f(t) dt.

f istin [a,00) = {z:a < x} uneigentlich integrierbar
o Es existiert lim F (x).

Der Limes heit dann uneigentliches Integral von f in [a,00).

Bez.: /Oof(t) dt

Ist fin [a,00) uneigentlich integrierbar, dann heifit / f(t)dt konvergent, anderenfalls

divergent.
Ist | f| in [a,00) uneigentlich integrierbar, dann heifit / f(t)dt absolut konvergent.

Analog definiert man das uneigentliche Integral von f in (—oo,a]. Hierbei sei f fiir

jedes x < a definiert und in [z, a] integrierbar.
a

Man betrachtet dann F(x) ::/ f(t)dt und lim F(x).

Definition. [ ist in (—o0,00) wuneigentlich integrierbar 9/7/2

= Es existiert ein @ € R, so da f in (—o00,a] und in [a,00) uneigentlich
integrierbar ist.
a

/f(t) dt & /f(t) dt—i—/f(t) dt heifit uneigentliches Integral von f in (—o00,00).

Definition. (uneigentliche Integrale iber unbeschrinkten Funktionen) 9/7/5
Es sei a < b und es gelte eine der Bedingungen:
(1) f istin [a,b) definiert und fiir jedes z € [a,b) in [a,z] integrierbar.
(2) f istin (a,b] definiert und fiir jedes x € (a,b] in [z,b] integrierbar.
(3) a<c<b, und f ist fur jedes xy,29 € [a,b] mit a <z <c <z <Db
in [a,z1] und in [z9,a] integrierbar.

f ist in [a,b] wuneigentlich integrierbar
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= (1) lim/f(t)dt existiert bzw.

(2) lim/f(t) dt existiert bzw.

T b
(3) lim [ f(t)dt und Lllg/f(t) dt existieren.

z<c x>c T

Diese Limites heilen — falls sie existieren — uneigentliche Integrale von f in [a,b], und

b
/ f(t)dt heiit dann konvergent, anderenfalls divergent.

Ubungsaufgaben
18. Untersuchen Sie folgende uneigentliche Integrale auf Konvergenz:
1 0o
dx / dx

(a) O/—J:’ (¢) / 22+ 1

b i r2dx (1) /0 dx

® [ G e

(c) /tanxdx, (g) /sin3x dx,
0 0
T dx T 2

(d) /?7 (h) /xe dzx.
2 0
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