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Kapitel 2
Reelle Zahlen

2.2 Rechnen mit reellen Zahlen

Satz 2.2 Fir alle reellen Zahlen a,b,c gilt: 2/2/3
(0) 0<1.
(1) nicht(a < a). (Irreflexivitit)
(2) Wenn a<b und b<c, so a<ec. ( Transitivitit)
(3) Fir jedes a,b gilt: a <b oder a=1>b oder b< a. (Konnezitit)

Bemerkung. Die Eigenschaften (1) — (3) sind die Aziome fiir die irreflexive Ordnung.
(3") Es gilt genau eine der drei Beziehungen: a <b, a =0, b < a.  (Trichotomie)

(4) Wenn a<b, so a+c<b+ec. (Monotonie der Addition)

(5) Wenn a<b und ¢>0, so a-c<b-c,
Wenn a <b und ¢<0, so a-c>b-c.
(6) Wenn a<b und c¢<d, so a+c<b+d.
Ist zusdtzlich a < b oder ¢ <d, soist a+c<b-+d.
(7) Esygilt: a<b <= —b< —a.
(8) Wenn 0<a und 0<b, so 0<a-b,
Wenn 0<a und b<0, so a-b<0,
Wenn a <0 und b<0, so 0<a-b.

(9) Wenn 0<a, so O<%,

Wenn a <0, so %<0.

(10) Wenn 0<a<b, so 0<%<%,

Wenn a<0<b, so %<O<l,

Wenn a <b<0, so %<%<0.

(11) Wenn 0 < a, dann gibt es natirliche Zahlen m und n, so daff 0 <a <m und

0<l<a.
n

a+b

5 < b.

(12) Wenn a <b, so a<

Satz 2.3 Ist a >0, m €N und m > 2, dann gibt es genau ein b > 0, 2/2/7
so daff b™ = a.



Bez.: b= %:a%; (m-te Wurzel aus a)

Definition. (Potenzen mit rationalen Exponenten) 2/2/10

Es seien m,n € N, n #0, und es sei a € R und a > 0.

m
n

a of am™,
w1
a n =~ -
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Kapitel 4

Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Definition. (Konvergenz von Reihen) 4/1/0

o0
> a; konvergiert (gegen a) 5 (S,) konvergiert (gegen a).
i=0

Bez.: lim S, =a = Zai.
i=0
a heif3t dann Wert oder Limes der Reihe.

Definition. (Divergenz von Reihen) 4/1/2

Zai ist divergent % Zai ist nicht konvergent.

Satz 4.4 FEs seien Zai, Zbi konvergent und a, b € R. 4/1/19
Dann ist Z(a-ai +b-b;) konvergent und Z(a-ai +b:b)=a- Zai +b- Zb’i'

Satz 4.6 (Leibniz—Kriterium) 4/1/26
Ist Zai alternierend und lima; =0 und (|a;|)iz0,1,2,.. monoton fallend,

dann st Zai konvergent.

Beispiele.

3. Z % ist nicht konvergent. (Harmonische Reihe) 4/1/30/3
n=1

Diese Reihe dient gleichzeitig als Beispiel dafiir, daf} eine konvergente Reihe nicht absolut

konvergent sein muf. (vgl. Beispiel 1.)

Essei S5, =1+ % + -+ % Wir betrachten jetzt die 2"-te Partialsumme
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S2n:1_|___|_...+_

2 2m
und bilden
_ 1 1 OIS S
S2"+1_SQ”—2n+1+2n_'_2+ +2n+2n
(jeder dieser 2" Summanden ist grofier oder gleich Qn%)
> 2" ﬁ = % fiir beliebiges n.
Dann gilt:

Sgn = SQO - SQO + 821 - 821 + e —l— Sanl - Sanl —|— 5211
- 520 —|—521 - SQO+SQ2 - SQI -+ +S2n - Sanl
~— —_—

2 2

D=
[NIES
[NIES

>1+n- %
Die Teilfolge (Sy:) von (S,) ist also unbeschriankt, und somit ist (S,) = Z% nicht
konvergent.

Da (S,) monoton wichst, ist Z% bestimmt divergent gegen +oc.

Satz 4.8 (Majorantenkriterium)
FE's seien Zai, Zbi Reihen mit nicht-negativen Gliedern, und es sei Zbi eine Ma-
jorante von Zai. Dann gilt:

(1) Ist > b; konvergent, so ist auch »_a; konvergent.
(2) Ist > a; divergent, so ist auch »_b; divergent.

oo
4. Wir betrachten Z %
n
n=1
Die Konvergenz dieser Reihe kann man weder mit dem Wurzel- noch mit dem Quotien-
tenkriterium nachweisen (bitte ausprobieren!). Fiir eine geeignete konvergente Majorante

konnte man das Majorantenkriterium heranziehen.

1 o0
Es ist (1) < n(n1+ 0y und die Reihe nz::l n(nl—l—l) ist konvergent. Denn
1 1 1
nn+1) n n+l —

Sk:i#:i(;_ Lyogo 1
nzln(n—l—l) n n-+1 k+1

4/1/32

4/1/44



Folglich ist Sy — 1, und somit ist Z

n=1 TL(?’L + 1)
i 1
n=1 (Tl + 1)2
Aus i i =1+ i ; erhalt man die Behauptun
in? = (n+1)m i
Ubungsaufgaben

10. Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz bzw. Divergenz:

@ Y (@) > (1) (VAT - Vi),
) Y g @5 e
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eine konvergente Majorante von



	Reelle Zahlen
	Rechnen mit reellen Zahlen
	Satz 2.2
	Satz 2.3 (Existenz der m-ten Wurzel)
	Definition: Potenzen mit rationalen Exponenten


	Unendliche Reihen
	Konvergenz von Reihen
	Definition: Konvergenz von Reihen
	Definition: Divergenz von Reihen
	Satz 4.4
	Satz 4.6 ( Leibniz-Kriterium)
	Beispielgruppe
	Beispiel: Harmonische Reihe

	Satz 4.8 (Majorantenkriterium)
	Beispiel 4

	Übungsaufgaben
	Aufgabe 10



