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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.8 Lange von Kurven

Zur Erinnerung: € = {f(t) :a <t < b} ist eine Kurve in R¥, falls f: [a,b] — R* eine
stetige Vektorfunktion ist.

Definition.
Sei = {f(t):a<t<b} eine Kurve mit der Parameterdarstellung f : [a,b] — R".

(1) ¢ ist stetig differenzierbar in [a,b]
[ ist stetig differenzierbar in [a, b].

(2)
(3)

ist glatt in [a,b]
f ist stetig differenzierbar in [a,b] und f'(t) #0 fur jedes t € [a,b].

ist stickweise glatt in [a,b]
Es existiert eine Zerlegung 3 = (ag,...,a,41) von [a,b], so dafl € in je-
dem Teilintervall [a;,a;11] glatt ist.
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Definition. (Ldinge einer Kurve)

Sei ¢ eine Kurve mit der Parameterdarstellung € = {f(¢) : a <t < b}.

t ist rektifizierbar (d.h. £ besitzt eine Ldnge)

5; Es existiert sup{l(P;): 3 beliebige Zerlegung von [a, b]}.
Das Supremum heifit, falls es existiert, Ldange der Kurve und wird mit [(€)
bezeichnet.

Es sei jetzt €= {f(t): a <t < b} eine stetig differenzierbare Kurve in R*. Insbeson-
dere ist f : [a,0] — R, f = (f1,...,fr) und f; : [a,b] — R stetig differenzierbar
fiir jedes j =1,..., k. Weiterhin sei 3 = (ag,...,a,41) eine Zerlegung von [a,b], und
der Einfachheit halber sei w := a; und v := a;;1. Der Abstand zwischen den auf der
Kurve liegenden Punkten f(u) und f(v) betragt

F@) = f@)] = [(A@),. o) = (A, fulw))]
= |(A) = W), fow) = fu(w))] = (0.

Nach Voraussetzung sind f1,. .., fx differenzierbar in [u,v]. Folglich gibt es nach dem
1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir jedes f; ein &; € [u,v], so dafl

fiw) = fi(u) = fi(&;)(v —u). (&; hingt von [a;,a;41] = [u,v] und f; ab.)
Folglich ist

7) = F@)] = () = |(f(E) - @0 —u)...... (&) - (v~ w)

9/8/0

9/8/4

9/8/6

9/8/7



Also

|f(az+1 az | - \/Z f/ 52] (ai+1 - ai)-
Die Léange des einbeschriebenen Polygonzuges ist somit

n

1(P;) =Y | flais1) — f(as)]

1=0

= Z \/E f’ ’S@] (ai+1 — a;).

Die letzte Summe sieht einer Zwischensumme beziiglich der Funktion

g(t) = £/ (0] = (@), fu0)] = /S (1)

ahnlich. Offenbar ist fiir 52- a;, aZH] i=1,...,n und 7= (&,...,&),

S Z g gz az+1 )

§:¢z (71(6))" - (@1 — )

eine Zwischensumme. Wir werden jetzt zeigen, dafi sich [(P;) und S,(3,7) bei geeig-
neten Zerlegungen um beliebig wenig unterscheiden.

Lemma. FEs sei ¢ eine durch f:[a,b] — R* definierte und stetig differenzierbare 9/8/8
Kurve. Weiterhin sei (3,) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge von [a,b], und (7,)
sei eine Folge zugehoriger Zwischenstellensysteme von (3,). Dann folgt:

Fiir jedes € > 0 gibt es ein vy, so daf fiir jedes v > vy gilt:

U(Py) = Sy(3,,m)| < &, wobei g(t) = |f(1) = [Tk, (£1(8))

Satz 9.23 FEssei f:[a,b] — R¥ und €= {f(t):a <t <0b} ecine stetig 9/8/10
differenzierbare Kurve. Dann ist € rektifizierbar, und es gilt

zivﬁwﬁzj

Schwerpunkte fiir die Wiederholung von Kapitel 9

e Parameterdarstellung von Kurven, Definition der Rektifizierbarkeit (inhaltliche
Erlduterung der Lange von Kurven).
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