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Kapitel 8
Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher
(Einfithrung)

8.2 Partielle Ableitungen und Differentiale h6herer Ordnung

Es sei f(Z): R" — R in einer Umgebung eines Punktes nach allen Variablen partiell
differenzierbar. Dann entstehen offenbar beim partiellen Differenzieren neue Funktionen

%(f) = %f), i=1,...,n, die ebenfalls von z abhéangen. Diese partiellen Ablei-

tungen konnen wieder nach gewissen Variablen partiell differenzierbar sein, etwa nach
der Variablen z;.

Bildet man %(8&@ ), dann erhélt man die 2. partielle Ableitung von f nach x;
7 i

und z; in Z.

.0 (of@)y _ Pf@) _ -
Bez.: 8ZJ( 8:81 ) = 81281] — fxlx](ﬂf)

L9 (0f(@)\ _ f(@) _ _
8$j( ox; ) R 2 (Z).-

Ist 7 # j, dann nennt man die 2. partiellen Ableitungen auch gemischte partielle
Ableitungen.

Fiir ¢ = j schreibt man

Nach dem gleichen Muster definiert man induktiv die n-ten partiellen Ableitungen.
Hierfiir benutzt man die Bezeichnung

orfz) ) o .
m _fl“il-nmin(x)’ wobei 1,...,0n € {1,,7?,}

Satz 8.9 (Satz von Schwarz)

Es sei f(z,y):R* = R und ¢ € R

Ist f in einer Umgebung U(¢) definiert und existieren in U(c) die partiellen Ablei-
tungen fu, fy, foy undist fy, in ¢ stetig, dann existiert auch fy, in ¢, und es ist
fey(©) = [ya(©).

(Unter den angegebenen Bedingungen sind die gemischten Ableitungen in ¢ gleich.)

Beweis. Essei ¢ = (a,b) und = = (z,v).
b) — b

Wir zeigen, dafi  f,.(a,b) = lim fy(@.) = fy(a,b)

z—a r—a
Nach Voraussetzung ist f in U(¢) partiell nach x differenzierbar. Folglich 148t sich
auf f (bei festgehaltenem y) der 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung beziiglich x
anwenden. Damit erhdlt man fur alle (z,y) € U(¢) und x # a, y # b:
1

(fy(@b) = fy(a,b))

r—a

existiert und gleich f,,(a,b) ist.
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= A (A ()~ f@) ~lm L (flay) — flah))

=g(z,y) =g(a,y)

1 g(@,y) —gla,y)

N gl;lgzla y—>b T —a
= hn}) m 1 5 cge(a+9(x —a),y) (1. Mittelwertsatz, y fest, 0 < 9 < 1)
y—b Y —

=tim —L - (fo(u,y) = fo(u,b))

y—=b Y
= fay (u,b). (foy existiert in U(c))

Da nach Voraussetzung fxy in ¢ stetig ist, existieren die folgenden Limites und es gilt:

= (Sl b) = £y(a,0)) = Hm fuy(u,) = fry(a,b). 0

fye(a,b) = lim

r—a L —

Bemerkung. 8/2/4
Ist f(z1,...,2,): R" =R und ¢ € R" und existieren in einer Umgebung U(¢) die
partiellen Ableitungen f,,, f.; und f;., undist f,., in ¢ stetig, dann existiert

auch f, ., in ¢, und esist fi..;(€) = fu,a,(C).

Den Beweis hierzu fithrt man leicht auf den vorhergehenden Satz zuriick.

Wir befassen uns jetzt mit Differentialen hoherer Ordnung.
Dazusei f(z):R"™ — IR. Das 1. Differential wurde als Funktion df : R" — R definiert,
die sich darstellen 148t in der Form

. of . L of _ of of
df = o dri + . 8:cn ~dz, e dey + ...+ Do dx,,

wobel die dx; als konstant anzusehen sind.

Wir berechnen (definieren) jetzt das 2. Differential von f wie folgt.

ﬁdxn)

20 . _ a(9f
&> f = d(df) —d(axldx1+...+axn

(a;i)dxl + ...+ (;xi)dxn (dz; konstant !)

:(axl(gjl)dx +. —I-%(gjl)dxn)dxl + .
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+(a%(ﬁ)dx1 T i(ﬁ)dxn)da:n

Oxp, 0x, \Oz,

of )dzidzy + ...+

81:1 <3x1 Oxy, \Ox

(—f>dxndx1 + ...

8:51 8xn 8xn 8%

2
S dridxy + ...+ 1 drp,dxy + ...

0x10x1 0x10x,

P*f O*f
+8xn8 1dx1d:vn oot py ndxnd:vn

2
of drjdr; + ...+

f 5 2
= —=d e
0z? T1 + O0x;0x;

Sind die gemischten Ableitungen gleich, dann gilt

&f = Z

3:1: 6‘ dz;dx;.

<J

Analog definiert man induktiv

A f = d(dnf).

(Hierbei ist der Satz von Schwarz sehr niitzlich.)

Beispiel.

Sei f(z,y) = x?+ y* Dann ist
of _y. 0f _ P _y P
oxr 2z, oy 2y und ox? 2, Ox0y

Folglich ist
_of of 5. _
df = B dx + 9y dy = 2x dx + 2y dy.

Weiterhin ist

=0

rf
T ydxr

P f = d(df) = 6fd +2afda:dy+ fdy2:

2dx? + 2dy?,

und schliefllich

d3f =0, (denn alle dritten partiellen Ableitungen sind null).
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