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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.8 Lange von Kurven

Zur Erinnerung: € = {f(t) :a <t < b} ist eine Kurve in R¥, falls f: [a,b] — R* eine
stetige Vektorfunktion ist.

Definition. (doppelpunkitfrei)

t ist doppelpunktfrei

fir jedes t1,ty € [a,b] mit t; <ty und t; #a oder to #b gilt f(t1) # f(t2).
Eine doppelpunktfreie Kurve heifit auch Jordan-Kurve.

Ist in der obigen Darstellung f(a) = f(b), dann heifit € geschlossene Kurve.

Df

Beispiele. Wir geben jetzt einige wichtige Beispiele von Kurven an (vgl. auch die Abbil-
dungen 6.9 und 6.10 aus dem Kapitel 6).
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Abb. 9.20 Durch f : [0,27] — R? Abb. 9.21 Durch f : [0,271] — R?
mit f(t) = (acost,bsint) ist eine mit f(t) = (rcost,rsin2t) ist eine
Ellipse definiert. Fiir a = b entsteht Lemniskate definiert.

ein Kreis.

Die néchste Abbildung zeigt eine sog. Schraubenlinie.
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Unser Ziel ist es nun, die Lénge einer Kurve zu definieren bzw. zu berechnen. Fiir
beliebige Kurven wird sich eine Lénge nicht definieren lassen. Daher betrachten wir

jetzt einige speziellere Klassen von Kurven.

Definition.

Sei €= {f(t):a<t<b} eine Kurve mit der Parameterdarstellung f : [a,b] — R".

(1) ¢ ist stetig differenzierbar in |a, b
5 f ist stetig differenzierbar in [a, b].
ist glatt in [a,b]

(2)
(3)

ist stickweise glatt in [a,b]

Gl = Bl e

dem Teilintervall [a;,a;11] glatt ist.

Es sei € ={f(t):a <t <b} zunichst eine Kurve und 3 = (ay,..
gung von [a,b]. Verbindet man die Bildpunkte f(ag),..., f(a,4+1) € € von ay, ..
der Reihe nach durch Verbindungsstrecken, dann entsteht ein der Kurve einbeschrie-
bener Polygonzug FPj (vgl. Abb. 9.23). Der Abstand zwischen je zwei ,benachbarten’

Bildpunkten f(a;) und f(a;41) auf der Kurve betragt |f(ai+1)— f(a:))l-

die Lénge des Polygonzuges gegeben durch

n

I(P3) =Y | flais1) — fla)].

i=1

276

Es existiert eine Zerlegung 3 = (aq, . .

Abb. 9.22 Durch f := [0,67] — R?
mit f(t) = (rcost,rsint,ct) ist ei-
ne Schraubenlinie mit der (positiven)
Ganghohe ¢ definiert (Rechtsgewinde).
Wenn ¢ das Intervall [2i7, 2(i + 1) 7]
durchléuft (i = 0,1,2,3,...), dann
durchlduft f(t) genau einen Gewinde-
gang. In der Abbildung sind drei Ge-
windegénge dargestellt. Fiir ¢ < 0 ent-
steht eine ,,absteigende* Schraubenlinie

(Linksgewinde).

[ ist stetig differenzierbar in [a,b] und f'(t) #0 fur jedes t € [a,b].

., Gnt1) von |a,b], so dal € in je-

., apt1) eine Zerle-

<y Ap41

Folglich ist
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Abb. 9.23 Die Abbildung zeigt ei-
ne Kurve im R? mit einem ein-
beschriebenen Polygonzug. Dabei
ist f : [a,] — R® stetig und
E = {f(t) : a <t < b} Ist

3 = (ao,...,anyt1) eine Zerlegung
von [a,b], dann liegen die Bild-
R>: J T punkte f(a;), i = 0,...,n + 1,
! \
K ! / ' auf der Kurve €.
f p }r // \\
R , vI /, \\ "
ag ay a; Aj41 An+1
~— ~—
—a =b

Wir definieren jetzt, was unter der Lange einer Kurve zu verstehen ist.

Definition. (Ldnge einer Kurve) 9/8/6
Sei ¢ eine Kurve mit der Parameterdarstellung ¢ = {f(¢) : a <t < b}.
t ist rektifizierbar (d.h. € besitzt eine Linge)
= Es existiert sup{l(F;): 3 beliebige Zerlegung von [a,b]}.
Das Supremum heifit, falls es existiert, Linge der Kurve und wird mit [()
bezeichnet.

Es sei jetzt €= {f(t): a <t < b} eine stetig differenzierbare Kurve in IRF. Insbeson- 9/8/7
dere ist f : [a,0] — R, f = (fi,...,fr) und f; : [a,b] — R stetig differenzierbar

fir jedes j =1,..., k. Weiterhin sei 3 = (ag,...,a,+1) eine Zerlegung von [a,b], und

der Einfachheit halber sei w := a; und v := a;;1. Der Abstand zwischen den auf der

Kurve liegenden Punkten f(u) und f(v) betragt

)= f@)] = [(A@),.. @) = (A, fulw)]
= |(A) = AW, fow) = fu(w))] = (0.

Nach Voraussetzung sind fi, ..., fi differenzierbar in [u,v]. Folglich gibt es nach dem
1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir jedes f; ein &; € [u,v], so dafl

fiw) = fi(u) = fi(&;)(v —u). (&; hingt von [a;,a:41] = [u,v] und f; ab.)
Folglich ist

F0) = ) = ) = | (A6 - 0 = ). ) - (0 = )]
— ’(f{(gil)v . 7f;§;(§u<;)> (v — u)‘

277



Also

|f(a'z+1 az | = \/Z f/ fz] (ai+1 - ai)'
Die Lange des einbeschriebenen Polygonzuges ist somit

n

l(PZ,) = Z |f(ai+1) - f(ai)|

=0

- Z \/Z f/ &J (ai-i-l — a;).

Die letzte Summe sieht einer Zwischensumme beziiglich der Funktion

g(t) = 1F' (O] = [(FE)s . FLO)] = Sy (£10)

ahnlich. Offenbar ist fiir fz € la;, a1, 1=1,...,n und 7= (&,...,&),

Zggz a’z—i—l )
z¢z (7(6))" - (@2 — )

eine Zwischensumme. Wir werden jetzt zeigen, dafi sich [(P;) und S,(3,7) bei geeig-
neten Zerlegungen um beliebig wenig unterscheiden.

Lemma. FEs sei ¢ eine durch f :[a,b] — R* definierte und stetig differenzierbare 9/8/8
Kurve. Weiterhin sei (3,) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge von [a,b], und (7,)
sei eine Folge zugehoriger Zwischenstellensysteme von (3,). Dann folgt:

Fiir jedes € > 0 gibt es ein vy, so daf fir jedes v > vy gilt:

U(Py,) = Sy(3,m)] < & wobei g(t) = |f/(D)] = /b, (£1).

Beweis. Sei 3, = (af,...,a;, ;) und 7, = (&,...,¢&;). Dann gilt 9/8/9
1(P3,) = S50, )]

- i_:"o \/Z;Ll (fJ,( %))2 -(afyy — af) \/E f/ 5” ( aj,, — ay)

=3 (Y2 (@) - sk ()| et = )

ny
<2

=0

| — |31

(alyy —a), wobei a; = (f{(&4),.. ., Fi(€h)
und B = (f1(€),- -, L&)
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Ny

<> — Bl - (afy, — ay)

=0

=§;¢Z?1(ﬂ5>—ﬂ@nf-way—¢)=@y

Nach Voraussetzung sind die Funktionen f; stetigin [a,b], also sind sie auch gleichmé-

Big stetig. Folglich erhélt man:

Fiir jedes &' > 0 existiert ein § >0, so daf fiir alle &, & € [a,b] mit [§; —&| <6

: 2
gilt: [ f1(85) — fi(€0)] < £/, also auch (fi(&h) — fi(&))) <™.
Wihlt man 1y so grofl, da§ d(3,) < ¢ fiir alle v > 1, dann erhdlt man

(x) = |UPs,) = Sy, 7)

< Z Z?zl e? - (afy; — ayf)

= Vk- Y (al —a))
i=0

= V- (b—;)._

Wir wéhlen jetzt

Dann ist

1(Py,) = Syl3,.7m)| <eVE-(b—a) =VEk-(b—a) - ————

Satz 9.23 FEssei f:[a,b] — RF und €= {f(t):a <t <0b} ecine stetig
differenzierbare Kurve. Dann ist € rektifizierbar, und es gilt

1o = [1rwlde = [ /s (f0) d

Beweis. Wir zeigen zunéchst, daf§ die Menge
M = {I(P;) : 3 Zerlegung von [a,b]}

nach oben beschrinkt ist (= es existiert sup M, und somit ist € rektifizierbar).

Angenommen, M ist nicht nach oben beschrénkt. Dann gibt es eine Folge (3,) von
Zerlegungen des Intervalls [a,b], so daB die Folge (l(Pﬁu)) nicht nach oben beschrankt
ist. Sei 0.B.d.A. (3,) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge (durch entsprechende Verfeinerun-

gen laBt sich dies immer erreichen; und aufgrund der Dreiecksungleichung wird bei einer verfeinerten
Zerlegung der einbeschriebene Polygonzug hochstens linger). Nach dem Lemma gilt dann fiir

g9(t) =11 ®)].
Jim (U(P,) = 5y(3,.7) ) =0.

=0y =By
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Wegen der Stetigkeit von g¢(t) = |f'(t)| in [a,b] ist |f'(t)| als reellwertige Funktion
einer reellen Verdnderlichen in [a,b] integrierbar. Folglich gilt nach Satz 9.9

b
lim 8, — / /()] dt :=d € R.

V—00

Da (, — d und (a, — (3,) eine Nullfolge ist, muff auch die Folge (c,) gegen d
konvergieren. Dies fithrt zum Widerspruch.

b
Folglich gilt c, —— I(¢), und damit ist [(£) = / ()]t T

V—00

Korollar. Ist g : [a,b] — R stetig differenzierbar, f(t) = (t, g(t)) = (fl(t), fg(t))
und €= {f(t):a <t <0b}, dannist & rektifizierbar und

b
1(t) = /\/1+g’2(t) dt.
Beweis. Die Rektifizierbarkeit von £ ist offensichtlich.

Weiterhin gilt (1) = |1, o)1 =/ (fi0)" + (80)" = T+ 92(0).

Bemerkung. Betrachtet man eine Kurve, die (wie im Korollar) durch eine reellwertige
Funktion einer Verénderlichen definiert ist, dann erhélt man eine vereinfachte Formel
fiir die Lange dieser Kurve.

Beispiele.

(1). Verbindungsstrecke zweier Punkte in der Ebene.

Essei @ = (1,1) und b= (3,2). Wihlt man als Parameterintervall [0,1], dann ist
durch f(t)=a+t(b—a)= (1+2t1+1t):= (f1 (t), fg(t)) eine Parameterdarstellung
der Verbindungsstrecke ¢ gegeben. Offenbar sind fi, fo in [0, 1] stetig differenzierbar
und fi(t) =2, f3(t) =1 und damit f'(¢) = (2,1) fiir jedes ¢ € [0,1]. Folglich ist ¢
rektifizierbar und

l(é):/|f’(t)|dt:/|(2,1)|dt:/\/22+12dt:\/5.

Natiirlich hiatte man das Ergebnis in diesem einfachen Fall auch ohne Integrale erhalten.

(2). Umfang eines Kreises mit dem Radius r.

Wir betrachten einen Kreis mit dem Mittelpunkt (0,0) und dem Radius r (vgl. auch
Abb. 9.20).

Fiir die Kreislinie € ist durch f : [0,27] — R?* mit f(t) = (rcost, rsint) eine
Parameterdarstellung gegeben. Offenbar ist f in [0,27] stetig differenzierbar und
f'(t) = (—rsint, rcost). Folglich ist
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lf' ()| = \/r2 sin®t +r2cos?t =r

und damit
2w 2
() :/|f’(t)|dt — /rdt — rom.
0 0
(3). Lénge der Schraubenlinie (vgl. Abb. 9.22). 9/8/15/3

Wir betrachten eine Schraubenlinie mit dem Radius r und zwei ,,Gewindegéngen®.
Es sei f:[0,471] — R® f(t) = (rcost, rsint, ct), ¢ # 0. f ist in [0,47] stetig
differenzierbar und f’(t) = (—rsint, rcost, ¢). Dann ist

I ()] = \/7’2 sin?t + 12 cos?t + c2dt = Vr? + c2.

Damit erhalt man

4
() = /\/7‘2 +c2dt =Vr2+ - 4.
0

(4). Lénge der Normalparabel, definiert im Intervall [0, 1] (Beispiel fiir die Berechnung der  9/8/15/4
Linge einer Kurve mit Hilfe des Korollars zu Satz 9.23).

Essei ¢g:[0,1] — R mit g(t) =¢* und f(t) = (t, g(t)).
Dann ist durch € = {f(¢) : 0 <t <1} eine stetig differenzierbare Kurve gegeben und
f'(t) = (1, 2t). Also

1 1
10 = [ 1+ (g2t = [VITard =
0 0
Man berechnet zunéchst am besten das unbestimmte Integral

/\/1+4t2dt: %/\/1+22dz

= %((z-m)—l—ln(z—km))

_ %((215 VT+42) + In(2t + V1 +42)),

(Die eigentliche Berechnung des Integrals / V1 + 22dz bleibt als Ubungsaufgabe.)  Also

1(t) = 5(2v5 + (2 + V5)).

1
2

Bemerkung. Die Stetigkeit von f ist nicht hinreichend fiir die Rektifizierbarkeit der 9/8/15/5
entsprechenden Kurve €. Wir betrachten als Beispiel die Funktion

_ [ (t, tsing) fiir ¢t #0,
(8= { (0,0)  fir t = 0.

f st in [0, 1] stetig, aber nicht rektifizierbar.
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Abb. 9.24 Ist g(t) := tsing;, dann
wird durch die Funktion f : [0, 1] — R?
mit f(t) = (t,9(t)) die hier gezeigte
Kurve definiert. (Fiir groBere ¢ setzt sich

die Kurve so nicht fort!.) An den Stellen

t = %, n = 23,4,..., ist g(¢t) null;
an den Stellen Wlﬂ bzw. ﬁ ist
g(t) = t bzw. g(t) = —t, hierbei ist
n=1,23....

Abb. 9.25 In dieser Abbildung wird
nur das Kurvenstiick dargestellt, wel-
ches das Bild des Intervalls [a,c] ist,

. _ 1 _ 1 ._
wobel a = g7 und ¢ = £, Wei
terhin ist v = =5, 0 = 475 und

- 1 i _
v = g7 Entsprechend dieser Zerle

gung von [a,c] ist P, der einbeschrie-

bene Polygonzug.

Wir betrachten jetzt die Funktion ¢ : [0,7] — R mit g(t) = ¢sinJ und die Kurve

2t

t:={f(t)=(t,g(t)) : 0<t <%} und zeigen, daBl € nicht rektifizierbar ist.

Dazusei 1 < n < k und 3, = (

1
TIRRR
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Zerlegung von [ﬁ, 1] (siche auch Abb. 9.25).

Wir berechnen zunéchst den Abstand zwischen den Punkten (a,0) und (u, f(u)) in
——

—Uu

IR?. Es ist

|(u, —u) = (a,0)| = ‘(471—1—3 4n1—i—4’ _4n1—|—3)‘

- ‘((471—1—3)1(477,4-4)’ _(4n+4§)zr4i+4)>‘
- @y [ -+ 9))

- (4n—|—3)1(4n+4) 1+ (4n + 4)2

> ﬁ

Vollig analog ist

1

Ebenso zeigt man, dafl die Abstédnde zwischen (b,0) und (v, f(v)) bzw. zwischen
—~
(v,v) und (c,0) groBer oder gleich g sind. B

Insgesamt erhélt man, dafl der Polygonzug P, eine Linge

1 1 1
W) 22 st 2 i1 2 ng 1
besitzt. Fiir die Lénge des gesamten (einbeschriebenen) Polygonzuges Pj — beziiglich

des Intervalls [;r, 1] ist dann

k
i(F,) ZZn—l—l’

und diese Summe ist fiir & — oo, also fiir -~ — 0, nicht beschrinkt. Folglich ist &

ik
nicht rektifizierbar.

Im néchsten Abschnitt befassen wir uns mit der Integrierbarkeit der Grenzfunktion bei
Funktionenfolgen und -reihen.
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