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Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum R"; Funktionen mit meh-
reren Verinderlichen

6.2 Funktionen mit mehreren Verianderlichen

Definition. (Stetigkeit in metrischen Rdumen)

Sei f:M; — My und a € M.

f istin a stetig

= a € D(f) und fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so daB fiir jedes = € D(f)
gilt:  Wenn o;(z,a) <9, so o0s(f(x), f(a)) <e.
(Andere Formulierung: Wenn z € Us(a), so f(z) € U.(f(a)).)

6.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Definition. (gleichmdiflige Stetigkeit)

Sei f: M; — My und M C M.

f istin M gleichmdfig stetig

= M C D(f) und fiir jedes € >0 gibt esein 0 >0, so daB fiir jedes z,y € M
gilt:  Wenn o;(z,y) <9, so o02(f(z), f(y)) <e.

Satz 6.16 Sei f: R" — R wund M C D(f).
Ist f in M gleichmdfsig stetig, dann ist f in M stetig.

Bemerkung. An einem Beispiel zeigen wir, da die Umkehrung von Satz 6.16 im
allgemeinen falsch ist.

Dazu sei M = (0,1) C R und f(x):%, also f: (0,1) — R.

Offenbar ist f als rationale Funktion stetig in (0,1). f ist aber nicht gleichmé&Big
stetig in diesem Intervall. (vgl. Abb. 6.14)
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A
Abb. 6.14 Fiir das gleiche ¢ > 0
kann hier kein universelles 6 > 0
fla)+e . . .
gewahlt werden. Je ndher man sich
f(a) mit a dem Wert 0 nihert, desto
fla)—¢ I 7: kleiner mufl die entsprechende o-
! Umgebung genommen werden, da-
1 mit die J-Umgebung von a in die
i e-Umgebung von f(a) abgebildet
fb)+e ] . wird. § hingt sowohl von a als auch
f(b),,,,,lp 7777777 3 von € ab.
fb)—e ‘ ‘ ‘
b\ (\‘/ \/_‘/\ - T

Angenommen, [ istin (0,1) gleichméBig stetig.

Speziell fiir € =1 gébe es dann ein § > 0, so daB fiir jedes z,y € (0,1) gilt:
Wenn |z —y| <90, so [f(z)— f(y)| <e=1.

Wihlt man z = £ und Y= i, dann ist
n 2n
L1

|x_y|_’n 2n‘_2n<5

fiir hinreichend grole n und
F@ =t =L = 1) =ln—2ml=n>e=1. N!

Definition. (Lipschitz-Stetigkeit)

Sei f: R"—= R und M CR".

f istin M Lipschitz-stetig

= M C D(f) und es existiert eine Konstante ¢ € R, so daf fiir jedes z,7 € R"
gilt: | f(z) = f(H)| < e[z -7l

Satz 6.18 besagt also, dafl aus der Lipschitz-Stetigkeit die gleichméfige Stetigkeit folgt.

Bemerkung. Die Umkehrung von Satz 6.18 gilt im allgemeinen nicht.

Beispiel: Sei f(z) =+/x und M =[0,1] C R.

Als Wurzelfunktion ist f in [a,b] stetig. Da [0,1] beschrinkt und abgeschlossen ist,
ist f in [0,1] auch gleichméBig stetig.

Angenommen, f istin [0,1] Lipschitz-stetig.
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Dann gibt es ein ¢ > 0, so daB |f(z) — f(y)| < ¢- |z —y| fir alle z,y € [0,1].
Insbesondere fir y =0 und z € (0,1] beliebig gilt:

(@) = fy)l = Ve =V0l=Va<c o -0l =c-a.
Also /z <c-x und damit z < c*-2? = 1< -z firalle z € (0,1]. Schlieflich
folgt 0—12§x fur alle x € (0,1]. 'A/'

Bemerkung. Lipschitz-Stetigkeit = gleichméifige Stetigkeit = Stetigkeit.
Die Umkehrung gilt in all diesen Féllen nicht.
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