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Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.1 Operationen fiir Funktionen

In diesem Abschnitt werden eine Reihe von Operationen fiir Funktionen behandelt, die 5/1/0
aber zum Teil nur in Strukturen (in Korpern, Vektorrdumen, ...) ausgefithrt werden
konnen.

Zunéchst betrachten wir aber zwei wichtige Operationen fiir Funktionen, die keine Struk-

tur voraussetzen (sondern nur auf Mengen definiert sind), ndmlich die Verkettung und die
Inversenbildung (falls existent), ehe wir uns den reellwertigen Funktionen einer reellen
Verénderlichen zuwenden.

Definition. (Verkettung von Funktionen) 5/1/1

Esseien g : A— B und f : B — C Funktionen, so da8 W(g) = g(A) C D(f). Die
Funktion h : A — C heifit Verkettung oder Hintereinanderausfiihrung von f und g
= h={(a,c): (a,c) € AxC undesgibt ein b€ B, soda (a,b) € f und

(b;c) € g}-

Bez.: h= fog, (dh, fiir jedes x € D(g) ist h(z) = (fog)(z) = f(g(x))).

5/1/2

Abb. 5.1 Verkettung von f und g
Definition. (inverse Funktion) 5/1/3
Es sei f injektiv.
g ist Umkehrfunktion oder inverse Funktion von f
= (a,b)eg gdw (b,a) € f, (dh, gla)=b <= f(b)=a.)
Bez.: g= 1



¥ Abb. 5.2 Bildung der Um-
kehrfunktion g = f~! mit
Il -
g

Folgerungen.

1. Offensichtlich lassen sich Umkehrfunktionen nur von injektiven Funktionen de-
finieren, da sonst die Eindeutigkeit an der zweiten Stelle verletzt ist.

2. Esist stets D(g) = W(f) und W(g) = D(f).
3. g istinverszu f <= f ist invers zu g.

4. Fiir alle z € D(f) und alle y € D(f™Y) gilt: f~1(f(z)) =2 und f(f~'(y)) =y,
also flof=foft=1 (wobei I die Identititsfunktion ist, d.h., I(z) == fiir alle ).

Wir befassen uns jetzt mit reellwertigen Funktionen einer reellen Verdanderlichen.

Definition. f ist eine reellwertige Funktion einer reellen Verdnderlichen
5 fCRxR und fiir jedes a € R existiert ein b € R, so dai (a,b) € f.

Bez.: f: R—R

Der Graph einer Funktion ist die geometrische Veranschaulichung der Funktion
(:= Menge von Paaren) in einem geeigneten Raum mit Koordinatensystem.

Y
A
f
(z, f(z)) Abb. 5.3 Darstellung einer Funk-
7777777777777777777777 ! tion f im mit rechtwinkli-
f(z) ‘ ion f im R? mit rechtwinkli
1 gem Koordinatensystem
| -
a X b
Beispiele.

Wir betrachten Funktionen f, g, h: R— R.
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Der Einfachheit wegen bezeichnen wir in Zukunft die Mengen {x € R : # > a} auch
mit [a,00); analog benutzen wir die Bezeichnungen (a, o), (—o00,al, (—o0o,a).
1. Sei f(z)=2 mit A:=D(f)=R = W(f)= f(A) =[0,00) (vgl. Abb. 5.4).

2. Sei g(z) =+/x mit A:=D(g) =1[0,00) = W(g) =g(A) =10,00)
(vgl. Abb. 5.5).

0.5 1

Abb. 5.4 — Parabel Abb. 5.5 — Wurzelfunktion

3. Offenbar ist die Funktion f im Beispiel 1 nicht injektiv. Schrinkt man jedoch den
Definitionsbereich von f auf [0,00) ein (so erhilt man eigentlich eine andere Funktion, die
wir aber weiterhin mit f bezeichnen werden), dann ist f injektiv und besitzt eine Umkehr-
funktion f1.

Fir f(z)=2? mit x>0 ist

y=fz) = @y ef < (yr)ef

Lost man die Gleichung y = 2® = f(z) nach z auf, so erhélt man z = /y = f~'(y),
wobei y > 0.

Will man die Graphen der Funktionen f und f~! mit Hilfe des gleichen (rechtwink-
ligen) Koordinatensystems veranschaulichen, dann muff man z und y in y = 2

vertauschen und entsprechend nach y auflosen. Dadurch erhélt man y = /z.
f~Yx) erweist sich dann als Spiegelung von f(z) an der Geraden y =z (= I(z)).
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Abb. 5.6 Die Umkehrfunktion von
flz) = 22 fiir 0 < x (Graph dick
durchgezogen) ist durch g(z) = /z
gegeben (Graph dick gestrichelt). Of-
fenbar ist f(z) auch fir x <0 in-
jektiv (Graph diinn durchgezogen); die
entsprechende Umkehrfunktion ist
durch h(z) = —y/x gekennzeich-
net (Graph diinn gestrichelt). Funk-
tionen und ihre Umkehrfunktionen
sind jeweils an der Identitdtsfunk-

tion I(z) =z gespiegelt.

Wir haben schon gesehen, dafi nicht alle Funktionen eine Umkehrfunktion besitzen,
sondern nur die injektiven. Wir betrachten jetzt eine wichtige Teilklasse von injektiven

Funktionen, nédmlich die streng monotonen.

Definition. (monoton, streng monoton)

Essei f: R—=R, M CR und M C D(f).

(1) f ist monoton wachsend (bzw. monoton fallend) in M
= Fiir jedes xy, 1o € M gilt: Wenn x; < x5, so f(x1) < f(2)

(bzw. f(z1) > f(x2)).

(2) f ist streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend) in M
5 Fiir jedes xq, x5 € M gilt: Wenn 1 < 2, so f(z1) < f(z2)

(bzw. f(x1) > f(xs)).

Analog wie bei Folgen nennen wir (in M) monoton wachsende bzw. monoton fallende
Funktionen gelegentlich auch kurz monoton in M. Ist f im gesamten Definitionsbe-
reich monoton, dann heift f monoton (ohne Angabe einer Menge).

Satz 5.1 Ist f streng monoton, dann besitzt f eine Umkehrfunktion.

Beweis. g.z.z.: [ ist injektiv, d.h., wenn x; # x9, so f(x1) # f(x2).

Wenn also x7 # x9, so x1 < x9 oder 9 < 1

flan) # flaz). 0

=  f(x1) S f(z2) und damit
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Definition. (rationale Operationen fiir Funktionen) 5/1/15

Es seien f, g : R — IR. Summe, Differenz, Produkt und Quotient von f und ¢ sind
wie folgt definiert:

(1) (f+9)@) 5 [flz)E£g(x) firale ze D(f)N D(g).
2) (f-9)@) 5 [flx)-g(z) firalle ze D(f)ND(g).

(3) (g)(q:) = % fir alle = € D(f) N D(g) und g(z) # 0;

folglich ist D(g) = D(f)ND(g) n{z: g(x) # 0}.

Bemerkung.

5/1/16
Summe, Differenz, Produkt und Quotient sind die rationalen Operationen.
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