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Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.1 Konvergenz von Folgen

Definition. (Konvergenz)
Sei (a,) eine Folge und a € R.
(a,) ist konvergent gegen a

5; Firjedes € >0 existiert ein ng, so daB fiir jedes n > ny gilt: la, —a|] < e.
In diesem Falle heit a Grenzwert oder Limes von (ay,).

Bez.: a = lim a, oder a =1lima, oder auch einfach

n—oo

a, ——a oder a, — a.

n—oo

Satz 3.5 (a,) konvergiert gegen a <= jede Teilfolge von (a,) konvergiert gegen a.

Definition. (monoton wachsend bzw. monoton fallend)
Sei (a,) eine Folge von reellen Zahlen.
(1) (a,) ist monoton wachsend (bzw. monoton fallend)

5 Fiir jedes n gilt: a, < apqq (bzw. ap4q < ay).

(2) (an) ist streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend)

= Fiir jedes n gilt: a, < anq1 (bzw. apq1 < ay).

Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Definition. (Divergenz von Reihen)
Zai ist divergent 5; Zai ist nicht konvergent.

Beispiel. (Geometrische Reihe)
Sei |a] <1 und a #0.

Dann konvergiert Z a' gegen (3 a’ heift geometrische Reihe).
=0

Beweis. Fir S, =14+a+---+4a" ist

1 .
1—a’

Sp(l—a)=0+-+a)Y(l—a)=1+---+a"—(a+---+a"™)

=1-—a""
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Hieraus erhalt man

o 1— an+1

Sn = 1—a

Damit ist der Wert der n-ten Partialsumme berechnet.

Wegen lima™™ =0 erhilt man aus den Eigenschaften konvergenter Folgen

(vgl. Beispiel 2 in Kapitel 3, vor dem Satz 3.2)

. T 1_an+1_ 1 BRF _ontly 1
S e N T i i =y

=1

Also

.- i1
;:%a 1—-a’

Definition. (alternierende Reihe)

Zai heifit alternierend
5 a; 70 und a; <0 gdw a;4 > 0 fiir jedes i

(oder aber a;-a;41 <0 fir jedes ).

Beispiele.

3. % ist nicht konvergent. (Harmonische Reihe)

n=1

Diese Reihe dient gleichzeitig als Beispiel dafiir, dafl eine konvergente Reihe nicht absolut

konvergent sein muf. (vgl. Beispiel 1.)

Essei S5, =1+ % + -+ % Wir betrachten jetzt die 2"-te Partialsumme
SR SRR &
Son =1+ 5 + -+ on
und bilden
_ 1 1 o 1
Syt =S =gt T T
(jeder dieser 2" Summanden ist grofier oder gleich )
> 2. 2,}“ =5 fiir beliebiges 7.
Dann gilt:

Sgn — SQO — SQO + 821 — 821 + e —|— Sanl — Sanl + 8277.
— 520 —|—Sgl - 520+522 - SQI -+ +S2n - Sanl
~— —_—

2 2

N[
[NIES
[NIE
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Zl—i—n-%.

Die Teilfolge (S5:) von (.S,) ist also unbeschrankt, und somit ist (S,) = % nicht

konvergent.

Da (S,) monoton wéchst, ist Z% bestimmt divergent gegen -+oo.

4. Ist > a; alternierend und a; — 0 aber (|a;|) nicht monoton fallend, dann muf
=0

Z a; nicht konvergent sein.

falls ¢ ungerade und 7 = 2n + 1,

falls i« gerade und ¢ = 2n.

1
: _ n+17
Sei a; = i
—

Also

o~ _ 1 .1 _1.,.1_ 1_ 1.
Zaa’_ 20 T 1 Ty Tty st T

Wir betrachten Som+1 = ag+ -+ + agm+1.

Summiert man in dieser endlichen Summe die a; mit ungeradem Index ¢, so erhilt
man

1_’_%4_%_}_%4_...4_2%21—1—771-% (vgl. Beispiel 3.)

Die Summe der a; mit geradem Indes ergibt

1 1 1 1 1\0 1\! 12"\ _
0 9l T 9T _22—’"__<(§) +(g) ++(3) )—
2m+1
—1 _ <%> = —2(1 — (l)Qm—H) > —2  (vgl. geometrische Reihe)
1_% 9 = gl. g
(denn fiir ¢ =2m"! =2pn ist n=2™, also 2% = 22%)

Damit erhalten wir insgesamt

atedabsd - (1) + () 4r )
<

> 1+

bo[3

Folglich ist (Sa-) eine unbeschrinkte Teilfolge von (S,) und somit »_a; nicht kon-
vergent.
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