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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.2 Das bestimmte (Riemann-) Integral

Wir wenden uns nun dem Flachenproblem zu. Gegeben sei also ein abgeschlossenes
Intervall I = [a,b] mit a < b und eine in I definierte und beschrinkte Funktion f.
Im folgenden sei stets — falls nichts anderes vereinbart wird — I dieses Intervall und
f I — R. (vgl. auch Abb. 9.1)

Wenn f in [ nicht negativ ist und der Flédcheninhalt A der ebenen Punktmenge
M = {(x,y) :a <ax<b 0<y< f(r)} iiberhaupt existiert, dann mufl folgende
Ungleichung gelten (siehe Abb. 9.4)
(b—a)-inf (&) < A< (b—a)-sup f(x).
xE

zel

Abb. 9.4 Die Abbildung zeigt,
daf3 der vermeintliche Flacheninhalt
/ f(z) A zwischen dem Flacheninhalt des

kleineren und des grofleren Recht-

[ ecks liegen muf3. h und H bezeich-

nen das Infimum bzw. das Supre-

mum von f in [a,b].

Mit dieser Grundidee versuchen wir jetzt, den vermeintlichen , Fldcheninhalt* néhe-
rungsweise zu berechnen (hierbei setzen wir die Definition des Fldcheninhalts eines
Rechtecks als gegeben voraus.)

Zur Behandlung des Problems benétigen wir einige neue Begriffsbildungen: Zerlegung
eines Intervalls, Untersumme, Obersumme, Verfeinerung einer Zerlegung.

Definition. (Zerlegung)

3 ist eine Zerlequng (oder Partition) von [
S 3 ist eine endliche Folge (ao,...,an41) von reellen Zahlen ay,...,a,41, so dal
a:=ag<ay <-+<apy1 =D>.

Die Elemente aq,...,a,+1 heien dann Unterteilungspunkte von 3,

I; :==|a;, a;+1] bezeichne das i-te Teilintervall beziiglich 3, und

d(3) == max{a;;1 —a; : 1 =0,...,n} heilt Maximaldistanz (oder Norm, Feinheitsmaf,...)
von 3.

Definition. (Untersumme, Obersumme)
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Sei f in I definiert und beschrinkt.
(1) S;(3) heiBt Untersumme von f in I bei der Zerlegung 3

n

5 Sp6) =D (a1 —a;)- inf f(x).

i=0
(2) Sy(3) heiBt Obersumme von f in I bei der Zerlegung 3

n

5 Sr(3) = Z(ai+1 —a;) - sup f(x).

i=0 x€l;
9/2/4
Abb. 9.5 Mit Hilfe des i-ten Inter-

valls I; := [a;,a,41] werden zwei
Rechtecke definiert, deren Breite je-

weils a;41 — a; betrdgt und de-

ren Hohe durch h := inf f(z) bzw.
xel;

H := sup f(x) festgelegt ist. Die

A z€el;
H Summe der jeweils kleineren Recht-

h ecke ergibt die Untersumme und die

der grofleren die Obersumme bei

a=ao ... a4  ait1 o b= ani1 der angegebenen Zerlegung.

Definition. (Verfeinerung) 9/2/5

Es seien 3 und 3 Zerlegungen von [I.
3’ ist eine Verfeinerung von 3

5 Alle Unterteilungspunkte von 3 sind auch Unterteilungspunkte von 3.

Satz 9.5 Essei [ in I =[a,b] definiert und beschrinkt und 3,3',31,32 seien belie- 9/2/6
bige Zerlegungen von I. Dann gilt:

(1) S5(3) < Ss(3)-

(2) (b—a)-inf f(z) < S;(3) und Sy(3) < (b—a) -sup f(x).

zel zel

(3) Ist 3 eine Verfeinerung von 3, dann gilt S;(3) < S;(3") < Sf(3') < Sy(3).

(4) Es ist stets S;(31) < Sr(30)-

Beweis. Essei 3= (ag,...,0n41)- 9/2/7
(1). Wegen a;+1 —a; >0 und 121f f(z) <sup f(x) gilt

zel;
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n n

S;(3) = D (aip1 —a;) - inf f(z) < D (a1 —a;)-sup f(z) = S¢(3).

i=0 o€l; i=0 el

(2). Fir ¢=0,...,n ist offenbar I; C I und damit auch

inf f(x) < inf f(x) und sup f(z) > sup f(z).

zel zel; zel zel;
Folglich ist
(b—a)-inf f(z) = (Y (aiss —a))-inf f(@) < (D (a1 —ai)) - inf f(x)
; =0

xel zel zel;

n n

= > (a1 —a;) - inf f(z) = S;(3) < Sp(3) = D (a1 —a;) -sup f(x)

i=0 oel; i=0 zel;

INA
7
8

£

a;) -sup f(z) = (b—a)-sup f(z).

i=0 zel zel

(3). Sei (af,...,al ;) dieentsprechende Zerlegung von I;, die durch die Verfeinerung
3 von 3 erzeugt wird, und es sei Ij; = [a}, a’,,].
Analog wie im Beweis von (2) erhélt man:

4

(asr —as) - inf f(@) < D(abyy —al) - inf f(2) (*)
7 ]:0 1]
und
(01 =) -sup f(x) = Y (), = a)) - sup f(z). (x4
xel; j=0 xeli;

Addiert man die Ungleichungen (%) bzw. (#%) beziiglich ¢, dann erhdlt man die
gewiinschte Behauptung.

(4). Essei 3/ eine gemeinsame Verfeinerung von 3, und 3., d.h., alle Unterteilungs-
punkte von 3; und von 3, sind auch Unterteilungspunkt von 3. Dann gilt

Sp(3) <S8,4(3) < Sp(3) < S;(3). 1

Bemerkung. Nach (2) ist die Menge der Untersummen und die Menge der Obersum-
men stets beschriankt. Dies gibt Anlafl zu folgender Definition:

Definition. (Unterintegral, Oberintegral, Integral)

Es sei f in I definiert und beschrinkt.

Die obere Grenze (= Supremum) der Menge aller Untersummen heifit Unterintegral
von f in I, und die untere Grenze (= Infimum) der Menge aller Obersummen heifit
Oberintegral von [ in I.
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b b
Z.: /f(x)dx bzw. /f(x)d:c oder auch

—b

/bf(x)dx bzw. Af(x)dx,

Sind Unter- und Oberintegral von f in [ gleich, dann heifit f in [ (bestimmt)
integrierbar, und der gemeinsame Wert von Unter- und Oberintegral heifit bestimmtes
(Riemann-) Integral oder einfach bestimmtes Integral von f in I.

Z.: /f(x)dx oder auch /bf(x)da:

Definition. (Flicheninhalt) 9/2/10

Sei f in [a,b] definiert, beschrinkt und nicht negativ.
Die (ebene) Punktmenge M := {(z,y):a <ax <b und 0 <y < f(z)} besitzt einen
Flicheninhalt (der GroBe A)

b
= f istin [a,b] integrierbar (und / f(z)de = A).

Bemerkung. Aus Satz 9.5 (4) folgt sofort, daf3 / x)dr < / 9/2/11

Beispiel. Wir diskutieren jetzt ein Beispiel dafiir, daf§ das Unterintegral kleiner ist als  9/2/12
das Oberintegral.

Dazusei [ =10,1] und f(z)= {27 falls = rational,

1, falls = irrational.
Dann gilt fiir jede Zerlegung 3 von [ und jedes Teilintervall I; = [a;,a;41] C I:

inf f(x) =1 und sup f(z) =2

zel; zel;

Folglich ist

n n

ﬁf(ﬁ) = Z(aiﬂ —a;) - mf f(x) = Z Ai41 — = Qpp1 —ap =1
=0 N , =0
=1
und
Sp(3) =D (a1 —a;) - Supf =2 (a1 —a;) =2.
i=0 z€ i=0

=2

Fiir eine beliebige Zerlegung 3 von I ist also stets S(3) =1 <2 = S;(3).
Folglich ist auch
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jf(x)dx:1<2:jf(x)dx

Damit ist die Funktion f in [ nicht integrierbar, und die entsprechende Punktmenge
M Dbesitzt keinen Flacheninhalt. (siehe auch Abb. 9.6)

Abb. 9.6 Die Abbildung zeigt (symbo-
lisch) die in der obigen Bemerkung definier-
te Funktion f mit I = [0,1] und x € I.
L PO Der dort betrachteten ebenen Punktmenge
M={(z,y):0<z<1 0<y<fla)}
ist kein Fldcheninhalt zugeordnet.

Satz 9.6 Ist f in I =[a,b] definiert und beschrinkt, dann gibt es fiir jedes € > 0
ein 6 >0, so dafl fir jede Zerlegung 3 von I mit d(3) <o gilt:

) Og/f(x)d$—§f(3)<5 und

(2) 0<35;0) /f )dr < e.

Beweis. (1). Essei ¢ > 0. Nach Definition des Unterintegrals existiert eine Zerlegung

3= (ag,...,an11) von I, so daB

[\

Og/f@ﬁh—ﬁﬂ@<§.

Da f in I beschrinkt ist, gibt es ein ¢ € R, so dal |f(z)| < ¢ fiir alle z € I.
Es sei

§ = min {d(3,)> m}

und 3 eine beliebige Zerlegung von I mit d(3) < . Wir zeigen:

/b r)dr —S(3) <
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Es sei 3" eine gemeinsame Verfeinerung von 3 und 3. Dannist 0 < S,(3") <.S,(3"),
also gilt

wlm

b
/ dl’ — Sf H)
Es geniigt zu zeigen, daf3

543" = 5;() <

Wegen d(3) < 0 < d(3') enthélt jedes Intervall von 3 hochstens einen Zerlegungspunkt
von 3’ als inneren Punkt. Die durch 3 entstehenden Intervalle werden in zwei Klassen
zerlegt:

[\DI(‘f)

M; := Intervalle von 3, die kein a; von 3’ als inneren Punkt enthalten,

My := Intervalle von 3, die ein a; von 3 als inneren Punkt enthalten.

"

Mit der Zerlegung 3" erhélt man die folgenden beiden Intervallmengen:

M| := Intervalle von 3", die schon zu M; gehéren,
M := Intervalle von 3", die nicht zu M; gehoren.

In der Differenz S;(3") — S;(3) liefern die Intervalle aus M; (diese gehoren auch zu M{’)
keinen Beitrag (die entsprechenden Summanden heben sich gegenseitig auf). Es bleiben noch die
Summanden zu beriicksichtigen, die durch die Intervalle aus M, bzw. MJ entstehen.
M, enthélt hochstens (n + 1) Intervalle und M) hochstens 2(n + 1).
Wegen ‘(c —d)- ir[1fd] f(:z:)‘ < d-c, falls |c—d| <6, erhilt man

z€[c,

19¢(3") = S(3)] < 3(n+1)e-6 <

[\')\(T)

(2) zeigt man analog. [

Definition. (ausgezeichnete Zerleqgungsfolge)

Es sei (3,)v—012.. eine Folge von Zerlegungen des Intervalls I.
(3,) heifit ausgezeichnete Zerlegungsfolge von I
= lim d(3,) = 0.

pr M5

Satz 9.7 Sei f in I ={a,b] definiert und beschrinkt und (3,) eine ausgezeichnete
Zerlegungsfolge von I. Dann gilt:

(1) lim Sg(3, _/b

V—00
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(2) lim S;(3, /f

V—00

(3) Ist f in I integrierbar, dann sind die Limites in (1) und (2) gleich /f

Beweis. (1). Esist zu zeigen: Wenn ¢ > 0, dann existiert ein vy, so daf fiir jedes
v > gilt:

[ )y de 5506, < =

=a

Nach Satz 9.6 existiert fiir € > 0 ein § > 0, so dafl ‘/ v)dr — S;(3,)| < e, falls

d(3,) < 6. Nach Voraussetzung ist (d(3,)) eine Nullfolge, folglich existiert ein vy, so
daB d(3,) < ¢ fiiralle v > 1y. Damit leistet 14 fiir die Behauptung (1) das Verlangte.

(2) beweist man analog.

(3) ist eine triviale Folgerung aus (1) und (2). @
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