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Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.1 Konvergenz von Folgen

Satz 3.10 (FEigenschaften konvergenter Folgen) 3/1/43
Es seien (ay), (b,) konvergente Folgen und c, d seien reelle Zahlen. Dann gilt:

1) (c-ay,) ist konvergent und lim(c-a,) = c-lima,.

(
(2) (an +by) ist konvergent und lim(a, + b,) = lim a,, + lim b,.
(3) (an-by) ist konvergent und lim(a, - b,) = lima,, - lim b,.
(4) Sind alle b, #0 wund ist limb, # 0, dann ist (bi) konvergent und
1 1 "
lim E limb,,

(4") Sind alle b, #0 wund ist limb, # 0, dann ist (Z—”) konvergent

a, _lima, "

b,  limb,"

(5) (lan|) ist konvergent und lim |a,| = |lim a,]|.

(6) Ist a, <b, firjedes n, dann ist lima, <limb,.
Ist insbesondere a, < d bzw. d <b, fir jedes n, dann ist lima, <d
bzw. d <limb,,.

und lim 2%

Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Satz 4.4 FEs seien Zai, Zbi konvergent und a, b € R. 4/1/19
Dann ist Z(a-ai + b-b;) konvergent und Z(a-ai +bb)=a- Zai +b- Zb’i'

4.2 Assoziativitit und Kommutativitit bei Reihen

Satz 4.13 (Umordnungssatz von Riemann) 4/2/11
Ist Z a, konvergent und nicht absolut konvergent, dann existiert fir jedes ¢ € R bzw.

fiir ¢ = 400 eine Umordnung Zbi von Zan, so dafs Zbi =c.

Beweis. Die Konvergenz von » a, bewirkt, da a, — 0.

Setzt man

—a, fir a, <0,

ot = {an fir a, >0,
0 fir a, >0,

" =l0 fir g, <0 M “”::{



dann ist offenbar

a, =ar —a, und |a,|=a +a,.

Da Y a, nicht absolut konvergiert, sind die beiden Reihen Y af und > a, diver-

n
gent. Wiren beide Reihen konvergent, so ist wegen |a,| = a,f + a;, nach Satz 4.4 auch

> |a,| konvergent. j\/ !

Wiére eine der beiden Reihen konvergent, etwa Za: und die andere divergent, so
Jr

erhilt man wiederum nach Satz 4.4 aus a, =a, —a, die Konvergenz von »_a;
hieraus ergibt sich erneut ein Widerspruch.
Da a und a, stets nicht negativ sind, divergieren beide Reihen bestimmt gegen +oc.

Dies nutzen wir aus, um die Behauptung des Umordnungssatzes zu beweisen.

Es sei zunéchst ¢ € R und ¢ > 0 (den Fall ¢ < 0 behandelt man analog). Induktiv
definiert man Folgen (Sny), (S;ny), deren Glieder aus je endlich vielen ausgewéhlten

Summanden von » a; bzw. > a, bestehen. Wir geben hier nur an, wie man vom
nullten zum ersten Folgenglied kommt, der eigentliche Induktionsschritt ist daraus klar
ersichtlich.

1. Es seien ng,mg € IN, so daf
no—1 no
+ +._
Y af <c<) af =5, und
=0 i=0
mo—1

mo
Sno— Y, ai =¢> 8, =Y ai =5,
i=0 i=0

2. Fiir den néchsten Schritt seien ny,m; € IN, so dafl
ni—1

ni
She T Z aj§c<87’no+ Z a; =S, und

i=ng+1 1=ng+1
mi1—1 mi
— - e !
Sup— Y. a; >c>8, — > ay =8 .
i=mo+1 i=mo+1

Bei jedem Schritt wird wenigstens ein Glied aus jeder der beiden Reihen Za:{ und
> a, verbraucht.

Wir betrachten jetzt die folgende Umordnung der Ausgangsreihe Zan (wobei die auf-
+

grund der Definition von a; und a; ,kiinstlich“ eingefiihrten Nullen ersatzlos gestrichen werden

konnen, ohne das Konvergenzverhalten und den Wert der Reihe zu verédndern):

o0
_ ot + — -
dbi=ai+---+al —ag —-—a +
1=0
+ + - -
an0+...+an1_amo_..._a/mlj:...

und beweisen, dafl Z =c.
i=0
Aus der Definition von <Sn,,), (S;n,,) folgt unmittelbar, dafl stets

0<S,, —c<a; ud 0<c—25, <a,.
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Wegen a, — 0 ist lim S,, =c¢= lim S, .

Ist S = Z b; eine beliebige Partialsumme von Z b;, dann gibt es offenbar ein k €

i=0
IN, so daf3
St < Sy < Sy, oder S, < Sp< S,

m k+1°
Folglich ist lim S} =c=)_b,.
i=0

Es sei jetzt ¢ = o0 (fiir ¢ = —co verliduft der Beweis analog).

1

Wegen a, — 0 ist |a,] < 1 fiir fast alle n. Es geniigt cine Umordnung b,

oo

von Z a, anzugeben, die bestimmt gegen oo divergiert; die fehlenden Summanden
n=~k

ap,...,ar konnen an den Anfang der Reihe gesetzt werden, ohne das Divergenzver-

halten der Reihe zu beeinflussen. (Aus technischen Griinden werden auch hier wieder, wie im

vorhergehenden Fall, Nullen eingefiigt, die man ersatzlos streichen kann.)

o0 o0 o
Es ist Ay = a = d,.

=an

Sei ng die kleinste natiirliche Zahl, so dafl

no 3
=0

und n; die kleinste natiirliche Zahl, so daf3
™ a3
Ul‘—lz d; > 5 usw.
i=ng+1

Solche Zahlen gibt es, da Z d} bestimmt gegen oo divergiert.
Wegen |d;| < i fiir alle ¢ ist stets U; —d; > 1.

Die Umordnung
Zbi 1:d3+---+d20—da+dio+1---+dil —dy -
i=0

= Up—dy + Uy —dy £+

leistet das Verlangte. Denn ist S, = Zbi eine beliebige Partialsumme von Zbiv

dann gibt es offenbar ein maximales k ZIEZ(I)N, so daf
Sm=Uy—dy +---+Ur—d, oder
Sm=Uy—dy 4+ +Up—d +df, +--+d.

Wegen df >0 ist S,, >k + 1. Hieraus folgt schliefllich S,, — co. [
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