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Kapitel 10
Ausblicke auf die Integralrechnung für Funktionen mit mehre-
ren Veränderlichen

10.2 Dreifachintegrale

Definition. (Integral über Quadern) 10/2/7

Es sei D ein dreidimensionaler Quader und f(x, y, z) := f(x̄) in D definiert und
beschränkt.

f ist in D integrierbar =
Df

∫
D

f(x̄) dx̄ =
∫
D

f(x̄) dx̄.

Der gemeinsame Wert von Unter- und Oberintegral heißt Riemann-Integral oder Drei-
fachintegral oder kurz Integral von f in D.

Bez.
∫∫∫
D

f(x, y, z) dxdydz :=
∫
D

f(x̄) dx̄.

Wir werden jetzt Dreifachintegrale auf einfachen Bereichen definieren. 10/2/14

Dazu sei D = [a1, b1] × [a2, b2] × [a3, b3] ⊆ IR3 ein Quader und B ⊆ D ein einfacher
Bereich; o.B.d.A. gehen wir von einem x-einfachen Bereich B′ über [a1, b1] aus.
Sei f(x, y, z) := f(x̄) in B definiert und stetig und

f ?(x̄) =
Df

{
f(x̄), für x̄ ∈ B,

0, für x̄ ∈ D rB.

Dann gilt für jedes x ∈ [a1, b1]:

wenn a2 ≤ y < ϕ1(x), so f ?(x̄) = 0,

wenn ϕ1(x) ≤ y ≤ ψ1(x), so f ?(x̄) = f(x̄),

wenn ψ1(x) < y ≤ b2, so f ?(x̄) = 0.

Für jedes y ∈ [a2, b2] erhält man:

wenn a3 ≤ z < ϕ2(x, y), so f ?(x̄) = 0,

wenn ϕ2(x, y) ≤ z ≤ ψ2(x, y), so f ?(x̄) = f(x̄),

wenn ψ2(x, y) < z ≤ b3, so f ?(x̄) = 0.

Satz 10.8 Es sei B ein einfacher Bereich ( in IR3), B ⊆ D := [a1, b1] × · · · [a3, b3], 10/2/15

und f(x, y, z) sei in B definiert und stetig. Dann ist f ? in D integrierbar, und es ist∫∫∫
D

f ?(x, y, z) dxdydz =

b1∫
a1

( b2∫
a2

( b3∫
a3

f(x, y, z) dz
)
dy
)
dx.
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