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Kapitel 2
Reelle Zahlen

2.3 Mengen von reellen Zahlen

Definition. (Grenze) 2/3/2
Sei M CR und M # 0.

(1) Sei M nach oben beschrénkt. a ist obere Grenze von M

5 a ist die kleinste obere Schranke von M.

Bez.: a=sup M (Supremum von M).
(2) Sei M nach unten beschrinkt. a ist untere Grenze von M

= a ist die groBte untere Schranke von M.

Df
Bez.: a=inf M (Infimum von M).

Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.1 Konvergenz von Folgen

Satz 3.5 (a,) konvergiert gegen a <= jede Teilfolge von (a,) konvergiert gegen a.  3/1/21

Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

9.2 Das bestimmte (Riemann-) Integral

Definition. (Untersumme, Obersumme) 9/2/3

Sei f in I definiert und beschrinkt.
(1) Sy(3) heiBt Untersumme von f in I bei der Zerlegung 3

n

5 Sr(6) =2 (a1 —a)- ;Iellfz f(z).

i=0
(2) Sy(3) heiBt Obersumme von f in I bei der Zerlegung 3

n

5 Sr(G) = (a1 —a;) - sup f(x).

i=0 zel;

Definition. (Unterintegral, Oberintegral, Integral) 9/2/9
Es sei f in I definiert und beschrinkt.
Die obere Grenze (= Supremum) der Menge aller Untersummen heiit Unterintegral



von f in I, und die untere Grenze (= Infimum) der Menge aller Obersummen heifit
Oberintegral von f in I.
b b
Bez.: /f(a:)dx bzw. /f(x)dx oder auch

a

—b

/b f(z)dx bzw. /a f(x)dx.

Sind Unter- und Oberintegral von f in [ gleich, dann heifit f in [ (bestimmd)
integrierbar, und der gemeinsame Wert von Unter- und Oberintegral heifit bestimmtes
(Riemann-) Integral oder einfach bestimmtes Integral von f in I.

b
Bez.: /f(a:) dx oder auch /bf(a;) dx

Satz 9.7 Sei f in I ={a,b] definiert und beschrinkt und (3,) eine ausgezeichnete
Zerlegungsfolge von I. Dann gilt:

V—00

(1) Jim 8(3,) = [ f@)da.
b
2) Jim 54(,) = [ f(x)da.

b
(3) Ist f in I integrierbar, dann sind die Limites in (1) und (2) gleich /f(x) dx.

9.3 Integrierbarkeitskriterien

Definition. (Zwischensumme)

Es sei f in [ definiert, 3 = (ag,...,a,41) eine Zerlegung von I, und fiir jedes
izl,...,n sei &E [ai,aiﬂ].

Dann nennt man 7 = (&, ...,&,) ein Zwischenstellensystem bei der Zerlegung 3, und

Sr(3,7) = (a1 — a;) - f(§) heibt Zwischensumme von f bei der Zerlegung 3 und
i=0
dem Zwischenstellensystem 7.

Satz 9.9 FEssei [ in I =la,b] definiert und beschrinkt. Dann gilt:
f st in I integrierbar gdw fir jede ausgezeichnete Zerlequngsfolge (3,) und jede
Folge (1,) won zugehdrigen Zwischenstellensystemen T, gilt:

b
Es existiert  lim St(3,,7) (und der Limes ist gleich dem Integral /f(x) dzx.)
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—b
Beweis. (—) Nach Voraussetzung ist / d:r—/ f(z)dx.

Fiir jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge (3,) gilt nach Satz 9.7:

lim S,(3,) = _/ f@)de = [ f(z)da

und

lim 5,(3,) = /f dx—/f

V—00

Ist (7,) einezu (3,) gehorende Folge von Zwischenstellensystemen, dann ist nach der
obigen Bemerkung stets S;(3) < S;(3,7) < Sf(3). Hieraus folgt sofort die Behauptung.

(«—) Angenommen, f ist unter der gemachten Voraussetzung nicht integrierbar, also

_/b fa)de# [ f(o)do

Sei (3,) eine beliebige ausgezeichnete Zerlegungfolge von I, dann konvergiert S(3,,7,)
fiir jedes zugehorige Zwischenstellensystem (7). Wir konstruieren jetzt ein Zwischen-
stellensystem, so dafl die entsprechende Folge der Zwischensummen nicht konvergiert,
und dies liefert uns den gewiinschten Widerspruch.

Es seil 3, = (a67 s aazy-s—l)’ v>0 und [;, = [a;'/7azl'/+1}'
Offenbar lassen sich inIf f(z) und sup f(z) beliebig gut durch Funktionswerte f(&})
z&liy xeliy
anndhern. Fiir jedes v konstruieren wir ein 7, wie folgt:
y v b 1

Ist v gerade, dann wahlt man & € I;, so, dal f(&)) Ilenlfy flz) < (b —a)’ und

ist v ungerade, dann wihlt man & € I;, so, daBl sup f(z) — f(&) < N —
xe[’iu nl’(b - a’)

Auf diese Weise erhélt man fiir jedes v ein Zwischenstellensystem 7, = (£,...,&;, ).

Fiir gerade v gilt dann

ny

0 < Ss(5,.7) = S;(3,) = D_(afyy —al)(F(&) — inf f(x))

=0 zel;,
<m=a)
ny 1 1
< al , —a’) ——— = —.
;( i+1 z) n,,(b—a) n,

=b—a

Analog erhélt man 0 < S;(3,) — S¢(3,,7) < ni fiir ungerade v.

v

Nach Voraussetzung existiert lim (S¢(3,, 1)) =c.
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Dann konvergiert auch jede Teilfolge von (S;(3,,7,)) gegen ¢, insbesondere konvergie-
ren die Teilfolgen mit den geraden bzw. mit den ungeraden Indizes gegen c¢. Wir haben
also insgesamt

lim (Sf(g,y,ﬂ,)) —ﬁf(;,y)) = lim + =0 fir gerade v und

V—00 V—00 nz/

Jim. <§f(3y) - Sf(gy,ﬂ,)> = lim niy =0 fiir ungerade v,

und somit gilt

lim Sy(3,) = lim S¢(3,,7,) = ¢ fiir gerade v und

V—00 V—00

lim S¢(3,) = lim S¢(3,,7,) =c fiir ungerade v.

V—00

Schliefllich erhalt man mit Hilfe von Satz 9.7:

vV—00

b
/f(x) dr = lim S;(3,) = c¢ fiir gerade v und

b
/f(x) dx = lim S¢(3,) = ¢ fiir ungerade v.

Das widerspricht der Annahme. Folglich ist f in [ integrierbar. [
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