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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.4 Einige Klassen integrierbarer Funktionen

Satz 9.10 Ist f in [ stetig, dann ist f in I integrierbar.

Beweis. Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Riemann-Kriteriums.

Nach Voraussetzung ist f stetigin I, folglich ist f dort auch gleichméBig stetig.
Sei € > 0. Wir suchen eine Zerlegung 3 von I, so daB S;(3) —S;(3) <e.

Sei jetzt & > 0 beliebig, aber

3

/
O<e <b—a

Zu diesem ¢’ > 0 existiert auf Grund der gleichméfBigen Stetigkeit von f in [ ein
0" >0, so daB fiir jedes x1,x9 € I gilt:

Wenn |z —xs| <, so |f(z1) — f(z2)| < €.
Sei jetzt 3 = (ag,...,a,41) eine Zerlegung von I, so daB d(3) < ¢’. Dann gilt:
810~ 850 = 3 (@ = a)-(sup f(a) - inf f(x) )

o ———— 1. z€l;
i=0 Py TEL; ¢

<e
n

< D (aip —a;) - €
i=0
n
= ¢ Z(aiJrl — a;)
i=0
=b—a
= éb—a)<e.

Folglich ist f in I integrierbar. a

Satz 9.11 Ist f in I definiert und beschrdnkt und besitzt f in I hdchstens endlich
viele Unstetigkeitsstellen, dann ist f in I integrierbar.

Beweis. Der Beweis erfolgt induktiv iiber die Anzahl k£ der Unstetigkeitsstellen von
f in dem betrachteten Intervall.

Ist k=0, dannist f in I stetig und damit nach Satz 9.10 integrierbar.

Fiir k gelte die Behauptung bereits.

Habe f jetzt k+ 1 Unstetigkeitsstellen in I.

Sei o eine Unstetigkeitsstelle mit a < zg < b. (Fiir 2o =a oder zy =b vereinfacht
sich der Beweis, man fiihrt ihn aber analog.)

Wir wéhlen o',0' € I = [a,b], sodaB o < zop < b und I' = [d/,V] keine weitere
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Unstetigkeitsstelle von f enthélt. Nach Voraussetzung ist f in I beschréankt. Folglich
existiert eine Konstante ¢, so daf§ |f(z)| < ¢, insbesondere gilt dann

sup f(z) — inf f(z) < 2c.
xel’ zel’

Abb. 9.9 Wihlt man o, b’ hin-
reichend dicht bei xp, dann wird
das durch [d@/,b'] X [h, H] bestimm-
te Rechteck ,klein“, wobei
h:= inf f(z) und

c€fa’,b]
H:= sup f(x).

z€a’,b’]

Es sei & > 0. Wir suchen eine Zerlegung 3 von I, so dafi Sy(3) —S;(3) <e.

Dazu wahlen wir a',b so dicht bei gy, dafl

gL
b a<2c

WM

Dann gilt

(b —a')- <supf(x) — inf f(x)) < —d)-2e< %

zel’ zel’
Seien nun 3,3, Zerlegungen von [a,a’] bzw. von [b,b], so dafl

Sp(i) = Sp(:) < 5. fiw i =12

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es solche Zerlegungen, da f in [a,a’] undin [0/, 0]
jeweils hochstens k& Unstetigkeitsstellen besitzt. Sei 3; = (ag, ..., an4+1) und

30 = (bo,...,bmy1), dann ist offenbar 3 = (ag,...,an41,b0,...,bpe1) eine Zerlegung
von [ = [a,b], und es gilt

S1(3) = S;(3) = S(31) — Sp(1) + (V — ) - (sup f(x) — inf f(2)) + Sf(35) — S;(32)

zel’ ael’

<3 -2 =c¢.

€
3

Folglich ist f in [ integrierbar. a

Satz 9.12 Ist f in I definiert und monoton, dann ist f in I integrierbar. 9/4/4
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Beweis. (mit Hilfe des Riemann-Kriteriums) Sei ¢ > 0. Wir beweisen den Satz fiir mo- 9/4/5
noton wachsendes f, fiir monoton fallende Funktionen erfolgt der Beweis analog.

Essei 3= (ag,...,a,41) mit a; = a+ Z;ﬁ -1. Dann ist offenbar a;, 1 —a; = % Die
Teilintervalle I; = [a;, a;41] sind also alle gleich lang. Da  f monoton wichst, ist

inf f(2) = f(a;) und sup f(z) = f(ain).

zel;

Folglich gilt

Sr6) = 5,6) = 2 (o =) -(sup S@) ~ inf F(@))
—_—
n+1 :f(ai+1) :f(a,b)

= D0 S ()  f(a)

= 216{ : (f(an+1) - f(ao))
(b —a)(f(b) — f(a))

n+1
< ¢, falls n hinreichend grof gew#hlt wird.

Damit ist gezeigt, dal f in [ integrierbar ist. [

Beispiele.

1. Mit dem letzten Satz lassen sich Beispiele fiir Funktionen angeben, die in einem 9/4/6/1
Intervall sogar unendlich viele Unstetigkeitsstellen besitzen und trotzdem integrierbar
sind (vgl. Abb. 9.10).

Abb. 9.10 Die Abbildung zeigt
—_— eine monoton fallende ,, Treppen-
1L T funktion“, wie sie in der Bemer-
kung betrachtet wird.

Sei I =10,1], (¢,) eine streng monoton wachsende Folge mit ¢y = 0 und ¢, — 1

(zB. ¢, =;5), und f(x) sei wie folgt definiert:
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_[2—¢,, fir ¢, <zT<cChna
fla) = { 1, fir x=1.

f ist offenbar in jedem Punkt ¢, unstetig, aber in I monoton fallend und daher

integrierbar.

2. (vgl. dazu Literaturangabe [3], Bd. II, Nr 300, Beispiele und Ergéinzungen.)
1

Sei f(x) = { ﬁ”

Wir betrachten f in dem Intervall I = [0,1].

Dann ist f in allen irrationalen Punkten aus [ stetig und in allen rationalen unstetig
(vgl. Aufgabe 6, Kapitel 5). Folglich liegen die Unstetigkeitsstellen dicht in dem Intervall.
Trotzdem ist die Funktion in [/ integrierbar.

falls =", m,n €N und n,m teilerfremd,

falls x irrational.

Wir wenden uns nun der bestimmten Integration zusammengesetzter Funktionen zu.

Satz 9.13 Seien f und g in I integrierbar. Dann gilt:
b
(1) Ist h(z)=c firalle x €1, so ist /h(x) dx =c(b—a).

(2) Sind ¢1,c0 € R, soist ¢1- f+cy-g in I integrierbar, und es ist
b

/(cl-f(x) —|—02~g(x)) dr = cl/bf(x) d:c—l—cz/bg(x) dr.

a

(3) f-g istin I integrierbar.

(4) Ist g(x) #0 fir alle v € I und ist é beschrankt in I, dann ist %m I

integrierbar.

(Zusammen mit (3) erhédlt man sofort die Integrierbarkeit von f - % = % in T).

(5) |f| istin I integrierbar, und es ist

[ o] < [ oo

Beweis. (1) und (2) beweist man sehr leicht mit Hilfe von Satz 9.9 unter Benutzung
von Zwischensummen und entsprechenden Grenzwertbetrachtungen.

(3). (Beweis mit Hilfe des Riemann-Kriteriums)
Wir betrachten den Fall: f(z), g(x) >0 in [.
Hierauf lassen sich die restlichen Félle zuriickfithren. Denn nach Voraussetzung sind
f und g in I beschrankt, folglich gibt es eine Konstante d, so dafl
filz) = f(z)+d>0 und ¢ :=g(x)+d>0 in I.
Wenn die Behauptung fiir nicht-negative Funktionen schon gilt, dann ist f;-¢; in [
integrierbar, und es ist
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firgo=(f+d)-(g+d)=f-g+d (f+g) +&,
und damit ist
frg=h-g—d-(f+g)+d
Nach (1) und (2) ist f-g dannin I fiir beliebige f, g integrierbar.

Wir beweisen jetzt die Behauptung fiir nicht-negative Funktionen. Es sei ¢ > 0.
Gesucht ist eine Zerlegung 3 = (ag, ..., ant1), so daB Spg(3) —S;,(3) <e.

Fiir eine beliebige Zerlegung 3 mit I; = [a;, a;41] gilt:
S1g(3) = Spy(6) = D _(aiq1 — ai) - (sup (f(x)- g(x)) — inf (f(z) - g(x))).

i=0 z€el; xzel;

sup (f(x) - g(x)) < sup f(x) - sup g(x)

zel; zel; zel;
—_——— ———
=Hp; = Hgy;
und
inf (f(z)-g(x)) > inf f(z)- inf g(z).
—_——— ———
= hfl = hgi

Da f, g in I beschrinkt sind, existiert ein ¢ >0, so dal Hy;, hy < c.
Folglich ist

sup (f(x) - g(2) — inf (f(@) - g(a))

:EEIZ' .TEIi

IA

Hyi- Hyi = hyi Dy,
= Hfi 'Hgi - Hfi : hgi+Hfz' : hgi — hfl‘ . hgi

= Hyi-(Hgi — hgi) + hgi -(Hyi — hyi)
= =7

< ¢ (Hyi—hg) +c- (Hpi— hy).
Insgesamt gilt also

Srg(3) — Sre(3) = E(Giﬂ —a;) - ()

Hyi — hgi) + ¢ (Hyi = hyi))

IA
5
&
+
—
|
£
~
~~
o
—

n

= e (ouns = )y~ hy) 0 Dlars — )(Hys ).

% =0

=59(3)-5,(3) =57(3)-5,3)

Nach dem Riemannschen Integrierbarkeitskriterium existieren : fir f und g Zerlegun-
gen 3; bzw. 3, von I, sodaB S,(3,) —S5,(3) < i und S;(35) — S5(32) < i
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Wihlt man jetzt 3 als gemeinsame Verfeinerung von 3; und j3,, dann ist nach den
obigen Betrachtungen

3

%:5.

Stqe(3) —Sp,3) <c- i +e-

(4) und (5) beweist man ebenfalls mit dem Riemannkriterium durch geeignete Abschét-
zungen. Der Beweis soll hier weggelassen werden. a

Satz 9.14 Ist f in [a,b] integrierbar und a < c <b, dann ist f in [a,c] und in
[c,b] integrierbar, und es ist

/bf(x)dx:/cf(x)dx—i—/bf(x)dx

Beweis. Es sei ¢ > (0. Nach dem Riemannkriterium existiert eine Zerlegung

5 = (ao,...,any1) von [a,b], so daB Sy(3) —S;(3) <e. O.B.d.A. sei ¢ ein Unter-
teilungspunkt von 3 (anderenfalls betrachtet man die Verfeinerung von 3, die durch
Hinzunahme des Punktes c¢ entsteht). Sei ¢ = a; und seien 3, = (ao,...,a;) und
30 = (ag,...,ap41). Dann sind 3y, 3, Zerlegungen von [a,c| bzw. von |[c,b]. Damit
erhélt man

Sp(3) = Sy(3) = S¢(31) + Sr(32) — Sy(31) — Sys2) < e
und damit auch

Folglich ist f in [a,c] und in [e,b] integrierbar.
Es sei nun (3,) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge von [a,b], und in jeder Zerlegung
3, komme c als Unterteilungspunkt vor. Weiterhin seien 3,, und j3,, analog aus

3, gebildet, wie 3, und 3, aus 3. Dann sind 3,, und 3, Zerlegungen von |[a,c]
bzw. von [c,b]. Mit Hilfe von Satz 9.7 erhalt man schlielich

V—00

[ - _/ Flo)do = Jim S(5,)

= lim (ﬁf(ﬁyl) "‘ﬁf(?’ﬂ))

V—00

= lim S;(5,1) + lim S;(3,2)

= /Cf(a:)dx—i—/bf(x)d:c

= /cf(x)da:—l—/bf(x)dx W
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Korollar. Sei a=ay<a; <---<apy1 =b und f in I =[a,b] integrierbar,
dann ist [ in jedem Teilintervall [a;,a;11] C I integrierbar, und es ist

b n ®itl
/f(x) de =Y / f(z)dx.
a i=0 ¢,
Beweis. Den Beweis fiihrt man leicht (mit Hilfe von Satz 9.14) induktiv iiber n. [

Definition. Sei a <b und f in [a,b] integrierbar. Dann definieren wir

/f(x)dx = —/f(x)dx und /af(x)dx = 0.

b a

Folgerung. Ist a =ag < a; < -+ <ayy 1 =b und f inla,b] integrierbar, dann ist

;0 :jlf(@ dx + b/af(:v) dr = 0.
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