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Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.2 Stetigkeit

Im folgenden betrachten wir eine besonders wichtige Klasse von Funktionen, ndmlich
die stetigen Funktionen.

Definition. (Stetigkeit)

f ist an der Stelle a (oder kuwrz in a) stetig

= a € D(f) und fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so daB fiir jedes x € D(f)
gilt: Wenn |z —a| <9, so |f(z) — f(a)| <e.
(d.h., fiir jede e-Umgebung von f(a) gibt es eine 6-Umgebung von a, so dal f(Us) C U.).

f(x) Abb. 5.7 Ist die Funktion f an

fla)+e .
**************************** der Stelle a stetig und € > 0 ge-

f(a)
fla)—ef——F"—""""—

geben, dann existiert ein 6 > 0,
so dafl durch f die §-Umgebung

von a in die zu f(a) gehorende

e-Umgebung abgebildet wird, al-
so  f(Us) C U..

Offenbar leistet auch jedes kleine-
re § > 0 das Verlangte.

- T

J@) pemmmmm /—\ Abb. 5.8 Die Funktion f ist an

der Stelle a nicht stetig. Denn ist

fla)+e | 1
! € > 0 wie in der Abbildung gege-
fla) i ben, dann existiert kein § > 0, so
fla)—e+ i daB fiir alle z € Us(a) stets gilt:
f(x) € Uc(f(a)).
| - -z
a x
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26

Definition. (stetig in einer Menge)
Sei M C R.
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(1) f ist stetig in M

= f istin jedem Punkt a € M stetig.

(2) f ist stetig

= f ist im gesamten Definitionsbereich D(f) stetig.

Beispiele.

1. f(x)=¢, D(f)=R.  (vgl. Abb. 5.9) 5/2/4/1

Sei a € R beliebig und ¢ > 0. Wir widhlen 6§ = . Dann gilt fiir alle = mit
lz—al <d: |f(z)— fla)|=]c—c|=0<e.

Konstante Funktionen sind also stetig.

2. f(x)==z, D(f)=R, a€R.  (vgl Abb. 5.10) 5/2/4/2

Sei a € R beliebig und ¢ > 0. Wir wihlen wieder 6 = e. Dann gilt fiir alle x mit
lt—a| <d: |f(z)— fla)|=|r—a|<d=c¢.
Folglich ist auch die Identitdtsfunktion stetig.

Y Yy
cre flz)=c fl@)teq------mmmmmmm : fl@) ==
’ | /(@) |
‘e 3 flay—ef ‘ 3
a a
N—— ——
20 26=2¢
Abb. 5.9 — Konstante Funktion Abb. 5.10 — Identitéitsfunktion
3. Essei f(z)=2% D(f)=R, e>0 und a € R beliebig. 5/2/4/3

Um die Stetigkeit von f(x) in a nachweisen zu konnen, haben wir (entsprechend der
Definition) fiir € > 0 ein 0 > 0 mit den geforderten Eigenschaften zu finden. Es ist

[f(z) = fla)| = |2* — a®| = |z +a] - |[& — a] == (%)

Sei € > 0. Erste Ndherung fiir 6: 0 <9 < 1.
Dann ist |z +a| = |z —a+ 2a| < |z — a] +|2a] <1+ |2al.
———

<6<1
Folglich ist

[f(@) = fla)l = (*) < |z +al - |z —af < (1+[2a]) - |2 —af
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Wéhlt man jetzt 0 < 7 +€|2a|’ dann ist fiir | —a| <6 auch |f(z) — f(a)] <e.

4 2 —1

r—1

ist in @ =1 nicht stetig, da f an der Stelle a nicht definiert ist. 5/2/4/4

) 1’ falls z Z 07
5. Essei f(x) = { 1. falls z < 0.

Behauptung: f ist in a =0 nicht stetig.

Stetigkeit in a = 0 formal ausgedriickt bedeutet:
¥e>030>0VeeD(f)(Jx —al <0 — |f(x) - fla)] <e).
Folglich bedeutet Unstetigkeit an dieser Stelle:

Je>0 V>0 JweD(f)(Jx —a| < 5 A|f(z) = f(a)] > €).

Essei e =1 und § > 0 beliebig.
Ist € Us(0) mit =0 <z <0, dannist |f(z)— f(0)|=]|—-1—-1=2>e=1.
Hieraus folgt die Behauptung.

(vgl. Abb. 5.11) 5/2/4/5

: 1, falls x rational,
6. Es sei f(z) = {0, falls x irrational.
f ist in keinem Punkt des Definitionsbereiches stetig, denn in jeder §-Umgebung von

(vgl. Abb. 5.12) 5/2/4/6

a € R liegen rationale und irrationale Zahlen. W&ahlt man z.B. ¢ = 5 und 6 > 0

beliebig, dann liegt wenigstens ein Funktionswert f(x) mit x € Us(a) und z rational
bzw. irrational auerhalb von U.(f(a)).

Y Y
s L I
x
Abb. 5.11 Abb. 5.12
Kriterien fiir die Stetigkeit 5/2/5

Wir wollen jetzt die schon bekannten Eigenschaften {iber konvergente Folgen ausnutzen,
um damit Ergebnisse iiber stetige Funktionen zu erzielen.

Definition. (Grenzwert bei Funktionen) 5/2/6

Es sei a ein Haufungspunkt von D(f) (a muB nicht selbst zu D(f) gehéren).
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f besitzt an der Stelle a den Grenzwert c
5 Fiir jedes € >0 gibt es ein 0 > 0, so daB fiir jedes x € D(f) mit = # a gilt:
Wenn |z —a| <6, so |f(x)—c|<e.

Bez.: ;gr}lf(x) =c oder f(xr)—c

Definition. (uneigentlicher Grenzwert)

Sei a ein Haufungspunkt von D(f).

f hat an der Stelle a den uneigentlichen Grenzwert oo (bzw. —o0)

5 Fiir jedes ¢ € R existiert ein § > 0, so daf fiir jedes x € D(f) mit x # a
gilt: Wenn |z —a| <6, so f(z) >c (bzw. f(z) < ¢).

Bez.: lim f(z) = oo (bzw. lim f(z) = —0o0)

Abb. 5.13 Fiir jedes ¢ € R gibt
es ein d > 0, so daB fiir alle = €
Us(a) mit = # a gilt: f(z) > ¢
folglich ist mhlg. f(z) = 0.

Analog liele sich auch der Fall

lim f(z) = —oo demonstrieren.

r—a

Y
8

Definition. (Grenzwert im Unendlichen)

Essei a € R und D(f) = [a,00) (bzw. D(f) = (—00,a]).

f besitzt fir x — oo (bzw. fir © — —oc0) den Grenzwert c

5 Fiir jedes € >0 gibt es ein b € R, so daB fiir jedes z € D(f) gilt:
Wenn x >b (bzw. z <b), so |f(z)—¢| <e.

Bez.: lim f(z) =c¢ (bzw. mll}r_noof(aj) =¢)

Tr—00

Entsprechend definiert man uneigentliche Grenzwerte fiir © — oo bzw. r — —o0.

Beispiele.

2
1. Essei f(z)= Ix—_ll'

f istin @ =1 nicht definiert (also auch nicht stetig), aber f besitzt in a =1 einen
Grenzwert, ndmlich ¢ = 2. Dazu betrachten wir fiir x # 1

fa) -2l = [EE=L _of - [lexDa=D _,
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=lx+1)=2|=zx—1]:= (%).

Ist € >0 und wihlt man 6 = ¢, dann erhélt man fir |z —1| < ¢:
[f(x) =2 = |z = 1] = (+) <e.

2. Sei f(z) = —

1‘2—_’_1. 5/2/11/2
Behauptung:  lim flz)=0
P T e
Sei ¢ >0 und x > 1. Dann gilt Abb. 5.14
1 1 L _1

[f) =0 ’x2+1 O’ e?+1 722 " (*)
Fiir alle > % ist |f(x) =0 < (%) = % <e.
Satz 5.2 Sei a € D(f) und a ein Hdiufungspunkt von D(f). Dann gilt: 5/2/12
f istin a stetig gdw glclir(llf(x) existiert und glclir(llf(x) = f(a).
Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition des Grenzwertes. [  5/2/13
Satz 5.3 (Folgenstetigkeit) 5/2/14
Es sei a € D(f). Dann gilt:
f istin a stetig gdw fir jede Folge (x,) mit xz, € D(f) gilt:
Wenn lim z,, = a, so lim f(z,) = f(a).
Beweis. (—) Sei f in a stetig. Nach Definition erhilt man: 5/2/15

Fiir jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0, so daf fiir jedes z € D(f):

Wenn |z —a| <6, so |f(z) — f(a)| <e.
Sei (z,) eine Folge mit xz, — a. Dann ist |z, —a| < ¢ fiir fast alle n, und somit
gilt auch |f(z,) — f(a)| < e fir fast alle n.

Also  f(zn) — f(a).

(«—) Annahme, f istin a nicht stetig.
Dann gibt es ein € > 0, so daB fiir jedes § > 0 ein x € D(f) existiert mit |z—a| <0

und [f(z) = f(a)| = €.
Wihlt man 0 =9, = %, dann gibt es fiir jedes n ein z, € D(f) mit

|z, —a| < 0, = %, also
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zr, — a aber |f(xz,)— f(a)] > ¢,

dh., f(z.)7~fl@) V! o

Jetzt kénnen wir Grenzwertsitze bei Stetigkeitsuntersuchungen benutzen.

Satz 5.4 (Stetigkeit der rationalen Operationen)

Summe, Differenz, Produkt und Quotient von stetigen Funktionen sind stetig.

Beweis. Mit Hilfe von Satz 5.3 erhélt man die Behauptung unmittelbar aus den Grenz-
wertsétzen fiir Folgen.
Wir skizzieren den Beweis fiir die Summe. Es sei z,, — a. Dann ist

(f +9)(xn) = f(2n) + g(20) —— fla) +g9(a) = (f +g)(a). 0

Satz 5.5 (Stetigkeit der Verkettung)

Seien f, g Funktionen mit W(g) C D(f).
Ist g in a stetigund f in g(a) stetig, dann ist fog in a stetig.

Beweis. Nach Definition der Stetigkeit ist ¢ in @ und f in g(a) definiert, folglich
ist a € D(fog).

Sei (z,) eine Folgein D(fog) mit z, — a. Dannist ¢ in x, definiert, und wegen
W(g) € D(f) ist f in g(x,) definiert.

Aus der Stetigkeit von ¢ in a folgt: g¢g(x,) — g(a).

Nach Voraussetzung ist f in g(a) stetig. Dann gilt fiir jede Folge (y,) in D(f):

Wenn y, — g(a), so f(ya) — f(g(a))-
Speziell fur y, = g(z,) gilt dann

(feg)(@n) = fg(xn)) = flyn) — f(g(a)) = (f o g)(a).
Nach Satz 5.3 ist also fog in a stetig. 3

Satz 5.6 (Zwischenwertsatz oder Nullstellensatz von Bolzano)

Ist f in dem abgeschlossenen Intervall [a,b] stetig und f(a) <0 < f(b) oder
f(a) > 0> f(b) (dh., f(a)- f(b) <0), dann gibt es ein c € (a,b), so dafi f(c) =
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Beweis. Es sei 0.B.d.A. f(a) <0< f(b) (sonst wird —f(a) <0< —f(b) betrachtet). 5/2/22

Abb. 5.15 Ist c,41 der Mittel-
punkt des Intervalls [a,, b,], dann
wird entsprechend der Bedingung
a an, by, flent1) < 0 bzw. f(epy1) > 0

f f f i -
b das linke bzw. das rechte Teilin-

tervall als [any1,bn41] gewihlt.

Wir konstruieren eine Intervallschachtelung [a,,b,], so dafl
fla,) <0< f(b,) und b, —a, = 2%(60 — ap).

Sei ag:=a, bp:=b = f(a) <0< f(b).
Fiir n sei [ay,b,] schon definiert (mit den geforderten Eigenschaften).
Sei _ Qn + bn . : :

el cpi1 = 25— ; dann definieren wir

2
Upi1 = A, bpr1 = e, falls f(cye1) >0 und
An+1 = Cpti, bn+1 = bTM falls f(Cn+1) < 0.

Offenbar ist (a,) monoton wachsend und nach oben beschriankt und (b,) monoton
fallend und nach unten beschrankt. Folglich existieren lima, und limb,, und wegen

b, — a, = 2%(()0 —ag) ist lima, = limb,.

Nach dem Intervallschachtelungsaxiom existiert ein ¢ mit a, <c <b, fiir alle n.

= lima, = c=limb,.

Nach Voraussetzung ist f(a,) < 0 < f(b,) fur alle n. Da f in ¢ stetig ist, gilt:
f(e) = i flan) <0 < Tim f(b,) = f(c)

Daraus folgt also f(c)=0. Q

Korollar (Zwischenwertsatz) 5/2/23
Ist f in [a,b] stetig, d € R beliebig und f(a) < d < f(b) oder f(a) > d > f(b),
dann existiert ein ¢ € (a,b), so daB f(c) =d.

Beweis. Setzt man g(z) = f(z) — d, dann erfillt ¢ die Voraussetzungen des Null-  5/2/24
stellensatzes. Folglich gibt es ein ¢ mit g(c) = 0 = f(c) —d, also f(c) =d. O
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Satz 5.7 Ist f in [a,b] injektiv und stetig, dann ist f in |a,b] streng monoton.
(= f besitzt in [a,b] eine Umkehrfunktion.)

Beweis. Ubungsaufgabe!
(Hinweis: Man nehme an, daf8 f nicht streng monoton ist und benutze den Zwischenwertsatz!) [

Satz 5.8 Ist f in [a,b] injektiv und stetig, dann ist f~' in |a,B] stetig, wobei
o = min{f(a). f(5)} und B =max{f(a), f(b)}.

Beweis. Nach Satz 5.7 ist f in [a,b] streng monoton.

Sei 0.B.d.A. f in [a,b] streng monoton wachsend und « := f(a), f = f(b) (fir
Hfallend“ verlduft der Beweis analog).

Dann ist f(a) < f(b), und nach dem Zwischenwertsatz werden alle Werte d mit
f(a) <d < f(b) durch f angenommen, also f([a,b]) = [f(a), f(b)] = [a, S].

Sei v € [o, (]

Dazu sei (y,) eine Folge mit y, € [a, 3] und ¥y, — 7.

Wegen y,,v € |, 8] = f([a,b]) existieren z,,c¢ € [a,b], so daB f(z,) = y, und
f(c) =~. Damit ist (z,) eine beschriankte Folge in [a,b]. Folglich besitzt (z,) einen
Héufungspunkt ¢; und eine gegen ¢y konvergierende Teilfolge (x,,) : x,, — co. Da
la,b] abgeschlossen ist, gehort ¢y zu [a,b]. Aus der Stetigkeit von f in [a,b] folgt
somit f(zn,) — f(co).

Wir haben zu zeigen, dafl f=! in v stetig ist.

Da y, — v und (y,,) eine Teilfolge von (y,) ist, gilt auch y,, — 7. Also y,, — v
und y,, = f(x,,) — f(cp), folglich ist

fle) =7 = fla).
Gibe es einen weiteren Haufungspunkt ¢ von (z,), so gébe es eine Teilfolge (z7, )
von (v,) mit x;, — c.
Analog wie im vorhergehenden Teil des Beweises existiert eine Teilfolge (y;,,) von (y»)
mit y, = f(z;, ) —— f(c). Wegen y, — 7 gilt dann auch

f(d)=~=f(o).

Aus der Injektivitdt von f folgt schliefllich ¢ = ¢y = ¢. Die beschrénkte Folge ()
besitzt also genau einen Haufungspunkt, und dieser ist ¢, also z, — c.

Nach Voraussetzung gilt: v, — 7. Folglich ist
FHyn) = FH(f(@n) = 20 ——c= fTH(f(e) = f71 (),

d.h., f ist an der Stelle ~ stetig. [
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Beispiel. Sei f(r) = z?, x > 0. Dann ist offenbar f injektiv und stetig in [0,b] 5/2/29
fiir jedes b > 0 (folglich ist f auch in [a,00) stetig). Nach dem vorhergehenden Satz ist
[t =+x in [f(0), f(b)] = [0,b%] stetig, also auch in [0,0).
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