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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.8 Lange von Kurven

Beispiele.

(1). Verbindungsstrecke zweier Punkte in der Ebene.

Essei @ = (1,1) und b = (3,2). Wihlt man als Parameterintervall [0, 1], dann ist
durch f(t)=a+tlb—a)=(1+2t,1+1):= <f1 (1), f2(t)> eine Parameterdarstellung
der Verbindungsstrecke ¢ gegeben. Offenbar sind fi, fo in [0, 1] stetig differenzierbar
und fi(t) = 2, fo(t) =1 und damit f'(t) = (2,1) fiir jedes ¢ € [0,1]. Folglich ist €

rektifizierbar und
1 1 1
1 = [1r@lde = [1)d= [ VE+Td = V5.
0 0 0

Natiirlich hatte man das Ergebnis in diesem einfachen Fall auch ohne Integrale erhalten.

(2). Umfang eines Kreises mit dem Radius 7.

Wir betrachten einen Kreis mit dem Mittelpunkt (0,0) und dem Radius r (vgl. auch
Abb. 9.20).

Fiir die Kreislinie € ist durch f : [0,27] — R* mit f(t) = (rcost, rsint) eine
Parameterdarstellung gegeben. Offenbar ist f in [0,27] stetig differenzierbar und
f'(t) = (—rsint, rcost). Folglich ist

If'(t)] = \/r2 sin®t 4+ r2cos?t =r

und damit
27 21
I(8) :/|f’(t)ydt — /rdt — rom.
0 0

(3). Lénge der Schraubenlinie (vgl. Abb. 9.22).
Wir betrachten eine Schraubenlinie mit dem Radius r und zwei ,,Gewindegéngen*.
Es sei f :[0,47] — R® f(t) = (rcost, rsint, ct), ¢ # 0. f ist in [0,47] stetig
differenzierbar und f’(t) = (—rsint, rcost, ¢). Dann ist

|f'(t)] = \/r2 sin® ¢ + 72 cos?t + 2 dt = Vr? + 2.

Damit erhalt man

4m
l(¢) = /\/T2+02dt =Vr2+c?-4r.
0

(4). Lénge der Normalparabel, definiert im Intervall [0, 1] (Beispiel fiir die Berechnung der

Lénge einer Kurve mit Hilfe des Korollars zu Satz 9.23).
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Essei g:[0,1] — R mit g(t) =¢* und f(t) = (t, g(t)).
Dann ist durch € = {f(¢) : 0 <t <1} eine stetig differenzierbare Kurve gegeben und
f'(t)= (1, 2t). Also

1 1
10 = [+ (g0)p2d = [ VT it =
0 0
Man berechnet zunéchst am besten das unbestimmte Integral

/\/1+4t2dt: %/\/1+z2dz

=2 VIT D) + (e +VI+22))

_ %((Qt VTH42) + In(2t + VI +42)),

(Die eigentliche Berechnung des Integrals / V14 22dz bleibt als Ubungsaufgabe.) — Also

1(t) = 3 (25 + 2+ V5)).

Bemerkung. Die Stetigkeit von f ist nicht hinreichend fiir die Rektifizierbarkeit der
entsprechenden Kurve €. Wir betrachten als Beispiel die Funktion

_ [ (t, tsing) fiir ¢t #0,
f(#) = { (0,0) fir t=0.

f st in [0, 7] stetig, aber nicht rektifizierbar.

Y

Abb. 9.24 Ist g(t) := tsing;, dann
wird durch die Funktion f: [0, 1] — R*
mit f(t) = (t,9(¢t)) die hier gezeigte
Kurve definiert. (Fiir groere ¢ setzt sich
die Kurve so nicht fort!.) An den Stellen

t = %, n = 2,3,4,..., ist g(t) null;

1 1
an den Stellen T PZW. gig st
g(t) = t bzw. g(t) = —t, hierbei ist
n=1,2.3,....

276

9/8/15/5



Abb. 9.25 In dieser Abbildung wird
nur das Kurvenstiick dargestellt, wel-
ches das Bild des Intervalls [a,c] ist,

wobel a = und ¢ = L. Wei-

_1
4n+4

- 4n
e . . o 1 o 1
. ‘ terhin ist u = yr b = oo und
AN v = ﬁ. Entsprechend dieser Zerle-

gung von [a,c] ist P, der einbeschrie-

bene Polygonzug.

Wir betrachten jetzt die Funktion ¢ : [0,7] — R mit g(t) = tsinJ; und die Kurve
t:={f(t)=(t,g(t)): 0 <t <%} und zeigen, daBl € nicht rektifizierbar ist.

. _ (1 1 1 1 1 1 1 i
Dazu sei 1 < n < k und 3, = (@,...,4n+4, TS T T L., ) eine
—— Y N Y
a u b v c

Zerlegung von [ﬁ, 1] (siche auch Abb. 9.25).

Wir berechnen zunéchst den Abstand zwischen den Punkten (a,0) und (u, f(u)) in
—~

—Uu

IR?. Es ist

|(u, —u) = (a,0)] = ‘(4nl+3 B 4n1+4’ _4n1+3)‘

_ 1 _ dn + 4
N ‘((4n+3)(4n+4)’ (4n+3)(4n+4)>‘

= (4n+3)1(4n+4) |1 = (n+ )|
1 2
ST san sy Vittntd
1
2 dn + 3’

Vollig analog ist
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1
|(u7 _u) - (b7 0)| > dn +3°

Ebenso zeigt man, dafl die Abstdnde zwischen (b,0) und (v, f(v)) bzw. zwischen
——
(v,v) und (c,0) grofer oder gleich ﬁ sind. B
Insgesamt erhélt man, dafl der Polygonzug P, eine Linge
1 1 1
W22 3+ i 2
besitzt. Fiir die Léinge des gesamten (einbeschriebenen) Polygonzuges Py beziiglich
des Intervalls [, 1] ist dann
k
und diese Summe ist fiir k£ — oo, also fiir i — 0, nicht beschrénkt. Folglich ist ¢

nicht rektifizierbar.
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