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Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum R"; Funktionen mit meh-
reren Verinderlichen

6.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 6.15 (Satz von Weierstraf3)

Set f: R" =R, MCR" und M # 0. Dann gilt:

Ist f in M stetig und M beschrdinkt und abgeschlossen, dann existieren Minimum
und Mazimum von f in M (d.h., es gibt Elemente a,b € M, so daB8 f(a) = min f(M) und

F(b) = max f(M)).

Satz 6.20 Sei a ein Haufungspunkt von D,.(f,a) und von Di(f,a). Dann gilt:
f besitzt in a einen Grenzwert (der Grifie c)

fbesitzt in a einen rechtsseitigen Grenzwert (:= ¢.) und einen linksseitigen
Grenzwert (:=¢;) und beide Werte sind gleich (¢, = ¢ = c).

Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

7.1 Ableitung

Definition. (Differenzierbarkeit, Ableitung, Differentialquotient)

f ist an der Stelle a (oder kurz in a) differenzierbar

5t/ ist in einer Umgebung Uf(a) definiert, und es existiert  lim W.

Der Limes heif3t (falls er existiert) erste Ableitung oder Differentialquotient von f in a.

Bez. f'(a) = %(a).

Beispiele.
L. f(z)=rc
Man iiberlegt sich leicht, dafi f fiir jedes a € R differenzierbar und f'(a) =0 ist.

7.2 Mittelwertsitze; der Satz von Taylor

Satz 7.8 (Satz von Rolle)
Ist a <b und f in [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar und ist f(a) = f(b),
dann ezistiert ein ¢ € (a,b), so daf f'(c) =0.
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Beweis.

Abb. 7.6 An den Stellen ¢ und ¢’
besitzt die Funktion jeweils eine

waagerechte Tangente.

Fall 1. f ist konstant. Dann ist f’(¢) = 0 sogar fiir jedes ¢ € (a,b).
Fall 2. f ist nicht konstant.

Da f in [a,b] stetig ist, besitzt f dort ein Maximum und ein Minimum. Wenigstens
eins von beiden wird im Inneren des Intervalls angenommen, da sonst f konstant ist. Es
werde 0.B.d.A. das Minimum an einer Stelle ¢ € (a,b) angenommen, d.h., f(x) > f(c)
fir jedes x € [a, b)].

Behauptung: f'(c) = 0.

Nach Voraussetzung existiert

L f@) = 10

T—cC r—=cC

= f'(o),

folglich existieren auch rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert des Differenzenquoti-
enten und beide sind gleich f(c).

flz) = f(o)

Fir x > ¢, also x —c >0, ist > (0 und somit

Es sei nun z < ¢. Folglich ist = — ¢ < 0, also W < (0 und damit

lim (2 = /(0) _ f'(c) <0.

T—C x — C

x<c

Insgesamt erhélt man

0<f(c)<0 = fl(¢)y=0. 0O
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