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Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.1 Konvergenz von Folgen

Definition. (Nullfolge) 3/1/7
Eine Folge (a,) heifit Nullfolge
5 (an) konvergiert gegen 0.

Definition. (monoton wachsend bzw. monoton fallend) 3/1/31
Sei (a,) eine Folge von reellen Zahlen.
(1) (an) ist monoton wachsend (bzw. monoton fallend)

= Fiir jedes n gilt: a, < apqr (bzw. ap < ay).

(2) (an) ist streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend)
= Fiir jedes n gilt: a, < any1 (bzw. apy1 < ap).

Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Beweis. Es sei 0.B.d.A. ag > 0 (anderenfalls betrachten wir ag + Zai und a; > 0). 4/1/27
i=1

Weiterhin sei |a;| = a; (> 0). Dannist lima; =0 und » a;=» (1) .
Folglich gilt:
Sk = Sul = [ (1) s o+ (<)

k

= (_1>n+1(an+l — Qpy2 + O3 — Optq .-+ (_1> 71an+k)‘

= (_1)n+1’ Jns1 = Qnya 4+ Qnys — Qg £+ (=) g |

———
=1

k

= | Uptp1 — Op42 —|—Oén+3 — Opig +--. + (—1) 7104n+k| = (*)

In Abhéngigkeit von k ist die Anzahl der Summanden «; in (x) gerade bzw. ungera-
de. Nach Voraussetzung ist die Folge (a;) monoton fallend, also a;, 11 — a0 >0, .. ..
Ist k gerade, dann kann man die Summanden in (%) paarweise zusammenfassen, und
es ist

(%) 1= (ny1 — Anya) + (Anys — Qnya) + -+ (Qngp—1 — Qnyg) > 0.



Ist k£ ungerade, dann bleibt bei der paarweisen Zusammenfassung o, ibrig, aber
Qi ist offensichtlich nicht negativ. Folglich ist auch in diesem Fall (xx) > 0.

Andererseits ist

(**) = Opy1 — (an+2 - an+3) - ( ) < Qg
—_— ——
>0 >0

Insgesamt gilt also
0 < (%) < a1 und damit  [S,p, — S| = |(3%)] < apya.

Sei ¢ > 0. Wegen a, — 0 gibt es ein ngy, so dafl fiir jedes n > ny:
|Snik — Sl S any1 <e. = (S,) = Zai ist konvergent. a

Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.3 Elementare Funktionen

Definition. (cos, sin) 5/3/45
xZn

cosT HZ:O(—l) el

0 2n+1
sinz = S L —
W S T

Bemerkung. Die Eigenschaften (3) — (6) im Satz 5.16 heiBlen auch Additionstheoreme  5/3/49
von sin und cos.

Im folgenden wird die Zahl 7 definiert. Es geniigt offensichtlich festzulegen, und

bo[3)

dies wird sich als kleinste positive Nullstelle von cos erweisen. Dazu miissen wir zeigen,
da3 cos iiberhaupt eine kleinste positive Nullstelle besitzt. Hierzu benttigen wir einige
Lemmata.

Lemma 1. cos2 < 0.

Beweis. Es ist

e’} 22n 0 4n
9= 3" (=1)".  NE
o8 ,;)( ) (2n)! n;( ) 2n)!
2 0 n
12+ >y 2
4! — (2n)!
——— =
=-5<1 *)



(x) ist eine alternierende Reihe; das erste Glied (fir n = 3) ist negativ und < (24;)|>

ist eine monoton fallende Nullfolge. Folglich ist die Reihe konvergent, und ihr Wert (vgl.
Beweis des Leibniz-Kriteriums) ist negativ. Insgesamt gilt damit cos2 < 0. d
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