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Kapitel 8
Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher
(Einfithrung)

8.1 Differenzierbarkeit

In Kapitel 7 wurden zwei dquivalente Definitionen fiir die Differenzierbarkeit von Funk-
tionen mit einer Verénderlichen angegeben. Wir werden jetzt die zweite der Definitionen,
die die lineare Approximation benutzt, fiir Funktionen f:R"™ — R bzw. f:R" — R™
mit mehreren Verdnderlichen verallgemeinern. Hierzu machen wir zunéchst einen kleinen
Exkurs in die lineare Algebra.

Eine lineare Abbildung A : R" — IR™ (R™,R™ Vektorriume mit kanonischer Basis) kann als

Matrix aufgefafit werden:

aly ... Qin

A — . .
am1 --- Amn

Die Elemente T € R", y € R™ sind dann sog. Spaltenvektoren:

x1 Y1
T = s y=1 + |
Tn Ym
und es ist
n
11 ... Q1n T1 i=1 @155 Y1
Az = : : o= : - c R™.
Am1 .. Gmn Tn Z?zl Ami s Ym

Ist m =1, dann besteht die Matrix A nur aus einer Zeile, die dann als Vektor in IR"

aufgefait werden kann. Hierfiir wéhlen wir die Bezeichnung A := (a4, ..., a,).
In diesem Fall schreibt man (der Einfachheit wegen aus drucktechnischen Griinden) die Vektoren
T € R" als Zeilen: = = (xy,...,x,). Dann ist

n
AT = (a1,...,a4n) - (1, T0) = D a;;
i=1

das Skalarprodukt der beiden Vektoren.

Ist zusédtzlich n =1, also A : R — R, dann besteht die Matrix (bzw. der Vektor) A
nur aus einer Komponente: A = (a;). Wendet man A auf einen ,Vektor“ z = (z1)
aus IR an, so erhilt man Az = ayx;.

Fur A bzw. z schreiben wir dann einfach a; bzw. z;.

Diese Bezeichnungsweise ausnutzend liefert die zweite Definition der Differenzierbarkeit
aus Kapitel 7, 7/1/10 folgende Formulierung:
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f istin ¢ € R differenzierbar <=
f ist in einer Umgebung U(c) definiert, und es existiert eine lineare Abbildung

b: R — R und eine Funktion o(z): R — R mit olz)_ —— 0, so daB fiir jedes

|ZE — C| r—cC
xeU(e) gilt: f(z)= f(c)+b- (v —c)+ o(x).
Diese Formulierung 148t sich sofort auf Funktionen f :IR"™ — R™ und Elemente ¢ € R"
erweitern.

Definition. (Differenzierbarkeit, Ableitung)
Sei f:R"— R™ und ¢ € R".
f istin ¢ differenzierbar (oder total differenzierbar)

f ist in einer Umgebung U(¢) definiert, und es existiert eine lineare Abbil-
dung A:R" — R™ und eine Funktion o(z) : R® — R™ mit der Eigenschaft
l_im_% =0, so daB fiir jedes T € U(¢) gilt: f(7) = f(¢)+A-(T—¢)+o(T).
Die Matrix A heifit dann 1. Ableitung von f an der Stelle ¢.

Bez.: A:= f'(¢).

Df

Als wichtigsten Spezialfall erhélt man die Differenzierbarkeit bzw. die Ableitung einer
Funktion f:R"™ — IR an der Stelle ¢ € R". A besteht in diesem Falle nur aus einer
Zeile. Die Ableitung f’(¢) ist dann ein Vektor (im allgemeinen ist f'(¢) eine Matrix).
Dieser Vektor heifit auch Gradient von f an der Stelle ¢ (oder kurz in ¢).

Bez.: f'(¢) = grad f(¢).

Das Wesen der Differenzierbarkeit besteht auch hier in der linearen Approximierbarkeit
einer Funktion f in einer Umgebung U(¢); d.h., f 148t sich in U(¢) darstellen als
f(@) + A(Z — ) plus einem Rest o(Z), der in U(¢) ,klein“ ist, wobei hier 'klein’
bedeuten soll, dafi lim _O(w) =0 (e R™).

T—C |Qj‘ — E|

Durch § = A(Z — ¢) wird eine Punktmenge in R"™ x R™ beschrieben.

Die durch g :=t(z) = f(¢)+A(z—¢) definierte Punktmenge heit Tangentialebene von

f an der Stelle ¢, und t(z) = f(¢) + A(Z — ¢) heifit Gleichung der Tangentialebene.

Der Punkt (¢, f(¢)) erfiillt diese Gleichung, d.h., er liegt in der Tangentialebene.

Der Anteil A(z — ¢) von der Funktion t(z) heiit Differential (oder 1. Differential) von
in ¢

{Nir werden auf diese Begriffe noch einmal zuriickkommen, insbesondere im Zusammen-

hang mit der Berechnung und Darstellung der Ableitung und damit auch der Tangen-
tialebene und des Differentials.

Um die Analogie bei der Differenzierbarkeit von Funktionen einer und mehrerer Verénder-
licher besser zu veranschaulichen, betrachten wir die folgenden beiden Spezialfille.
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Fir n=m =1 (also f: R — R und ¢ < R) definiert t(z) = f(c) —i—\zil_/(x —¢) eine
=b

Gerade in R x R = IR?, die Tangente von f an der Stelle c.

Fir n =2 m=1 und ¢ € R* wird durch #(z) = f(¢) + A(Z — ¢) eine Ebene in

R? x R = R® bestimmt, die offenbar den Punkt (¢, f(¢)) enthélt. In diesem Fall ist

der Begriff ,, Tangentialebene® wortlich zu nehmen.

Wir haben bereits die Ableitung einer Funktion mit mehreren Verdnderlichen definiert,
wir haben aber noch kein praktikabeles Verfahren, um die Ableitung einer konkreten
Funktion zu berechnen. Dazu betrachten wir zundchst Funktionen f : R" — R und
definieren den Begriff der partiellen Ableitbarkeit.

Definition. (partielle Ableitung)

Sei f:R"—= R, ¢eR", == (x1,...,2,) und f in einer Umgebung U(c) definiert.

f istin ¢ partiell nach z; differenzierbar (i =1,...,n)

5 Die Funktion o(z;) := f(c1,...,¢i—1, %, Ciy1, ..., ¢,) ist (als Funktion der einen
Verédnderlichen x;) an der Stelle ¢; differenzierbar.

Nach der fritheren Differenzierbarkeitsdefinition bedeutet dies, daf die folgenden Limites existieren:

lim plz:) = wle) = lim pleith) - cp(ci)7 fir h:=z; —¢;
€T;—C; Ty — C; h—0 h
— lim f(cl‘7...’Ci717$i7ci+17...7cn>_f(é)'

T;—C; T — €

Der Limes selbst (falls er existiert) heifit partielle Ableitung von f nach xz; an der Stelle
¢ (oder kurz: in ¢).

Bez.: gj (¢) = fu,(©).

Fir h:=xz; —¢; und € =(0,...,0,1,0,...,0) € R", i=1,...,n, wobei die Eins in
e; an der i-ten Stelle steht, existieren die folgenden Limites:

) —ple) _ ferhoa)— 1@
Ti—C; Ti — C; h—0 h

Beispiel.
Sei f:R*— R, f(z,y)=2%+2y, ¢=(a,b).

Dann ist

01 (¢ = tim 12D =@ _ (4 1)) (0) = (20b)(a) = 20,
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Analog erhélt man

0
dy

oy = 2@yt =2 = J@=da 2

Die Abbildung 8.1 zeigt die geometrische Veranschaulichung der partiellen Ableitungen

fiir eine Funktion mit zwei Veranderlichen.

Abb. 8.1 Der Definitionsbereich
der hier dargestellten Funktion
f(z,y) ist ein Rechteck D.

Schrankt man den Definitionsbe-
reich auf {(x,y) € D : y = b} bzw.
auf {(z,y) € D:x =a} ein, dann
entstehen Kurven auf der Fldche
{2,y f(z.)) : (x,y) € D}. Die
partiellen Ableitungen f, und f,
in (a,b) geben die Anstiege der
Tangenten an diesen Kurven im
Punkt (a,b) in Richtung der z-
Achse bzw. der y-Achse an.

Die partielle Ableitung nach z; gibt also den Anstieg der Tangente in Richtung der
Achse x; an. Wir werden diese Art der Ableitung noch einmal verallgemeinern zur
sog. Richtungsableitung. Dazu geben wir uns (durch einen geeigneten Vektor) eine beliebige
Richtung vor und betrachten den Anstieg der Tangente in diese Richtung, falls die
zugrundegelegte Funktion dies zuléfit. Daraus ergibt sich folgende Definition.

Definition. (Richtungsableitung)

Essei f:R"— R, ¢€R" und f in einer Umgebung U(¢) definiert.

Weiterhin sei 7 € R" und |7| = 1.
f ist an der Stelle ¢ in Richtung © differenzierbar

Df
der Stelle 0 differenzierbar;

= Die Funktion ¢(h):= f(¢+ h-7) ist (als Funktion der einen Veréinderlichen h) an

olh) —p(0) _ . fleth )~ f(&)

d.h., es existiert }IZILI(I) A = lim 7

Der Limes heifit dann Richtungsableitung von f an der Stelle ¢ in Richtung 7.

C0f
Bez.: 5(6) = f:(¢).

Bemerkung.

(1) Der Vektor 7, der die Richtung festlegt, wird stets mit der Lange 1 gewé#hlt, damit

234

8/1/7

8/1/8



die Richtungsableitung nur von der Richtung und nicht von der Lénge des Vektors 7
abhéngt.

(2) Wie auch bei Funktionen einer Verdnderlichen kénnen Ableitung, partielle Ablei-
tungen und Richtungsableitungen einer Funktion f(Z) in einer Menge M C D(f)
gebildet werden, wenn die entsprechenden Ableitungen in jedem Punkt der Menge exi-
stieren. Diese Ableitungen beschreiben neue in M definierte Funktionen, die wir der

Reihe nach mit f’, % = fuss % := f+ bezeichnen.

z Abb. 8.2 Hier ist die analo-
ge Situation wie in der vorher-
gehenden Abbildung dargestellt.
Es ist zusédtzlich eine Richtung

durch einen Vektor 7 ausgezeich-

net. Schrinkt man den Definitions-
bereich D auf das im Bild stérker
hervorgehobene Geradenstiick ein,
dann entsteht erneut eine Kurve
- auf der durch die Funktion gege-
a - Yy benen Fliche. Die Richtungsablei-
tung der Funktion in Richtung 7

T gibt den Anstieg der Kurve in die-

ser Richtung an.

Satz 8.1 Sei f:R"— R™ und ¢ € R".
Ist f in ¢ differenzierbar, dann ist f in ¢ stetig.

Beweis. Sei f in ¢ differenzierbar. Dann existiert eine Umgebung U(¢), so daf fiir
jedes T e U(e) gilt: f(z) — f(¢) = A(Z —¢) + o(T).

gzz.: lim (f(z - (@) =0.

Offenbar gilt o(z) — 0.

Nach Satz 6.8 ist eine Vektorfunktion stetig, wenn alle ihre Komponenten stetig sind.
Dies trifft insbesondere auf A(z —¢) zu. Die Komponenten sind aber als lineare Funk-
tionen (nach Satz 6.11) stetig. Folglich gilt auch A(z —¢) —— 0.

Hieraus folgt die Behauptung. [

Bemerkung. Aus der partiellen Differenzierbarkeit nach allen Variablen folgt im all-
gemeinen noch nicht die Stetigkeit, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel.
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2wy falls (z,y) #0,

Es sei = Ty
S sel f(ma y) { O’ falls (x7y) =0.

Dann ist f an der Stelle (0,0) nach z und y differenzierbar, denn es ist

f(z,0) = f(0,0) p—0 _ of 7y _
x—0 oz =0 = 5‘71(0)_0

und

f(O,y)_f(O,O)_O—O_ of (ay _
= =0 = =0

Aber f ist in 0 nicht stetig, denn anderenfalls wére ( l)irr%o 0 f(z,y) = £(0,0) = 0.
z,y)— Y,

Speziell fir =y, © #0 und (z,y) — (0,0) gilt dann

o) = flaa) = 25 =14 0. W

%+ 22

Abb. 8.3 Die Abbildung zeigt die
Y Funktion f aus dem letzten Bei-
spiel. In jeder Umgebung des Null-
punktes nimmt f die Werte +1
an, folglich kann die Funktion dort
nicht stetig sein. In (0,0) selbst
ist der Anstieg von f in Richtung

ettt
““‘3\‘\\\\\‘\\\\,);{////,/,&
AR
INAVANAVANAY ‘:‘:,,%

“‘““‘:“: der z-Achse und der y-Achse je-

T weils null.

Die néchsten drei Sétze stellen wichtige Beziehungen zwischen partieller und totaler
Differenzierbarkeit her.

Satz 8.2 Sei f:R" — R und ¢ € R".
Ist f in einer Umgebung U(c) definiert und nach allen Variablen partiell differenzier-
bar und sind alle partiellen Ableitungen in ¢ stetig, dann ist f in ¢ (total) differen-

zierbar, und fir jedes © € U(c) gilt f(z) = f(c) + z”: gg (@) - (z; — ¢;) + o(T).
=1 9%

(D.h., die lineare Abbildung A : R™ — R, die aufgrund der Differenzierbarkeit existiert, ist gegeben

durch A= (ay,...,a,) = (%(6)”%(6)) und A(E—E):Z 3f}(5).(xl-—ci).)
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Beweis. Wir betrachten hier nur den Spezialfall n = 3. Dazu sei = = (z,y,2) und
c= (CL, b, C) (den allgemeinen Fall beweist man analog).
Mit Hilfe des 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung (leicht modifiziert) erhélt man

f(i’)—f(E):f(x,y,z)—f(a,b,c) =
f(x,y,z)—f(a,y,z) + f(avyvz)_f(avb7z) + f(a’bvz)_f(a’bvc) =

%(aJrﬁl(x—a),y,z) (r—a) + %(a,b+192(y—a),z) (y—0b) +
%(a, b,c+ 193(1: - a)) . (Z - C) = (nach dem 1. Mittelwertsatz)

oz 0z
Fa-Fo]-w-a+ -+ [L@-Le] -9
Ox ox Ox Ox

Folglich ist
f@) = 1@ + L@ @-a) + -+ L@ (z-0) + (@),

r(Z) __

Behauptung: Ep e

Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitungen in ¢ stetig, folglich gibt es fiir jedes
e>0 ein 6 >0, so daB fiir jedes = mit |z —¢| <o gilt:

Of =y _ 0 (o] - < . R .
. (7) 5 (C)’ < 3 (im allgemeinen Fall ist der Betrag < =).

Die obige Abschétzung gilt auch entsprechend fiir die partiellen Ableitungen nach y
und nach z.

Offenbar gilt:

|z —¢cl<0 = Ju—¢l,...,|Jw—¢| <9,
denn 0 < ¥; <1 fiir alle i.
Folglich ist erst recht

oy~ 2% < €. - -
(%(u) 63:(6)’ <3 analog fir v und w.

Damit ergibt sich folgende Abschétzung:
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r@) < |2@ -2 e —a + - + [ - L) 22

<|z—¢|

<

wlm
wlm

IA
w

Ellg—¢l =c-lz—¢
3 |z —¢| =e-|z—¢l

Also
|r(Z)]

|z —¢]

<e fur 0<|z—¢ <é.

Hieraus folgt die Behauptung. a

Bemerkung. Ist f in einer Umgebung U(¢) definiert und nach allen Variablen 8/1/16
partiell differenzierbar und sind alle partiellen Ableitungen in ¢ stetig, dann 148t sich
f(z) in U(¢) durch die Funktion

0
1(@) = f(e) + z L@) (i — )
H,_/
=a;€ER
linear approximieren. Es gilt also f(Z) = t(Z) + o(Z).

Satz 8.3 Sei f:R" — R und ¢ € R". 8/1/17
Ist f in ¢ differenzierbar (d.h., es gibt reelle Zahlen ay,...,a,, so daB

f@)=fe + Zai(xi —¢) + o(z) furalle T in einer Umgebung U(¢)),

dann ezistieren alle partiellen Ableitungen von f in ¢, und es ist a; = gj (€).

(Die Ableitung f'(¢) := (ai,...,ay) ist also durch die partiellen Ableitungen eindeutig bestimmt.)

Beweis. Nach Voraussetzung gilt 8/1/18
f(z) — = > ai(zi—¢) + o(z)
=1

auch speziell fiir

T=(C1y .y Ci 1,24, Cix1y--.,Cq) =C+hé& mit h=ux;—c¢.
Folglich ist

f(z) = f(¢) = f(e+ h&) — f(€) =a;-h+0o(z)

f(e+ he:) - f(@)
h

:(li—f——.
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Damit existiert

Af o 1. fle+he) = fle)
8xi (C) o flLEr(l) h B aZ D
Satz 8.4 Sei f:R"—=R"™, f=(fi,...,fm) und ¢€R". 8/1/19

Ist f in ¢ differenzierbar (d.h., es gibt eine lineare Abbildung A : R™ — R™, also eine (mxn)-
Matrix A = (aj;) =1, SO daBl f(z) = f(¢)+ A(Z—¢)+o(z) fiir alle T in einer Umgebung U(c)),

J=1,..., m

.y . . of; .\ . .
dann existieren alle partiellen Ableitungen 6fj (€),i=1,....,n, j=1,...,m, und es
z;

. of;

t a; = 2(c).
st aji = 5 (¢)
(Die Abbildung A ist also eindeutig bestimmt durch die partiellen Ableitungen gf (@).)
Beweis. Den Beweis fithrt man analog wie zum Satz 8.2. a 8/1/20

Bemerkung. Die Abbildung A :IR"™ — R™, also die 1. Ableitung der Vektorfunktion 8/1/21
f, heiBt auch Funktionalmatriz oder Jacobimatriz von f in c.

Ofi (= Ofi (=
/(= O(f1,-- s fm) /=
Bez.: f'(c) = : : = H(c)
@ . PO
Ist m = 1, dann besteht die Matrix A = f'(¢) = (%(é), ce é?Tf(é)) nur aus einer  8/1/22
1 n

Zeile. In diesem Falle hat die 1. Ableitung oder der Gradient von f die Gestalt

(@) = grad £(2) = (% o %)(a).

Ist f in einer ganzen Umgebung U(¢) differenzierbar, dann ist durch a+— f'(a) fir
jedes a € U(¢) eine Funktion f’ definiert. Diese Funktion bezeichnen wir mit

f/: :1'1 x" :a(fh?fm)
8fm 8fm a(l’l,,ﬁcn)7

fir m=1 ist f’:(ag{l,...,gx—c):gradf.

Fiir das Differential von f an der Stelle ¢ schreiben wir auch df(z,¢) oder kurz
df (z). Mit dieser Bezeichnung lafit sich die Tangentialebene folgendermaflen darstellen:

t(z) = f(¢) + df(z,c).

Wir werden jetzt noch gewisse Techniken im Umgang mit Differentialen entwickeln,
die fiir manche Anwendungen sehr hilfreich sind. Dazu betrachten wir zunéchst den
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eindimensionalen Fall f: R — R und f'(c) = %(c) = %(C) fir y= f(z).
dy

%(c) gibt den Anstieg der Tangente von f in ¢ an. Fafit man die Zahl f'(c) als

Bruch % auf, dann erhdlt man dy = f'(¢)dz (dy hiingt hierbei natiirlich von ¢ ab). LBt
dy

man in der , Verhéiltniszahl* f'(c) = dr den ,Nenner® dx konstant, dann verdndert

sich mit ¢ nur noch dy, d.h., dy ist dann eine Funktion von c. (vgl. Abb. 8.4)

Abb. 8.4 Setzt man Az := dz
und 148t dx konstant, dann ist dy

nur noch von c¢ abhéngig.

Sei jetzt f:R" — R.
Manchmal schreibt man fur z; — ¢; auch dx; und damit

T—c=(x1—c1,y..., Ty —Cy) = (dzy,...,dx,) = dZ.

Folglich erhélt man

Betrachtet man die dz; als Konstante, dann hangt df(z,¢) nur von ¢ ab. Damit ist
das Differential fiir die Funktion f : R"™ — IR wieder eine Abbildung aus R"™ in IR,
df(¢) : R — R. Die Ableitung f’(¢) (mit verinderlichem ¢) ist hingegen eine Vektor-

funktion f'(c) = (X,..., 2L) (@) : R" — R". Die Ableitung von f' (falls sic existicrt)

oxy’ " Oxp,
ist dann schon eine Matrix (Funktionalmatrix) usw. Die ,,Dimension“ der Ableitung

wird also grofler, die des Differentials nicht. Dies ist ein Vorteil, wenn man mit héheren
Ableitungen bzw. Differentialen umgehen will.

Wir betrachten jetzt ein einfaches Beispiel fiir die Berechnung der Tangentialebene.
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Beispiel. 8/1/23

Essei f(z,y) = 2? + 2

Gesucht ist die Gleichung der Tangentialebene von f an der Stelle ¢ = (1,1).

(vgl. Abb. 8.5; ein weiteres Beispiel fiir die Darstellung einer Funktion und der Tangentialebene an
einer Stelle ist in den Abb. 8.6a und 8.6 b gegeben.)

Abb. 8.5 Die Abbildung zeigt
die Funktion f(z,y) = 22 + y?
mit dem Definitionsbereich D :=
[—2,2] x [-2,2] und der Tan-
gentialebene an der Stelle (1,1)
bzw. im Punkt P := (1,1,2).

Das ,,Kreuz* in der Tangentialebe-

ne entsteht durch die Tangenten
an den entsprechenden Kurven im
Punkt P in Richtung der Achsen.
Die dicker gestrichelte Linie sym-
bolisiert den Schnitt der Tangen-
tialebene mit der durch D gege-
benen Ebene.




Folglich ist

e=tay) = FLD)+ L) @-1+ 2L y-1)

T

— 242z —1)+2(y—1).

Die Ebene geht durch die drei Punkte (1,1,2),(1,0,0),(0,1,0), wodurch die Ebene
schon eindeutig bestimmt ist.

i
S
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Abb. 8.6a

Abb. 8.6b
In den Abbildungen ist die Funktion f(x,y) = cosx + siny + 3 mit dem Definitionsbereich
D :=[0,57] x [0, 37] aus zwei verschiedenen Perspektiven dargestellt. Die Tangentialebene wird
an der Stelle (2, 17) betrachtet.

In dem folgenden Satz wird nachgewiesen, dafl man aus der totalen Differenzierbarkeit

8/1/24
die Richtungsableitbarkeit erhélt und daf§ sich die Richtungsableitung mit Hilfe der
partiellen Ableitungen berechnen 1a8t.

Satz 8.5 Sei f:R" — R und ¢€ R". 8/1/25
Ist f in ¢ differenzierbar, dann ist f an der Stelle ¢ in jede Richtung 7 (mit |F| =1)
differenzierbar, und es ist f-(c) = f'(¢)-T=)_ gg (€) -1, wobei T = (r1,...,7ry).

i=1 771
Beweis. Nach Voraussetzung gilt fiir alle = aus einer Umgebung U(c): 8/1/26

f(@)=f@+f(e)- (2 —2¢)+o(z)
Speziell fir T := ¢+ hi € U(¢) erhdlt man dann

f(e+hr)— fe) = f'() - (c+ hi —¢)+ o(z)
h¥
und schlie3lich
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h h -~
——
—0
Folglich ist

h—0 h

Andererseits ist dieser Limes gleich f(¢). Hieraus folgt die Behauptung. a

Wir befassen uns jetzt mit der Differenzierbarkeit zusammengesetzter Funktionen. Da
sich die Ableitung einer Vektorfunktion auf die Ableitung ihrer reellwertigen Kompo-
nenten zuriickfithren 148t, werden wir uns im folgenden vorwiegend mit reellwertigen
Funktionen befassen.

Satz 8.6 (Differentiation rationaler Funktionen)
Seien f, g:R" —= R und f, g in ¢ differenzierbar. Dann gilt:
(1) f£g und f-g sindin ¢ differenzierbar, und es ist
(f£9)@=F@+g@ (= df+g)=df +dg),
(F-9/(@ = F@) 9@+ 1@ ¢@ (= d79) =g df +-dg).

(2) Ist g(z) #0 firjedes T in einer Umgebung U(c), dann ist 5 in ¢ differen-
zierbar, und es ist
£\ (o - f'(@)-g(©) = f(e) - g'(¢) f\_g-df —f-dg
(5)@= , (= dg) ="—F—")

Beweis. Den Beweis fithrt man dhnlich wie fiir Funktionen einer reellen Verénderlichen;
man hat hier lediglich alle Beweisschritte fiir die partiellen Ableitungen vorzunehmen.
a

Satz 8.7 (Spezialfall fir die Kettenregel)
Essei g:R"—= R und f:R— IR (also fog:R" —R).
Ist g in ¢ und f in g(¢) differenzierbar, dann ist fog in ¢ differenzierbar,

und es ist (f o g)'(@) = f(9(@)) - ¢'(©).

Beweis. Sei b= g(¢). Nach Voraussetzung ist ¢ in ¢ und f in b= g(¢) differen-
zierbar. Damit gilt:

9(z) — g(e) = 4'(¢) - (T =€) + 01(T)

|Z1(ZE;‘ —— 0, und es ist
- r—cC

fur alle Z in einer Umgebung U(¢) und
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fly) = f(0) = f'(b) - (y = b) + 02(y)

02(y) .
[y — bl y—b
Da g in ¢ differenzierbar, also dort auch stetig ist, gilt fir 7 — ¢ auch ¢(z) — g(c).
Nach Voraussetzung strebt oy(y) fiir y — b von hoéherer als 1. Ordnung gegen null,
d.h., es gibt eine Funktion r(y), so daB os(y) =7(y) - (y —b) und r(y) — 0.

.

fir alle y in einer Umgebung U(b) und

Wir wihlen jetzt y := g(z). Damit erhilt man insgesamt

(fo9)(@) = (fog)(e) = flg(x) - flg(c) =

<
R
o |

f(9(e) - (9(z) — 9(€)) + 02(9(7)) =
F(9@) - (90 (& =2) + o)) + 0a(g(x)) =
(9(0) - 4@ - (7 =3+ f(g(®)) - 01(x) + 02(9(7)) .

:=0o(Z)

Es bleibt zu zeigen, dafl
ow

|z —¢| a—e

o1(7) — 0.

f'(9(€)) ist konstant, folglich gilt f'(g(¢)) - T-q o

Weiterhin ist

_ _ o1(x
=|r(g@) |- (|| + |—1(_ )| ) —o.
N—— —— ’.Z‘ C| T—cC
— 0 konstant H/—0’

Damit ist fog in U(¢) durch

H@) = (Fo9)@) + (£19(2) ¢(0) - (7 -2

€R e€R"”
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linear approximiert, folglich ist

(fog) (@) =fg(c)-g'(e). 1

Satz 8.8 (Kettenregel)

Essei g:R"— R™ und f:R™ — RF (also fog:R"— RF).

Ist g in ¢ und f in g(c) differenzierbar, dann ist fog in ¢ differenzierbar,
und es ist (f o g)'(c) = f'(g(c)) - g'(c).

(Das Produkt der ,inneren® und der ,dufleren” Ableitung ist ein Produkt von Matritzen.)

Beweis. Die grundlegende Beweisidee ist die gleiche wie im vorhergehenden Satz. Da
der technische Aufwand jedoch wesentlich grofler ist, kann hier nur auf die Literatur
verwiesen werden. (vgl. z.B. Literaturangabe [4], Teil 11, Seite 217) 4

Bemerkung. Fir ¢g: R" — R™ und f:R"™ — R* stellt sich die Ableitung von
(fog) an der Stelle ¢ wie folgt dar, wobei b= g(¢) ist:

(Fog)(©) = F(9(@) - @) = F1B) - (¢) = JLnis ). bt )

of1 (% 0 _ —
QN T O R )
a0 @) \FeE . G

Beispiele.
(1) Spezialfall einer Verkettung

Sei g:R—R* und f:R*—= R, also fog:R— R, wobei g:= (g1,92).
Speziell sei gi(t) = t, go(t) := 12, also g(t) = (g:(t),g2(t)) = (t,1?) (€ R?) und

f(x,y) = sin(z - y).
Fir = g¢1(t) und y = go(t) erhilt man

(fog)(t) = f(g() = f(g1(t), g2(1)) = sin(t - £?) = sin ¢*.

Offenbar ist f o g eine reellwertige Funktion einer reellen Verénderlichen, folglich 148t
sich die Ableitung nach den Regeln fiir Funktionen einer Verdnderlichen bilden:

(fog)(t) = (cos t*) - 3t2.
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Wir werden jetzt die Ableitung nach den Regeln fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher
berechnen; es wird sich zeigen, dafl das gleiche Ergebnis entsteht.
Es ist

Folglich ist

—
s

o
=)
N——
/\\

~
N—

I
'\,1
—
=
—~

~
N—
N—

CQ\

—
~

S~—

I
/N
QJ|Q>
8 [~
—
—~
S~—
S~—
Q)‘QJ
< [~
—
=
—~

~
N—
N—
N—

/-~
o)

m%’@

o =

—~

~

S~—

SN———
I

Es ist
o (a,y) = cos(ay) -y = (g(t) = cos (1(1) - ga(1)) - ga(t) = (cos ) - £,
0 0
o) = cos(ay)-w = T (g(1)) = cos (92(0) - 02(1)) - 01 (1) = (cos %) -1,
991 4y — 992 4y _
o (t)=1 und o (t) = 2t.
Dann ist
(fog)(t)= (%)= (cos t*) - #*-1 + (cost®)-t-2t = (cos t) - 3t*.
(2) Transformation in Polarkoordinaten 8/1/35/2

Bei der Losung mathematischer Probleme, insbesondere in der Physik, der Technik
und den Naturwissenschaften iiberhaupt, ist es oft vorteilhaft, die zu behandelnden
Probleme mit Hilfe besonders geeigneter Koordinatensysteme zu beschreiben oder vom
kartesischen Koordinatensystem zu einem anderen iiberzugehen. Da dieser Ubergang
haufig mit der Verkettung von Funktionen und die Losung der anstehenden Probleme
oft mit der Differenzierbarkeit der Verkettung verbunden ist, wollen wir hier einige
wichtige nicht-kartesische Koordinatensysteme behandeln. Zunéchst betrachten wir die
sog. Polarkoordinaten, die schon bei der Behandlung der trigonometrischen Funktionen
in Kapitel 5 (vgl. Abb. 5.21) eine gewisse Rolle spielten.

Es sei P = (a,b) # (0,0) ein Punkt in der euklidischen Ebene, die mit einem kartesi-
schen Koordinatensystem versehen ist, dessen Achsen mit x bzw. y bezeichnet werden.
Offenbar 148t sich der Punkt (a,b) auch eindeutig durch das Paar (r,¢) beschreiben,
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wobei r der Abstand von (a,b) zum Nullpunkt ist und ¢ den Winkel zwischen
der z-Achse und der Verbindungsstrecke von (0,0) nach (a,b) angibt (¢ in BogenmaB
gemessen). Damit ist der gleiche Punkt P in der Ebene RR? durch unterschiedliche Ko-
ordinatensysteme eindeutig beschrieben worden (vgl. Abb. 8.7).

a,b sind die kartesischen Koordinaten von P, und 7r,¢ heiflen Polarkoordinaten.
(Der Nullpunkt ist mit Hilfe der Polarkoordinaten nicht eindeutig darstellbar, da der Winkel ¢ hierfiir

beliebig sein kénnte.)

Abb. 8.7 Der Punkt (a,b) € R?
ist mit Hilfe von Polarkoordinaten
dargestellt. r bezeichnet den Ab-
stand zwischen (0,0) und (a,b).

¥
x
Nach Voraussetzung gilt also
a=r-cosp:=g(r, )
und
b=r-sinp:= gs(r,¢).
Betrachtet man den Punkt P als variabel, (a,b) := (x,y), dann erhdlt man eine
Abbildung
9(r; ) = (91(r,0), 92(r, 9)) = (2, ),
also

g:IR2—>IR2 mit 0<e<2r und 0<7r <.
Wir betrachten jetzt ein Beispiel einer Funktion in kartesischen Koordinaten und in
Polarkoordinaten.

Sei f:R* - R und f(x,y) = 22 4+ y?, wobei der Definitionsbereich von f ein
Kreis mit dem Mittelpunkt (0,0) und dem Radius R sein soll, also D(f) := {(x,y) :
z? +y* < R*}.

Wir stellen jetzt f in Polarkoordinaten dar. Fiir

flzy) =2*+y°
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und
T ="r-cosp:=g(r,p), y=r-sing:= g(r ¢
ist

2

f(@,9) = f(o(r,0), 9(r,0)) = (g1(r, 90))2 + (92(r,90)) =

r? cos® o + 12 sin? p = 17?(cos® ¢ + sin® @) = 1%
~—_———

Abb. 8.8a Abb. 8.8b

In der Abb. 8.8a ist der Punkt P = (x,y, f(z,y)) mit Hilfe von Polarkoordinaten darge-
stellt. In diesem Koordinatensystem ist P durch (7, ¢, %) gegeben.

Abb. 8.8b verdeutlicht den Zusammenhang zwischen Definitionsbereich und Graph der
Funktion z = f(z,y) in Polarkoordinaten. In beiden Féllen wurde als Definitionsbereich
ein Kreis mit dem Radius R gewéhlt.

Man vergleiche auch Abb. 8.5, in der dieselbe Funktion dargestellt wird, wobei jedoch der
Definitionsbereich ein Rechteck ist.

Insgesamt haben wir
g:RP=R, f:RR-R = fog:R® =R
Also

(fog)(r, ) = fla(r,0)) = flai(r, ), g2(r,0)) = 1.
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Die Ableitung der verketteten Funktion ergibt sich wie folgt:
(fog)(re)=flg(r.e))-g'(r ¢),

flxy) = (g—ﬁ, 2—5)@,@» = (22, 2y),

% % cos rsin
/ _ T 2] . -
g('r’,gp)—(agZ 392>(r’90)_(sin<p rcosgo)'
ar  Jdy
Folglich gilt
(fog)(rie)=[f(g(r.e)-g(r )=

. (cosp  —T sin @
(2r cos @, 2r sin ) (sincp rcos )
(2rcosp - cosp + 2rsin g - sinp, —2rsin g - rsing + 2rsin @ - rcos ) =

(2r,0).

Wir berechnen jetzt die Determinante der Funktionalmatrix von g(r, ¢).

det (M(r, go)) =

a(r, )

cosp —rsing|
siny  7TCosp

Bemerkung. (ohne Beweis) 8/1/35/3
Sei g:R"—=R", ceR", g(z)=g9g(z1,...,2,), und g:=(g1,---,9n)-
Ist die Determinante der Funktionalmatrix von ¢ in einer Umgebung U(¢) von null

verschieden, also

6(917-~-7gn) — .. _ _
det (75(%,---,%)(@) £0 firalle 7€ U@),

dann besitzt ¢ in U(¢) eine Umkehrfunktion.

Speziell fiir unsere Transformationsfunktion ¢:R* — IR* gilt dann

det (%Z{”(‘Z;) (r, go)) 20 <<= r#0.

Die Koordinatentransformation ist demnach auffer im Punkt (0,0) injektiv.

(3) Transformation in Zylinderkoordinaten 8/1/35/4

Analog wie im Beispiel (2) werden jetzt raumliche Koordinaten transformiert.
Dazu sei P = (a,b,c) # (0,0,0) ein Punkt im Raum R*, der mit einem kartesischen
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Koordinatensystem versehen ist, dessen Achsen mit x, y bzw. z bezeichnet werden.
Dann ist der Punkt (a,b,c) eindeutig durch das Tripel (r,p,c) darstellbar, wobei r
und ¢ die Polarkoordinaten des Punktes (a,b) in der Ebene R* sind und ¢ bei der
Transformation unverédndert bleibt.

Damit ist der gleiche Punkt P im Raum R*® durch unterschiedliche Koordinatensy-
steme eindeutig beschrieben worden (vgl. Abb. 8.9).

Die neuen Koordinaten heiflen Zylinderkoordinaten.

(Der Nullpunkt ist analog wie im vorhergehenden Beispiel mit Hilfe der Zylinderkoordinaten nicht
eindeutig darstellbar.)

v (a,b,¢) Abb. 8.9 Der Punkt (a,b,c) € R? ist
mit Hilfe von Zylinderkoordinaten dar-
gestellt. r bezeichnet den Abstand zwi-
schen 0 := (0,0,0) und (a,b,0).

Der Punkt (a,b,c) besitzt die Zylinder-

koordinaten (r,¢,c), wobei (r,p) die

Polarkoordinaten von (a,b) sind und ¢

unverandert bleibt.

Es gilt also
a=r-cosp:= g (r, e 2),
b=r-sinp:= g(r, e, 2),
c=c.

Betrachtet man den Punkt P als variabel, (a,b,c) := (z,y,2), dann erhélt man eine
Abbildung

g(?", @, Z) = (gl(r7 @, Z)7 92(r7 @, Z)7 93(7”, @, Z)) - (xu Y, Z)?
also
¢g:R*—=R> mit 0<¢<2r, 0<r<oo und z¢€R.
Die Ableitung der Funktion ¢ ergibt sich wie folgt:
CcoS —rsin 0
8(91392793) SO 90

/ _ _ :
g(?",so,Z)——a(nW) (r, ¢, 2) 811(1)90 Tcgsgp (1)
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Damit ist

8(91’92793) _

Fir r # 0 ist die Transformation injektiv.

(4) Transformation in Kugelkoordinaten (oder sphirische Koordinaten)

Wir transformieren hierbei wieder raumliche Koordinaten.

Dazu sei P = (a,b,c) # (0,0,0) := 0 ein Punkt in dem Raum R? der mit dem
kartesischen Koordinatensystem aus Beispiel (3) versehen ist.

Der Punkt (a,b,c¢) wird erneut durch ein Koordinatentripel (r,¢,v) beschrieben,
deren Bedeutung aus der Abbildung 8.10 hervorgeht.

r gibt den Abstand zwischen 0 und P an.

P’ := (a,b,0) ist die Projektion von P auf die (z,y)-Ebene, und ¢ bezeichnet den
Winkel, der durch die z-Achse und die Verbindungsstrecke zwischen den Punkten 0
und P’ aufgespannt wird.

Offenbar ist dann
c=rsin?d und 7 =rcos?, wobei —
Folglich ist

a=r"-cosp=rcospcost = gi(r,p,0),
b=r"-sinyp =rsinpcosd := g(r, ¢, ),

c=rsind = g3(r, v, ).

Die neuen Koordinaten r, ¢, ¥ heilen Kugelkoordinaten oder auch sphdrische Koor-
dinaten.
(Die Punkte auf der z-Achse sind analog wie im vorhergehenden Beispiel mit Hilfe der Kugelkoordinaten

nicht eindeutig darstellbar.)
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Abb. 810 Der Punkt (a,b,c) € R?
ist mit Hilfe von Kugelkoordinaten
dargestellt. ' und r bezeichnen die
Absténde von 0 := (0,0,0) und (a,b,0)
bzw. von 0 und (a,b,c).

9 ist der Winkel zwischen der (z,y)-
Ebene und der durch die Punkte 0 und
(a,b,c) verlaufenden Geraden.

Der Punkt (a,b,c) besitzt die Kugelko-
ordinaten (r, @, ).

Betrachtet man den Punkt P als variabel, (a,b,c) := (z,y,2), dann erhélt man eine
Abbildung

g(r790719) = (g1<7",90,19),92(7”,%0,19)793(7‘, ¢a0)> - (:L‘7ya 2)7
also

g:R* =R mit 0<p<2r, 0<r<oo und %ﬁgﬁg

D[

Die Ableitung der Funktion ¢ ergibt sich wie folgt:

991 91 Oq
o ) Or g? J
91, 92, g: 0 0
g'(rip0) = =220 (r 0, 0) = | G2 G2 SR (re,0) =
a(r, ¢, 9) v
dgs  0gs  Ogs
r do ]
cosp-cost —rsing-costd —rcosp - siny
sinp-costy rcosp-cos’d —rsinp-sind
sin 0 r cos ¥

Damit ist

8(91,92793) _ .2
det (48(7”,%19) (r,go,q?)) = r°cos,

also

8(glag2ag3) ) m
det<48(r,<p,19) (ryp, )] #0 <= r#0 und 197éj:2.

Fiir alle Punkte, die nicht auf der z-Achse liegen, ist die Transformation injektiv.
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8.2 Partielle Ableitungen und Differentiale h6herer Ordnung

Es sei f(Z):R" — R in einer Umgebung eines Punktes nach allen Variablen partiell
differenzierbar Dann entstehen offenbar beim partiellen Differenzieren neue Funktionen
ox; Oz
tungen konnen wieder nach gewissen Variablen partiell differenzierbar sein, etwa nach
der Variablen x;.

Bildet man ai(af(j)), dann erhélt man die 2. partielle Ableitung von f nach x;

o0x;

,n, die ebenfalls von z abhéngen. Diese partiellen Ablei-

und z; in Z.

Bez.: i(i@)) = &°f(@) = foie;(T)

833j 83:,- 8$L8$J
. . 0 (Of(@)\ _ S
Fiir ¢ = j schreibt man axj( o ) = 83: = fu,z: ().

Ist i # j, dann nennt man die 2. partiellen Ableitungen auch gemischte partielle
Ableitungen.

Nach dem gleichen Muster definiert man induktiv die n-ten partiellen Ableitungen.
Hierfiir benutzt man die Bezeichnung

o f(z) o .
m fx’bl xzn( ), wobei 21,...,7,”6{1,...,’)7,}.

Satz 8.9 (Satz von Schwarz)

Es sei f(z,y): R* = R und ¢ € R®.

Ist f in einer Umgebung U(c) definiert und existieren in U(¢) die partiellen Ablei-
tungen [y, fy, fay undist fy, in c stetig, dann existiert auch f,, in ¢, und es ist

fmy(a = fyx(é)'

(Unter den angegebenen Bedingungen sind die gemischten Ableitungen in ¢ gleich.)

Beweis. Essei ¢ = (a,b) und = = (z,y).
b) — b
Wir zeigen, dafl  fy.(a,b) = lim Ju(@,b) = Jy (@)
z—a r—a
Nach Voraussetzung ist f in U(¢) partiell nach x differenzierbar. Folglich 148t sich
auf f (bei festgehaltenem y) der 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung beziiglich x
anwenden. Damit erhdlt man fur alle (z,y) € U(¢) und x #a, y # b:

(fy(x,0) = f,(a,b))

existiert und gleich f,,(a,b) ist.

Tr—a

=1 (ﬁm1-(ﬂ%w—f@ﬁﬂ—ﬂmib(ﬂmw—fWﬁU>

r—a \y—by—> y—bY

=g(z,y) =g(a,y)
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o 1 -. 1 .
=g=g Im-—3 (9(x.9) — 9la.))

- }}i% y—1>0 r—a
= hHll) ﬁ “ge(a+I(x —a),y) (1. Mittelwertsatz, y fest, 0 < 9 < 1)
y—by — —_—

= fay (u,b). (fey existiert in U(c))

Da nach Voraussetzung fxy in ¢ stetig ist, existieren die folgenden Limites und es gilt:

— (fylwb) = £y(a,0)) = lm fuy(u,) = fry(a,b). 0

fyz(a,b) = lim

rz—a L —

Bemerkung. 8/2/4
Ist f(z1,...,2,) : R" = R und ¢ € R" und existieren in einer Umgebung U(¢) die
partiellen Ableitungen f,,, f.; und fy., undist f,., in ¢ stetig, dann existiert

auch f, ., in ¢, und esist fo.,(€) = fu,a,(C).

Den Beweis hierzu fithrt man leicht auf den vorhergehenden Satz zuriick.

Wir befassen uns jetzt mit Differentialen héherer Ordnung.
Dazusei f(z):R"™ — IR. Das 1. Differential wurde als Funktion df : R" — R definiert,
die sich darstellen 148t in der Form

_of | A gy OF af
df.—ax1 dx1+...+axn dxn—axldx1+...+axndxn,

wobel die dx; als konstant anzusehen sind.

Wir berechnen (definieren) jetzt das 2. Differential von f wie folgt.

ﬁdxn)

20 . _ a(9f
&> f = d(df) —d<8x1dx1+...+amn

d(;i)dzl +...+ (aax];)dxn (dz; konstant !)

= (ag;l(aai)dxl et axn<a§i)dm”)d$1 T

+(8%1( OL ey +...+ 2 ( 0L d,)de,

Oy, n \OZy,
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ﬁ)dxndacl + ...

ﬁ)dxldm +...+ @(83@1

a_951(3331

n ‘TTL

_0f O*f
= a0z, 0TI+ -+ oo

dx,dxry + .

*f *f
+8xn8 1d:131d:rn ot p dx,dz,,

2 2 2

ox2 1 O0x;0z; Ox;0x;

Sind die gemischten Ableitungen gleich, dann gilt

d’f = Z

dZL‘deEj.

Analog definiert man induktiv
A" = d(d"f).

(Hierbei ist der Satz von Schwarz sehr niitzlich.)

Beispiel.
Sei f(z,y) = 2?4+ y* Dann ist

of _ of _ Pf _g Pf _ 9
or 2z, oy 2y und ox? 2, oxdy 0, Jyox

Folglich ist

_9f of 4, —
df = B dzr + 9 dy = 2z dx + 2y dy.

Weiterhin ist
&Ef = ddf) = & fd +22L 3f dady + quf:

2dx? + 2dy?,

und schliellich

de =0, (denn alle dritten partiellen Ableitungen sind null).
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8.3 Der Satz von Taylor; lokale Extrema fiir
Funktionen mit mehreren Verinderlichen

Wir werden jetzt einige Ergebnisse aus der Differentialrechnung fiir Funktionen mit einer  8/3/0
Veranderlichen auf Funktionen mit mehreren Verdnderlichen erweitern. Wir beginnen
zundchst mit dem Mittelwertsatz, der sich auch hier als Spezialfall des Taylorschen

Satzes erweist.

Satz 8.10 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung mit mehreren Verdnderlichen) 8/3/1

Set. M CR" offen und f:R" — R einein M differenzierbare Funktion. Weiterhin
seien a,b € M und die Verbindungsstrecke s(a,b) zwischen a und b gehére zu M.
Dann gibt es ein ¢ € s(a,b) mit ¢ # a,b, so daff f(b) — f(a)= f'(¢)-(b—a).

Beweis. Wir betrachten zunéchst eine Parameterdarstellung 8/3/2
g(t) :==b+tb—a), te]0,1]

von s(@,b) und definieren damit die Funktion F :[0,1] — R mit der Eigenschaft
F(t) == f(g(t)).

Offenbar ist F' in [0,1] stetig und in (0,1) differenzierbar. Dann 148t sich auf F' der

1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung anwenden. Folglich existiert ein & € (0, 1),
so daf3

Bemerkung. Fiir Vektorfunktionen ist der Mittelwertsatz im allgemeinen falsch. 8/3/3
Man betrachte das Beispiel f:[0,1] — R* mit f(z) = (22, 2%).

Offenbar gibt es kein c € (0,1), sodaB f(1) — f(0) = f'(c)-(1 - 0) = (2¢,3c?).

Definition. (polygonzusammenhdingend; Gebiet) 8/3/4
Sei M C IR".
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ist polygonzusammenhdngend

7Zu je zwei Punkten a,b € M gibt es endlich viele Elemente

4y = @,ay,...,0me = b, so daB die Verbindungsstrecken s(a;, G;;1)
zwischen a; und a;4q, 1t =1,...,m, stetszu M gehoren.

(Da durch Polygonziige stetige Funktionen gegeben sind, sind polygonzusammenhingende

—

—

N~—
=

Mengen auch bogenzusammenhingend.)
(2) M ist ein Gebiet

= M ist polygonzusammenhingend und offen.

Satz 8.11 Sei M CIR"™ ein Gebiet und f: M — R in M differenzierbar.
Dann gilt: [ ist konstant in M <= f'(z) =0 fir alle € M.

Beweis. (—) trivial, da die partiellen Ableitungen von konstanten Funktionen null
sind.

(«—) Essei f/(z) =0 fiir jedes Z € M und es seien a,b € M. Dann gibt es nach
Voraussetzung Elemente ag = @,ay,...,0,my1 = b in M, so da s(a;,a;41) € M fiir
1=0,...,m.

Nach dem Mittelwertsatz existiert stets ein ¢ € s(a;, a;41) mit & # a;,a;11, so daB

f@iv1) — f@ai) = f(@) (@1 — @) =0,
——
=0
also ist f(@11) = f(a;) fiir alle i und damit f(a) = f(b) fiir beliebige a@,b € M.
4

Beispiel. Essei f:R? — R, wobei

flz,y) = arctang + arctan% und D(f) ={(z,y):x #0, y#0}.

Folglich ist f in den Gebieten
M, :={(x,y) : x>0, y >0},
My = {(z,y): 2 >0, y <0},
M; :={(z,y) : 2 <0, y >0},
My :={(z,y):x <0, y <0}

definiert und offenbar differenzierbar. In jedem der Gebiete gilt:

Oftwy) . 1y, L y
oW e
v LT
Pty (@)t T
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Of(x,y) 1 x 1 1
= s~ 2) ;) =0
T e

Folglich ist f'(Z) =0, und damit ist f in jedem der M; konstant. Die Werte von f
kann man leicht durch geeignete spezielle Argumente ermitteln.

In M, ist f(z,y)= f(1,1) =2arctanl = 7,
in My ist f(x,y) = f(1,—1) = 2arctan(—1)
in My ist f(x,y) = f(—1,1) = 2arctan(— ):
in My ist f(x,y) = f(—1,—1) =2arctanl =

N>|=! w\:\

B

Es soll jetzt der Taylorsche Satz fiir Funktionen mit mehreren Verédnderlichen verallge- 8/3/8
meinert werden. Dies erfordert einen gewissen technischen Aufwand, den wir durch eine
geeignete Schreibweise etwas reduzieren wollen.

Definition. Essei M CR" und f:R" — R in M definiert. 8/3/9

(1) f heifit in M stetig differenzierbar

= f istin M differenzierbar und f’ ist in M stetig.

(Dies ist nach dem Satz 8.2 genau dann der Fall, wenn alle partiellen Ableitungen von f in
M vorhanden und stetig sind.)

(2) f istin M (k+ 1)-mal stetig differenzierbar

= f®) st in M stetig differenzierbar.

z.: [ € CFY(M).

Df

Es sei jetzt M eine offene Teilmenge von R? f: R*> - R und f € CF'Y(M). s/3/10
Weiterhin seien @ = (ay,a2), ¢ = a+t-h, Wobe1 t € [O 1], h = (hy,hy) und die
Verbindungsstrecke s(a,b) ganz zu M gehore. Dann ist

©(t) := f(a+th) = f(a1 +thy,ay + fhy) fir 0<t <1

eine reellwertige Funktion einer reellen Verdnderlichen, deren Ableitung sich geméf§ der
Kettenregel wie folgt berechnet

P(0) = G @)+ 51 () h

Fir % bzw. (% schreiben wir kurz D; bzw. Dy. Damit ergibt sich

¢ (t) = h1-D1f + ha-Dof = (hiD1 + haDs) f,

wobei das Argument von f der Einfachheit halber weggelassen wurde.

Fir n=2 ist dann

gO”(t) = hl(thlle + thngf) + hQ(thlDQf + thQDQf).
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Nach dem Satz von Schwarz ist Di1Ds>f = Dy D:f und somit erhilt man fiir D;D; :=
D? i=1,2,

¢"(t) = hiDif + 2h1hoaDy Dy f + h3D3 f.
In Analogie zur binomischen Formel schreiben wir fiiv h2D? f + 2h hy D1 Do f + h2D2f

im folgenden auch (hyD; + hoDy)? f.
Analog erhilt man fiir ®*)(t), 0 <t <1, die Darstellung

©®(t) = (hy Dy + haDs)® £.

(Beweis induktiv iiber k)

Ist M CR" offen, fe C™"(M) undsind a= (a1,...,a,), a+t-h mit 0 <t <1
und h = (hy,...,hy,) Elemente aus M, deren Verbindungsstrecke ganz zu M gehort,
und ist ¢(t) = f(a +th) = f(ay + thy,...,a, + th,), dann ist

n

P(t) = X hiv g fla+ th).

=1

Schreibt man D, fiir 90 so erhilt man

al’f

¢'(t) = ZhiDif und " (t) = Z hih;D;D; f

i=1 i,j=1

=Dy + -+ hnDn)(Q)f;

wenn man den Satz von Schwarz und eine der binomischen Formel (fir n Summanden)
analoge Schreibweise benutzt.

Induktiv zeigt man schliefSlich
go(k)(t) = (hDy+ -+ hnDn)(k)f_

Jetzt sind wir in der Lage, den Taylorschen Satz in iibersichtlicher Weise zu formulieren.

Satz 8.12 (Satz von Taylor fir Funktionen mit n Verdnderlichen) 8/3/11
Sei f:R" — R, ¢ce R" U eine offene Ungebung von ¢ und f € C™(U).
Ser & € U, so daf§ die Verbindungsstrecke von ¢ und T ganz zu U gehort. Fir
T—c=(x1—¢c1,..., x5 —Cy) = (h1,...,hy) = h gilt dann: Es gibt ein ¥ € R mit

0<d9 <1, sodaf f(z)=)_ .%(thl + oo 4 hy DY) f(E) + Rn(Z), wobei
=0

i .

Ry (7) = M'(h1D1 + o+ h, D)™ £(2 4+ 9R).

~
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Beweis. Sei ¢(t) := f(c+th), 0 <t < 1. Dannist o(t) als reellwertige Funktion s/3/12
einer reellen Veranderlichen offenbar (m+-1)-mal differenzierbar. Nach dem Taylorschen
Satz fiir Funktionen einer Verénderlichen gibt es ein ¥ mit 0 < ¢ < 1, so dafl

Mm+D(0 + (1 - 0))

m 0 |
(1) = ¢(0) + 3 E 1 - oyt AR =0 et
0 (m+1)
=0+ g Z.!(O) + ‘p(m - Y;!).
Es ist
p(1) = f(2), @(0) = f(a), ¢“(0)=(mDi+ -+ h.Dy)?f(e)
fir i =1,...,m und

(,p(m—'—l)(ﬁ) = (hiDy+ -+ hnDn)(m—H)f(é + 19;L)

Hieraus folgt die Behauptung. a

Korollar. 8/3/13
(1) Fir m =0 lefert der Satz von Taylor (wie fiir Funktionen mit einer Veréinderlichen)
den Mittelwertsatz als Spezialfall.
(2) Fir m=1,n=2 und a=(a,b), z=(v,y), h=—a=(x—a,y—"b) und
U :=a+ vYh erhdlt man

f(z,y) = f(a,b) + ful@)-(x —a) + fy(a)-(y — b)+
L (fual) (2 — @) + 201y (0)- (2 — @)y — ) + fyp @)~y — )2).
(3) Gllt zusdtzlich zu den Voraussetzungen des Satzes 8.12, dafi f € C*(M) (dh.,

f ist in M beliebig oft differenzierbar), dann ldft sich f in eine Potenzreihe (mit

mehreren Veréinderlichen) entwickeln.
o0

Wenn Ry, (z) —— 0, soist f(z)=> (haDi+---+ h D)W f(@).
m—o00 =0
Beweis. (1) und (2) sind trivial; (3) zeigt man wie im eindimensionalen Fall. [0 8/3/14
Beispiel. Sei f(x,y) =¢e""¥ und a = (a,b) = (0,0). 8/3/15

Dann ist Dyf(z,y) = e**¥ und Dsf(z,y) = e*t¥. Folglich ist f beliebig oft ste-
tig partiell differenzierbar und es ist DfD;" f(z,y) = €™ und somit insbesondere
DED™£(0,0) = 1 fiir 4,5 € {1,2}.

Wegen hy =2 —0=ux, hp=y—0=y und (hiD; + hoD5)™ f(0,0) = (x +y)™ gilt
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(Man hétte diese Reihe natiirlich auch anders gewinnen kénnen.)

Wir befassen uns jetzt mit lokalen Extrema bei Funktionen mit zwei und mehr Verénder-
lichen.

In den Sétzen 7.15 und 7.16 sind (fiir differenzierbare Funktionen mit einer Verinderlichen)
gewisse Bedingungen fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums an einer Stelle ¢ ange-
geben worden; und zwar eine notwendige Bedingung: f’(¢) = 0 und eine hinreichende
Bedingung: f”(c) # 0.

Ahnliche, wenn auch kompliziertere, Bedingungen gibt es auch fiir Funktionen mit zwei
(und mehr) Verdnderlichen, mit denen wir uns jetzt befassen.

Definition. (lokales Extremum)

Sei f:IR" — R und ¢ ein innerer Punkt von D(f).
f besitzt an der Stelle ¢ ein relatives oder lokales Extremum (:= lokales Minimum
bzw. lokales Mazximum)
5 Es gibt eine Umgebung U(¢), so daB fiir jedes 7 € U(¢) mit z # ¢ gilt:
f(z) > f(¢) fir ein lokales Minimum und
f(z) < f(¢) fur ein lokales Maximum.

Satz 8.13 (Notwendige Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Extremums)

Sei f(z): R" — R in einer Umgebung von ¢ definiert und in ¢ nach allen Variablen
partiell differenzierbar.

Besitzt f in ¢ ein lokales Extremum, dann sind alle (ersten) partiellen Ableitungen von
f in ¢ null

(Wenn ﬁ(é) =0 fir i=1,...,n,also gradf(¢) =0, dann heifit ¢ auch kritischer oder stationdrer

Ox;
Punkt von f.)

Beweis. Habe 0.B.d.A. f in ¢ ein lokales Minimum (fiir ein lokales Maximum verliuft der
Beweis analog).

Dann gibt es eine Umgebung U(¢), so dafl fir jedes z € U(¢) mit = # ¢ gilt:
f(z) > f(¢). Dies gilt insbesondere fiir z := ¢+ he;, wenn h hinreichend klein ist.
Nach Voraussetzung ist die Funktion ¢(h) := f(¢ + hé;) (als Funktion von h) in h =0

differenzierbar, und es ist ¢'(0) = ng(é)
j
Offenbar besitzt ¢ (als Funktion einer Verinderlichen) in 0 ein lokales Minimum. Folglich

gilt nach Satz 7.15:

N A
@(0)—0—6%(6) fir i=1,...,n. O
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Beispiel.
Sei f(x,y) = 2? + y?. Wir berechnen die kritischen Stellen von f. Es ist

of oy — _

ax(a:,y)—Qx—O — =0
und

of — oy — _

oy &Y =2 =0 = y=0

Die einzige kritische Stelle ist (0,0). Hochstens dort kann f ein lokales Extremum
besitzen.

Im eindimensionalen Fall haben wir eine hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen eines
lokalen Extremums mit Hilfe des Taylorschen Satzes bewiesen. Analoge Uberlegungen
fithren auch bei Funktionen mit mehreren Verédnderlichen zum Ziel. Wir beschrianken
uns hier auf Funktionen mit zwei Verdnderlichen, da der technische Aufwand fiir den
n-dimensionalen Fall nicht unerheblich ist.

Ist ¢ € R*>, U eine Umgebung von ¢ = (a,b), f zweimal stetig differenzierbar in
U und = = (x,y) hinreichend dicht bei ¢, dann gilt nach dem Satz von Taylor (fiir
m=1,n=2 h=f—a=(x—a,y—>b):=(h k) und @:=a+9h)

f(@) = f(e) = ful0)-h+ fy(0)-k + %(fm(u)-fﬂ + 2y (W) + fyy (1) k). (%)

Sind die notwendigen Bedingungen fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums erfiillt,
d.h., f.(¢) = f,(¢) =0, dann erhdlt man

F(@) = £(@) = L (R Fuc) + 20k fu (1) + K-y (1)) = Ra(2).

Ob f an der Stelle ¢ ein lokales Extremum besitzt, hdngt allein von dem Restglied
ab. Aufgrund der Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen in U wechseln diese in
einer hinreichend kleinen Umgebung von ¢ ihr Vorzeichen nicht, falls sie an der Stelle
¢ von null verschieden sind. Dies nutzen wir aus, um ein handhabbares Kriterium zur
Verfiigung zu haben.

Satz 8.14 (Hinreichende Bedingung fir die Ezistenz eines lokalen Extremums)
Essei f:R*—= R, ¢ € R® und f seiin einer Ungebung von ¢ zweimal stetig
differenzierbar.

feel®) o) |
Jay () fy(C)

Weiterhin sei ¢ ein kritischer Punkt von f und D =

Dann gilt:

(1) Ist D >0, dann besitzt f in ¢ ein lokales Extremum, und zwar
ein lokales Minimum, falls f..(¢) > 0 und
ein lokales Mazimum, falls f..(¢) < 0.
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(2) Ist D <0, dann besitzt f in ¢ einen sog. Sattelpunkt (das ist ein kritischer Punkt,
in dem die betrachtete Funktion weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum besitzt;
vel. Abb. 8.11).

(3) Ist D =0, dann lift sich (allein mit Hilfe der zweiten partiellen Ableitungen) noch
keine Aussage treffen.

Beweis. Wir benutzen die gleichen Bezeichnungen wie in der obigen Formel (x). Da
nach Voraussetzung f,(¢) und f,(¢) null sind, erhélt man aus (%)

(1). Nach Voraussetzung ist

D= D<E> = f:px(é)'fyy<é) - y?y(é) > 0.

Betrachtet man D(@) als Funktion von 4 = ¢+ 9(Z — ¢), dann ist wegen f € C*(U)
die Funktion D(u) in U stetig und somit D(u) > 0, falls Z hinreichend nahe bei ¢
liegt.

Analog gilt fiir f,.(¢) S0 auch f,.(@) S 0.

Im folgenden schreiben wir fir f,, (@), fo (@), fy,(2) kurz foo, foy, fyy-

Da f,, nicht null ist, erhélt man

F(@) = £(€) = g [ F o b fae oy + K frc ]

- %ﬁ [ (hfex + kfyy)2 +k2(fmfyy B ny)]

>0 >0

Da der Ausdruck in den eckigen Klammern fiir k£ # 0 positiv ist, hingt das Vorzeichen
von f(Z)— f(¢) nur von f,.(¢) ab. (Fir k=0 gilt nach (x) schon f(z) — f(¢) = & fr.)
Also fur f,.(¢) > 0 besitzt f an der Stelle ¢ ein lokales Minimum und fiir f,.(¢) <0
ein lokales Maximum.

(2). Sei D < 0. Setzt man h =k bzw. h = —k, dann erhélt man

F@) = £(@) = B (fua+ 2fuy + ) o,

F@) = F@) = B (fae = 2fy + fi).

Es sei zunéchst f,.(¢) = f,,(¢) = 0.
Wegen D(¢) <0 ist dann f,,(¢) # 0 und somit

f(z)— f(e) — 2fwy(C), falls h =k und

F(@) = (@) — —2f,,(e), falls h=k.

T—cC
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Dies bedeutet, dal in jeder Umgebung von ¢ sowohl positive als auch negative Werte
von f(z)— f(¢) auftreten. Folglich besitzt f in ¢ kein lokales Extremum.

Es bleibt noch der Fall zu betrachten, dafl f,.(¢) # 0 oder f,,(¢) # 0.
Sei 0.B.d.A. f,.(¢) # 0. Dann erhélt man fiur k=0

F(@) = &) =" fuo.

Fiir hinreichend nahe bei ¢ gelegene z haben f(Z) — f(¢) und f..(¢) das gleiche
Vorzeichen.

Sei jetzt h = —s- fy,(¢) und k = s-fy,(¢) fiir ,kleine* s# 0. Dann gilt
F@) = £(©) = 5 (£2(0) Frs — 2y (@) Feal@) fuoy + 12(0)-F).
Wegen f e C*U) gilt
F(@) = @) — 5 (120 Fual@) = 2020 fua(@) + P01
= 5 fu@) (s @) Fys@ — 12,(0))-

<0

Folglich haben f(z)— f(¢) und f,.(¢) unterschiedliches Vorzeichen, und damit besitzt
f in ¢ kein lokales Extremum. )
Den Fall f,,(¢) # 0 beweist man durch dhnliche Uberlegungen. (3

Die folgende Abbildung zeigt eine Funktion mit Sattelpunkt.

Abb. 8.11

In der Abbildung ist die Funktion
f(z,y) = —xy dargestellt. f besitzt in
(0,0) einen Sattelpunkt. Der Graph der

Funktion erzeugt eine sog. Sattelfliche.
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In den Quadranten, in denen z und y jeweils nur positive bzw. nur negative Werte
annehmen, ist die Funktion f(x,y) stets negativ, in den Quadranten, wo jeweils ein
Wert positiv und ein Wert negativ ist, ist die Funktion positiv. Entlang der z-Achse
und der y-Achse ist die Funktion stets null.

Die dargestellte Flache 148t sich offenbar allein durch Geraden erzeugen.

Wir fahren jetzt fort mit der Untersuchung unseres Beispiels. Hierzu benutzen wir das
oben erhaltene Kriterium.

Offenbar sind die zweiten partiellen Ableitungen an der kritischen Stelle (0,0) stetig.
Denn es ist

faca:(xay) = 2, fmy(‘ray) - fyér(xvy) =0, fyy(x’y) =2,
und damit gilt

f22(0)  fuy (0) ‘ ‘2 0

D = = VLl = =4 #0.

1) @] 0 2/ 717

Wegen f..(0) =2 > 0 besitzt f in 0 ein lokales Extremum (vgl. auch Abb. 8.5 und Abb.
8.8D).

Wir betrachten jetzt das Beispiel f(x,y) = 2% — 3%

Die folgende Abbildung zeigt diese Funktion; sie stellt ebenfalls eine Sattelfliche dar,
die an der Stelle (0,0) einen Sattelpunkt besitzt.

Abb. 8.12

Die Funktion f(z,y) = 22 — y? be-
sitzt an der Stelle (0,0) einen Sat-
telpunkt. Der Graph von f stellt ei-
ne Sattelfliche dar.

Es ist
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fmz(xay) = 27 f;ry(xay) = fyx($7y> = 07 fyy<x7y) = —2.

Dann ist 0 wieder ein kritischer Punkt von f, aber
2 0
D= ’ 0 —9|= —4 <0,

folglich besitzt f in 0 einen Sattelpunkt.

Bemerkung. Nach unserer Definition sind die Extremstellen einer Funktion f immer
innere Punkte des betrachteten Definitionsbereiches (man kann dies auch anders definieren !).
Ist man nicht nur an lokalen sondern auch an absoluten (oder globalen) Extrema (im
Gegensatz zu lokalen Extremstellen) interessiert, dann mufl noch der Teil des Randes des Defi-
nitionsbereiches untersucht werden, der selbst zum Definitionsbereich gehort. Schrankt
man die Funktion f auf den betreffenden Teil des Randes ein, dann erh&lt man (in
Abhiingigkeit von der Kompliziertheit des Randes) oft eine ,,handhabbare“ Funktion ¢ mit ei-
ner Verdnderlichen. Die lokalen und globalen Extrema fiir ¢ (falls solche existieren) miissen
dann mit den lokalen Extrema von f verglichen werden.

8.4 Implizite Funktionen

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der (nicht einfachen Problematik der) Auflésbarkeit
von Gleichungssystemen. Die lineare Algebra stellt bekanntlich gut nutzbare Werkzeuge
fiir die Auflésung von linearen Gleichungssystemen bereit. Diese Hilfsmittel versagen je-
doch im nichtlinearen Fall. Zur Verdeutlichung der Auflésbarkeit solcher Systeme starten
wir mit einem linearen Gleichungssystem, das gegeben ist durch

- a1 Ce Q1n T - b1
Az =0b, wobei A= : S, 2= ), b= ¢
Am1 - Qmn Tn bm
Das Gleichungssystem ist bekanntlich genau dann 16sbar (d.h. nach z1,...,z, auflésbar),

wenn der Rang der Koeffizientenmatrix mit dem der erweiterten Koeffizientenmatrix
iibereinstimmt. Fiir den Fall, dal m = n und der Rang von A ebenfalls n ist (d.h.
die Determinante detA von A nicht null ist), 148t sich das Gleichungssystem stets eindeutig
lsen. Ist das Gleichungssystem losbar, m > m und (nach eventueller Umsortierung der

Koeffizienten)
a1 Ce A1m
det : : #0
am1 .- Qmm
dann gibt es lineare Funktionen  f1(Zymi1,---5Zn)s -« fi(Tmt1, -« -, @), SO daB
XT; = fi(xm+17' .. ,Z‘n) flir i = ... ,m.
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1 f1

Fir = (Tmy1s--Tn), y=| und f =1 : erhilt man somit
T Jm
fi(z)
g=|  |=[f(®@).
fm(Z)

Wir befassen uns jetzt mit beliebigen Gleichungssystemen. Dazu betrachten wir zunéchst
eine Gleichung mit zwei Unbekannten.

Definition. (Implizit definierte Funktion)
Sei f:R® =R, @a=(a,b) und f in einer Umgebung U(Z) definiert und f(a,b) = 0.
Weiterhin seien ¢,0 > 0, jedoch so klein, daBl Us(a) x U.(b) C U(a).

Durch die Gleichung f(z,y) =0 ist in der Umgebung Us(a) eine Funktion ¢g: R — R
implizit definiert
= Fiir jedes x € Us(a) gibt es genau ein y € U.(b), so dal f(x,y) = 0 und

y = g(x) (insbesondere ist b= g(a)).

Abb. 8.13 zeigt die durch die Glei-
chung f(z,y) = 0 in dem Intervall
(a—0,a+9) implizit definierte Funk-

tion g. Die entsprechende Kurve ist

b+e

der Durchschnitt der dreidimensio-
nalen Punktmenge {(z,y,2) : z =
f(z,y)} mit der Ebene z = 0.

Hierfiir denke man sich die z-Achse

senkrecht auf der (z,y)-Ebene ste-
hend.

Beispiel. Sei f(z,y) =2?+¢y*— 1.

flz,y) =0 (< 22442 =1) definiert in R* eine Kreislinie mit dem Radius 1 und
dem Mittelpunkt (0,0).

Sei @ = (a,b) € R* und f(a) =0, dannist @ ein Punkt der Kreislinie. Fiir a # +1
und € > 0 gibt esein 6 > 0, so daB fiir jedes = € Us(a) genauein y € U.(b) existiert
mit f(z,y) = 0. In diesem Fall ist y = g(x) = /.
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Abb. 8.14 Hier wird die analo-
ge Situation wie in der Abb. 8.13
dargestellt, jedoch fiir den Spezi-
alfall f(z,y) =22 +y*>—-1=0.

Satz 8.15 (Hauptsatz iber implizite Funktionen mit zwei Verdnderlichen) 8/4/3
Voraussetzung:

(1) Sei M C R eine offene Menge und f:R?* — R stetig in M.

(2) Sei ¢=(a,b) € M und f(¢)=0.

(3) f istin einer Umgebung U(¢) stetig partiell nach y differenzierbar und

fy(©) # 0.

Behauptung:
Es gibt eine stetige Funktion ¢: R — R, fiir die gilt:
Fiir jedes € >0 gibt es ein 6 > 0, so dafs fir jedes v € Us(a) genau ein y € U (b)
existiert mit f(x,y) =0 wund y = g(x) (insbesondere ist b = g(a)).

Beweis. Da f,(¢) # 0 und f, in U(¢) stetig ist, gibt es eine Umgebung U’(¢), 8/4/4
so dafl f, dort stets positiv oder stets negativ ist. Sei 0.B.d.A. f,(¢) > 0 (f,(e) <0

analog).
Wir wihlen jetzt d > 0, jedoch so klein, dal Uy(a) x Uy(b) C U'(¢).

Da f,(a,y) > 0 fir alle y € Uy(b), ist f, in Uy(b) streng monoton wachsend. Sei
0<e<dund y; :=b—¢, yo:=b+e. Wegen f(a,b)=0 ist f(a,y1) <0< f(a,ys).
Da f(x,y1), f(z,y2) als Funktionen von x stetig sind, gibt es ein ¢ mit 0 < < ¢,
so daB fir jedes = € Us(a) gilt:  f(x,y1) <0< f(z,y2).

Fir zg € Us(a) ist also f(zo,y) in [y1,ye] stetig und

f(zo,y1) <0< f(20,y2)-

Nach dem Zwischenwertsatz (fiir Funktionen einer Veriinderlichen) gibt es ein yo € [y1, y2],

so daB3 f(zo,y0) = 0.
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Da f, in U’(¢) stets positiv ist, erhdlt man insbesondere f,(zo,y) > 0. Folglich ist
f(zo,y) streng monoton wachsend und somit y, das einzige Element in U.(b) mit
f(xo,y0). Durch g(z¢) :=1yo fir xy € Us(a) ist eine Funktion ¢ definiert.
Es bleibt noch zu zeigen, daf§ g in Us(a) stetig ist.
Sei zp € Us(a), € > 0 (wie oben) und ¢ > 0, jedoch so klein, dal Us (zg) C Us(a)
und |z — x| < ¢’. Nach den vorhergehenden Betrachtungen existiert fiir = € Uy /(a)
genau ein y € [b—e,b+¢], sodal f(z,y) =0, also g(x)=uy.
Damit erhélt man
9(x) — g(@o)| = |y — yol < |y — bl + |b— yol| < 2e.
<e <e

Hieraus folgt die Stetigkeit von ¢ in xy. a

Korollar. Gilt zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 8.15 noch 8/4/5
(4) f istin U(c) stetig partiell nach x differenzierbar,
dann ist die durch f(x,y) =0 in Us(a) implizit definierte Funktion g differenzierbar,

. fu(z,y
und es gilt: ¢'(z) = — .
fy (Iv y)
Beweis. Wir wihlen die Bezeichnungen wie im vorhergehenden Beweis. 8/4/6

Sei |r — x| < &, 2 # a und y = g(z), dann ist (x,y) € Us(xy) x U(b) := D,
und die Verbindungsstrecke zwischen (a,b) und (z,y) gehort ganz zu D. Nach dem
Mittelwertsatz fiir Funktionen mit mehreren Verdnderlichen gilt (er kann hier angewendet

werden, da f(z,y) nach Voraussetzung differenzierbar ist):

Sz, y) = fla,0) = 0= (z — a)- fo(@) + (y = b)- f, (),

wobei u=a+9(x—¢), y=g(r) und b= g(a). Hieraus folgt

Da ¢ in Us(a) stetig ist, gilt fiir * — a auch y = g(x) — ¢g(a) = b und somit
u — a. Folglich existiert

1 90) —g(a) __L(@)
2w T A@
=g'(a)
also
/ _fm(xa y)
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Beispiel. Essei f(z,y) =23+ vy — 22y — 1. 8/4/7
Fiir f gelten die folgenden Voraussetzungen:

1. f:R*>— R ist in einer Umgebung U(¢) mit &= (1,0) stetig.

2. f(1,0) = 0.

3. f istin U(¢) stetig partiell nach y differenzierbar und f,(1,0) = —2 # 0.

Nach dem Satz {iber implizite Funktionen gibt es dann eine stetige Funktion ¢ : R — R,

fiir die gilt:

Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so daB fiir alle = € Us(1) genau ein y € U.(0)
existiert mit f(x,y) =0 und g(z) =v.

Offenbar ist auch f stetig partiell nach x differenzierbar. Damit ist (nach dem letzten
Korollar) ¢ in Us(1) differenzierbar und

_fx(xaw _ 3% — 2y .
fy<x7y) 3y2 — 2

Hierbei entsteht eine Gleichung, die eine unbekannte Funktion y und deren Ableitung
Yy enthélt. (Gleichungen dieser Art heien Differentialgleichungen.)

y' =d(z) =

Abschlieflend soll noch der Hauptsatz iiber implizite Funktionen mit mehreren Verander-  8/4/8
lichen ohne Beweis angegeben werden. (Siehe hierzu Literaturangabe [4], Teil 11, Seite 235 — 242.)

Dazu benoétigen wir noch die folgende Definition.

Definition. (implizit definierte Funktionen mit mehreren Verdnderlichen) 8/4/9
Sei f:R"™™ — R™ @ = (ai,...,a,), b = (b1,...,bn), ¢ = (@,b) und f in einer
Umgebung U(¢) C R™™™ definiert und f(¢) = 0. )
Weiterhin seien ¢,0 > 0, jedoch so klein, dafi Us(a) x U.(b) C U(c).
Durch die Gleichung f(Z,7) =0 ist in der Umgebung Us(a) eine Funktion
g: R" — R™ implizit definiert B
= Fir jedes Z € Us(a) gibt es genau ein § € UL(b), so daB f(Z,y) = 0 und
gy = g(z) (insbesondere ist b= g(a)).

Satz 8.16 (Hauptsatz iiber implizite Funktionen) 8/4/10
Voraussetzung:
(1) Sei M C R™™™ ecine offene Menge und f = (fi,..., fm): R™™ — R™ stetig
m M. B B
(2) Sei ¢=(a,b) und f(¢c)=0.
(3) fi,..., fm seien in einer Umgebung U(¢) nach allen Variablen yy,..., Yy, Ste-
tig partiell differenzierbar und die Determinante der Funktionalmatrix

O fry---s fm)

¢) sei (an der Stelle ¢) nicht null.
3(y1,---,ym)< )
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Behauptung:

Es gibt eine stetige Funktion g :R" — R, fir die gilt:

Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein 6 > 0, so daf fiir jedes T € Us(a) genau ein j € U.(b)
existiert mit f(Z,y) =0 und y = g(Z) (insgesondere ist g(a) = b).

Beweis. Siehe Literaturangabe [4], Teil II, Seite 235. [ 8/4/11
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Ubungsaufgaben

1. Essei ¢g:R—R? und f:R*— R. 8/5/1
Man bilde (mit Hilfe der Kettenregel) die Ableitung von f o g, wobei:

(a) f(x,y) =sin(zy), g(t) = (t,17).
(b) f(z,y) = zsin(zy), g(t) = (¢* In(t*> +1)).

2. Bestimmen Sie die (totale) Ableitung der folgenden Funktionen: 8/5/2
a2 1 a2 — z
(a) f(z,y) = sin(z* + y?), (c) f(z,y) = arctan {,
(b) f(z,y) = Intan ¢, (d) f(z,y,2) = Va4 y? + 22
3. (a) Berechnen Sie die Gradienten von 8/5/3

f(z,y,2) = Va* +y* + 22 und
flz,y,2) =1+, + 1

(b) Bestimmen Sie fiir f(z,y) = 2? — y* in den Punkten (1,1) und (-1,1)
die Richtungsableitung in Richtung a = (r1,r2) und in Richtung —a, wobei

r =T9 = %\/5
4. Man berechne die Gleichung der Tangentialebene fiir 8/5/4
(a) das Rotationsparaboloid z = 2% + 32,
(b) die Halbkugel z = /12 — 22 — y?,

(c) die Sattelfliche z =z -y.

5. (a) Fir f(z,y,2)=1In(2*+y®+ 2* — 32yz) beweise man, daf 8/5/5
_ 3
fot fyt b= S
4rra’

(b) Fir f(z,y,2) = N R beweise man, dafl Af := fo,+ fyy+ f2z = 0.
6. (a) Berechnen Sie die Richtungsableitung der Funktion f(x,y) = e*siny im 8/5/6
Punkt (a,b) in beiden Richtungen der Geraden y —b = (a — x) - tanb.

(b) Berechnen Sie die Richtungsableitung der Funktion f(z,y) = 2*> —¢* in
den Punkten (1,1) und (—1,—1) in Richtung der Winkelhalbierenden des
ersten Quadranten.

~J

. Essei f:R*—= R mit f(z,y) = é
(a) Geben Sie die Gleichung der Tangentialebene fiir f an der Stelle (1,1) an.
(b) Essei M ={(z,y):|z—1] <15, |y—1] <}
Wie grof§ ist die Abweichung zwischen f und der Tangentialebene in M
(moglichst genau angeben)?

8/5/7
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10.

11.

Essei f:R*—= R mit f(z,y)=az®+2bry +cy? und a,b,c € R.
Unter welchen Bedingungen fiir a, b, ¢ besitzt f genau einen kritischen Punkt?

Essei f:R®>— R mit
f@wzyy%% fiir (2, y) # (0,0),
0 sonst .
Bilden Sie (falls existent) alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung
von f.
Was 148t sich iiber die gemischten Ableitungen aussagen?

Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit dem Inhalt des Satzes von Schwarz.

Essei f:R"™ — IR, M eine offene Teilmenge von IR"™ und f in M definiert.
Weiterhin besitze f in jedem Punkt aus M partielle Ableitungen nach allen Va-
riablen zq,...,x,.

Zeigen Sie: Ist a € M und sind alle partiellen Ableitungen in einer Umgebung
von a beschriankt, dann ist f in a stetig.

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf lokale und globale Extrema:
(a) flwy) =2+ (y—1)? -2<2<2 -2<y <2,
(b) fla,y)=x-y+2+2, 1<2<10, 1<y <10,

(¢) fla,y) =sinz+siny +sin(z—y), 0<r<3 0<y<i.
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Schwerpunkte fiir die Wiederholung von Kapitel 8

e Das Wesen der Differenzierbarkeit (lineare Approximation) 8/6/1

e Definitionen: Ableitung, partielle Ableitung, Richtungsableitung, Tangentialebene  8/6/2
(geometrische Veranschaulichung), Differential,

e Aus der Differenzierbarkeit folgt die Stetigkeit; aus der partiellen Differenzier- 8/6/3
barkeit (nach allen Variablen) folgt noch nicht die Stetigkeit, also auch nicht die
Differenzierbarkeit,

e Beziehungen zwischen Differenzierbarkeit, partieller Differenzierbarkeit und Rich- 8/6/4

tungsableitbarkeit,
e Differenzierbarkeit zusammengesetzter Funktionen, 8/6/5
e Satz von Schwarz, 8/6/6
e Mittelwertsatz der Differentialrechnung mit mehreren Verénderlichen, 8/6/7
e Definitionen: polygonzusammenhéngend, Gebiet, stetig differenzierbar, 8/6/8
o f ist konstant ... <= f/(z =0)... (Satz 8.11), 8/6/9
e Satz von Taylor fiir Funktionen mit n Verédnderlichen + Korollar, 8/6/10
e Definition: lokale Extrema, 8/6/11

e Notwendige und (fiir Funktionen mit zwei Veriinderlichen auch) hinreichende Bedingun-  8/6/12
gen fiir die Existenz lokaler Extrema.
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