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Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum IRn; Funktionen mit meh-
reren Veränderlichen

6.1 Der Raum IRn

Definition. (euklidischer Abstand ) 6/1/1

Seien ā, b̄ ∈ IRn.

|ā− b̄| =
Df

√∑n
i=1(ai − bi)2 heißt euklidischer Abstand zwischen ā und b̄.

Kapitel 7
Differentialrechnung für Funktionen einer Veränderlichen

7.1 Ableitung

Bemerkung. Aus der Differenzierbarkeit folgt also die Stetigkeit; die Umkehrung gilt 7/1/14

im allgemeinen nicht. Eine differenzierbare Funktion, deren Ableitung stetig ist, heißt
stetig differenzierbar.

7.2 Mittelwertsätze; der Satz von Taylor

Satz 7.9 (1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

Ist a < b und f in [a, b] stetig und in (a, b) differenzierbar, dann gibt es ein

c ∈ (a, b), so daß
f(b)− f(a)

b− a = f ′(c).

7/2/2

Kapitel 9
Integralrechnung für Funktionen einer Veränderlichen

9.2 Das bestimmte (Riemann-) Integral

Definition. (Zerlegung) 9/2/1

z ist eine Zerlegung (oder Partition) von I
=
Df z ist eine endliche Folge (a0, . . . , an+1) von reellen Zahlen a0, . . . , an+1, so daß

a := a0 < a1 < · · · < an+1 = b.

9.3 Integrierbarkeitskriterien

Definition. (Zwischensumme) 9/3/4

Es sei f in I definiert, z = (a0, . . . , an+1) eine Zerlegung von I, und für jedes
i = 1, . . . , n sei ξi ∈ [ai, ai+1].
Dann nennt man τ = (ξ0, . . . , ξn) ein Zwischenstellensystem bei der Zerlegung z, und

Sf (z, τ) :=
n∑
i=0

(ai+1 − ai) · f(ξ) heißt Zwischensumme von f bei der Zerlegung z und

dem Zwischenstellensystem τ .



9.8 Länge von Kurven

Zur Erinnerung: k = {f(t) : a ≤ t ≤ b} ist eine Kurve in IRk, falls f : [a, b]→ IRk eine 9/8/0

stetige Vektorfunktion ist.

Es sei k = {f(t) : a ≤ t ≤ b} zunächst eine Kurve und z = (a0, . . . , an+1) eine Zerle- 9/8/5

gung von [a, b]. Verbindet man die Bildpunkte f(a0), . . . , f(an+1) ∈ k von a0, . . . , an+1

der Reihe nach durch Verbindungsstrecken, dann entsteht ein der Kurve einbeschrie-
bener Polygonzug Pz (vgl. Abb. 9.23). Der Abstand zwischen je zwei

”
benachbarten“

Bildpunkten f(ai) und f(ai+1) auf der Kurve beträgt |f(ai+1)− f(ai))|. Folglich ist
die Länge des Polygonzuges gegeben durch

l(Pz) =
n∑
i=1

|f(ai+1)− f(ai)|.
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Abb. 9.23 Die Abbildung zeigt ei-
ne Kurve im IR2 mit einem ein-
beschriebenen Polygonzug. Dabei
ist f : [a, b] → IR2 stetig und
k = {f(t) : a ≤ t ≤ b}. Ist
z = (a0, . . . , an+1) eine Zerlegung
von [a, b], dann liegen die Bild-
punkte f(ai), i = 0, . . . , n + 1,
auf der Kurve k.

Wir definieren jetzt, was unter der Länge einer Kurve zu verstehen ist.

Es sei jetzt k = {f(t) : a ≤ t ≤ b} eine stetig differenzierbare Kurve in IRk. Insbeson- 9/8/7

dere ist f : [a, b] → IRk, f = (f1, . . . , fk) und fj : [a, b] → IR stetig differenzierbar
für jedes j = 1, . . . , k. Weiterhin sei z = (a0, . . . , an+1) eine Zerlegung von [a, b], und
der Einfachheit halber sei u := ai und v := ai+1. Der Abstand zwischen den auf der
Kurve liegenden Punkten f(u) und f(v) beträgt

|f(v)− f(u)| =
∣∣∣(f1(v), . . . , fk(v)

)
−
(
f1(u), . . . , fk(u)

)∣∣∣
=

∣∣∣(f1(v)− f1(u), . . . , fk(v)− fk(u)
)∣∣∣ = (?).
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Nach Voraussetzung sind f1, . . . , fk differenzierbar in [u, v]. Folglich gibt es nach dem
1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung für jedes fj ein ξij ∈ [u, v], so daß

fj(v)− fj(u) = f ′j(ξij)(v − u). (ξij hängt von [ai, ai+1] = [u, v] und fj ab.)

Folglich ist

|f(v)− f(u)| = (?) =
∣∣∣(f ′1(ξi1) · (v − u), . . . , f ′k(ξik) · (v − u)

)∣∣∣
=
∣∣∣(f ′1(ξi1), . . . , f ′k(ξik)

)
· (v − u)

∣∣∣
=

√∑k
j=1

(
f ′j(ξij)

)2
· (v − u).

Also

|f(ai+1)− f(ai)| =
√∑k

j=1

(
f ′j(ξij)

)2
· (ai+1 − ai).

Die Länge des einbeschriebenen Polygonzuges ist somit

l(Pz) =
n∑
i=0

|f(ai+1)− f(ai)|

=
n∑
i=0

√∑k
j=1

(
f ′j(ξij)

)2
· (ai+1 − ai).

Die letzte Summe sieht einer Zwischensumme bezüglich der Funktion

g(t) = |f ′(t)| = |(f ′1(t), . . . , f ′k(t))| =
√∑k

j=1

(
f ′j(t)

)2

ähnlich. Offenbar ist für ξi ∈ [ai, ai+1], i = 1, . . . , n und τ = (ξ0, . . . , ξn),

Sg(z, τ) =
n∑
i=0

g(ξi) · (ai+1 − ai)

=
n∑
i=0

√∑k
j=1

(
f ′j(ξi)

)2
· (ai+1 − ai)

eine Zwischensumme. Wir werden jetzt zeigen, daß sich l(Pz) und Sg(z, τ) bei geeig-
neten Zerlegungen um beliebig wenig unterscheiden.
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