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Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.2 Reelle Zahlen als Grenzwerte von Folgen
rationaler Zahlen

Definition. (gleichmdifsige Konvergenz) 3/2/12

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert in M gleichmdfig gegen f
5; Fir jedes € > 0 existiert ein ng, so daf fiir jedes n > ny und fiir alle x € M

gilt: |fu(z) — f(z)] < e.

Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.4 Stetigkeit der Grenzfunktion bei Folgen und Reihen von
Funktionen

Definition. (Funktionenreihe) 5/4/1

Sei M C R, (f,) eine Folge von Funktionen, die alle in M definiert sind, und es sei

F, = Z fi (die F, sind also ebenfalls in M definierte Funktionen).
1=0

(1) Die Folge (F,) heiit Funktionenreihe.
Bez.: > f; bzw. Y fi(z) odereinfach > f; bzw. > fi(x)
=0 i=0

(2) Y fi istin M konvergent (bzw. gleichmifig konvergent) gegen f
i=0
= (F,) istin M konvergent (bzw. gleichméflig konvergent) gegen f.

(3) Y fi istin M absolut konvergent gegen f
i=0

= > |fi] istin M konvergent gegen f.
i=0

Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.3 Integrierbarkeitskriterien

Satz 9.8 (Riemannsches Integrierbarkeitskriterium,) 9/3/1

Sei f in I =1la,b] definiert und beschrinkt. Dann gilt: f st in I integrierbar gdw
fiir jedes € >0 eine Zerlegung 3 von I existiert, so daf Sy(3) — S;(3) <e.



9.9 Integrierbarkeit der Grenzfunktion bei Folgen und Reihen
von Funktionen

Satz 9.24 (Integrierbarkeit der Grenzfunktion)

Sei a < b, I = [a,b] und (f,) eine Folge von Funktionen, die in dem Intervall I
definiert sind. Dann gilt:

(1) Konwvergiert (f,) in I gleichmdffig gegen die Funktion f und sind alle f, in
I integrierbar, dann ist f in [ z'ntegm'erbar und es st
b b

/f(x)da::/ hm folz a:—nlggo/fn

(Vertauschbarkeit des Limes mit dem Integral)

(2) Konvergiert > fa(z) in I gleichmifig gegen die Funktion f und sind alle
n=0
fn n 1 mtegm'erbar dann ist f in I antegrierbar, und es ist

/f dx—/an dx—Z/fn

a n=0

(Vertauschbarkelt des Integrals mit der unendhchen Summe)

Beweis. (1). Sei ¢ > 0. Nach Definition der gleichméBigen Konvergenz gibt es ein
ng, so daf fiir jedes n > ng und fiir jedes x € I gilt:

|fulz) = f(2)] < 3(()8_ 2 =g

Da f, in [ integrierbar ist, ist f, und damit auch f in I beschrankt. Mit Hilfe
des Riemannschen Integrierbarkeitskriteriums zeigen wir, daf§ f in [ integrierbar ist.

Sei n > ng fixiert. Nach der obigen Ungleichung ist
folz) — € < f(x) < fulz) + & fiiralle z € 1.
Folglich gilt fiir jedes Teilintervall I’ C I:

sup f(«) < sup fu(z) +¢" und inf f(z) > inf fu(x) - &'

Da f, in f 1ntegrlerlj§r ist, existiert eine Zerlegung 3 = (aog,...,ary1) von I, so daB
S5.(3) = 85,) < 5 -
Schliefllich erhdlt man fiir I; := [a;, a;41]:
k
S5(8) = 51,6) = X (o — i) (iggﬂx) ~ inf f(z))
k
; g1 — (22? fol@) + ¢ = inf fulz) + e')
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9/9/1



<25’(b—a)+§:5.

Folglich ist f in [ integrierbar.
Wegen |fn(x) — f(x)] <&’ gilt weiterhin

/b fula) d - / f(x) da| =

</|fn — f(z)| dx

(fn@:) — f(x)) da

<5"(b—a):§<e.

Hieraus folgt

Jirgo/bfn(x) d:c:/bf(x) dx:/b(girgofn(x)) dx

(2). Setzt man F,( Z fi(z), dann konvergiert (F),) in I gleichméfig gegen f,
und alle F, sind in [ 1ntegrlerbar. Folglich gilt nach (1):
b b b o b
JLIgO/Fn( / lim F,(z / an —/f(:c) dz.

Weiterhin ist

b, . b
lim /F )dr = lim (Zfl(x)) dx = JLI%OZ/fZ(x) dx
i=0 1=0

—_———
=gi(z)
[e.e] [e.e] b
Jggozgz => gl 22/1‘2
=0 =0 =0 ¢
und damit gilt
b b w b
/f(x) dr = / ( > fn(x)) de = /fn(x) de. 4
a a n=0 n=07p,
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