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Kapitel 8
Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher
(Einfithrung)

8.1 Differenzierbarkeit

Satz 8.8 (Kettenregel)

Essei g:R"—=R™ und f:R™ — R* (aso fog:R" — RF).

Ist g in ¢ und [ in g(c) differenzierbar, dann ist fog in ¢ differenzierbar,
und es ist (f o g)'(c) = f'(9(c) - ¢'(c).

(Das Produkt der ,,inneren® und der ,duleren“ Ableitung ist ein Produkt von Matritzen.)

Beispiele.
(2) Transformation in Polarkoordinaten

Bei der Losung mathematischer Probleme, insbesondere in der Physik, der Technik
und den Naturwissenschaften iiberhaupt, ist es oft vorteilhaft, die zu behandelnden
Probleme mit Hilfe besonders geeigneter Koordinatensysteme zu beschreiben oder vom
kartesischen Koordinatensystem zu einem anderen iiberzugehen. Da dieser Ubergang
haufig mit der Verkettung von Funktionen und die Lésung der anstehenden Probleme
oft mit der Differenzierbarkeit der Verkettung verbunden ist, wollen wir hier einige
wichtige nicht-kartesische Koordinatensysteme behandeln. Zunéchst betrachten wir die
sog. Polarkoordinaten, die schon bei der Behandlung der trigonometrischen Funktionen
in Kapitel 5 (vgl. Abb. 5.21) eine gewisse Rolle spielten.

Es sei P = (a,b) # (0,0) ein Punkt in der euklidischen Ebene, die mit einem kartesi-
schen Koordinatensystem versehen ist, dessen Achsen mit x bzw. y bezeichnet werden.
Offenbar 148t sich der Punkt (a,b) auch eindeutig durch das Paar (r,¢) beschreiben,
wobei r der Abstand von (a,b) zum Nullpunkt ist und ¢ den Winkel zwischen
der z-Achse und der Verbindungsstrecke von (0,0) nach (a,b) angibt (¢ in Bogenmaf
gemessen). Damit ist der gleiche Punkt P in der Ebene R? durch unterschiedliche Ko-
ordinatensysteme eindeutig beschrieben worden (vgl. Abb. 8.7).

a,b sind die kartesischen Koordinaten von P, und 7r,¢ heiflen Polarkoordinaten.
(Der Nullpunkt ist mit Hilfe der Polarkoordinaten nicht eindeutig darstellbar, da der Winkel ¢ hierfiir

beliebig sein konnte.)
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i Abb. 8.7 Der Punkt (a,b) € R?
1 ist mit Hilfe von Polarkoordinaten
r i dargestellt. r bezeichnet den Ab-
| stand zwischen (0,0) und (a,b).
@ |
: -1
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Nach Voraussetzung gilt also
a=r-cosp:= g (r, )
und
b=r-sinp:= ga(r,¢).
Betrachtet man den Punkt P als variabel, (a,b) := (x,y), dann erhdlt man eine
Abbildung
9(r, @) = (91(r,0), 92(r, ©)) = (2, ),
also

g:|R2—>|R2 mit 0< <27 und 0<r < oo.

Wir betrachten jetzt ein Beispiel einer Funktion in kartesischen Koordinaten und in
Polarkoordinaten.

Sei f:R* - R und f(x,y) = 2* + y* wobei der Definitionsbereich von f ein
Kreis mit dem Mittelpunkt (0,0) und dem Radius R sein soll, also D(f) := {(x,y) :
z? +y* < R*}.
Wir stellen jetzt f in Polarkoordinaten dar. Fiir

fla,y) =a® +y?

und
r=r-cosp:=qg(r,p), y=r-sing:= g(r, )
ist

2

f@.y) = Fg1(r.0), 92(r.0)) = (9:(r.9))” + (2(r.9))” =
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r? cos? p + 12 sin? p = 17?(cos® ¢ + sin® @) = r°.
—_—

Abb. 8.8a Abb. 8.8b

In der Abb. 8.8a ist der Punkt P = (x,y, f(z,y)) mit Hilfe von Polarkoordinaten darge-
stellt. In diesem Koordinatensystem ist P durch (r,p,7?) gegeben.

Abb. 8.8b verdeutlicht den Zusammenhang zwischen Definitionsbereich und Graph der
Funktion z = f(z,y) in Polarkoordinaten. In beiden Féllen wurde als Definitionsbereich
ein Kreis mit dem Radius R gew&hlt.

Man vergleiche auch Abb. 8.5, in der dieselbe Funktion dargestellt wird, wobei jedoch der
Definitionsbereich ein Rechteck ist.

Insgesamt haben wir
g:RP=R? f:RR-R = fog:R®=R
Also

(fog)(r,e) = flg(r,¢)) = floi(r, ), g2(r. ) = 1°.
Die Ableitung der verketteten Funktion ergibt sich wie folgt:

(fog)(r,e)=fg(r,p) g (r,e),

[z, y) = (g—i, %)(%y) = (22,2y),

0 0
r, ) = —agr_l ‘3% (r, ) = cosp —rsing
g e 992 0g2 P sinp  rcosp )’

Ir Oy
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Folglich gilt
(fog)(r,e)=f(g(r, ) -g'(r,v) =

CoS © —rsingp) B

(2r cos p, 2rsin ) - (simp r cos

(2r cos @ - cosp + 2rsin g - sinp, —2rsin @ - rsing + 2rsin g - rcos ) =

(2r,0).

Wir berechnen jetzt die Determinante der Funktionalmatrix von g(r, ¢).
9(91,92) ) cosp  —rsing
det <7 r, = =
orp) )

. 7.
singp  rcosp
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