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Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum R"; Funktionen mit meh-
reren Verinderlichen

6.1 Der Raum RR"

Definition. (euklidischer Abstand) 6/1/1
Seien a,b € R".
la—b| 5 " (a; — b;)? heiBt euklidischer Abstand zwischen @ und b.

6.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 6.17 Sei f: R" — R und M C D(f). 6/3/30
Ist f in M stetigund M beschrinkt und abgeschlossen, dann ist f in M gleichmdf$ig
stetig.

Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.3 Integrierbarkeitskriterien

Definition. (Zwischensumme) 9/3/4
Es sei f in [ definiert, 3 = (ag,...,an41) eine Zerlegung von [, und fiir jedes
i=1,...,n sei & € [a;,ai11]-

Dann nennt man 7 = (&, ...,&,) ein Zwischenstellensystem bei der Zerlegung 3, und

Se(,7) = (ais1 — a;) - f(§) heift Zwischensumme von f bei der Zerlegung 3 und
i=0
dem Zwischenstellensystem 7.

9.8 Linge von Kurven

Es sei £ ={f(t):a <t <b} zundchst eine Kurve und 3 = (ag,...,a,41) eine Zerle- 9/8/5
gung von [a,b]. Verbindet man die Bildpunkte f(ag),..., f(a,41) € € von ag,...,ap1

der Reihe nach durch Verbindungsstrecken, dann entsteht ein der Kurve einbeschrie-

bener Polygonzug FPj (vgl. Abb. 9.23). Der Abstand zwischen je zwei ,benachbarten®
Bildpunkten f(a;) und f(a;41) auf der Kurve betragt |f(ai+1) — f(a;))|. Folglich ist

die Lange des Polygonzuges gegeben durch

n

l(PZa) = Z |f(ai+1) - f(ai)"

i=1



Abb. 9.23 Die Abbildung zeigt ei-
ne Kurve im R? mit einem ein-
beschriebenen Polygonzug. Dabei
ist f : [a,] — R® stetig und

= {f(t) : a <t < b} Ist

3 = (ao,...,anyt1) eine Zerlegung
von [a,b], dann liegen die Bild-
R>: punkte f(a;), i = 0,...,n + 1,
auf der Kurve €.
f
R :

Wir definieren jetzt, was unter der Lange einer Kurve zu verstehen ist.

Lemma. FEs sei ¢ eine durch f:[a,b] — R* definierte und stetig differenzierbare 9/8/8

Kurve. Weiterhin sei (3,) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge von [a,b], und (7,)

14

sei eine Folge zugehdoriger Zwischenstellensysteme von (3,). Dann folgt:

Fiir jedes € > 0 gibt es ein vy, so daf fiir jedes v > vy gilt:

UPy) = Syl3,.m)| < &, wobei g(t) = |f'()] =[Sk, (f1(0).

Beweis. Sei 3, = (af,...,a}, ;) und 7, = (£,...,¢;). Dann gilt
‘Z(Pﬁl) - Sg(szu)‘

= i \/Z§1 (f]/( Z))Q -(afyy —af) \/Z f/ fu : ( ajyy — ay)
=0

=3 (Y2 (@) - sk ()| et = )

] — 18]

-(afy; —af), wobei a; = (f (&), fr(&h )
und B = (1€, Fi(&))

=0
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< Z|di _le -(agy, —af)

= ZO JZ% (105 = £4€0)” - (athy — a) = (3),

Nach Voraussetzung sind die Funktionen f; stetigin [a, b], also sind sie auch gleichmé-
Big stetig. Folglich erhélt man:
Fiir jedes €’ > 0 existiert ein 6 > 0, so daB fiir alle flj, & € la,b] mit [ — & <0

gilt: [F4(€5) — FI(€)] < &', also auch (f1(€5) - fi(&1)) < <2

Wé&hlt man vy so groB, da d(3,) <o fiir alle v > 1, dann erhélt man
< Z ] 1 e’ z+1 - azy)
= VR Yl )

i=0

=b—a

= Vk-(b—a).

) =|U(Ps,) = Sy, 7)

Wir wéhlen jetzt
€
/ —_—

& =—.
V- (b—a)
Dann ist

<eVk-(b—a)=Vk-(b— S

1(P3,) = S(3,.7)
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