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Kapitel 8
Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer Verinderlicher
(Einfithrung)

8.3 Der Satz von Taylor; lokale Extrema fiir
Funktionen mit mehreren Verdnderlichen

Es sei jetzt M eine offene Teilmenge von R?, f : R* - R ‘und f € CHL(M). 8/3/10
Weiterhin seien @ = (a1,az), ¢ = a +t-h, wobei ¢t € [0,1], h = (h1,hy) und die
Verbindungsstrecke s(a,b) ganz zu M gehore. Dann ist

o(t) == f(a+th) = f(ay +thy,as + fhy) fiir 0<t <1

eine reellwertige Funktion einer reellen Verénderlichen, deren Ableitung sich gemé&fl der
Kettenregel wie folgt berechnet

= D e s D e,
Ft) = 210 b+ 1) he

Fiir 9 bzw. E)ay schreiben wir kurz D; bzw. D,. Damit ergibt sich
gO/(t) = hl'le + hQ'DQf = (thl + thg)f,

wobei das Argument von f der Einfachheit halber weggelassen wurde.

Fir n =2 ist dann
" (t) = hi(haD1Dyf + haDsDy f) + ho(h1 D1 Do f 4+ hoDaDs f).

Nach dem Satz von Schwarz ist D1 Dsf = Dy D1 f und somit erhélt man fiir D;D; :=
D2, i=1,2,

©"(t) = h2D3f + 2h1hoD Dy f + h3D2f.
In Analogie zur binomischen Formel schreiben wir fiiv h2D? f + 2h hy Dy Do f + h32D2f

im folgenden auch (h;D; + hoDy)? f.
Analog erhilt man fiir ®(¢), 0 <t <1, die Darstellung

M) (t) = (h Dy + haDy) M f.

(Beweis induktiv iiber k)

Ist M CR" offen, f & C™Y (M) und sind @ = (a1,...,a,), a+t-h mit 0 <t <1
und A = (hq,...,hy,) Elemente aus M, deren Verbindungsstrecke ganz zu M gehort,
und ist ¢(t) = f(a+th) = f(ar + thy,...,an + thy,), dann ist

n

P() = hie - f(a+ th).

=1



Schreibt man D, fiir 0 so erhilt man

0@’

Zth und " ( ZthDf

i=1 i,j=1

= (hyDy + -+ h,D,)?f,

wenn man den Satz von Schwarz und eine der binomischen Formel (fir n Summanden)
analoge Schreibweise benutzt.

Induktiv zeigt man schlieflich
go(k)(t) = (hDy+ -+ hnDn>(k)f-

Jetzt sind wir in der Lage, den Taylorschen Satz in {ibersichtlicher Weise zu formulieren.

Beispiel. Sei f(z,y) =¢e"" und a = (a,b) = (0,0).

Dann ist Dy f(z,y) = e*¥ und Dof(z,y) = e*t¥. Folglich ist f beliebig oft ste-
tig partiell differenzierbar und es ist DfD;” f(z,y) = €™ und somit insbesondere
DfD;”f(0,0) =1 fir 4,5 € {1,2}.

Wegen hy =x—0=2x, h =y—0=y und (h1D1+h2D2)(m)f(O,O):(x+y)m gilt
Ty - 1 > Lm m

(Man hétte diese Reihe natiirlich auch anders gewinnen kénnen.)
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