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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.3 Integrierbarkeitskriterien

Satz 9.8 (Riemannsches Integrierbarkeitskriterium)

Sei f in I =la,b] definiert und beschrinkt. Dann gilt: f st in I integrierbar gdw
fiir jedes £ >0 eine Zerleqgung 3 von I existiert, so dafi Sy(3) — S;(3) <e.

Definition. (Zwischensumme)

Es sei f in [ definiert, 3 = (ag,...,an41) eine Zerlegung von [, und fiir jedes
i=1,...,n sei & € [a;,ait11]-
Dann nennt man 7 = (&, ...,&,) ein Zwischenstellensystem bei der Zerlegung 3, und

Se(3,7) = (ais1 — a;) - f(§) heift Zwischensumme von f bei der Zerlegung 3 und
i=0
dem Zwischenstellensystem 7.

Bemerkung. Ist f in [ definiert und beschrinkt, dann gilt fiir £ € [a;, a;41] == [;

stets 12; f(z) < f(€) <sup f(z) und somit auch
el zel;

Sy(3) < S¢(3,7) < S5(3)-

! Abb. 9.8 Die Summe der Fldchen-
inhalte der hervorgehobenen Recht-

R SRS\ G o ecke bildet die Zwischensumme von
FE)F-—-t-t-4--1- ‘

f bei der angegebenen Zerlegung

- 3 und dem Zwischenstellensystem
LS i 7 = (%,...,&n). Die Abbildung

zeigt auch, dafl die Zwischensumme

zwischen der Unter- und der Ober-

summe liegt.

-
a & a1 ... a; & a1 ... an Enantil

Satz 9.9 FEssei f in I =la,b] definiert und beschrinkt. Dann gilt:
f st in I integrierbar gdw fir jede ausgezeichnete Zerlequngsfolge (3,) wund jede
Folge (1,) won zugehdrigen Zwischenstellensystemen T, gilt:

b
Es existiert lim Sy(3,,7,) (und der Limes ist gleich dem Integral /f(x) dx.)
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9.4 Einige Klassen integrierbarer Funktionen

Satz 9.13 Seien f und g in I integrierbar. Dann gilt: 9/4/8
b
(1) Ist h(z) =c firalle x €1, so ist /h(x) dx = c(b— a).

(2) Sind c¢1,c0 € R, soist ¢1- f+cy-g in I integrierbar, und es ist
b

/(cl-f(x) +02~g(x)) der = cl/bf(x) dx—l—cQ/bg(x) dr.

a

(3) f-g istin I integrierbar.

(4) Ist g(x) #0 firalle v € I und ist é beschrankt in I, dann ist é in I

integrierbar.

Zusammen mit (3) erhilt man sofort die Integrierbarkeit von f - 1_ f in T).
g g

(5) |f| istin I integrierbar, und es ist

[ 1w da| < f s

Beweis. (1) und (2) beweist man sehr leicht mit Hilfe von Satz 9.9 unter Benutzung
von Zwischensummen und entsprechenden Grenzwertbetrachtungen.

(3). (Beweis mit Hilfe des Riemann-Kriteriums)

Wir betrachten den Fall: f(x), g(z) >0 in I.

Hierauf lassen sich die restlichen Félle zuriickfithren. Denn nach Voraussetzung sind
f und g in I beschrankt, folglich gibt es eine Konstante d, so dafl

filx):=f(z)+d>0 und g¢;:=g(x)+d>0 in I.

Wenn die Behauptung fiir nicht-negative Funktionen schon gilt, dann ist f;-¢; in [
integrierbar, und es ist

firg=(+d) - (g+d)=f-g+d-(f+g)+d,

und damit ist

frg=h-g—d-(f+g)+d
Nach (1) und (2) ist f-¢g dannin I fiir beliebige f, g integrierbar.
Wir beweisen jetzt die Behauptung fiir nicht-negative Funktionen. Es sei ¢ > 0.
Gesucht ist eine Zerlegung 3 = (ag, ..., an41), so daB Spg(3) — S;,(3) <e.
Fiir eine beliebige Zerlegung 3 mit I; = [a;, a;41] gilt:

510(3) — S(3) = So(ais — ai) - (sup (f(2) - g(a)) — inf (f(z) - g(a)) ).

i—0 z€l; zel;

= (%)
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Wegen f(z), g(z) >0 ist

sup (f(x) - g(x)) < sup f(x) - sup g(x)
{L'EL; :EEIZ' QEEIZ'
‘=Hpy; = Hgy;

und

inf (f(2)-g(x)) = inf f(x)- inf g(z).
v S S
=gy =Ngq

Da f, g in I beschrinkt sind, existiert ein ¢ > 0, so dal Hy;, hy <c.
Folglich ist

sup (f(a:) -g(:c)) - zllellf (f(x) : g(x)) < Hpy-Hy— hyi- hy
= Hfi‘Hgi_Hfi'hgi+Hfi'hgi—hfi'hgi
— —
<c <c
< ¢ (Hgi = hgi) +c- (Hpi = hyi).

Insgesamt gilt also

Srg(3) — Sre(3) = Z(ai+1 —a;) - ()

1=0

> (a1 —a;) - (¢ (Hyi = hyi) + - (Hpi = hyi))

1=0

IA

n

= e (ouns = )y = hy) 0 Do ) (Hys ).

% =0

=54(3)-5,(3) =5¢(3)-54(3)

Nach dem Riemannschen Integrierbarkeitskriterium existieren fiir f und g Zerlegun-
gen 3; bzw. 3, von I, sodaBl S,(3,) —S,(3;) < 2% und Sy(35) — S;(32) < 2%

Wihlt man jetzt 3 als gemeinsame Verfeinerung von 3; und j,, dann ist nach den
obigen Betrachtungen

Stqe(3) —Sp,(3) <c- 2£c Te. Qic .

(4) und (5) beweist man ebenfalls mit dem Riemannkriterium durch geeignete Abschét-
zungen. Der Beweis soll hier weggelassen werden. (3
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