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Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verédnderlichen

7.1 Ableitung
Beispiele.

1. f(z)=c
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Man iiberlegt sich leicht, dafi f fiir jedes a € R differenzierbar und f'(a) =0 ist.

2. f(z) ==
Der Differenzenquotient an einer beliebigen Stelle a € IR ist
f@) - f@) _w—a_,

pla) = r—a x—a

Folglich ist f'(a) =1 fiir jedes a € R.

3. f(z) =22
Behauptung: f'(x) = 2z fiir jedes = € R.
Sei a € R und x # a. Dann gilt

J@=Je) - _(@—a@ta) _ 5
r—a r—a r—a ra

Folglich ist

f'(a) = lim flz) = o) _ 2a.

r—a Tr —a

Die Gleichung der Tangente berechnet sich wie folgt:
t(x) = f(a) + f'(a)(x — a) = a® + 2a(x — a) = 2ax — a*.
Speziell fiir @ =1 ergibt sich dann

y=1t(x) =2x—1 (vl Abb.7.3)
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Abb. 7.3 Die Tangente an der
Funktion f(z) = 22 im Punkt
(1,1) hat den Anstieg 2; sie
schneidet die y-Achse im Punkt

(0,-1).
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4. Essei f(z)= { |x|’ fir 7 < 0 7/1/8/4
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Yy
A
Abb. 7.4 Die Funktion hat an der
|z] z? Stelle = 0 eine sog. Ecke, sie ist
dort nicht differenzierbar.
- T

Behauptung: f ist in a = 0 nicht differenzierbar.
Angenommen, es existiert
f(z)

lim M = lim &2

z—0 x—0 z—0 X

I

dann liefert (M) fir jede Nullfolge (z,,) mit x, # 0 den gleichen Grenzwert.

n

(a) Es gelte zundchst z, >0 und z, — 0.

n

2

Dann ist f(z,) = z; und damit =z, — 0.
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(b) Es gelte jetzt z, <0 und z, — 0.

flan) _ W Ly

Dann ist f(z,) = |z,| und damit

Offenbar existieren rechtsseitiger und linksseltlger Grenzwert des Differenzenquotienten,
aber beide sind verschieden.

5. Essei f(x)=e¢". 7/1/8/5
Behauptung: f/'(z) =e® fiir alle z € R.
Sei a € R und z # a. Dann ist

f@)—fla) e*—e* o %=1 _ 4 eh—1

= = = =c¢ fir h:=2x—a.

T —a T —a T —a h
et —1
g.2.7.. }llli% 5 = 1.
Es ist
=1 1 = h" A
TRl — 2

Diese Reihe ist fiir alle h € R absolut konvergent. Nach dem Lemma zum Identitatssatz
fiir Potenzreihen (Kapitel 4, 4/5/7/2 ) sind Potenzreihen in ihrem Mittelpunkt stetig.
Der Mittelpunkt ist hier 0, folglich gilt fiir jede Folge h, — 0

)= Y =y
o n n—0 (n + 1) V—00
Also
h
Loet—1
R
6. Essei f(x)=sinz. 7/1/8/6
Behauptung: f/'(z) = cosz.
Sei a € R und z # a. Dann ist
f(z) — f(a) _sinz —sina _ o sin 3¢ - cos *3° _
r —a xr—a T — a
z4a S0 r+a sinh . _x—a
cos = e = 008 T n fir h:= 5
Fir x — a gilt h — 0 und umgekehrt.
cos ist stetig, folglich ist glcmé cos L —5 4 — cos @ —5 4 — cosa
. . Sinh o
g.7.7. }ILILI(I) N 1.
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Es ist

Siﬂh_l. - _1\n h2n+l _ - _1\n h2n
o 2 e 2 @

Analog wie im 5. Beispiel ist diese Potenzreihe ebenfalls in ihrem Mittelpunkt 0 stetig.
Folglich ist

sin h R
N = ;113%7;)( VG =t
Also
lim ST = 8Ia _ ooq — gin'g.

r—a Tr —a
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