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Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.2 Das bestimmte (Riemann-) Integral

Definition. (Zerlegung) 9/2/1

3 ist eine Zerlequng (oder Partition) von [
3 ist eine endliche Folge (ag,...,a,+1) von reellen Zahlen ay,...,a,41, so daf
a:=ag<ay <--+<apy1 =D>.

Df

Definition. (Untersumme, Obersumme) 9/2/3

Sei f in [ definiert und beschrinkt.
(1) Sy(3) heiBt Untersumme von f in I bei der Zerlegung 3

n

b 9r(3) = (ain —ai) - inf f(x).

i=0
(2) Sy(3) heiBt Obersumme von f in I bei der Zerlegung 3

n

= Si(3) =) (ait1 — a;) - sup f(z).

i=0 z€el;

Beispiel. Wir diskutieren jetzt ein Beispiel dafiir, dafi das Unterintegral kleiner ist als
das Oberintegral.

Dazusei [ =1[0,1 und f(z)= {2, falls « rational,

1, falls z irrational.
Dann gilt fiir jede Zerlegung 3 von [ und jedes Teilintervall I; = [a;,a;41] C I:

inf f(x) =1 und sup f(z) =

IGI mEQ

Folglich ist

ﬁf(ﬁ) = Z(aiJrl —a;) - Hlf f(x) = Z Qiy1 — Q) = Apy1 — Qo = 1
0

1=0 N ~- , =
und
gf(ﬁ) = Z(ai+1 —a;) - Supf =2 Z Ait1 — = 2.
. xe —
=0 =0

=2

Fiir eine beliebige Zerlegung 3 von I ist also stets S(3) =1 <2 = S;(3).
Folglich ist auch

_/lf(x)dx:1<2:/1f(x)dx

Damit ist die Funktion f in [ nicht integrierbar, und die entsprechende Punktmenge
M Dbesitzt keinen Fliacheninhalt. (siehe auch Abb. 9.6)
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Abb. 9.6 Die Abbildung zeigt (symbo-
lisch) die in der obigen Bemerkung definier-
te Funktion f mit [ = [0,1] und z € I.
Der dort betrachteten ebenen Punktmenge
M= {(zy):0<z<1, 0<y< f(x)}
ist kein Fldcheninhalt zugeordnet.
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