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Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.3 Elementare Funktionen

Satz 5.11 Die Ezponentialfunktion besitzt folgende Eigenschaften:
(1) D(exp) =R.
(2) Fir jedes z,y € R gilt: exp(x +y) = exp(x) - exp(y)
(Funktionalgleichung der Exponentialfunktion).
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(3) exp(0) und exp(—x) xp(a)’
fir © <0 ist 0 <exp(x) <1, wund
fir x>0 ist 1 <exp(z).
(4) exp 1ist streng monoton wachsend
(folglich ist exp injektiv und besitzt eine Umkehrfunktion).

(5) exp(l) =e (e:hm (1+%)n>.

(6) Fir rationale x = i% ist exp(z) =e

o

(fiir irrationale z ist e® bisher nicht definiert!).

(7) exp ist stetig.

Satz 5.12  Fir e* qilt:

(1) lime®* =00 wund lim ¢ =0.

(2) e nimmt jeden Wert y >0 genau einmal an
(= W(e")={y:y>0}=(0,00)).

Satz 5.13 In hat folgende Eigenschaften :
Ine=1, Ine* =2 und e™* = zx.

)

2) In st stetig.
)
)

In1 =0, ln% = —Inuz;
fir 0 <x <1 st lnx <0, wundfir l<z ist 0<Inz.
(5) In st streng monoton wachsend.

(6) Fir rationale r und reelle x >0 gilt: In(z") =7r-lnx
(fiir irrationale r ist 2" noch nicht definiert!).
(7) lim Inz =00, limnz = —oc.

r—00
x>0

Beweis. Der Beweis ergibt sich leicht aus den Eigenschaften von e*.
Als Beispiel zeigen wir (3).

ln(x . y) =Inz +1Iny (Funktionalgleichung des natiirlichen Logarithmus).
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Annahme: In(z-y) #Inx +Iny.

Aus der Injektivitat von e* folgt dann

x -y =M@Y L ghatiny _ e gny — oy ,A/.' Qa
=x =y
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