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Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Definition. (absolute Konvergenz) 4/1/15
> a; ist absolut konvergent = > |as| ist konvergent.

4.2 Assoziativitit und Kommutativitit bei Reihen

Satz 4.15 (Grofler Umordnungssatz) 4/2/20
Essei Y a; eine Doppelreihe, ¢ :IN — INxIN eine Bijektion, und fir o(v) = (i,7)

ij=0
sei b, = a;;. Weiterhin sei Z b, absolut konvergent und Z b, =0b. Dann gilt:

v=0

(1) Jede Zeilenreihe > a;; == Z; konvergiert absolut.
=0

(2) Jede Spaltenreihe > a;; :=S; konvergiert absolut.
=0

(3) Die Reihen ZZZ- und ZSj konvergieren absolut, und es ist

=0 7=0
> Zi=3 (Yay) =3 (Yay) =2 8=b
=0 =0 7=0 7=0 =0 7=0

Beweis. Sei |b,| = 8,. Nach Voraussetzung konvergiert »_ f,; es sei Y f, =S

v=0
Wegen [, > 0 ist die Summe je endlich vieler 3,,,...,03,, stets < 3. Damit erhélt
man

(1). > lay] < B fiir alle n. Folglich ist Z; =) a;; absolut konvergent.

j=0"" j=0
= Bu

(2). Weiterhin ist » |a;;| < 3 fiir alle m. Damit ist auch S; => a;; absolut kon-
i=0 =0
vergent.

(3). Esist auch Y > |ay| <3 fiir alle m,n.

i=0 j=0

Nach Behauptung (1) existiert lim > laij| :== ;. Folglich ist

ar
m n m ! n m
Tim > 0> al =) lim Y ai| = < B
i=0 j=0 i=0 =0 =0
[ —

<p



Weiterhin ist
oo
12| = > ay
=0
Also gilt stets

SNNZiI <> a; <.

=0 1=0

Folglich ist Z Z,; absolut konvergent.

n n
= lim ‘ d ai;| < lim Y a| =«
n—oo n—oo
j=0 7=0

Analog zeigt man die absolute Konvergenz von Z Sj.

Esseinun € > 0. Dann existieren nach Voraussetzung bzw. nach den obigen Ausfithrun-
gen natiirliche Zahlen ny,no, so daf fiir alle n > n; und alle £ > 0 gilt:

|b1+---+bn—b|<% und

57124—1 oot Bn2+k < % (*)
Sei ny = max{ny,ns}. In der Aufzéhlung ¢(0),¢(1),...,¢(ne) kommen nur endlich

viele Paare (i,7) € INxIN vor. Folglich existiert ein myg, sodafl ¢(0),...,¢(ng) schon
in der Menge {(i,7) : i <mg, j < mp} auftreten.

Wahlt man m,n > mg, dann ist

‘ZZCLU b’ |b1+ bo_b—i_r‘a

=0 7=0
wobei 7 eine endliche Summe ist, die aus gewissen Gliedern a;; := b, besteht, deren
Indizes v grofler als ng sind.

Wegen () folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung |[r| < §. Also erhélt man fiir alle
m,n > ng:

3>y = b < bt bog — bl [ <2 ()
=0 j=0
Fiir n — oo in (%*) erhilt man

\Zz%—b[ ‘ZZ —b)<s

=0 5=0

(Die Konvergenz der inneren Reihe ist schon nachgewiesen.)

Fiir m — oo entsteht
1> Zi-bj<e = > Zi=b
i=0 i=0
Wegen > > a;; =Y > a; erhilt man aus (xx) analog
i=0 j=0 =0 j=0

j=0 Jj=0

64



	Unendliche Reihen
	Konvergenz von Reihen
	Definition: absolute Konvergenz

	Assoziativität und Kommutativität...
	Satz 4.15 (Großer Umordnungssatz)
	Beispiel



