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Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Beispiel. (Geometrische Reihe)
Sei |a] <1 und a #0.

Dann konvergiert Z a' gegen (3 a’ heift geometrische Reihe).
=0

Beweis. Fir S, =14+a+---+a" ist
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1—a’

Sp(l—a)=0+--+a"V1l—-a)=1+---+a"—(a+ - +a"™)
=1—qg".
Hieraus erhalt man
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Damit ist der Wert der n-ten Partialsumme berechnet.
Wegen lima"™ = 0 erhilt man aus den Eigenschaften konvergenter Folgen
(vgl. Beispiel 2 in Kapitel 3, vor dem Satz 3.2)

n+1) — 1

. s 1_an+1_ 1 T B
nh—{gosn_r}l—»rgo l—a 1-—a nh—{{olo(l a 1—a’

=1

Also

- i1
ga C1l—a

Satz 4.4 FEs seien Zai, Zbi konvergent und a, b € R.
Dann ist Z(a-ai +b-b;) konvergent und Z(wai +b-b) =a- Zai +b- Zbi.

Satz 4.8 (Majorantenkriterium)
E's seien Zai, Zbi Reihen mit nicht-negativen Gliedern, und es sei Zbi eine Ma-
jorante von Zai. Dann gilt:

(1) Ist Y_b; konvergent, so ist auch »_ a; konvergent.

(2) Ist Y a; divergent, so ist auch » b; divergent.

Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum R"; Funktionen mit meh-
reren Verinderlichen
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6.1 Der Raum RR"

Definition. (metrischer Raum) 6/1/10

Essei IM eine nicht-leere Menge und o: MxIM — R (d.h., fiir a,b € M ist o(a,b) € R),
so daf} fiir alle a,b,c € M gilt:

(1) o(a,b) >0, und p(a,b) =0 <= a=0.

(2) o(a,b) = o(b,a). (Symmetrie)

(3) o(a,b) < o(a,c)+ o(c,b). (Dreiecksungleichung)

Dann ist ¢ eine Metrik oder Abstandsfunktion in IM, und das Paar (IM,p) heifit
metrischer Raum.

6.2 Funktionen mit mehreren Verinderlichen

Definition. (Stetigkeit in metrischen Riumen) 6/2/2
Sei f:M; — My und a € M.
f istin a stetig
5 @ € D(f) und fiir jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0, so daB fiir jedes = € D(f)
gilt:  Wenn o;(z,a) <9, so 02(f(2), f(a)) <e.
(Andere Formulierung: Wenn z € Us(a), so f(z) € U.(f(a)).)

Ubungsaufgaben
5. Es sei M die Menge aller Folgen t = (to,t1,ts,...) aus Nullen und Einsen.
Fir s = (so,s1,82,...) und t = (to,t1,ta,...) aus M sei

_ti‘

plot) =3 e

Die Abbildung f: M — M sei definiert durch f( (¢o,t1,%2,...)) = (t1,t2,t3,...).

(a) Zeigen Sie, dal die Reihe (%) konvergiert und p eine Metrik auf M ist.
(b) Berechnen Sie den Abstand von s = (0,0,0,...) und ¢=(0,1,0,1,...).

(c) Zeigen Sie

i. Wenn s; =1¢; fir i=0,...,n, so p(s,t)ﬁ%n.

ii. Wenn n>1 und p(s,t)ﬁ%n, so s;=t; fir i=0,...,n—1.

(d) Untersuchen Sie, ob die Abbildung f stetig ist.
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