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Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.2 Assoziativitit und Kommutativitidt bei Reihen

Definition. Es sei Z a, eine Reihe.

n=0
Z b; entsteht aus Z a, durch das Setzen von Klammern
i=0
= Es gibt eine streng monoton wachsende Folge (n;)i—0.1.2....
von natiirlichen Zahlen, so daf} gilt:
bo =ap+ "+ an,

blzan0+1+...+a‘n17

Df

bi—‘rl - ani—&-l + tre + anH_l’

Bemerkung. In der Ausgangsreihe werden gewisse aufeinanderfolgende Glieder durch Klammern zu-

sammengefaft.

Satz 4.11 In einer konvergenten Reihe kénnen Klammern beliebig gesetzt werden, ohne
das Konvergenzverhalten und den Wert der Reihe zu verdndern.

(D.h., fiir konvergente Reihen gilt das allgemeinste Assoziativgesetz.)

Beweis. Sei Z a, konvergent, Z a, = a, und sei Z b; durch das Setzen von Klam-

m
mern aus Zan entstanden. Weiterhin sei S, = Z a, und
n=0

:=bo bm

Offenbar ist (S!)) = (S,,,) eine Teilfolge von (S,,). Wegen S,, — a konvergiert auch

(S,) als Teilfolge von (S,,) gegen a; also S, —a = > bj=a. [
i=0

Bemerkung. In einer beliebigen Reihe diirfen Klammern nicht immer gesetzt oder
weggelassen werden, ohne das Konvergenzverhalten zu verdndern.

Beispiel. > 0=0+4+0+0+---=(1—-1)+(1—=1)+ (1 —1)+--- ist konvergent.
=0
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Weglassen der Klammern in der letzten Reihe liefert 1 —1+1—1+---, also eine

divergente Reihe.

Geht man von der divergenten Reihe » (—=1)'=1—1+1—1=%-- aus, dann diirfen
i=0

hier nicht beliebig Klammern gesetzt werden, denn z.B. (1 — 1)+ (1 —1) + -+ macht

aus der urspriinglich divergenten Reihe eine konvergente.

Wir haben schon gezeigt, dafl konvergente Reihen nicht beliebig umgeordnet werden
diirfen (vgl. Beispiel 2 := 4/1/30/2). Mit Hilfe einer Definition sollen die Reihen hervorge-
hoben werden, bei denen dies erlaubt ist.

Definition. (unbedingte Konvergenz)

o0
Es sei Z a, eine Reihe und f : IN — IN eine Bijektion (oder auch Permutation von IN).

n=0
Dann ist Z afn) durch Umordnung aus Zan entstanden.
n=0
Z a,, hei3t unbedingt konvergent

5; Jede durch Umordnung aus Z a, entstandene Reihe ist konvergent.

Satz 4.12 FEine absolut konvergente Reihe konvergiert unbedingt und zwar immer gegen
denselben Wert.
(D.h., fiir absolut konvergente Reihen gilt das allgemeinste Kommutativgesetz.)

oo

Beweis. Sei Zan absolut konvergent, Zan =a und f : N — IN eine Permuta-
n=0

tion von IN.

Behauptung: Zaf(") konvergiert gegen a.

n=0
z.z.: Fiir € >0 gibt esein n*, so daB fiir jedes n > n* gilt: |ago) + -+ apm) —a| <e.
Es sei
Sm=> an, Sy = apn und Sy =" la,l
n=0 n=0 n=0

Nach Voraussetzung ist (S/7) konvergent. Folglich gilt nach dem Cauchy—Kriterium:
Es existiert ein ng, so daf fiir jedes n > ng und jedes k> 1:

\anﬂ\ + -+ ‘an+k| < %
Da k£ beliebig ist, erhédlt man daraus fiir je endlich viele nq,...,n;, die siémtlich gréfler

als ng sind:
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‘an1‘+"'+|am| < %

Nach Voraussetzung gilt weiterhin: Es existiert ein mg, so dafl fiir jedes n > my :

|Sy —al < %
Sei ko = {ng,mo}. Da [ eine Permutation von IN ist, kommen 0,1,...,ky unter
den Elementen f(0), f(1), f(2),... vor. Sei nun n* so grofl gewdhlt, dafi 0,1,..., ko
schon unter den Elementen f(0),..., f(n*) vorkommen.

g.z.z.. fur m >n* gilt: |S), —al <e.
S = a0) + - F agem) = Qo+ akg + A o0+ aga;

wobei  {f(i1), -+, f(@a)} ={f(0), ..., f(m)} ~{0,...,ko}; insbesondere ist
f(Zj) > ko fir j=1,...,L

Dann ist
1S), —al = lag+ -+ ag, + age) + -+ ape) — al
< lag + -+ 4 agy — a| + |agay) + - A apa)l

< Sk — al +lapuy| + -+ lagayl <e. QO
—_——

€
<§ <

o

Satz 4.13 (Umordnungssatz von Riemann)
Ist Z a, konvergent und nicht absolut konvergent, dann existiert fir jedes ¢ € R bzw.

fiir ¢ = 400 eine Umordnung Zbi von Zan, so dafs Zbi =c.

Beweis. Die Konvergenz von Z a, bewirkt, dafl a, — 0.
Setzt man

—a, fiur a, <0,

und - a ::{ 0 fiir a, >0,

n

ot = {an fir a, >0,
10 fiir a, <0,

dann ist offenbar

a, =al —a, und |a,| =a' +a,.

Da Z a, nicht absolut konvergiert, sind die beiden Reihen Zcﬁ und Z a, diver-

gent. Wiren beide Reihen konvergent, so ist wegen |a,| = a;f + CLT_:L nach Satz 4.4 auch
> |a,| konvergent. 'A/ !

Wire eine der beiden Reihen konvergent, etwa Za:[ und die andere divergent, so
erhilt man wiederum nach Satz 4.4 aus a, =a, —a, die Konvergenz von Y a;
hieraus ergibt sich erneut ein Widerspruch.
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Da af und a, stets nicht negativ sind, divergieren beide Reihen bestimmt gegen +oc.
Dies nutzen wir aus, um die Behauptung des Umordnungssatzes zu beweisen.

Es sei zunéchst ¢ € R und ¢ > 0 (den Fall ¢ < 0 behandelt man analog). Induktiv
definiert man Folgen (Sm), (S,'ny), deren Glieder aus je endlich vielen ausgewéahlten
Summanden von » a; bzw. > a, bestehen. Wir geben hier nur an, wie man vom

nullten zum ersten Folgenglied kommt, der eigentliche Induktionsschritt ist daraus klar
ersichtlich.

1. Es seien ng,mg € N, so dafl

no—1 no

Y af <c<d af =85, und

i=0 i=0
mo—1 mo

Sng— Y, a; >¢> 8, =Y a; =5, .
i=0 i=0

2. Fiir den néchsten Schritt seien nq,m; € IN, so dafl

ni—1 ni

S+ Y. af <e< S, + > af =5, und
i=no+1 i=ng+1
m1—1 mi

Smp— >, a; >¢>8,, — > a =5, .
i=mo+1 i=mo+1

Bei jedem Schritt wird wenigstens ein Glied aus jeder der beiden Reihen Za: und
> a, verbraucht.

Wir betrachten jetzt die folgende Umordnung der Ausgangsreihe Z Gy, (wobei die auf-
+

grund der Definition von a; und a; ,kiinstlich“ eingefiihrten Nullen ersatzlos gestrichen werden

konnen, ohne das Konvergenzverhalten und den Wert der Reihe zu verédndern):

o0
— ot + — -
Yobi=aj +-+al —ag —--—a,, +
=0
- + - -
ano+...+an1_almo_..._almlj:...

und beweisen, dafl Z =c.

=0
Aus der Definition von (Snu), (S;ny) folgt unmittelbar, daf stets
0<S, —c<a; ud 0<c—25, <a, .

Wegen a, — 0 ist lim S, =c= lim 5}, .

V—00

Ist SF:= Z b; eine beliebige Partialsumme von Z b;, dann gibt es offenbar ein k €

i=0
IN, so daf3
Sy, < Sy < S, oder S) < Sr< S, .

Folglich ist  lim ST = ¢ = > b
i=0
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Es sei jetzt ¢ = o0 (fiir ¢ = —oco verliuft der Beweis analog).

Wegen a, — 0 ist |a,| < & fiir fast alle n. Es geniigt eine Umordnung b

oo

von Z a, anzugeben, die bestimmt gegen oo divergiert; die fehlenden Summanden
n=k

ao, . ..,a, konnen an den Anfang der Reihe gesetzt werden, ohne das Divergenzver-

halten der Reihe zu beeinflussen. (Aus technischen Griinden werden auch hier wieder, wie im

vorhergehenden Fall, Nullen eingefiigt, die man ersatzlos streichen kann.)

o o0 oo
Es ist = = dy.
sist Y ap nz::()w nz:%n

n=~k O
‘=0n

Sei ng die kleinste natiirliche Zahl, so dafl
no
._ +< 3
Uy := ;di > 5
und n; die kleinste natiirliche Zahl, so daf3
ny
._ +< 3
Ul.—'z d; 22 Uusw.
i=ng+1
Solche Zahlen gibt es, da Z d} bestimmt gegen oo divergiert.
Wegen |d;| < i fiir alle ¢ ist stets U; —d; > 1.

Die Umordnung
Yobii=dli+o+d) —dy +df o+ d) —d £
=0

= Up—dy + Uy —dy -

leistet das Verlangte. Denn ist S, = ibi eine beliebige Partialsumme von Zbiv
dann gibt es offenbar ein maximales k iEZ(I)N, so daf
Sm=Uy—dy +---+ U —d, oder
Sm=Up—dy +- + Uy —dy +df ;+---+d.
Wegen d >0 ist S,, >k + 1. Hieraus folgt schlieflich S,, — cc. a

Satz 4.14 (Multiplikation unendlicher Reihen)
Vorausseztungen:

o0 oo
(1) Es seien Z A, Z b, absolut konvergent und Zam =a, an =b.
m=0 n=0
(2) f sei eine Bijektion zwischen N und IN x IN.
(Die Existenz einer solchen Bijektion weist man mit dem 1. Cantorschen Diagonalverfahren
nach).

(3) Fir jedes i € N sei f(i) = (mi,n;) und ¢; = am,by,.
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Behauptung:

Zci 1st absolut konvergent, und es ist Zci = ( Z am> . (Z bn) =qa-b.
=0 =0 m=0 n=0
Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl Z c; absolut konvergiert. 4/2/14

g.z.z.. Die Folge der Partialsummen von »_|¢;| ist nach oben beschrénkt.

Nach Voraussetzung existiert fiir jedes i € IN genau ein Paar (m;,n;) € N X IN, so
da f(i) = (mi, ), also ¢; = am,by,.

Wir bilden

k k
S =Y lei] =D |ambn,| = (%).
i=0 =0

Sei | = max{mo,...,my, ng,...,ng}. Die Summanden aus (x) kommen unter den
Summanden aus |agbo| + - - - + |a;bj| + - - - + |ayby| vor, wobei i, j <.
Dann ist

Sk = (%) < laobo| + -+ - + |ab;| + - - - + |aibi]

= (Jaol + - +a] ) - (fbol + - + b ) = S - 57"
—_————
=5 =Sl
Da > |as|, Y |b:i| nach Voraussetzung konvergieren, sind (S),), (S)/) beschréinkt. Folg-
lich ist (S -S/) beschrankt und somit ist auch (Si) beschrankt. Hieraus ergibt sich
die Konvergenz von »_|¢;| und damit die absolute Konvergenz von » ;.

Behauptung: Z c;=a-b.

Da Z ¢; absolut konvergiert, ist jede Umordnung von Z ¢; ebenfalls konvergent und
zwar gegen den gleichen Wert.

Wir betrachten eine spezielle Umordnung und Zusammenfassung bestimmter Summan-
den:

= b, = aoby +(aobr + arby + arbo) + - -
gc ZCL On,; Qg 0+(6L0 1+ aib; + ay 0)+ +

1=0 7y 7
=cg =c

(aobi—i—albi—l—---—i—aibi—{—aibi_l+---+aib0)+---

pam——i
= Ci

Es seien



Dann gilt fiir die oben angegebene Umordnung: S; = S’* - S **.
Wegen S'* —a, Sy —0b gilt S:=85"-S* —a-b, also

Zci:a-b:(Zam)~(an). a

Bemerkung. Da bei absolut konvergenten Reihen die Reihenfolge der Glieder keine
Rolle spielt, kann in der Produktreihe ch = (Zao . (ij) eine geeignete Rei-

henfolge ausgezeichnet werden. Dies fithrt zum sog. Cauchyprodukt.

Definition. (Cauchyprodukt)
Z ¢, ist das Cauchyprodukt der Reihen Zai und ij

n=0 i=0 j=0

n
ﬁ Cp = Z aibj :Zaibn_i.
=0

1+j=n

Es gilt also:

Yen=(Xa) (Xh)

= aobo + (aobl + albo) + (aobg + (Zlbl + a2b0)+

(aobg + (Ilbg + Clzb1 + agbo) + -

n

= i (Zaibn—l) (fiir j=n—1).

n=0 =0

Beispiel.
Das Cauchyprodukt von absolut konvergenten Reihen ist wieder absolut konvergent.
Es sei |a| < 1. Dann ist ;a absolut konvergent und Y a' = T—a
Folglich ist

So-(5) (E)-

— — — (1 —a)?
n= 1= J=
——
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o0

:ian-( > 1):2(71—1—1)-(1".

n=0 i+j=n n=0
——
=n+1
Also
°© 1
)oa"=—.
D (e

Offenbar ist |n-a"| < |(n + 1) - a"|. Folglich ist > (n+1)|a|® eine konvergente
Majorante von Y _n|a"|. Dann ist » n-a" absolut konvergent, und damit gilt

n+1)-a"=> a"=> n-a"
n=0 n=0 n=0

— 1
- (1,a)2 l—a
Folglich ist

B gt — 1 1 :1—(1—a): a
RZ::O” 1-a? 1-a (-a? (1-a

Auf diese Weise erhilt man neue Beispiele fiir absolut konvergente Reihen.

Wir befassen uns jetzt noch kurz mit sogenannten Doppelreihen. Dazu sei

Qoo Qo1 Qo2

(a ) | @10 @11 Q12
mn azo Q21 A2

eine ,unendliche Matrix“. Eine Matrix dieser Art nennen wir auch Doppelfolge. Die

Doppelfolge (@) konvergiert gegen a, wenn fiir jedes € > 0 ein ng existiert, so dafl
fir alle m,n > ngy gilt: |am, —al <e. Bez.: lim a,,, =a

m,n— 00

Es sei jetzt

S =YD aig = (aoo + -+ + aon) + (@10 + -+ arp) + -+ A (Ao + -+ + An)-
i=0 j=0

Dann heif3t (analog wie bei der Definition von Reihen) die Doppelfolge (S,,,) auch Doppelreihe.
Bez.: (Spn) = Z oty
i,j=0
Die Doppelreihe konvergiert gegen a, wenn (S,,,) gegen a konvergiert.

[o.¢]
Bez.: m}TILILlOO Syn = .ZO aij = a
Z?]:
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Es erhebt sich nun die Frage, ob man den Limes lim S,,, (falls er existiert) auch so

m,n— o0

oo
berechnen kann, indem man zunéchst die Zeilensummen b; := Zaij bildet und an-
§=0
schliefend die unendliche Summe der b; betrachtet (falls diese Reihen konvergieren; eine
entsprechende Frage konnte auch fiir die Spaltensummen gestellt werden). Unter gewissen Voraus-
setzungen kann der Limes tatséchlich so bestimmt werden. Aufschlufl dariiber gibt der
folgende Satz.

Satz 4.15 (Groffer Umordnungssatz)

Es sei Z a;; eine Doppelreihe, ¢ :IN — INxIN eine Bijektion, und fir ¢(v) = (i,7)
ij=0

sei b, = a;;. Weiterhin sei Z b, absolut konvergent und Z b, =0b. Dann gilt:
v=0

(1) Jede Zeilenreihe > a;; == Z; konvergiert absolut.
=0

(2) Jede Spaltenreihe »_ a;; = S; konvergiert absolut.

i=0
(3) Die Reihen Y Z; und »_S; konvergieren absolut, und es ist
i=0 j=0
> Zi=> (Xay) =Y (D ay) =X 5=t
i=0 =0 j=0 J=0 =0 =0

Beweis. Sei |b,| = (,. Nach Voraussetzung konvergiert Zﬁy; es sei Z 6, =73
v=0
Wegen (3, > 0 ist die Summe je endlich vieler 3,,,...,3,, stets < 3. Damit erhélt

—0~~ j=0

(2). Weiterhin ist » |a;| < 8 fiir alle m. Damit ist auch S; = a;; absolut kon-
i=0 1=0
vergent.

(3). BEsistauch Y > |a;| < fiir alle m,n.

i=0 j=0

Nach Behauptung (1) existiert lim > lai| == ;. Folglich ist
=0

m n m n m
Tim > 0> agl =) lim Y ay| = < 5.
i=0 j=0 i=0 =0 =0
[ —
<3

71

4/2/20

4/2/21



Weiterhin ist
oo
12| = > ay
=0
Also gilt stets

SNNZiI <> a; <.

=0 1=0

Folglich ist Z Z,; absolut konvergent.

n n
= lim ‘ d ai;| < lim Y a| =«
n—oo n—oo
j=0 7=0

Analog zeigt man die absolute Konvergenz von Z Sj.

Esseinun € > 0. Dann existieren nach Voraussetzung bzw. nach den obigen Ausfithrun-
gen natiirliche Zahlen ny,no, so daf fiir alle n > n; und alle £ > 0 gilt:

|b1+---+bn—b|<% und

57124—1 oot Bn2+k < % (*)
Sei ny = max{ny,ns}. In der Aufzéhlung ¢(0),¢(1),...,¢(ne) kommen nur endlich

viele Paare (i,7) € INxIN vor. Folglich existiert ein myg, sodafl ¢(0),...,¢(ng) schon
in der Menge {(i,7) : i <mg, j < mp} auftreten.

Wahlt man m,n > mg, dann ist

‘ZZCLU b’ |b1+ bo_b—i_r‘a

=0 7=0
wobei 7 eine endliche Summe ist, die aus gewissen Gliedern a;; := b, besteht, deren
Indizes v grofler als ng sind.

Wegen () folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung |[r| < §. Also erhélt man fiir alle
m,n > ng:

3>y = b < bt bog — bl [ <2 ()
=0 j=0
Fiir n — oo in (%*) erhilt man

\Zz%—b[ ‘ZZ —b)<s

=0 5=0

(Die Konvergenz der inneren Reihe ist schon nachgewiesen.)

Fiir m — oo entsteht
1> Zi-bj<e = > Zi=b
i=0 i=0
Wegen > > a;; =Y > a; erhilt man aus (xx) analog
i=0 j=0 =0 j=0

j=0 Jj=0
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Korollar. FEs sei Z a;; eine Doppelrethe, ¢ : N — IN x IN eine Bijektion, und fiir

i,j=0
o(v) = (i,§) sei b, :=a;;. Weiterhin sei jede Zeilenreihe Y _ a;; absolut konvergent,
=0

> lay| ==y, und die Reihe > «; sei ebenfalls konvergent. Dann gilt:
=0

(1) D b, ist absolut konvergent.
v=0

(2) Mit b:=>_b, gelten auch die Behauptungen (2)—(4) aus dem vorhergehenden
v=0
Satz 4.15.

n

Beweis. Es sei Z |b,| eine Partialsumme von Zby. Dann gibt es eine Zahl k,

v=0
so daB alle Paare ¢(0),...,¢(n) in der Menge {(i,7) : ¢ < k, j < k} vorkommen.
Folglich ist

n k k k oo k 0o

Dol <> ail <303 layl =D ai <

v=0 i=0 j=0 =0 j=0 =0 =0
———

=y

Dann ist die (monoton wachsende) Folge der Partialsummen von » |b,| nach oben be-
schriankt und folglich absolut konvergent. Damit sind alle Voraussetzungen von Satz 4.15
erfiillt und das Korollar bewiesen. a
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