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Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.1 Konvergenz von Folgen

Definition. 3/1/2

(1) (an) konvergiert (oder ist konvergent) in IR

= Es existiert ein a € R, so dafl (a,) gegen a konvergiert.

(2) (a,) divergiert (oder ist divergent) in IR
= (ay) ist nicht konvergent in R.

Df
Beispiel. (Definition der Fulerschen Zahl e) 3/1/35
. . l n
Sei a, = (1+n> )

Behauptung: (a,) ist streng monoton wachsend und beschriankt. (Dann ist (a,) nach
Satz 3.8 konvergent.)

z.z.. 1. a, < ap,1 fir jedes n und
2. (ay) ist beschrénkt.

a
Zul. gz.z.: Ziﬂ > 1 (denn alle a, sind positiv).
n
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(und die letzte Ungleichung gilt offensichtlich).

Also a, < anyq fiir jedes n, und damit ist (a,) streng monoton wachsend.

Zu 2. (a,) ist beschrinkt.
Offenbar ist a; = (1 + %)1 =2<a, fir jedes n.
Weiterhin ist
=1+ 4) < (14 )" (14 1) = (14
>1

Es geniigt zu zeigen, daf die Folge (b,) streng monoton fillt.

g.7.7. bb" > 1 (denn alle b, sind positiv).
n+1

Der Beweis hierzu verlduft dhnlich wie fiir (a,), er wird als Ubungsaufgabe gestellt.
Damit haben wir
B 1\2 -
b, = (1 + T> =4 > b, fiir jedes n.
Also
2<ap < apiq < bpig < b, < 4.

Dann ist (a,) monoton wachsend und beschrinkt, also konvergent und (b,) monoton
fallend und beschriankt, und somit auch konvergent.

Folglich existieren Zahlen e und ¢, so dafl

1

1 n+1
= ) =¢.
n

hm(1+ )n:e und lim(1+ﬁ

Behauptung: e = ¢€'.
Annahme: e # €.
Dann ist ¢ :=|e — ¢€/| > 0, und folglich gilt fiir hinreichend groe n
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Folglich ist e =le —¢€/| <¢ 'A/ !

Also e =¢€.

Satz 3.10 (FEigenschaften konvergenter Folgen) 3/1/43
Es seien (ay,), (b,) konvergente Folgen und c, d seien reelle Zahlen. Dann gilt:

1) (c-ay,) ist konvergent und lim(c-a,) = c-lima,.

(
(2) (an + by) ist konvergent und lim(a, + b,) = lima,, + lim b,.
(3) (ap -by) ist konvergent und lim(a, - b,) = lima, - limb,,.
nd alle und 15t lim ann 15t | — onvergent un
4) Sind alle b, #0 und ist limb, #0, d blk d
1 1 !
lim E limb,,”

(4") Sind alle b, #0 wund ist limb, # 0, dann ist (Z—”) konvergent

a, _lima, "

b, ~ limb,’

(5) (Jan|) ist konvergent und lim|a,| = |lim a,|.

(6) Ist a, <b, firjedes n, dann ist lima, < limb,.
Ist insbesondere a, < d bzw. d <b, fir jedes n, dann ist lima, <d
bzw. d <limb,,.

und lim =%

Ubungsaufgaben
15. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte (falls sie existieren):
1 3n+1 2 n?
(a) Jim (1 + o (b) nh_}ngO <n2 1
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