Wolter/Dahn: Analysis Individuell (¢)Springer 2000 331

Kapitel 10
Ausblicke auf die Integralrechnung fiir Funktionen mit mehre-
ren Verdnderlichen

10.1 Doppelintegrale

Definition. (einfacher Bereich)
Es seien [a,b],[c,d] Intervalle in R.

1. B ist ein z-einfacher Bereich (iiber [a, b))

Es gibt Funktionen ¢(z),v(z) : [a,b] — R, so daB gilt:

(a) ¢,1 sind stetig in [a, b],

(b) p(z) < ¢(x) fir jedes x € [a,b],

(c) B:=={(z,y): a<z<b und p(z) <y <¢(x)} (vgl. Abb.10.4).
2. By ist ein y-einfacher Bereich (iiber |[c,d])

Es gibt Funktionen ¢1(y),¥1(y) : [¢,d] — R, so daB gilt:

(a) 1,11 sind stetig in ¢, d],

(b) @1(y) < ¢i(y) fiir jedes y € [c,d],

(c) By :={(z,y): ¢1(y) <2 <¢1(y) und ¢ <y <d} (vgl Abb. 10.5).
3. B ist ein einfacher Bereich

= B ist z-einfach oder y-einfach.
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Abb. 10.4 Die Abbildung zeigt einen Abb. 10.5 Die Abbildung zeigt einen
z-einfachen Bereich B. y-einfachen Bereich B;.

Bisher ist das Integral nur {iber Rechteckbereichen D = [a,b] X [c,d] definiert. Wir
werden die Definition jetzt auf einfache Bereiche erweitern. Dazu sei zunichst B ein
x-einfacher Bereich (fiir y-einfache Bereiche erfolgt die Definition analog), und f(z,y) sei eine
in B definierte und stetige Funktion.

B sei mit Hilfe der in [a,b] stetigen Funktionen ¢(x),1(x) gegeben, und D sei so
gewihlt, dal B C D, also B:={(z,y): a <z <b und c<pr) <y<y(z)<d}.

Durch den folgenden ,, Kunstgriff“ wird der Definitionsbereich von f auf D erweitert
(vgl. Abb. 10.6).
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Abb. 10.6 In dieser Abbildung wird
ein z-einfacher Bereich B dargestellt,
der in einem Rechteck D eingeschlos-
sen ist. Auf B ist eine Funktion f(z,y)
definiert, die auf D zu f*(z,y) erwei-
tert wird. Fixiert man ein zy € [a,],
dann gilt entsprechend der Definition
von ¢ und ¢ stets: f*(xg,y) =0, falls
c <y < p(xg) oder Y(zp) <y <d und
f*(xo,y) = f(xo,y), anderenfalls.

Man {iiberlegt sich leicht, dal B kompakt ist, denn B ist offensichtlich beschrankt,
und der Rand von B gehort zu B. Nach Voraussetzung ist f in B stetig, also
auch beschrankt. Folglich ist f* in D definiert und beschréinkt, aber dort nicht mehr

unbedingt stetig.

Definition. (Integral iber einfachen Bereichen)

Abb. 10.7

Die Abbildung zeigt die Funk-
tion f(z,y), die zunichst nur
in dem y-einfachen Bereich B
definiert ist. Mittels der obigen
Definition von f* wird f(z,y)
ytrivial“ auf den Rechteckbe-

reich D zu f*(x,y) erweitert.

Es sei B ein einfacher Bereich und D ein entsprechender Rechteckbereich, so dafl
BCD. f(r,y): B— R seiin B stetig und f* wie oben definiert.

f istin B integrierbar = f* istin D integrierbar, und

Df
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[ 1@ yydedy 5[] 1(e,y) dudy.

// f(z,y) dedy heifit dann Doppelintegral (oder kurz Integral) iber B.
B

Bemerkung. Die obige Definition des Integrals iiber einfachen Bereichen erfafft nur
einen Spezialfall, gewohnlich wird das Integral allgemeiner definiert, worauf wir hier
allerdings verzichten.

Ist f(x,y) in dem einfachen Bereich B stetig und nicht negativ, dann wird der rdum-
lichen Punktmenge M = {(x,y,2): (z,y) € B und 0 <z < f(z,y,2)} durch

V.= // f(z,y)dxdy ein Volumen zugeordnet (siehe Abb. 10.7).
B
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