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Kapitel 10
Ausblicke auf die Integralrechnung fiir Funktionen mit mehre-
ren Verdnderlichen

10.1 Doppelintegrale

Definition. (Untersumme, Obersumme) 10/1/1
(1) ﬁf(_) heif}t Untersumme von f bei der Zerlegung 3

bt Z Z Gir1 = ai)(cje1 = ¢;) - inf f(Z Z > Dij-h

=0 5=0 075=0
(2) S (3) heifit Obersumme von f bei der Zerlegung 3
Df Z Z Ai41 — C;+1 - C]) © Sup f(f) = ZZ Dij : Hij-
i=0 j=0 IS i=0 j=0

Abb. 10.2 D sei wie in Abb. 10.1
zerlegt. Uber den Teilrechtecken
D;; werden jeweils Quader mit
den Hohen h;; := inf ,

en Hoéhen hy; (%yl)neD f(z,y)

ij
bzw. H;;:= sup f(x,y) errich-
(z,y)€D;;
tet. Offenbar ist stets h;; < Hj;.

Bildet man die Summe der Volu-

men der Quader mit den jeweili-

gen Hohen h;; bzw. H;;, dann

erhalt man die Untersumme bzw.

die Obersumme von f bei der ent-

sprechenden Zerlegung.

Satz 10.1 FEs sei f in D definiert und beschrinkt und 3,3, 3y, 3o seien belicbige 10/1/3
Zerleqgungen von D. Dann gilt:

(1) 5,(G) < 5,@)
2) D inf f(z) <S;(3) und S;(3) < D-sup f(z).

(2)
zeD

(3) Ist 3 eine Verfeinerung von 3, dann gilt S;(3) < S;(3') < Sr(F) < S¢(3)-

(4) Es ist stets S;(31) < Sr(3y)-

Aus Satz 10.1 (2) folgt sofort, dafi die Menge aller Untersummen nach oben und die



Menge aller Obersummen nach unten beschrankt ist. Folglich existieren

//f(x,y) drdy 5 sup{S;(3): 3 Zerlegung von D}  (Unterintegral von f in D),
D

//f(x,y) dedy 5 inf{S;(3): 3 Zerlegung von D}  (Oberintegral von f in D).

D JR—

Aus (4) erhélt man unmittelbar, dafl stets //f(x, y) dzdy < //f(m,y) dxdy gilt.
D D

Analog wie im eindimensionalen Fall definieren wir jetzt das Doppelintegral.
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