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Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.1 Konvergenz von Folgen

Beispiele.

2. Essei |a| <1 und (a,) = (a").

Um nachzuweisen, da8 (a") eine Nullfolge ist, g.z.z.:

Wenn ¢ > 0, dann existiert ein ng, so daB fir jedes n >ng : |a" — 0] < e.
Sei € > 0. Fiir a =0 ist die Behauptung trivial.

Es sei jetzt a # 0. Wegen |a| <1 ist ﬁ > 1.

Nach dem Korollar zur Bernoullischen Ungleichung existiert fiir % eine natiirliche Zahl

no
ng, so dafl (1) > %. Folglich ist L %, also |a|™ <e. Fir n >ny gilt

lal |ao[™
damit |a" — 0| = |a|" < |a|™ < e.
Ubungsaufgaben
5. Zeigen Sie: (a) lim /5 =1, (b) lim /n=1.
Kapitel 4

Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Definition. (Konvergenz von Reihen)

> a; konvergiert (gegen a) 5 (S,) konvergiert (gegen a).
i=0

Bez.: lim S, =a = Zai.

i=0
a heiflt dann Wert oder Limes der Reihe.

i

Bemerkung. Fiir die Anwendung des Wurzelkriteriums geniigt es, dafi /|a;| < ¢ < 1
fiir fast alle i. (Offenbar folgt aus \/|a;| < ¢ <1 sofort limy/|a;| < 1.)
Ist andererseits (a;) beschrinkt und lim\/|a;| :=c < 1, soist \/|a;| < c+ 1 ; € fiir
—_———
=q<1

fast alle ¢; folglich ist Zai absolut konvergent.
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Ist also limy/|a;| <1, soist ) a; absolut konvergent.
Analog erhélt man: Wenn (/|a;| > 1 fiir fast alle 4, soist » a; divergent.

Achtung: Fiir die Konvergenz von Zai reicht es noch nicht, dafl stets +/]a;| <1
(bzw. lim/|a;| = 1) ist;

i 1 i1 1 1 1 . .
z.B. fiir a; = 5 st \/: < 1, denn s <1 (bzw. hmz. =1). Aber Zz ist nicht

konvergent.

Wenn lim \/|a;| existiert, dann ist offenbar lim/|a;| = lim \/|a;|, und man rechnet

nur mit dem Limes.

Bemerkung. Fiir die Anwendung des Quotientenkriteriums geniigt es, dafl

Gl < g <1 fiir fast alle i.

K3
Ait+1

Ahnlich wie beim Wurzelkriterium folgt aus Iim < 1 die absolute Konvergenz

von Z Q;.

Ist andererseits lim

i

Qiy1

> 1, dann ist Zai divergent.

)

Ubungsaufgaben

11. Fiir welche reellen Zahlen x sind die folgenden Reihen konvergent:

(a) : Ca Al

P (o) (L +a?)--- (1 +an)

o0 2n+1
0 X (3) 5 0
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