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Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.2 Reelle Zahlen als Grenzwerte von Folgen
rationaler Zahlen

Satz 3.12 Zu jeder reellen Zahl a existiert eine Cauchyfolge (a,) wvon rationalen
Zahlen, so dafy lima, = a.

Beweis. (Idee) Sei a € R. Man konstruiert eine Intervallschachtelung ([a,,b,]) von
rationalen Zahlen mit a, <a <b, und b, —a, = 2%([70 — ap).

Dazu seien ag, by beliebige rationale Zahlen mit ag < a < by.

Weiterhin seien a,, b, (nach Induktionsvoraussetzung) schon mit den geforderten Eigen-

schaften gegeben.

a, + by,
2

Jetzt definieren wir a,1, b,41 wie folgt:

Ist cppq = , dann ist ¢, €Q.

Qpi1 = Cpr1 und b,y :=b,, falls ¢,11 <a und

Qpi1 = a, und b,y1 :=cpip, falls ¢, > a.

Behauptung: a, — a (und b, — b).
Esist a,<a<b, — a—angbn—an<%(bo—a0)—>0 — a,—a.

2 n—oo

Definition. (grenzwertgleich)
Es seien (a,), (b,) Cauchyfolgen.
(a,) und (b,) sind grenzwertgleich
= (an, —b,) ist eine Nullfolge.

n n+1
(1 + %) , (1 + %) i sind z.B. grenzwertgleiche Cauchyfolgen im Bereich der ratio-
nalen Zahlen.

Bemerkung. ,,Grenzwertgleich“ ist eine Aquivalenzrelation in der Menge aller Cauchy-
folgen von rationalen Zahlen. (Beweis mit Satz 3.10 trivial).

Dabei ist der Begriff Aquivalenzrelation wie folgt definiert:

Es sei M eine Menge und ~ eine zweistellige Relation in M.

~ heiBt Aquivalenzrelation in M
Fir alle a, b, ce M gilt:
(1) a~a, (Reflexivitiit)
(2) wenn a~b und b~e, so a~ec, (Transitivitét)
(3) wenn a~b, so b~ a. (Symmetrie)
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Ein Mengensystem S = {M; : ¢ € I} mit einer Indexmenge I heiflt Klasseneinteilung oder Partition
oder Zerlegung von M
(1) M;CM und M;#0 firalle i€ l.
(2) UM’ =M, und firjedes 4, j €1 mit i#j ist M; N M; =0.
iel
(vgl. z.B. Literaturangabe [4], Teil I, Seiten 43 — 44.)

DF

Eine Aquivalenzrelation ~ in M zieht eine Klasseneinteilung von M nach sich; je-
weils dquivalente Elemente gehoren der gleichen Klasse an (dies miiite natiirlich bewiesen
werden). Die so entstehenden Klassen heiBen auch Aquivalenzklassen.

Ist M die Menge aller Cauchyfolgen von rationalen Zahlen und ~ die Grenzwert-
gleichheit in M, dann wird M in Aquivalenzklassen grenzwertgleicher Cauchyfolgen
zerlegt. Damit sind neue mathematische Objekte entstanden, die (wie Dedekindsche Schnit-
te) ebenfalls als reelle Zahlen interpretiert werden koénnen.

Definition. (reelle Zahlen)

a ist eine reelle Zahl

= Es gibt eine Cauchyfolge (a,) von rationalen Zahlen, so dafl a die Aquivalenz-
klasse aller Cauchyfolgen von rationalen Zahlen ist, die mit (a,) grenzwertgleich
sind.

Bez.: a= (a,) ={(b,) : b, €Q und (a, —b,) ist eine Nullfolge}.

Jede Cauchyfolge (b,) mit (b,) € a = (a,) ist ein Reprisentant der Klasse a. Die
Menge der betrachteten Aquivalenzklassen heifit Menge der reellen Zahlen und wird mit
R bezeichnet.

1

Beispielsweise ist e = {(b,) : b, € Q und (b,) ist mit ((1 + n)”) grenzwertgleich}.

Damit R ein geordneter Kérper wird, bendtigen wir noch Rechenoperationen + und -
und eine Ordnungsrelation < in IR. Die Definitionen der Operationen und der Relation
erfolgen mit Hilfe von Représentanten.

Es seien a, b reelle Zahlen. Folglich gibt es Cauchyfolgen (a,), (b,) in Q,
sodaBl a = (a,), b = (b,). Dann sei:

atb=(a,) £(bn) 5 (an=Lb,) firalle n,
a-b={(an) - (bn) 5 (an-b,) fiiralle n, und

a<b <= (an) < (bn) 5 (an)# (bn) und a, <b, fiir fast alle n.
({an) # (by) bedeutet, daB (a,) und (b) nicht grenzwertgleich sind.)

—(an) B (=an),
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1 = <ai>; Voraussetzung: a, # 0 und (a,) ist keine Nullfolge.
n

Die Definitionen sind unabhéngig von der Wahl der Représentanten; dies bedeutet z.B.
fiir die Addition:
Sind (a,) und (/) andere Représentanten von a bzw. b, dann mufl dies zum

gleichen Ergebnis fiithren, d.h.,
wenn (a,) ~ (a,) und (b,) ~ (b)), soist (an+b,) ~ (a), +b.).

n

Dies bedeutet dann nédmlich, da (a, + b,) = (a], + b,,), womit die gleiche reelle Zahl
festgelegt ist.
Analog verfahrt man mit den anderen Féallen.

Mit den so eingefiihrten Funktionen 4+ und - und der Relation < bildet die Menge
der reellen Zahlen (= Menge der entsprechenden Aquivalenzklassen) einen archimedisch
geordneten Korper, in dem das Intervallschachtelungsaxiom gilt. Dieser Korper ist bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmt! (Dies hiitte natiirlich alles bewiesen werden miissen.)

Abschlieflend betrachten wir noch Funktionenfolgen. Dazu sei M C R und fiir jedes
neN sei f, : R— R einein M definierte Funktion. Weiterhin sei auch f: IR — R
in M definiert.

Definition. (Konvergenz von Funktionenfolgen)

(1) Die Funktionenfolge (f,) konvergiert an der Stelle a € M gegen b

A, fu(@) = b

(fn) konvergiert in M gegen die Funktion f

Fiir jedes a € M gilt: nh—{go fula) = f(a),

(d.h., fiir jedes fixierte a € M konvergiert die Zahlenfolge ( fn(a)) gegen die Zahl f(a);
diese Art Konvergenz nennen wir auch punktweise Konvergenz).

Bez.: lim fu(z) = f(2).

=1l

—~
[\
~—

2

—~
w
~—

(fn) konvergiert in M
Es existiert eine Funktion f : R — R, sodal (f,) in M gegen f konvergiert.

2

Beispiel. Essei M =[0,1] und f,(x)= 2"
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0.5

0.5

Abb. 3.1 =zeigt die Konvergenz
von Funktionenfolgen. Mit wach-
sendem n n&dhern sich die Funk-
tionen f,(z) in dem Intervall
[0,1) der a-Achse. Fiir z = 1
gilt stets f(x) = 1.

Fiir jedes fixierte a € [0,1] mit a < 1 gilt offenbar o™ — 0; fir a =1 ist " =1,

also a"™ — 1.
Folglich ist

lim f,(z) = f(x) mit f(x)

n—o0

Definition. (gleichmdifsige Konvergenz)

:{O fir 0<z<1,

1 fir z=1.

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert in M gleichmdfig gegen f
5; Fir jedes € > 0 existiert ein ng, so daf fiir jedes n > ny und fiir alle x € M

gilt: |fu(z) - f(a)] <e.

Die folgende Abbildung veranschaulicht, dafl sich bei der gleichméfigen Konvergenz fiir
vorgegebenes ¢ > 0 die Funktionen f,(z) von f(z) an jeder Stelle = € M = [a,]
um weniger als ¢ unterscheiden, falls n hinreichend grof ist; man sagt dafiir auch,
daf die Funktionen f,(z) in dem e-Streifen von f(z) liegen.

Yy
I
fla)+e In(z)
f(a) — f(z)
fla)—e
-
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Abb. 3.1 veranschaulicht die
gleichméflige Konvergenz von
Funktionenfolgen. Der e-Streifen
von f(x) ist durch die gestrichel-

ten Kurven dargestellt.
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Die im vorhergehenden Beispiel betrachtete Funktionenfolge f,(x) = 2™ ist nicht
gleichméflig konvergent in [0, 1].
Angenommen doch, dann gibt es fiir ¢ = L in ng, so daf fiir jedes n > ny und fiir

2
alle z €[0,1] gilt: |fu(z) — f(x)] < % Dies gilt insbesondere fiir m = ny und fiir alle
x € ]0,1); hier ist zusétzlich f(z) =0. Also |f.(z)| < L iy alle # mit 0 <2< 1.

2
Wir wahlen jetzt x ,hinreichend dicht“ bei 1; x:=1—4¢ mit 6 > 0. Dann gilt nach

der Bernoullischen Ungleichung: 2™ = (1—0)™ > 1—md (m fixiert). Sei ¢ so klein,
daB md < %, dann ist % <™ =|fn(x) — f(z)| < % 'A/’

In den spéteren Abschnitten iiber Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit
von Funktionen werden wir uns ausfiihrlicher mit den Eigenschaften der Grenzfunktion
befassen.
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