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Kapitel 2
Reelle Zahlen

2.3 Mengen von reellen Zahlen

Wir stellen jetzt einige grundlegende Eigenschaften von Mengen von reellen Zahlen
zusammen. Hierbei nutzen wir ganz wesentlich die Ordnung von IR aus.

Definition. (Schranke)
Sei M CR und M # 0.

(1) a € R ist eine obere Schranke von M

5 r <a fir jedes ¥ € M.

(2) a € R ist eine untere Schranke von M

s a <z fir jedes x € M.

(3) M ist nach oben (bzw. unten) beschrinkt

= M besitzt eine obere (bzw. untere) Schranke.

(4) M ist beschrdnkt

S M ist nach oben und nach unten beschrankt.

Definition. (Grenze)
Sei M CR und M # 0.

(1) Sei M nach oben beschrénkt. a ist obere Grenze von M

5 a ist die kleinste obere Schranke von M.

Bez.: a=sup M (Supremum von M).

(2) Sei M nach unten beschréankt. a ist untere Grenze von M

= a ist die groBite untere Schranke von M.

Df
Bez.: a=inf M (Infimum von M).

Diese Definition bedarf einer Rechtfertigung. Es mufl ndmlich nachgewiesen werden,
daB eine kleinste obere bzw. grofite untere Schranke iiberhaupt existiert. Dies erfolgt
mit dem nachfolgenden Satz.

Satz 2.8

(1) Jede nicht leere und nach oben beschrinkte Menge von reellen Zahlen

besitzt eine obere Grenze.
(2) Jede nicht leere und nach unten beschrinkte Menge von reellen Zahlen

besitzt eine untere Grenze.
(3) Jede nicht leere und beschrinkte Menge von reellen Zahlen besitzt eine

obere und eine untere Grenze.
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Bemerkung. Teil (1) des Satzes heifit: Satz von der oberen Grenze. Er hat grundlegende Bedeutung  2/3/5
fiir die Analysis. (1) ist unter anderem auch dquivalent zum Intervallschachtelungsaxiom, d.h., man

kann anstelle von Axiom IV fiir die reellen Zahlen auch den Satz von der oberen Grenze wiahlen.

Beweis. Sei M CIR und M # (. 2/3/6

(1). Essei a € M und b eine obere Schranke von M. Wenn M iiberhaupt eine
obere Grenze besitzt, dann muf sie schon in dem Intervall [a,b] liegen. Denn ist ¢ < a,
dann ist ¢ keine obere Schranke von M wund damit erst recht keine obere Grenze. Ist
b < ¢, dann ist ¢ nicht die kleinste obere Schranke von M. Wir brauchen also nur
in dem Intervall [a,b] nach einer oberen Grenze von M zu suchen, und dies geschieht
mit Hilfe einer Intervallschachtelung.

Wir konstruieren eine Intervallfolge ([an, bn]) mit den folgenden Eigenschaften:

® ap S Ap+1 S anrl S bn:
e b, ist eine obere Schranke von M,

o fiir jedes n existiert ein x € M mit a, <z,

i bn+1 — Upy1 = %(bn - an)'

Wir starten mit
ap = a, b() =b.

ao—l—bo
2

(a) ¢ ist eine obere Schranke von M oder

Essei ¢ = . Fiir ¢; sind zwei Félle moglich, namlich:

(b) ¢ ist keine obere Schranke von M. Dann existiert ein x € M, so dal ¢; < z.
Entsprechend dieser Fallunterscheidung definieren wir das Intervall [ay, bs].

a; = ag, by =cy, falls ¢; eine obere Schranke von M ist,

a1 = c1, by =1by, falls ¢; keine obere Schranke von M ist.

Damit gilt stets ag < a; < b; < by und b; ist eine obere Schranke von M.
Weiterhin gibt es ein x € M mit a; < x, und schlieBlich ist b; —a; = %(bo — ap).

Bemerkung. Die Definition des Intervalls [a1,b;] hétte man sich ersparen kénnen, da [aq,b;] als
Spezialfall von [a,+1,b,+1] auftritt. Nur des besseren Verstéindnisses wegen ist dieser Fall hier disku-

tiert worden.

Seien nun (entsprechend der Induktionsvoraussetzung) a, und b, schon mit den geforderten
Eigenschaften definiert.

a, + by,

g

Analog wie im ersten Schritt konnen fiir ¢,,; wieder zwei Félle eintreten:

Es sel cpy1 =
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(a) cp41 ist eine obere Schranke von M oder

(b) ¢py1 ist keine obere Schranke von M.
Entsprechend dieser Félle definieren wir:

Gpi1 = Ay, bypy1 = cpyq, falls ¢,41 eine obere Schranke von M ist,

Gpi1 = Cpi1, bpyr = by, falls ¢,11 keine obere Schranke von M ist.

Man iiberpriift leicht, daf3 ([an, an eine Intervallschachtelung mit den gewiinschten
Eigenschaften ist.

Nach dem Intervallschachtelungsaxiom existiert ein ¢ € R, so daf§ a, < c¢ < b, fir
alle n € IN.

Behauptung 1: ¢ ist eine obere Schranke von M.
Es ist zu zeigen: Fiir jedes x € M gilt: z <ec.
Annahme: c¢ ist keine obere Schranke von M.

Dann existiert ein z € M mit ¢ < x. Da b, nach Definition eine obere Schranke von
M ist, gilt: a, <c<x <b, fir jedes n € N.

Es ist z=¢ > 0, und wegen b, —a, = 2%(1)0 —ag) erhdlt man b, —a, <d fir
hinreich(;lgl grofe n.

Dies liefert einen Widerspruch.

Behauptung 2: ¢ ist die kleinste obere Schranke (also obere Grenze) von M.

Annahme: ¢ ist nicht die kleinste obere Schranke von M.

Dann gibt es eine kleinere obere Schranke d von M, also d < ¢, und d ist ebenfalls
eine obere Schranke von M.

Nach Voraussetzung existiert fiir a,, ein = € M, so daBl a, < z. Wegen x < d gilt
insgesamt

ap, <x <d<c<hb,.

Analog wie beim Beweis von Behauptung 1 erhélt man einen Widerspruch.

Folglich ist ¢ obere Grenze von M.

(2) bleibt als Ubungsaufgabe.

Hinweis: Sei M # () und M nach unten beschrinkt.
Man bilde M~ ={-z : z € M}.
g.z.z.. M ist nach unten beschrankt gdw M~ nach oben beschrankt ist, und

c ist obere Grenze von M~ gdw —c untere Grenze von M ist.

Es 148t sich auch zeigen, dafl die Eigenschaften (1) und (2) dquivalent sind.
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(3). Zusammenfassung von (1) und (2). O

Bemerkung. Wir haben gezeigt, dafl unter Benutzung der Axiome I — IV der Satz von der oberen  2/3/7
Grenze gilt.

Man kann auch umgekehrt unter Benutzung der Axiome I — IIT und des Satzes von der oberen Grenze
zeigen, dafl das Intervallschachtelungsaxiom gilt, d.h., unter Zugrundelegung der Axiome I — III sind

das Intervallschachtelungsaxiom und der Satz von der oberen Grenze dquivalent.

Wir geben jetzt einen Beweis hierfiir an.

Mit Hilfe des Intervallschachtelungsaxioms wurde bereits der Satz von der oberen Grenze
bewiesen. Es bleibt noch zu zeigen, dafl auch das Intervallschachtelungsaxiom aus diesem
Satz folgt.

Dazu sei ([ambn]) cine Intervallschachtelung und M = {a, : n € IN}. Dann ist

M +# § und durch jedes b, nach oben beschrinkt. Folglich besitzt M eine obere
Grenze c, und somit ist stets a, < c.

Es bleibt zu zeigen: ¢ < b, fiir alle n.
Angenommen, es gibt ein k, so dafl b < c.

Nach den obigen Betrachtungen ist b, eine obere Schranke von M, die kleiner als ¢
ist. Folglich ist ¢ nicht obere Grenze von M. 'A/ ! 4

Definition. (Mazimum, Minimum) 2/3/8
Sei M CR und M # 0.
(1) M besitzt ein Mazimum
=;  [Es existiert ein a € M, sodafl z <a fiir jedes z € M.
Bez.: a = max M (a heit Maximum von M).
(2) M besitzt ein Minimum
= Es existiert ein a € M, so dafl a <z fiir jedes x € M.

Df
Bez.: a=min M (a heiit Minimum von M).

Folgerung. 2/3/9

(1) Besitzt M ein Maximum (bzw. Minimum), so ist
max M =supM  (bzw. min M = inf M).

(2) Gehoren sup M (bzw. inf M) zu M, dann gilt stets
max M =supM  (bzw. min M = inf M).

Definition. (Umgebung) 2/3/10

Essei a € R, UCIR und ¢ > 0.
(1) U heifit e-Umgebung von a
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= U={zeR: |z —a| <e},
(dh, U={z€eR:a—e<zx<a+e}=(a—¢c,a+¢)).
Bez.: U = U.(a).
(2) U ist eine Umgebung von a
= Esgibt ein € >0, sodal U.(a) CU.
Bez.: U(a).

Definition. (Hdufungspunkt) 2/3/11
Sei M CR und a € R.
a ist ein Haufungspunkt von M

5; In jeder e-Umgebung von a liegt wenigstens ein von a verschiedenes Element
(:: Punkt) aus M,
(d.h., fiir jedes € > 0 existiert ein « € M mit = #a und x € Uc(a)).

Satz 2.9 Ist a ein Haufungspunkt von M, dann liegen in jeder e-Umgebung von a  2/3/12
unendlich viele Elemente aus M.

Beweis. Sei a ein Hiaufungspunkt von M und & > 0. 2/3/13

Annahme: In U.(a) gibt es nur endlich viele Elemente b € M mit b # a; es seien
dies by,....b,.

Wegen b; #a, i=1,...,n, ist |b; —a| > 0.
Sei & :=min{|by —al,...,|b, —al} > 0.
Nach Definition des Haufungspunktes existiert ein b € M, so dafl b # a und
beUla); also |b—al <€
Wegen b; € U.(a) ist |b; —a| <& und damit & < |b; — a| < e. Folglich ist
Ul(a) C U.(a) und somit b e U.(a), also be {by,...,b,}.
Sei b=10; fiirein i€ {1,...,n}. Dann ist
b—al=|b—al <& <|b;—al. M!

Folglich ist unsere Annahme falsch. a

Satz 2.10 Sei M C IR und M' die Menge aller Hiufungspunkte von M. 2/3/14
Ist a ein Haufungspunkt von M', dann ist a schon ein Hdufungspunkt von M.

Beweis. Sei a ein Hiufungspunkt von M’ und & > 0. 2/3/15

z.z.. In U.(a) gibt esein ¢ € M mit ¢ # a.
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Da a ein Haufungspunkt von M’ ist, existiert ein b € M, so daBl b # a und
b € U.(a). Folglich ist b ein Haufungspunkt von M. Dann existieren in jeder o-
Umgebung von a (mit § > 0) unendlich viele Elemente aus M. Insbesondere gibt es
dann ein ¢ € M mit c¢# a und c € Us(b).

Insgesamt haben wir: b € U.(a) = |a—0b| <& und
ceUs(b) = |[b—c| <.
Wir wéhlen speziell 6 =e —|a—b] >0, also |a —b| + 0 =¢e. Folglich gilt

la—c/=Ja—b+b—c|<|a—bl+|b—c|<|la—bl+=c¢.
5
<

Also ceUa), c#a und ce M. O

Satz 2.11 (Satz von Bolzano- Weierstraf)

Jede unendliche und beschrinkte Menge von reellen Zahlen besitzt (wenigstens) einen
Haufungspunkt.

Beweis. (Beweis mit Intervallschachtelung!)

Sei M C R, M unendlich und beschrinkt. Dann existieren Elemente a, b € IR, so
daB a < x <b fiir jedes x € M.

Wir konstruieren eine Intervallschachtelung ([an, bn]) mit folgenden Eigenschaften:
® dn S an+1 S anrl g bn>

e in jedem [a,,b,] liegen unendlich viele Elemente aus M,
b _ 1
® Upt1 — Qpy1 = §<bn - an)~

Sei ag=a, by=0".
Dann ist M C [ag,by] und [ag, bo) N M unendlich.

ap + bo

2
Da [ag,bp] unendlich viele Elemente aus M enthélt, mufl dies auch fiir [ag, 1] oder
fiir [eq,bo] gelten.

Sei C1 = . Dann ist [ao, bg] = [CLQ, Cl] U [Cl, bg]

Entsprechend dieser Fallunterscheidung definieren wir:

a; = ag, by = ¢y, falls [ag,c;] N M unendlich ist und

a; =c1, by =by, anderenfalls (= [c1,bo]) N M unendlich).

In jedem Falle ist [a1,b;] N M unendlich, und weiterhin gilt b; —ay = %(bo —ap) und
ap < ayp < by < by.
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Seien a,, b, schon (entsprechend der Induktionsvoraussetzung) mit den geforderten Eigen-
schaften definiert.
an + b,

5
Da [a,,b,] = [an, cas1] U [cni1, bn] und [a,,b,] N M unendlich ist, gilt:
[an, cny1] N M ist unendlich oder [cn41,b,) N M ist unendlich. Entsprechend dieser
Fallunterscheidung definiert man:

Sei ¢, =

Upi1 = Ap, bpy1 = cpy1, falls [an, cpq1]) MM unendlich ist und

(pt1 = Cpt1, bpy1 = by, sonst.

Offensichtlich besitzt [ani1,bn41] die geforderten Eigenschaften.

Nach dem Intervallschachtelungsaxiom gibt es ein ¢ € R, so daf§ a, < c¢ <, fir alle
n.

Behauptung: ¢ ist ein Haufungspunkt von M.

z.z.. Wenn e > 0, dann existiert ein z € M mit x # ¢ und x € U.(c).

Waihlt man n so grof, dal b, —a, = %(bo —ap) < &, dann ist wegen a, < c¢ < b,
auch c¢—a,, b, —c<e und damit c¢—e <a,, b, < c+ e. Schlielich gilt:

[an, by] C (¢ —e,c+¢) = U(c).

Da [a,,b,] unendlich viele Elemente aus M enthélt, liegen auch unendlich viele Ele-
mente aus M in U.(c). Folglich ist ¢ ein Haufungspunkt von M. O
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