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Kapitel 1
Grundbegriffe der Mengenlehre und der Logik

Wir geben jetzt Regeln fiir die Verneinung zusammengesetzter Aussagen an. Durch
schrittweise Anwendung dieser Regeln lassen sich beliebige mathematische Aussagen
verneinen.

-(mA4) = A, ( =~(—A) < A ist also immer wahr.)
~(AAB) = —AV-B,
~(AVB) = -AA-B,
~(A—B) = AA-B,
(A<~ B) = (AN-B)V(-AAB),
—VrzA(z) = Jz-A(z),
—-JrA(zx) = Ve-A(z).

Daraus ergeben sich sofort die folgenden Aquivalenzen:

A— B=-AVB,
A— B=(A— B)AN(B— A).
Es werden jetzt einige wahre Aussagen betrachtet, die aufgrund ihrer logischen Struktur
haufig als Beweisprinzipien auftreten. (In der Regel benutzt man diese Prinzipien schon rein
intuitiv richtig.)
AN(A— B)— B (Modus ponens oder Abtrennungsregel)

Aus der Giiltigkeit der Aussagen A und A — B, schliet man auf die Giiltigkeit der
Aussage B.

Analog interpretiert man auch die folgenden Prinzipien:

(A= B)AN(B—C)— (A—C) (Kettenschluff)
A— B < -B—-A (Kontraposition)

Die Kontraposition besagt, dafl die Aussagen A — B und —-B — —A stets den
gleichen Wahrheitswert besitzen. Dies darf allerdings nicht verwechselt werden mit der

Umkehrung B — A der Implikation A — B. Die Aussagen A — B und B — A
sind im allgemeinen nicht dquivalent.

(—\A — F ) — A (indirekter Beweis; F steht fiir eine beliebige falsche Aussage)

Praktisch geht man beim indirekten Beweis folgendermaflen vor:

Man nimmt an, dafl die Aussage A falsch ist, also die Negation —A gilt. Dann leitet
man aus dieser Annahme etwas Falsches her, d.h., man erzeugt einen Widerspruch. (Dies
wird héufig einfach durch das Symbol '/\/ ! ausgedriickt). Daraus schliefit man, dafl die Aussage
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—A nicht richtig sein kann; also gilt die Aussage A. (Hierbei wird ganz wesentlich das Prinzip

der Zweiwertigkeit benutzt.)

Kapitel 3
Folgen von reellen Zahlen

3.1 Konvergenz von Folgen

Definition. (Beschrinktheit bei Folgen) 3/1/11
Sei (a,) eine Folge von reellen Zahlen.
(1) (an) ist nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt

= Es existiert ein ¢ € R, sodal a, <c (bzw. ¢ <a,) fiir jedes n.

(2) (an) ist beschrankt
5 (ap) ist nach oben und nach unten beschrénkt.

Satz 3.3 Jede konvergente Folge ist beschrdinkt. 3/1/14

Definition. (monoton wachsend bzw. monoton fallend) 3/1/31
Sei (a,) eine Folge von reellen Zahlen.

(1) (a,) ist monoton wachsend (bzw. monoton fallend)
5 Fiir jedes n gilt: a, < apqq (bzw. ap41 < ay).
(2) (an) ist streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend)

= Fiir jedes n gilt: a, < any1 (bzw. anq1 < ay).

Satz 3.8 FEine monotone Folge ist konvergent gdw sie beschrdinkt ist. 3/1/33

Kapitel 4
Unendliche Reihen; Potenzreihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Satz 4.8 (Majorantenkriterium) 4/1/32
Es seien Zai, Zbi Reihen mat nicht-negativen Gliedern, und es sei Zbi etmne Ma-
jorante von Zai. Dann gilt:

(1) Ist Y_b; konvergent, so ist auch »_a; konvergent.
(2) Ist > a; divergent, so ist auch »_b; divergent.
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Beweis. (1). Nach Voraussetzung gilt 0 < a; < b; fiir alle . Folglich ist
0<S,=ap+-+a, <S, =by+--+ by

Da (S,) monoton wichst, geniigt zu zeigen, daf§ (.S,,) beschréinkt ist.

Nach Voraussetzung ist (S!,) konvergent, also auch beschrankt. Folglich ist auch (S,,)
beschrankt.

(2) Kontraposition von (1). O
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