Wolter/Dahn: Analysis Individuell (¢)Springer 2000 275

Kapitel 9
Integralrechnung fiir Funktionen einer Verinderlichen

9.8 Linge von Kurven

Essei £ ={f(t):a <t <b} zundchst eine Kurve und 3 = (ag,...,a,+1) eine Zerle-
gung von [a,b]. Verbindet man die Bildpunkte f(ap),..., f(ant1) € € von ag,...,an41
der Reihe nach durch Verbindungsstrecken, dann entsteht ein der Kurve einbeschrie-
bener Polygonzug Pj (vgl. Abb. 9.23). Der Abstand zwischen je zwei ,benachbarten”
Bildpunkten f(a;) und f(a;41) auf der Kurve betragt |f(a;1) — f(a;))|. Folglich ist
die Lange des Polygonzuges gegeben durch

n

Z(sz) = Z |f(ai+1> - f(ai)"

i=1

Abb. 9.23 Die Abbildung zeigt ei-
ne Kurve im R? mit einem ein-
beschriebenen Polygonzug. Dabei
ist f : [a,b] — R?® stetig und
E = {f(t) : a <t < b} Ist

3 = (ag,...,an41) eine Zerlegung
von [a,b], dann liegen die Bild-
R: punkte f(a;), i = 0,...,n + 1,
auf der Kurve €.
f
R :

=a :b

Wir definieren jetzt, was unter der Lange einer Kurve zu verstehen ist.

Definition. (Ldinge einer Kurve)

Sei ¢ eine Kurve mit der Parameterdarstellung € = {f(¢) : a <t < b}.
t ist rektifizierbar (d.h. € besitzt eine Linge)

= s existiert sup{/(P;): 3 beliebige Zerlegung von [a,b]}.

Df
Das Supremum heift, falls es existiert, Ldinge der Kurve und wird mit [(€)
bezeichnet.

Beispiele.

Bemerkung. Die Stetigkeit von f ist nicht hinreichend fiir die Rektifizierbarkeit der
entsprechenden Kurve €. Wir betrachten als Beispiel die Funktion

9/8/5

9/8/6



_ [ (t, tsing) fiir £#0,
£t ={ 00" fir t =0

f st in [0, 1] stetig, aber nicht rektifizierbar.

Abb. 9.24 Ist g(t) := tsing;, dann
wird durch die Funktion f : [0, 1] — R?
mit f(t) = (t,9(t)) die hier gezeigte
Kurve definiert. (Fiir grofere ¢ setzt sich

die Kurve so nicht fort!.) An den Stellen

t = ﬁ, n=2,3,4,..., ist g(t) null
an den Stellen wlﬂ bzw. 4n1+3 ist
g(t) =t bzw. g(t) = —t, hierbei ist

n=123,....

Abb. 9.25 In dieser Abbildung wird
nur das Kurvenstiick dargestellt, wel-
ches das Bild des Intervalls [a,c] ist,

. _ 1 _ 1 ._
wobei a = i und ¢ = 4. Wei
. . _ 1 o 1
terhin ist u = prwD b = yr) und
- _1 i -
v = z.77- Entsprechend dieser Zerle

gung von [a,c] ist P, der einbeschrie-

bene Polygonzug.

Wir betrachten jetzt die Funktion ¢ : [0,7] — R mit g(t) = tsin 2 und die Kurve
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t:={f(t)=(t,g(t)) : 0<t <%} und zeigen, daB € nicht rektifizierbar ist.

i — (41 1 1 1 1 1 1 ;
Dazu sei 1 < n < k und 3, = <E""=4n+4’ i3 T3 I L., ) eine
—— Y Y Y — =~
a u b v c

Zerlegung von [ﬁ, i] (siche auch Abb. 9.25).

Wir berechnen zunéchst den Abstand zwischen den Punkten (a,0) und (u, f(u)) in
——

—Uu

R?. Es ist

=) = @0 = (553~ g5 a 3 73)]

B ’<(4”+3>1(4”+4)’ _(4nf7§)&i+4)>’
pleres vierem R GRS CURE )]
“@rRETy VY

>

Vollig analog ist

1
|(u’ _u) - (bv 0)| > dn +3°

Ebenso zeigt man, dafl die Abstdnde zwischen (b,0) und (v, f(v)) bzw. zwischen
——

=v

(v,v) und (c,0) grofer oder gleich sind.

1
4dn+1
Insgesamt erhélt man, dafl der Polygonzug P, eine Linge

| 1 1
(P22 s T2 1 2wt

besitzt. Fiir die Léinge des gesamten (einbeschriebenen) Polygonzuges Py beziiglich

des Intervalls [, 1] ist dann
k

und diese Summe ist fiir k£ — oo, also fiir l — 0, nicht beschrénkt. Folglich ist ¢
nicht rektifizierbar.
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