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Kapitel 9
Integralrechnung für Funktionen einer Veränderlichen

9.2 Das bestimmte (Riemann-) Integral

Definition. (Unterintegral, Oberintegral, Integral ) 9/2/9

Es sei f in I definiert und beschränkt.
Die obere Grenze (= Supremum) der Menge aller Untersummen heißt Unterintegral
von f in I, und die untere Grenze (= Infimum) der Menge aller Obersummen heißt
Oberintegral von f in I.

Bez.:

b∫
a

f(x) dx bzw.

b∫
a

f(x) dx oder auch

∫ b

a

f(x) dx bzw.
∫ b

a
f(x) dx.

Sind Unter- und Oberintegral von f in I gleich, dann heißt f in I (bestimmt)
integrierbar, und der gemeinsame Wert von Unter- und Oberintegral heißt bestimmtes
(Riemann-) Integral oder einfach bestimmtes Integral von f in I.

Bez.:

b∫
a

f(x) dx oder auch
∫ b

a
f(x) dx

Definition. (ausgezeichnete Zerlegungsfolge) 9/2/15

Es sei (zν)ν=0,1,2,... eine Folge von Zerlegungen des Intervalls I.
(zν) heißt ausgezeichnete Zerlegungsfolge von I
=
Df

lim
ν→∞

d(zν) = 0.

9.3 Integrierbarkeitskriterien

Definition. (Zwischensumme) 9/3/4

Es sei f in I definiert, z = (a0, . . . , an+1) eine Zerlegung von I, und für jedes
i = 1, . . . , n sei ξi ∈ [ai, ai+1].
Dann nennt man τ = (ξ0, . . . , ξn) ein Zwischenstellensystem bei der Zerlegung z, und

Sf (z, τ) :=
n∑
i=0

(ai+1 − ai) · f(ξ) heißt Zwischensumme von f bei der Zerlegung z und

dem Zwischenstellensystem τ .

Satz 9.9 Es sei f in I = [a, b] definiert und beschränkt. Dann gilt : 9/3/6

f ist in I integrierbar gdw für jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge (zν) und jede
Folge (τν) von zugehörigen Zwischenstellensystemen τν gilt :

Es existiert lim
ν→∞

Sf (zν , τν) (und der Limes ist gleich dem Integral

b∫
a

f(x) dx.)
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