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Kapitel 5
Reelle Funktionen

5.2 Stetigkeit

Definition. (Grenzwert bei Funktionen) 5/2/6

Es sei a ein Haufungspunkt von D(f) (a muB nicht selbst zu D(f) gehoren).

f besitzt an der Stelle a den Grenzwert c

= Fiir jedes € >0 gibt es ein 0 > 0, so daB fiir jedes = € D(f) mit = # a gilt:
Wenn |z —al <6, so |f(x)—c| <e.

Bez.: lim f(z) =c¢ oder f(z)—c

r—a Tr—a

Definition. (uneigentlicher Grenzwert) 5/2/7

Sei a ein Haufungspunkt von D(f).

f hat an der Stelle a den uneigentlichen Grenzwert oo (bzw. —o0)

= Fiir jedes ¢ € R existiert ein § > 0, so daB fiir jedes = € D(f) mit x # a
gilt: Wenn |z —a| <6, so f(z) >c¢ (bzw. f(z) <c).

Bez.: lim f(z) =00 (bzw. lim f(x) = —00)

Definition. (Grenzwert im Unendlichen) 5/2/9
Essei a € R und D(f) =[a,00) (bzw. D(f) = (—0o0,al).

f besitzt fir r — oo (bzw. fir x — —o0) den Grenzwert c
= Fiir jedes ¢ >0 gibt es ein b € R, so daB fiir jedes x € D(f) gilt:
Wenn x> b (bzw. 2 <b), so |f(z)—c¢| <e.

Bez.: lim f(z) =c¢ (bzw. xEIEloof(x) =c)

r—00

5.3 Elementare Funktionen

Definition. (Potenzfunktion mit beliebigem Ezxponenten) 5/3/43
Sei a € R und z > 0.

5 e heiBt Potenzfunktion (mit dem Exponenten a).

Kapitel 6
Der n-dimensionale euklidische Raum R"; Funktionen mit meh-
reren Verinderlichen

6.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Definition. (rechtsseitiger bzw. linksseitiger Grenzwert) 6/3/48
Sei a ein Haufungspunkt von D,.(f,a):= D(f)N{z: = > a}
bzw. von D;(f,a) :== D(f)N{z: = < a}.



f besitzt an der Stelle a (oderin @) den rechtsseitigen bzw. linksseitigen Grenzwert c

5 Fiir jedes € >0 gibt es ein 6 > 0, so daf fiir jedes = € D,(f,a) bzw.
fur jedes x € Di(f,a) gilt:  Wenn |z —al <4, so |f(zx) —c| <e.

Bez.: lim f(z) = li{n f(x)= lim f(z)=c baw.

r—a+0
x>
lim f(z) = li}n f(z) = limof(x) =c
r<a x a r—a—

Kapitel 7
Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verénderlichen

7.3 Anwendungen der Differentialrechnung;
Grenzwerte fiir Quotienten von Funktionen

Satz 7.12 (Regel von de I’Hospital fiir ,,% “)

Voraussetzung:

(1) Sei a <b und seien f, g in (a,b) differenzierbar und in a (rechtsseitig)

stetig.
(2) Sei f(a)=g(a)=0 und ¢'(x) #0 fir jedes x € (a,b).
Behauptung:
!/ !/
Existiert lim f, ($), dann ezistiert lim M, und es ist  lim fz) = lim f/(x)
weg'(x) e g(x) e 9(@) (@)
Korollar 1.
Voraussetzung:

(1) Sei a>0 und f, g seienin (a,o0) differenzierbar.
(2) Sei lim flz) = xlg&g(x) =0 und ¢'(z) #0 fir jedes x € (a,00).
Behauptung:

f'(x) f(x) f(z)

dann existiert lim ——=, wundesist lim —% = lim

FExistiert  lim

=0 g'(x)’ oo g(x)’ w0 g(x)  ameo g (2)

Korollar 2. (Regel von de I’Hospital fiir ,, %)
Voraussetzung:
(1) Sei a<b und seien f, g in (a,b) differenzierbar.
(2) Sei lim f(z) =lim g(z) =00 wund ¢'(x) #0 fir jedes v € (a,b).

z>a r>a

Behauptung:
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f(x) fx) .. f(2)

!
Ezistiert  lim f, (z) , dann ewistiert lim “——=<, und es ist lim “>—< = lim ~—=.
w 9'(@) wa 9(@) e 91) 0 g(@)

Beweis. Wir zeigen zunéchst, daBl ¢ in (a,b) stets positiv oder stets negativ ist.
Angenommen, es gibt Elemente o’ < in (a,b), so da ¢'(a’) < 0 < ¢'(/) (den Fall
g'(a’) >0 > ¢ (b') beweist man analog). Da ¢ in (a,b) differenzierbar ist, ist ¢ in [d/, V]
stetig und besitzt dort ein Minimum und ein Maximum. Wenigstens eins von beiden
liegt im Inneren der Intervalls. Sei ¢ eine Extremstelle von ¢ in (a’,t). Dann ist
g'(c) =0 (siche Beweis des Satzes von Rolle). ')\/ !

Da ¢ in (a,b) das Vorzeichen nicht wechselt, ist g dort streng monoton (dies folgt
sofort aus Satz 7.9). Wegen lim g(z) = oo ist g in (a,b) streng monoton fallend und in

rx>a

einer hinreichend kleinen rechtsseitigen Umgebung von a positiv.

Mit diesen Informationen beweisen wir nun die Behauptung.

/
Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert lim g,((i)) :=c¢ (c € R). Folglich gibt es nach
r>a
Definition des Limes ein u € (a,b), so daf
f(z) £ g
e ¢l <3 fir alle z € (a,u).

Wir wihlen jetzt u so nahe bei a, dafl g in (a,u| positiv ist. Nach dem 2. Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung gibt es fiir jedes =z mit a < 2 < u ein £ € (z,u),
so daf3

flw) = fl@) _ f(§)
g(u) —g(x) g€

Dann gilt fiir jedes feste u € (a,b) und jedes z € (a,u):
f(u) = (=) _C’ _ |9
g(u) = g() g
Weiterhin ist

fl) __ fw) —cgl) (1- 9(“>).<f(“> — /@) ~)

gl@) T 4w

< &,

((%) kann durch ausrechnen bewiesen werden. )

Wegen a <z <wu ist 0<g(z) < g(u) und somit 0 < % < 1. Damit erhdlt man
F@) | f) =gl |, gt |~ fx)
6 i o e B 51
1 €
< M|f<u> —c-g(u)| +§ (u fest = d konstant)
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[\IIQ)

d
m—i—

Wegen lim g(x) = oo ist lim % = 0. Folglich existiert ein § mit 0 < d < u — a,

(z)
r>a r>a
so daB fir jedes x € (a,a + 9) gilt: ﬁi) < %. Hieraus folgt schliellich fiir alle
x € (a,a+9):
—(x)—c‘<—d +i<e = lim—f($):c. a
g(x) glx) 2 T g(x)
Bemerkung.
(1) Der Beweis l&8t sich nicht unmittelbar auf den Fall % “ guriickfithren, denn diffe-
renziert man in (%) / ( %) Ziahler und Nenner, dann kommen in der jeweiligen Ableitung

f? bzw. ¢? vor, und iiber das Grenzverhalten des entsprechenden Quotienten dieser
Funktionen weifl man nicht Bescheid.

(2) Satz 7.12 und die Korollare 1 und 2 kénnen analog auf die folgenden Fille {ibertragen
werden:

lim f(z) = lim g(z) =0,

z<a rz<a

lim f(z) = lim g(z) = 0,

r—a r—a

lim f(x) = lim g(z)=0,

r——00 r——00

limy f(2) = limg g(x) = %00,

z<a rz<a

lim f(z) = lim g(z) = £o0,

r—a r—a

lim f(z) = lim g(z) = £o0,

r—00 T—00

lim f(zx)= lim g(z) = too.

r——00 r——00

!
3) Héufig 148t sich der Grenzwert lim (@) leichter bestimmen als lim M
A 7 A g(a)

Daher sind die oben angegebenen Regeln oft sehr hilfreich bei der Berechnung solcher
Limites.
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(4) Einen Ausdruck der Form ,,0-00“ kann man in eine der Formen % “ oder =

iberfiihren.
Denn wenn  lim f(z) =0 und :clim.g(x) =00, $0 ist

f@) _ py, 90
g(z) f(x)

lim f(x) - g(x) = lim

falls diese Limites existieren.

x «

(5) Ausdriicke der Form ,,0°% [ 00 und ,, 1°°“ lassen sich auf die vorhergehenden
Falle zuriickfiihren, indem man die Definition der Potenzfunktion mit Hilfe des natiirli-

chen Logarithmus ausnutzt:

f(x)y(ﬂﬁ) — d(@)Inf(z)

Wenn  f(z) \,0, so Inf(z)— —oo,
wenn f(x) — oo, so Inf(x) — oo,

wenn f(z) — 1, so Inf(x)— 0.

Man versucht zunichst, den Grenzwert des Exponenten in  e9®™ /(@) 7y bestimmen.
Mit diesem Wert erhélt man dann wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion den

Grenzwert von f(x)9®).
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