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Vorwort

In den Mathematischen Erginzungen zu dem zweiten Band werden vor al-
lem die in der Theoretischen Physik benotigten speziellen Funktionen (z.B.
Legendre- und Besselfunktionen) aufbereitet. Als Rahmen dient ein kurzer
Exkurs {iber gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Ein wei-
teres Thema, das einen breiten Raum einnimmt (und die kurze Darstellung
der Mathematischen Erginzung I erweitert) ist die Theorie komplexer Funk-
tionen. Neben einer vollstéandigen Liste der elementaren Funktionen sind es
vor allem die Reihenentwicklungen und die Integration im Komplexen, die
aufzuarbeiten sind. Ein Thema, das in der Elektrodynamik (und der Quan-
tenmechanik) eine grofie Rolle spielt, ist die Theorie der partiellen Diffe-
rentialgleichungen. Ein mehr pragmatischer Zugang sowie eine ausfiihrliche
Darstellung der Technik der Greenschen Funktionen (fiir Rand- und Anfangs-
wertprobleme) macht den Anfang der Beschéftigung mit diesem Themenbe-
reich. Ein zusétzlicher Abschnitt gibt eine Einfithrung in die Theorie der Dis-
tributionen (einer Erweiterung des Konzeptes einer Funktion), wobei jedoch
die Ausfithrungen im Wesentlichen auf Bemerkungen zu der ‘d-Funktion
beschriankt bleiben. Das Thema Lineare Rdume wird ebenfalls weiter ausge-
baut. Die Diskussion der Euklidischen Rdume in Mathematische Erginzun-
gen I wird durch eine erste Betrachtung von unitdren und nichteuklidischen
Réumen ergéinzt.
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1 Distributionen

Mit dem Konzept der Distributionen wird der iibliche Funktionsbegriff der
Mathematik erweitert. Die Motivation, dieses Thema im Rahmen der Elek-
trodynamik anzusprechen, ist der Wunsch, eine Punktladung durch eine La-
dungsverteilung darzustellen, unabhéngig von der Frage, ob eine solche La-
dung in der Natur realisiert ist. Betrachtet man z.B. eine Punktladung ¢ an
der Stelle » = 0, so ergibt sich mit dem Gaufitheorem fiir jede geschlossene
Fldche F um die Punktladung die Aussage

ﬁE~ df = 4nkeq .
F

Das Divergenztheorem und eine Darstellung der Punktladung durch eine La-
dungsdichte fithrt dann auf die Form

///V(F)(v ~E) dV =4 keq /V(F) pp(r)dV

die fiir ein jeder Fliche F zugeordnetes Volumen gelten sollte. Um eine Punkt-
ladung darzustellen, muss die Ladungsverteilung p, (r) die Bedingung erfiillen

pp(r) =0 fiir r#0.

Andererseits muss die Aussage

///R pplryav =1

gelten, damit die zwei Varianten des Gaufitheorems iibereinstimmen. Offen-
sichtlich iiberfordern diese Bedingungen den Funktionsbegriff. Das mathema-
tische Objekt, das hier angesprochen wird, ist eine spezielle Distribution, die
¢ -Distribution in drei Raumdimensionen, die in vielen Bereichen der theoreti-
schen Physik gefragt ist. Diese Distribution, die durchweg als § -Funktion be-
zeichnet wird, wurde um 1930 von P.A.M. Dirac in der Friihphase der Quan-
tenmechanik eingefiihrt, die streng mathematische Fundierung der Theorie
der Distributionen durch L. Schwartz folgte erst in den Jahren 1950/51.
Man kann versuchen, die §-Funktion auf eine anschaulich pragmatisch
Weise, z.B. durch eine Grenzbetrachtung mit gewohnlichen Funktionen zu
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fassen (Math.Kap. 1.1). Es zeigt sich jedoch, dass dieser pragmatische Zu-
gang mit Vorsicht zu genieflen ist: Man gerét schnell in dubioses mathemati-
sches Fahrwasser, obschon einige der Eigenschaften der § -Funktion gewonnen
werden konnen (Math.Kap. 1.2). Aus diesem Grund ist es notwendig, das Pro-
gramm von Schwartz, in dem Distributionen als eine Verallgemeinerung des
iiblichen Funktionsbegriffes definiert werden, zumindest in den Grundziigen,
zu betrachten (Math.Kap. 1.3). Das Kapitel wird durch eine Zusammenstel-
lung der Eigenschaften der ¢ -Funktion abgerundet (Math.Kap. 1.4).

1.1 Heuristischer Zugang

Da sich die §-Funktion in drei Raumdimensionen als eine einfache Erwei-
terung des Falles von einer Raumdimension herausstellt, ist es ausreichend,
die §-Funktion in einer Variablen zu betrachten. Ubertragen auf diesen Fall
lauten die zwei Forderungen (fiir eine Punktladung an der Stelle z = 0)

pp(x) =0 fir x#0

| putrac =1

bzw. etwas allgemeiner (fiir eine Punktladung an der Stelle xg)

pplz —20) =0 fiir T #

/ pp(x —xo)dz=1.

Es ist moglich, zu zeigen, dass die Grenzwertfunktion
1 €
r)=—lim ——
Pp(T) T e—0 (22 + €2)
die geforderten Eigenschaften besitzt. Dies ist nur eine von mehreren Moglich-

keiten. Andere Grenzwertfunktionen, die die Forderung ebenfalls erfiillen,
sind z.B.

1 sin kx
= — 1. .
o) = g [

Der Beweis der obigen Behauptung sieht folgendermaflen aus. Fiir die Funk-
tion von zwei Variablen

f(57$): .

72 + ¢2

gilt fiir alle Werte von = # 0 der Grenzwert
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lim f(e,x) =0.
x#0

Auf der anderen Seite notiert man jedoch
1
f(e,0) = - so dass lirr(l) f(g,0) — oo .
€ e—

Zur Berechnung des uneigentlichen Integrals iiber die Funktion e/(x? + £2)
benotigt man die Schritte

/0o o= tm [ =1 Y1 d
————dz = lim ————dr = lim —_—
oo (22 +€?) T _a (2 +E?) T —ase (L+22) :

= lim 2arctan (ﬂ) =.
€

a— 00

Es folgt also

oo

Es gilt auch

“ € “ €

lim lim ————dz| = lim lim ———dzx| ,

e—0 a—o0 |;/_a (33‘2 —|—€2) :| a—oo £—0 |;/_a (x2 —|—€2) ]
vorausgesetzt man wertet das eigentliche Integral aus, bevor die Grenzpro-
zesse durchgefiihrt werden. In diesem Sinn kénnen die Grenzprozesse € — 0
und @ — oo vertauscht werden.

Man kann explizit verfolgen, wie sich die Funktion f (g, x) in dem Grenzfall
e — 0 verhilt. Die Funktion schrumpft fiir abnehmendes ¢ auf eine immer

(b) (©)

1 204 03 -02 -01 0 01 02 03 04
X x X

e=1/10 e =1/100

Abb. 1.1. Heuristische Definition der § -Funktion

kleinere Umgebung des Punktes = 0 zusammen. Auf der anderen Seite
wéchst der Wert der Funktion in einer Weise, dass die Fliache unter der Kurve
konstant bleibt. Die Darstellung des Grenzfalles ist natiirlich nicht méglich.
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Anhand dieser Betrachtungen wiirde man die folgende Charakterisierung
der ¢-Funktion geben: Die ‘Funktion‘ ¢(x) kann als Grenzwertfunktion von
fle,r) = g/(x? + €2) mit ¢ — 0 dargestellt werden. Dabei existiert der
Grenzwert in dem iiblichen Sinn nicht. Der Grenzwert des uneigentlichen
Integrals mit dieser Funktion ist jedoch definiert.

Sitzt die Punktladung (¢ = 1) in der eindimensionalen Welt nicht an der
Stelle xp = 0, sondern an einer beliebigen Stelle z(, so lautet die entspre-
chende Definition

. 1 €
pp5<xxo>;£%ﬂlwm

Anhand dieser ‘Definition‘ kann man nun versuchen, die Eigenschaften der
¢ -Funktion zu diskutieren.

1.2 Eigenschaften der Deltafunktion

Einige der Eigenschaften der 0 -Funktion kann man mit Hilfe der pragmati-
schen Definition nachweisen. Beispiele sind:
(1) Es gilt

)
/_00 0(x —xo) do = /_00 0(xg—z)dz (=1)
oder in Kurzform
O(x —x9) = 6(xo — ) bzw. 6(z)=4d(—x).

Die § -Funktion ist symmetrisch. Diese Eigenschaft ergibt sich aus der Tatsa-
che, dass die Funktion f(e,z) symmetrisch in z ist und dass diese Eigenschaft
bei dem Grenzprozess nicht verloren geht.

(2) Es gilt

/ " b — zo) f(z) dz = f(o)

vorausgesetzt die Funktion f(x) kann an der Stelle z( in eine Potenzreihe
entwickelt werden. Man kann diese Eigenschaft der ¢ -Funktion auch folgen-
dermaflen ausdriicken: Die §-Funktion ‘sieht* nur den Wert der Funktion f
an der Stelle zp. Man kann also f(z) in dem Integral sozusagen durch f(zo)
ersetzen und dann vor das Integral ziehen. Der Beweis dieser Eigenschaft ist
etwas aufwendiger. Man betrachtet der Einfachheit wegen den Fall xo = 0
und schreibt

a

1= /:’0 d(z)f(x)dz = lim d(z)f(x)dz = lim I(a),

a—oo [, a—00

mit der Definition
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I(a):llim/a Lf(m)dx

me—0)_, (22 + &2)

Kann die Funktion f(x) in eine Taylorreihe um die Stelle z = 0 entwickelt
werden, so folgt

1 =1 “ n
I(a) = —limzﬁf(”)(O)/ T g
n0 ’

T e—0 _q (2 +€2)

Es sind dann die Integrale

1 [ ez
In(f) = ;/;a (xz +€2) d'rv

bzw. mit der Substitution x = &t

n ale n
€ t
I(e) = — ——
(E) s /—a/s (]. + t2)

zu berechnen. Da der Integrand fiir ungerades n eine ungerade Funktion ist,
folgt

I,(e)=0 fiir n ungerade .
Fiir n gerade schreibt man

en ale (tn72(1 +t2) 7tn72)

I.(s) = — dt
R A ()
en ale
=— t"2dt — 21, _o(c) .
T J—aje

Das verbleibende Integral ist trivial, so dass man die Rekursionsformel
Zanfl

In(e) = (W) e — 2, _s(e)

gewinnen kann. Zur Auswertung der Rekursion benétigt man (wie oben be-
nutzt)

Iy(e) = %arctan (g) .

Setzt man nun voraus, dass die Grenzprozesse

o0

Eli_r)% und Z

n=0

vertauscht werden koénnen, so folgt
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e—0

10(8) — 1

2 2 e—0
12(5) = ( a) €— —¢€ arctan(a> — 0
T €

™

2q" 1 e—0

I.(e) = <m) e—e%l,_5(e) — 0.

Im Endeffekt lautet das Argument

I'=lim lim ) % FM™(0)1,(e)
!

a—o0 e—0
< lim i L £0(0) 1im 1, (¢)
T a—oo — n! e—0 "

— lim_f(0) = £(0) .

a— 00

Der nichttriviale Nachweis, dass die angedeuteten Grenzprozesse vertauscht
Werden koénnen, wird hier nicht ausgefiihrt.

) Es gilt (a # 0)

/ d(ax)f dx:rz/z (z)f(x)dx

oder in der iiblichen Kurzform

Saz) = o(x) .

lal

Der Beweis ergibt sich durch einfache Substitution, z.B. fiir a > 0

/Z F(2)8(az) de = %/Z f <§> o(t)dt
— 0 =1 [ @i a

Fiir a < 0 gilt wegen der Symmetrie der ¢ -Funktion

/_Zf(x) (az) dz = / F(@)6(—lalz) dz
/ F(@)8(lale)d
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Eine alternative Definition der ¢ -Funktion kann man mit Hilfe der Ab-
leitung der Stufenfunktion ©(z) angeben. Diese Funktion wird durch die
Angaben

0 fir x <0
9(33){1 fiir x>0

definiert (Varianten in der Definition mit > 0, z < 0 oder z > 0, 2 < 0
sind moglich). Das Integral

(" dO(x)
I—/_a1 g f(z)da,

wobei a; und as positive Zahlen sind, kann man mittels partieller Integration
auswerten und findet

r-ewiw|” - | " 0@)f (@) da = f(az) / " fle)de = £(0) .

—aq —ay

Das Resultat entspricht der Aussage

/‘” 49@) rivyde = £(0) :/jo 3(x) f(z)da .

ey, dx

Die Ableitung der Stufenfunktion stellt eine alternative Definition der -
Funktion dar.
Die Argumentation wird problematisch, wenn man die Formel

/ 50— a0 f(x) da = (1) 7 (x0)

— 00
fiir die Ableitungen der §-Funktion beweisen mochte. Diese Formel kann
man durch ein mathematisch nicht ganz sauberes Argument illustrieren, doch
nicht streng beweisen. So findet man fiir die erste Ableitung durch partielle
Integration (deren Anwendung stiickweise stetige Funktionen voraussetzt)

o0

[_rerma=serel - [ swreae

— 00

und argumentiert: Der erste Term verschwindet, da §(z) = 0 fir « # 0 ist.
Somit folgt wegen der Eigenschaft (2)

[ v@iwa=-ro).
Wiederholt man das Argument fiir hohere Ableitungen, z.B. fiir

| v@i@a=s@i@|” - [ dwred.
so entsteht die Frage, welche Bemerkung man zu §'(z) bzw. §'(z) f (x) machen
kann. Entsprechendes gilt fiir die hoheren Ableitungen.

Versucht man den Nachweis der Relation mit den Ableitungen der ¢ -
Funktion mittels der Grenzwertdefinition zu erbringen, so gerdt man in
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groffere Schwierigkeiten. Der Grund ist: Nur Integrale mit Ableitungen der
¢ -Funktion sind wohldefiniert. Die Ableitungen selbst kénnen nicht wider-
spruchsfrei definiert werden. Da fiir derartige Objekte der Differentialquotient
nur in dieser eingeschrinkten Form (unter einem Integralzeichen) definiert ist,
konnen sie keine Grenzwertfunktionen sein. Diese Unstimmigkeiten im Um-
gang mit der Grenzwertdefinition lassen sich jedoch mit dem Programm von
Schwartz zur Definition von verallgemeinerten Funktionen beheben.

1.3 Verallgemeinerte Funktionen

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist der Begriff des Funktionals in der Form

b
Tlp.f) = [ pla)s(o)ds
Jedem Paar von Funktionen wird durch diese Vorschrift eine Zahl zugeordnet

{p(x), f(x)} — Tlp, f] -

Die Frage, die im Endeffekt zur Verallgemeinerung des Funktionsbegrif-
fes fithrt, lautet: Kann man diese Zuordnung umkehren? Kann man durch
Vorgabe eines Satzes von Funktionen f,(z) und Zahlenwerten T,, mit z.B.
n=1,2,... eine Funktion p(z) definieren?

Einen Hinweis auf die Beantwortung dieser Fragen ergibt sich aus der
Theorie der Funktionsreihen, z.B. der Fourierreihen. Die iibliche Aussage
iiber Fourierreihen lautet: Die Fourierdarstellung einer Funktion p(z) in dem
Intervall [0, 27] hat die Form

plx) = Z Tneinmv

n=-—oo

wobei die Koeffizienten T,, durch

1 27 .
T, = %/0 p(x)e™ " dx

zu berechnen sind. Die Reihe stellt die Funktion p(z) eindeutig dar, wenn sie
gleichméfig konvergiert.

Man kann den gleichen Sachverhalt beschreiben, indem man die Akzen-
te etwas verschiebt und dabei den Sprachgebrauch, der bei der Diskussion
der verallgemeinerten Funktionen {iblich ist, einfithrt. Durch den Satz von
Testfunktionen

1 ..
fulx) = 2—6_"” 0<z<2r,n=0,+1,...)
7r

und durch die Vorgabe des Satzes von Zahlenwerten

T, = Tulp. fu] = / " p(a) fule) da
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ist die Funktion p(x) in dem Intervall [0, 27] eindeutig definiert. Man kénn-
te alle Eigenschaften von p(z) auch anhand des Satzes von Grofen {7},
bzw. der Reihe, in der diese Groflen als Entwicklungskoeffizienten auftreten,
diskutieren.

Diesen Sachverhalt hat L. Schwartz als Hintergrund fiir die Verallgemei-
nerung des Funktionsbegriffes benutzt. Zur Durchfiihrung des Programmes
sind die folgenden Schritte notwendig;:

(1) Man definiert einen geeigneten Satz von Testfunktionen { f,,(x)}. Abzéhl-
barkeit ist nicht unbedingt erforderlich, doch ist es einfacher mit einem
derartigen Satz zu argumentieren anstatt mit einem allgemeinen Satz
{f(z)}. Eine zuldssige Testfunktion ist durch die folgenden Aussagen
charakterisiert:

(1a) Samtliche Ableitungen von f,, existieren und sind stetig. Diese Aus-
sage wird fiir die Definition der verallgemeinerten Funktion eigentlich
nicht benstigt. Man braucht sie, um die Ableitungen der verallgemei-
nerten Funktion zu diskutieren.

(1b) Es gibt ein a > 0, so dass alle f,(zr) = 0 fiir 22 > a ist. Diese
Forderung garantiert, dass das Integral (sprich Funktional)

o0
| ra)fuoras
fiir jedzostetige Funktion p existiert.
(1b”) Alternativ kann man verlangen, dass jede Testfunktion f,, zusam-
men mit ihren Ableitungen, fiir || — oo schneller gegen Null strebt
als eine beliebige Potenz von 1/|z|. Die Testfunktionen miissen im
asymptotischen Bereich schnell genug abfallen.
(1b”) Andere Varianten von Testriumen sind moglich.
Man beweist dann,
(2) dass fiir jeden Satz von Forderungen (1) hinreichend viele Testfunktionen
existieren und dass die Zuordnung

{P, fn} — 1T, = T[pv fn]

immer eindeutig umkehrbar ist

{0, fn} — p(z) .

Man bezeichnet einen Satz von Funktionalen {T,,} tiber einem wohldefi-
nierten Raum von Testfunktionen als eine verallgemeinerte Funktion.

Anstatt eine Funktion in der iiblichen Weise durch eine Zuordnung der
Form x — f(z) zu definieren, charakterisiert man sie durch die Vorgabe
eines Satzes von Funktionalen. Die zweite Charakterisierung ist im Fall von
Funktionen vollig dquivalent zu der ersten. Sie hat jedoch den Vorteil, dass
sie wesentlich umfassender ist. Zwei Beispiele sollen diese Aussage andeu-
tungsweise belegen.

In dem ersten Beispiel werden als Testfunktionen
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fald)=e ™" p=12,...
gewihlt. Diese Funktionen erfiillen die Forderungen (1a) und (1b’). Betrach-
tet man zusétzlich den Satz von Funktionalen

=Tl | @@,

so ist durch diese Vorgaben eine (verallgemeinerte) Funktion definiert. In
diesem Beispiel kénnte man nachrechnen, dass gilt

T, = /OOOfon(x)dx .

Die Vorgaben definieren (zugegebenermafien auf ungewohnliche Weise) die
stetige Funktion p(z) = 22 . Ist p(z) stetig, so spricht man von einer reguliiren
verallgemeinerten (also einer normalen) Funktion.

In dem zweiten Beispiel fordert man

Tlp, f1 = f(0)

fiir jede zuléssige Testfunktion f(z). Jeder Testfunktion wird ihr Wert an der
Stelle z = 0 zugeordnet. In dem vorangehenden Abschnitt wurde gezeigt, dass
diese Forderung nicht durch eine normale Funktion erfiillt sein kann. Diese
Forderung definiert die § -Funktion und zwar vollstdndig und eindeutig.

Man ist also mit diesem Programm in der Lage, normale Funktionen
als auch Distributionen oder notfalls noch allgemeinere Konstrukte auf ein
und derselben Ebene zu diskutieren. Anstatt mit den Standardzuordnungen
x — p(x) zu operieren, verlegt man sich auf die Betrachtung von Sétzen von
Funktionalen. Alle weiteren Eigenschaften der verallgemeinerten Funktion
kann man aus dem Satz von Funktionalen gewinnen, so z.B.

Tl f1==1(0)

fiir die 0 -Funktion, oder allgemeinere Rechenregeln. Fiir weitere Ausfithrun-
gen zu dem Thema ‘verallgemeinerte Funktionen® wird jedoch auf die Lite-
raturliste verwiesen.

1.4 Rechenregeln fiir die Deltafunktion

Zum Abschluss dieses Kapitels sollen noch einmal die Regeln fiir den prak-
tischen Umgang mit der § -Funktion zusammengestellt werden. Diese Regeln
kann man zum Teil iiber die heuristische Definition nachempfinden. Ein stren-
ger Nachweis lédsst sich nur mittels der Benutzung von geeigneten Folgen von
Testfunktionen fithren.

1. Fiir jedes Intervall I um die Stelle zp und fiir jede in diesem Intervall
differenzierbare Funktion f(x) gilt
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/f (x — x0)da = f(xo) ,

insbesondere ist

/Ié(x—xo)dle.

Zur Abkiirzung schreibt man auch

f(@)é(z — o) = f(w0)d(z — wo) -
Eine differenzierbare Funktion f(x), die unter einem Integralzeichen als
Faktor von §(z — x¢) auftritt, kann durch den Wert der Funktion an der
Stelle x( ersetzt werden.
. Die ¢ -Funktion ist eine gerade Distribution

/If(m) T — T dx—/f (xg —x)dx .

Diese Rechenregel wird oft in der Form
0(x —x9) = 0(xg — )

zitiert. Die 0 -Funktion ist eine gerade "Funktion’.
. Ist das Argument der § -Funktion mit einem Faktor a skaliert, so gilt

/f amdx—H/f dx—gl‘(O).

Setzt man a = —1, so entspricht dies der Regel 2: 6(z) = §(—x).
. Hat die Funktion g(z) einfache Nullstellen 1, ..., x,, so gilt fiir ein In-
tervall I, das alle Nullstellen enthélt,

[ sitota Z FIeD] / i) dz

ZIg ()]

Die Grofe ¢'(x;) stellt die Ableitung der Funktion g(z) an der Stelle x;
dar. Insbesondere ist z.B.

/f (2 — 23)da = 2|m0\/ —x0) + 0(z + x0)) dw

ZM(JC(%)*‘J"( 7p)) -

. Die ¢ -Funktion ist die Ableitung der Stufenfunktion

0 fir z <0
@(x){l fir x>0

Es gilt also

de(z) _ LN
o - d(x) und / d(z")da" = O(x) .

— 00
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6. Die Relation
/f " — xo)do = — f'(x0)

definiert die Ableitung ¢'(x — xo) der ¢ -Funktion. Die Verallgemeinerung
fiir die n-te Ableitung lautet

/f($)5(")(x —zo)dz = (=1)"f™ (o) -
I
7. Eine viel benutzte Darstellung der § -Funktion ist das Integral

6z — ') / dk et Fl@—2")

Der Grund ist, dass diese Darstellung infolge der Faktorisierung der Ex-
ponentialfunktion auf hohere Raumdimensionen erweitert werden kann,
so z.B. fiir

o -y =z — '5(y Yo (2 —2)

i b, cite=) | | L / "k, ok
2 OO 2 J oo

% |:1/ dk elk (z— z):|
|: ///dkd ik-(r— 7'):| )

Das Dreifachintegral erstreckt sich iiber den gesamten k-Raum.




2 Funktionentheorie

Die Theorie der Funktionen einer komplexen Variablen ist ein besonderes
Hilfsmittel zur Fassung von Problemstellungen der theoretischen Physik. Es
stellt sich heraus, dass die Ubertragung von Begriffen wie Grenzwert einer
Funktion, Stetigkeit und Differenzierbarkeit von der reellen Analysis ins Kom-
plexe zunéchst nur eine Formsache zu sein scheint. Nach der Einfithrung des
Begriffes ‘ Differenzierbarkeit® zeigt sich jedoch, dass ein grundlegender Unter-
schied zwischen Funktionen einer reellen und einer komplexen Verdnderlichen
besteht: Bei Funktionen einer reellen Verdnderlichen kann man aus der Exi-
stenz der ersten Ableitung nichts {iber die Eigenschaften von etwaigen hoher-
en Ableitungen schlieen. Fiir Funktionen von einer komplexen Verénderli-
chen folgt hingegen aus der Existenz einer ersten Ableitung automatisch die
Existenz aller hoheren Ableitungen. In einer etwas préiziseren Formulierung
lautet die Aussage:

Ist eine Funktion w = f(z) in einem offenen und zusammenhéngenden
Gebiet G definiert und existiert in dem Gebiet die Ableitung f/(z), so exi-
stieren dort auch alle hoheren Ableitungen f”(z), f"/(z),... .

Solche Funktionen bezeichnet man als (in dem Gebiet) reguléire analyti-
sche Funktionen, bzw. in Abkiirzung nur als regulire oder nur als analyti-
sche Funktionen. Die Festlegung ‘offen* besagt, dass Randpunkte dem Gebiet
nicht zugerechnet werden, sonst wird es als abgeschlossen bezeichnet. Die Be-
zeichnung ‘zusammenhingend‘ verlangt, dass zwei Punkte des Gebietes durch
Kurven, die ganz in dem Gebiet verlaufen, verbunden werden kénnen.

Das Kapitel beginnt mit der Ubertragung der Grundbegriffe der reellen
Analysis auf den Fall von Funktionen einer komplexen Variablen und einer
ersten Charakterisierung der Klasse der analytischen Funktionen. Es folgt
eine Zusammenstellung der Figenschaften der elementaren Funktionen im
Komplexen. In einem dritten Abschnitt werden die Eigenschaften analyti-
scher Funktionen ndher vorgestellt: die Charakterisierung durch Differenti-
algleichungen, Integrale mit komplexen Funktionen, die Integralformeln von
Cauchy, Reihenentwicklungen und das Residuentheorem. Das Kapitel endet,
als Ausblick, mit einer kurzen Klassifikation der komplexen Funktionen.
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2.1 Analytische Funktionen I

Die Neufassung der Begriffe Grenzwert, Stetigkeit und Differenzierbarkeit
einer Funktion einer komplexen Verdnderlichen

w=f(z) = ule,y) +iv(e,y)  z=c+iy
beinhaltet die Aussagen:

e Man bezeichnet wg als den Grenzwert einer Funktion f(z) an der Stelle
20, falls fiir jede Zahlenfolge {z,} aus dem Definitionsbereich von f(z) mit
dem Grenzwert zo die Folge der zugehérigen Funktionswerte f(z,) stets
gegen wy streben.

Wie im Reellen bedeutet der Begriff des Grenzwertes nur, dass man die-
sem Wert beliebig nahe kommen kann, wobei der Unterschied zwischen
zwei komplexen Zahlen durch den Betrag |f (2, ) — wo| charakterisiert wird.
Der Grenzwert macht keine Aussage iiber den Funktionswert an der Stelle
zg. Die Definition unterscheidet sich formal nicht von der entsprechenden
Definition im Reellen, so dass im Komplexen die gleichen Regeln fiir das
Rechnen mit Grenzwerten gelten wie im Reellen.

e Der Begriff der Stetigkeit verbindet eine Grenzwertaussage mit dem Funk-
tionswert: Die Funktion f(z) ist an der Stelle zy stetig, falls

Jim f(z) = f(20)

ist, Funktionswert und Grenzwert also iibereinstimmen.
e Eine Funktion f(z) ist an der Stelle zy ihres Definitionsbereiches differen-
zierbar, falls der Grenzwert
. f(ZO + Az) - f(ZO) ’ df(z) dw /
1 == = = — =
Arto Az () dz P

existiert.

Die Ableitung in dem Punkt zy ist nur definiert, falls man den gleichen
Grenzwert in diesem Punkt erhélt, unabhéngig von der Richtung in der
komplexen z-Ebene, mit der man sich dem Punkt ann#hert. So findet
man z.B. fiir die Funktion w = 2z* unterschiedliche Grenzwerte fiir eine
Anniherung an einen Punkt parallel zur reellen bzw. zur imaginéiren Achse.
Diese Funktion ist nicht differenzierbar. In diesem Sinn dhnelt die Funktion
f(2) einer Funktion von zwei reellen Variablen f(x,y), obschon anderweitig
deutliche Unterschiede bestehen.

Wieder kann man infolge der formalen Ahnlichkeit der Definitionen al-
le Rechenregeln mit Ableitungen wie die Kettenregel, die Definition von
hoheren Ableitungen, etc. ins Komplexe tibertragen.

Eine Standardmethode zur Definition von elementaren (und nicht so ele-
mentaren) Funktionen benutzt die Darstellung durch Potenzreihen
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oo
f(z):a0+a1z+a222+...22an2",
n=0

wobei je nach Situation ein Konvergenzradius R zwischen Null und unendlich
(0 < R < 00) vorliegen kann. Fiir Funktionen, die auf diese Weise definiert
werden, gelten die folgenden Aussagen:

e Die durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion f(z) ist an jeder Stelle z;
innerhalb des Konvergenzkreises (|z;| < R) stetig und differenzierbar. Die
Ableitung kann durch gliedweise Differentiation gewonnen werden

flz) =Y (n+Dang1 2" .
n=0

e Die Potenzreihe ist an jeder inneren Stelle beliebig oft differenzierbar. Fiir
die k-te Ableitung an der Stelle z; gilt

o0

fB )= (n+1)n+2) (n+ ka2 k=12 ...
n=0
e Die Entwicklung um die Stelle z = 0 kann in der Umgebung eines inneren
Punktes durch eine Potenzreihe der Form

dargestellt werden.

In Band 1 Math.Kap. 7.3 wurde gezeigt, dass eine komplexe Funktion
w = f(z) die Abbildung eines Bereiches G der z-Ebene auf einen Bereich
B der w-Ebene vermittelt. Eine Abbildung durch eine analytische Funktion,
also einer beliebig oft differenzierbaren Funktion, die durch eine Potenzreihe
dargestellt werden kann, hat unter der Voraussetzung, dass die Ableitung in
einem Punkt z von Null verschieden ist, die Eigenschaften:

e Hat der Winkel zwischen zwei Kurven durch den Punkt z den Wert ~, so hat
der Winkel zwischen den Bildkurven den gleichen Wert. Diese Eigenschaft
der Winkeltreue folgt direkt aus der Definition der ersten Ableitung in dem
Punkt z (Abb. 2.1).

e Ebenfalls aus der Definition der ersten Ableitung, dieses Mal aus der Be-
trachtung des Betrages anstelle des Arcus, folgt, dass alle von einem Punkt
z ausgehenden ‘kleinen‘ Vektoren in dem selben Verhiltnis 1 : |f/(2)] ge-
streckt werden. Die Abbildung ist (im Kleinen) mafistabsgetreu.

e Eine Abbildung mit den genannten Eigenschaften bezeichnet man als kon-
form.

Zusammenfassend kann man feststellen: Eine durch eine analytische Funktion
vermittelte Abbildung ist in der Umgebung jeder Stelle, an der die Ableitung
nicht verschwindet, konform.
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(b)

Urbild in der z-Ebene Abbild in der w-Ebene

Abb. 2.1. Eigenschaften der konformen Abbildung

2.2 Elementare Funktionen

In dem Band 1 Math.Kap. 7.3 wurden nur die lineare Funktion w = a z + b,
die quadratische Funktion w = z? und die Exponentialfunktion w = ¢* an-
gesprochen. Eine Ergénzung der ersten zwei Beispiele sind

2.2.1 Potenzen und Wurzeln

Die Funktion w = 2™, wobei n eine natiirliche Zahl groier als 1 ist, ist in
der ganzen z-Ebene analytisch. Die Ableitung w’ = nz"~! ist, auBer im
Nullpunkt, von Null verschieden. Die Funktion vermittelt also in der ganzen
Ebene, auler dem Nullpunkt, eine konforme Abbildung.

Durch die Funktion w = z? wird jeweils eine Halbebene auf die ganze
w-Ebene abgebildet. Zur Darstellung der Abbildung benutzt man eine Rie-
mannsche Fliche, in der zwei Bléatter {ibereinander liegen und entlang der
reellen Achse iiber Kreuz aneinandergefiigt sind. Jeder von Null verschiedene
Punkt ist somit zweimal (auf dem oberen und dem unteren Blatt) vorhanden.
Der Nullpunkt, der nur einmal vorhanden ist, wird als Verzweigungspunkt
oder Windungspunkt bezeichnet.

Die Abbildung durch die Funktion w = 2™ mit n > 2 kann man, wie
den Fall n = 2, in der Darstellung durch Polarkoordinaten im Detail dis-
kutieren. Es werden nun Winkelsegmente mit der Offnung 27/n und dem
Scheitelpunkt z = 0 auf die ganze w-Ebene abgebildet. Zur Darstellung be-
nutzt man in diesem Fall eine Riemannsche Flidche aus n Bldttern, wobei
aufeinander folgende Blatter und das letzte und das erste Blatt miteinander
zu verbinden sind (siehe Abb. (2.2) fiir n = 4). Der Nullpunkt ist auch hier
ein Verzweigungspunkt.

Da die Abbildung der einfachen z-Ebene auf die nfach iiberdeckte w -
Ebene bis auf den Nullpunkt umkehrbar eindeutig ist, kann man feststellen,
dass es fiir die Funktion z = w'/" zu jedem w # 0 genau n verschiedene
Werte z gibt, fiir die z” = w ist. Diese z-Werte, die auf einem Kreis um
den Nullpunkt liegen, bilden die Eckpunkte eines regelméBigen n-Ecks (siehe
Abb. (2.2) fiir n = 4). Man bezeichnet sie als die n-te Wurzel aus w
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2= w.

Explizit kann man diese Aussage nachempfinden, wenn man die Darstellungen

(a) (b)

ARy
NP

z-Ebene, w = 2* — Riemannfliche w = 2

Bildebene, z = wt/* — z= wl/47 Urbild

4

Abb. 2.2. Die Funktion w = z*

z=ae¥ und w = Ae¥ benutzt. Es ist dann
A=d" und Y =np.
Da die Betrige der komplexen Zahlen positiv sind, lautet die Losung der

ersten Gleichung a = {/A. Die zweite Gleichung wird wegen der Kongruenz

mod 27 durch die n Werte
_ Y Y42m Y +dAr Y+ nm—Drm

n n n n
erfiillt. Die verschiedenen Wurzeln von {Yw sind also

k k
zk—\"/A<cosw+ T tisin 2T ”) k=0,1,2,...(n—1).
n n

Zusétzlich ist (eindeutig)
Vo=o0.

Als Hauptwert der n-ten Wurzel aus w bezeichnet man den Wert mit & = 0.

2.2.2 Die Exponentialfunktion

Alle Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion lassen sich aus der
Definition durch die absolut konvergente Potenzreihe

z
ez = Z g
n=0
herleiten. Diese Funktion ist in der gesamten Ebene analytisch. Die Eigen-
schaften dieser Funktion, die in Band 1 Math.Kap 7.3 diskutiert wurden,
sollen hier nur noch einmal ohne Kommentar zusammengestellt werden.
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%l . %2 = e(z1+22)

e = e+ — ¢®(cosy + isiny)

le*| = efte(2) arc(e®) = Im(z)
e27ri:1 ez+2n7ri:ez

de®

dz

S o W=

Infolge der Periodizitit der Exponentialfunktion mit komplexen Argu-
menten existiert ein Fundamentalbereich. Dies ist ein Streifen parallel
zur reellen Achse, der iiblicherweise mit

—m <Im(z) <+

angegeben wird. Die Exponentialfunktion nimmt fiir z-Werte aus diesem
Bereich jeden (von Null verschiedenen) Wert genau einmal an.

2.2.3 Die trigonometrischen Funktionen

Die Fortsetzung der Kosinus- und der Sinusfunktionen ins Komplexe wird
durch die konvergenten Reihen

252 24 o N 221'7,
cosz:l—a—&—z—...znzzo(—l) )l
) 2’3 25 e " z2n+1

vermittelt. Auch fiir diese analytischen Funktionen kann man alle Eigenschaf-
ten, wie die Eulerschen Formeln

iz

e =cosz+isinz
eiz +efiz eiziefiz
cosz = ———— sing = ———
2 21

die Additionstheoreme
cos(z1 + 22) = €0S 21 €08 23 — sin 21 sin 2y
sin(z; + z2) = cos 21 sin 2o + sin 2 cos 25

und den daraus folgenden Formelapparat, sowie die Ableitungsformeln
dcosz dsin z

= —sinz

dz dz
etc., aus den Reihendarstellungen gewinnen. Die Periodizitédtsbedingungen

= COSs z

cos(z+2nm) =cosz und sin(z+2n7) =sinz

fiihren wie im Reellen auf die Existenz eines Fundamentalbereiches parallel
zur imagindren Achse. In dem Streifen, charakterisiert durch
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—m < Re(z) < 47,

nehmen die komplexe Kosinus- und Sinusfunktion jeden von +1 verschiedenen
Wert an genau zwei verschiedenen Stellen an. Die Werte 1 werden an genau
einer Stelle des Streifen angenommen.

Da die Nullstellen der zwei Funktionen die gleichen sind wie im Reellen
(n ganzzahlig)

cosz:OHz:(2n+1)g sinz=0—z=nm,

sind die durch diese Funktionen vermittelten Abbildungen konform, aufler an
den Stellen z = nr fiir den Kosinus und z = (2n + 1)7/2 fiir den Sinus.

Die Tangens- und die Kotangensfunktion kénnen im Komplexen wie im
Reellen iiber die Kosinus- und die Sinusfunktion definiert werden

sin z COSs Z

tan z = = — .
COS 2 sin z

Die Eigenschaften dieser Funktionen mit komplexen Argumenten lassen sich

somit aus den Eigenschaften von cos z und sin z ableiten. So ist

e die Tangensfunktion in der gesamten z -Ebene regular, auler an den Stellen
z = (2n+ 1)m/2, fiir die cos z = 0 ist.

e Entsprechend ist die Kotangensfunktion in der gesamten Ebene regulér,
auler fiir z = nr.

Infolge der Periodizitét

tan(z +7) =tanz und cot(z + ) = cot 2
wahlt man als Fundamentalstreifen in diesem Fall

—g < Re(z) < —|—g .

In diesem Streifen nehmen tan z und cot z jeden von +i verschiedenen Wert
genau einmal an, die Werte £1i treten nicht auf.
Fiir die Ableitungen gilt wie im Reellen

dtanz 1 dcot z 1

dz cos? z dz sin?z

Diese Ableitungen verschwinden nicht, also ist die durch die Tangens- und
die Kotangensfunktion vermittelte Abbildung an jeder Stelle, an der diese
Funktionen definiert sind, konform.

Um die Reihenentwicklung dieser Funktionen zu gewinnen, kann man auf
die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion zuriickgreifen. Man schreibt
z.B. fiir z cot z (Multiplikation mit z, um die Singularitit bei z = 0 zu ver-
meiden)

eiz+efiz ) e2iz+1 ) 2 2

Feotz =12 o T T g o Pt e
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setzt die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion im Nenner ein und wer-
tet den Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten

B
zeotz =iz + =iz +14B1(22) + 5 (212)°+ ..

e2iz -1
aus, indem man mit der (absolut konvergenten) Nennerreihe erweitert. Ko-
effizientenvergleich liefert ein System von linearen Gleichungen mit einem
binomischen Muster

2B1+1=0

3B +3B1+1=0

48B3 +6B8y +4B; +1=10
5B4+10B3 +10B3 +5B1 +1 =0

Durch konsekutive Auflgsung erhélt man dann die Bernoullischen Zahlen
1 1

Bi=—=, By=-, B3=0

1 27 2 67 3 )
1 1

Bi=——, Bs=0, Bg=

4 307 5 07 6 49’

Da alle Koeffizienten mit ungeradem Index gréfler als 1 verschwinden, findet
man fiir die gesuchte Reihe

2 2n
_ B2 2 n2 BQ" 2n
zeotz =1— 51 z+...+(—1)Wz +...
1 22 z4 226
N 3 45 945

Die Reihe fiir die Tangensfunktion kann in der gleichen Weise oder iiber
Relationen wie

tan z = cot z — 2cot 2z

gewonnen werden. Das Resultat ist

2n (92n
4 S!Bz Z4 ..+ (—1)D 27(2 (2n)‘1) Ban z(2n=1)
_ 23225 1727

AT T s T3
Der Konvergenzradius dieser Reihen

tanz =

+ ...

+.o..

R(zcotz) =m und R(tanz)= g

entspricht den Nullstellen der Nenner in der Definition dieser Funktionen.
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2.2.4 Die hyperbolischen Funktionen

Die hyperbolischen Funktionen sinh z und cosh z sind eng mit den entspre-
chenden trigonometrischen Funktionen verwandt
cosh z = cos(i z) sinh z = —i sin(iz) .

Daraus ergibt sich die Tatsache, dass alle Eigenschaften und der zugehorige
Formelapparat direkt aus den Eigenschaften der trigonometrischen Funktio-
nen gewonnen werden kénnen. So erhélt man

e die absolut konvergenten Potenzreihen
3 5

b s — Z z

sin z—z—i-a—&—a—f—...
22 24

coshzzl—i—g—i—j—&—...,

e die Verkniipfungen mit der Exponentialfunktion
1 1
cosh z = 3 (ez + e_z) sinh z = 3 (ez — e_z) e®* = coshz +sinh z ,
e Additionstheoreme wie

cosh(z1 + 2z2) = cosh z; cosh z9 + sinh z; sinh 29 |

aus denen spezielle Formeln, z.B.

cosh? z —sinh? z = 1 cosh? z 4 sinh? z = cosh(22) ,
folgen,
e und die Ableitungen
dsinh 2 =coshz und m =sinhz .
dz z

Die Funktionen sind (wie die Exponentialfunktion) periodisch mit der Periode
27i. Der Fundamentalbereich ist also der Streifen

—m <Im(z) < +7.

Zusétzlich zu cosh z und sinh z kann man die Funktionen

sinh z

tanh z = = —itan(iz
cosh z (i)
cosh z

cothz = =icot(iz
sinh z (i)

betrachten, fiir die alle weiteren Eigenschaften ebenfalls aus den Eigenschaf-
ten der trigonometrischen Funktionen gewonnen werden koénnen.
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2.2.5 Der Logarithmus

Da die komplexe Exponentialfunktion eine periodische Funktion ist, ist die
Umkehrfunktion, der natiirliche Logarithmus w = In z, eine (unendlich) viel-
deutige Funktion. Betrachtet man einen bestimmten Wert von z, so bezeich-
net man den Wert des Logarithmus, dessen Imaginérteil in dem Intervall

—m <Im(z) < 4=

liegt, als den Hauptwert des Logarithmus und schreibt Ln. Alle iibrigen
Werte von In z fiir dieses z unterscheiden sich von dem Hauptwert nur um
ein Vielfaches von 271i, der Periode der Exponentialfunktion. Es ist also

Inz=1Lnz+2nri (n=0,£1,%£2,...).

Schreibt man z = Ae'® (A und « reell), wobei der Hauptwert von arcz = o
ist, so folgt

Inz=InA+ i«.

Spezielle Hauptwerte kann man anhand dieser Aussage leicht angeben. Es
sind z.B.

Inl=0 Lni:gi Ln(—1) = 7i Ln(—i):—gi.

Die durch In z vermittelte Abbildung der Hauptwertfliche auf den Streifen
mit —7 < Im(w) < 7 der w-Ebene ist in Abb. 2.3 illustriert. Strahlen der
z-Ebene werden auf Geraden der w-Ebene parallel zur reellen Achse, Kreise
der z-Ebene auf Geradenstiicke parallel zur imagindren Achse abgebildet.
Allgemeiner gilt: Alle Werte von In z haben den gleichen Realteil (den ein-
deutigen, reellen natiirlichen Logarithmus), die Imaginérteile unterscheiden
sich um ein Vielfaches von 27. In Umkehrung der durch die Exponential-

(a) (b)
/2 Im
31/ /4 131 3 (?TD
3 r=4
T 2 o= 0 /2
Re 0
/2
3/ -T/4 T
/2 (110 172 2 10
Strahlen und Kreise in der Geraden und Geradenstiicke in der
Hauptwertflache w -Ebene

Abb. 2.3. Die Abbildung w = In z

funktion vermittelten Abbildung werden durch den Logarithmus w = Inz
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Riemannsche Flichen der z-Ebene, die entlang der negativen reellen Achse
aufgeschnitten und zusammengeheftet sind, auf Streifen der w-Ebene ab-
gebildet. Die Punkte der Fliche, die die Hauptwerte triagt, werden auf das
Innere des Streifens

7 <Im(w) <m

der w-Ebene abgebildet. Diese Abbildung ist eindeutig und konform. Die
Punkte der benachbarten Riemannschen Flachen, werden auf die benachbar-
ten Streifen abgebildet. Die Situation ist in Abb. 2.4, die von links gelesen
die Abbildung durch die Exponentialfunktion und von rechts gelesen die Ab-
bildung durch den Logarithmus darstellt, illustriert.

(a) (b)
Im
31 /
: /
Re Hauptwerte
T /
+31 /
w = e°, z -Ebene — Riemannflichen
Streifen der w-Ebene «—— w = In 2z, z -Fliachen

Abb. 2.4. Abbildungen durch die Exponentialfunktion und den Logarithmus

Die Umkehrung von w = In z mit z = e bedingt auch, dass man fiir den
komplexen Logarithmus die bekannten Rechenregeln wiedergewinnen kann,
so z.B. (alle z # 0)

In(z122) =Inz; +Inz mZl = z1 — Inzy
2

Inz"=nlnz

dlnz 1

dz z’

Infolge der Vieldeutigkeit stellen die rechten und die linken Seiten dieser
Gleichungen jeweils einen (unendlichen) Satz von Werten dar. Jeder Wert,
der auf der linken Seite dieser Gleichungen auftritt, ist unter den Werten der
rechten Seite zu finden.

Die im Reellen gewonnenen Reihen fiir den natiirlichen Logarithmus
kénnen ins Komplexe fortgesetzt werden. Sie stellen dann die Hauptwerte
dar. Die drei bekanntesten Reihen sind
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n=1
Ln(1+z):§:(_1)(n+1)Z 2_22 +£_
— n 3

(14+2) = z(2n71)_ 23 20
an—22m—2<z+€+3+m)-

Der Konvergenzradius der drei Reihen ist jeweils R = 1.
Mit Hilfe des Logarithmus kann man im Komplexen (wie im Reellen)
beliebige Potenzen darstellen. Man schreibt fiir
w=z"
mit beliebigem komplexen a auf der rechten Seite
alnz

w=e

Den Hauptwert dieser vieldeutigen Funktion erhélt man, wenn man fiir den
Logarithmus den Hauptwert Lnz einsetzt. So ist z.B.

ii _ eilni _ ei((ifr/2)+2ni7r) _ e((fw/2)72n7r) )
Der Hauptwert ist
HW (i) =e /2.

2.2.6 Die zyklometrischen Funktionen
Die Umkehrung der trigonometrischen Funktionen fithrt auf die zyklometri-
schen Funktionen

w = arcsinz, w = arccosz, w = arctanz, w = arccotz .

Auch die Abbildungen, die durch diese Funktionen vermittelt werden, sind
vieldeutig. So liegt der Hauptwert der Arcussinusfunktion w = arcsin z in
dem Intervall

—g < Re(w) < falls Im(w) >0

VISR

fg < Re(w) < falls Im(w) <0,

da in diesem Intervall die Sinusfunktion alle moglichen Werte genau einmal
annimmt. Da sich sin z durch die Exponentialfunktion darstellen lasst, ist es
moglich, die Umkehrfunktion arcsin z durch den Logarithmus darzustellen.
Aus

2isinw =e'¥ —e 1 =2z
folgt die quadratische Gleichung

AW _9j et =1
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mit der Losung
e =iz4++/1—-22.
Die positive Wurzel liefert
1
w = arcsinz = — In (iz+ 1 722> ,
i

wobei auch hier die Bemerkung notwendig ist, dass jeder Wert auf der einen
Seite der Gleichung unter den Werten auf der anderen Seite enthalten ist.

Die Reihenentwicklung der reellen Arcussinusfunktion kann ins Komplexe
fortgesetzt werden. Der Hauptwert wird durch

12° L325+18~5/+
23 245 2467
dargestellt. Der Konvergenzradius dieser Reihe ist R(arcsin) = 1. Die Reihe

konvergiert jedoch noch fiir z = +1 und ergibt eine Reihendarstellung fiir
+7/2.

Auf eine entsprechende Andeutung der Eigenschaften der drei anderen
zyklometrischen Funktionen ebenso wie auf die Diskussion der Umkehrfunk-
tionen der hyperbolischen Funktionen soll verzichtet werden.

2.3 Analytische Funktionen II

Dieses Kapitel begann mit der Definition des Konzeptes einer analytischen
Funktion:

Eine Funktion w = f(z) = f(a + iy) heifit analytisch oder regulir in
einem Gebiet G der komplexen z-Ebene, falls sie in diesem Gebiet erklart
und differenzierbar ist.

Die Bedingung der Differenzierbarkeit fithrt auf die Aussage, dass ana-
lytische Funktionen konforme Abbildungen von Gebieten der z-Ebene auf
Gebiete der w-Ebene vermitteln. In diesem Abschnitt werden weitere Kon-
sequenzen dieser Bedingung vorgestellt. Dies sind die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen, die Cauchyschen Integralsitze und weitere Uberle-
gungen zu der Darstellung solcher (und anderer) Funktionen durch Potenz-
reihen.

2.3.1 Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Die Forderung nach der Differenzierbarkeit fithrt auf eine spezifische Ver-
kniipfung von Real- und Imaginérteil von analytischen Funktionen einer kom-
plexen Verénderlichen. Schreibt man

w= f(z) =u(z,y) +iv(z,y),
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wobei u und v reelle Funktionen der reellen Variablen sind, so kann man den
Differentialquotienten

in der Form
_ oy MEtesytey) —u(ey) £i@E ey tey) - o(y)
Eq,Ey—0 € + i€y

schreiben. Differenzierbarkeit im Komplexen beinhaltet die Aussage (analog
zu dem Fall einer Funktion von zwei Verinderlichen), dass der Wert der
Ableitung unabhingig von der Richtung ist, in der man sich einer Stelle
z = x +1iy anndhert. Man kann sich einer Stelle somit z.B. zum einen parallel
zu der reellen (¢, = 0), zum anderen parallel zu der imaginéren (e, = 0)
Achse annéhern und erhélt

ou  ov_1(0u o
dr  9x i\dy Oy)

Trennung von Real- und Imaginirteil liefert die (reellen) Differentialgleichun-

gen

ou  Ov ou v

oxr Oy oy  Ox’
die unter der Bezeichnung Cauchy-Riemannsche Differentialgleichun-
gen bekannt sind.

Betrachtet man die zweiten Ableitungen der Funktionen w und v, so folgt
aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen z.B.

9%u 9% 0% 0%v

a2 Oxdy Ay? -  Oyor
Unter der Voraussetzung, dass die (gemischten) zweiten Ableitungen stetig
sind, kann man die Reihenfolge der Differentiation vertauschen. Addition der
beiden Gleichungen ergibt dann
0? 02
Au(z,y) = (@ + 8—112> u(z,y) =0.

Die Funktion u(z,y) erfiillt eine (zweidimensionale) Laplacegleichung. Ent-
sprechend gewinnt man

Av(z,y)=0.

Sowohl der Realteil als auch der Imaginérteil einer analytischen Funkti-
on erfiillen die Laplacegleichung. Die zwei Funktionen kénnen jedoch nicht
willkiirlich gew#hlt werden, sie sind durch die Cauchy-Riemann Bedingungen
verkniipft. Allgemeine Methoden zur Losung der Laplacegleichung in zwei
und drei Raumdimensionen findet man in Math.Kap. 3.1
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Die Cauchy-Riemann Bedingungen erlauben die Begriindung einer geo-
metrischen Aussage tiber die Funktionen u(z,y) und v(z, y):

Die Kurvenscharen u(x,y) = const. und v(z,y) = const. schneiden sich
unter einem rechten Winkel.

Man betrachtet das Skalarprodukt der Gradienten von Real- und Ima-
ginérteil
Oudv  Oudv
Vu(z,y) - Vu(z,y) = — o + —=—
u(z,y) - Volz,y) = z- 5+ 3y 0y
und findet, dass dieses Produkt mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen Bedin-
gungen z.B. in der Form

Oudu Ouodu

ox Oy + oy dx
geschrieben werden kann. Die Gradienten in einem Punkt der komplexen
Ebene sind orthogonal. Da die Gradienten senkrecht auf den Kurven der zwei
Scharen stehen, schneiden sich die Kurven u(z,y) = const. in jedem Punkt
des Bildbereiches der analytischen Funktion mit den Kurven v(z,y) = const.
unter einem rechten Winkel.

Die Konsequenzen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir
Integrale mit komplexen Funktionen werden in den folgenden Abschnitten
aufgegriffen.

0

2.3.2 Kurvenintegrale in der komplexen Ebene

Ist w = f(2) eine in einem Gebiet G definierte stetige (nicht notwendigerwei-
se differenzierbare) Funktion, so kann man das folgende Integral definieren:
Betrachte eine Kurve C, die zwei Punkte z; und zy des Gebiets verbindet
und die ganz in dem Gebiet verliuft. Zerlege die Kurve durch Teilpunkte

Zi = 20, 21, %2, ..., 2y = 2Zy in N Teilstiicke und bilde die Summe
N
SN — Z(zn - anl)f(zn) 3
n=1

wobei Z, ein beliebiger Zwischenpunkt in dem Intervall [z,_1, 2,] ist. Der
Grenzwert dieser Summe fiir eine beliebig feine Unterteilung definiert dann
das komplexe Kurvenintegral

N

/:f f(z)dZE/cf(Z)dz: im 3 (20 — 2n1)f(Za)

N—o0
n=1

Die Voraussetzung der Stetigkeit von f(z) ist hinreichend, doch nicht notwen-
dig fiir die Existenz des Grenzwertes. Wihlt man als Kurve G ein Teilstiick
der reellen Achse und ist f(z) = f(x), so erhdlt man als Spezialfall das reelle
Integral.



28 2 Funktionentheorie

Aufgrund der Analogie der Definition des Kurvenintegrals iiber der kom-
plexen Ebene und iiber einer zweidimensionalen reellen Ebene lassen sich
einfache Rechenregeln ohne Aufwand gewinnen. So gilt z.B. fiir zwei aufein-
ander folgende Wegstiicke C; und Cy

ferdzs [ feda= [ e
Cy Cs Ci1+C2

oder fiir einen Integranden, der als Summe von zwei Funktionen vorgegeben
ist

L@+ pends= [Aeasr [ feas

Zur Auswertung der komplexen Kurvenintegrale benutzt man eine Para-
meterdarstellung der Wege in der Form

) =at) +iylt)  (L<t<ty).

Besitzen die Funktionen x(¢) und y(t) stetige Ableitungen, so beschreibt das
totale Differential

dz = (@(t) +ig(t) dt

die Unterteilung eines zusammenhéngenden Wegstiicks. Einige Beispiele, de-
ren Ergebnisse immer wieder benutzt werden, sind

1. Fir f(z) = z* ist das Integral von z; = 0 bis zu dem Punkt zy =1+1
zu berechnen, wobei der Weg einmal zuerst entlang der imaginédren Ach-
se und dann parallel zur reellen Achse, zum zweiten zuerst entlang der
reellen und dann parallel zur imaginéiren Achse zu nehmen ist. Man findet

i 1+i 1
/ z*dz:fi/ ydy+/ rxdr == (14 31i)
c 0 i 2
1 1+ 1
/ z*dz:/xdx—i/ ydy == (3+1) .
Ca 0 1 2

Das Resultat héngt nicht nur von den Integrationsgrenzen sondern auch
vom Weg ab.

2. Esist f(z) =1/z, der Weg C ein Kreis mit Radius R um den Nullpunkt
mit der Parameterdarstellung z(t) = R(cost + isint). Es folgt dann

j{ ds /27r SmtJrlcost)dti/% Qi ot
(cost +isint) 0

3. Fiir einen Kreisbogen (Radius R) von ¢ = 0 bis ¢ = « soll das Integral
mit f(z) = 1 berechnet werden. Man findet

/dz:R/ (—sint+icost)dt = R(cosa +isina —1) .
c 0

Geht der Kreisbogen in einen Kreis iiber, so ist mit o = 27
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j{dzzo.
c

4. Wird in dem zweiten Beispiel der Kreis in dem Uhrzeigersinn durchlaufen,
so bendtigt man die Parameterdarstellung z(t) = R(cost — isint). Fiir
das Integral findet man dann

d 2 ol t_ t 27
j{ a4z :/ (osint —icost) )dt:—i/ dt = —2ri.
-z o (cost—1isint) 0

Der Wert des Integrals hingt von dem Umlaufsinn ab.

Im Weiteren kennzeichnet fc einen geschlossenen Weg um den Ursprung,
der gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen wird. Ein solcher Weg wird mit 'im
mathematischen Sinn positiv’ bezeichnet. Die Notation fiir einen entspre-
chenden Weg in dem Uhrzeigersinn ist ¢, .

5. Der Integrand ist f(z) = (z — 20)™ mit beliebigem ganzzahligen m. Der
Weg ist ein Kreis mit Radius R im positiven Sinn um den Punkt zy. Mit
der Parameterdarstellung z(t) = zyp + R(cost + isint) findet man

I= % (z—2z9)"dz
C(z0)

2m
= Rm“/ (cost +isint)™(—sint +icost)dt .
0

Mit der Moivreformel folgt

2m
I=iRm™"! {cos(m + 1)t +1isin(m+ 1)t} d¢.
0

Man findet jedoch

27 27
/ cosntdt:/ sinntdt =0
0 0

fiir alle negativen und positiven ganzzahligen Werte mit n # 0. Ist n = 0,
so verschwindet das Integral mit dem Sinus, das Integral mit dem Kosinus
liefert 27r. Somit ist

j{ (Z—Zo)mdz:{%g fiir m 7 —1
C(zo0)

firm=-1.

2.3.3 Der Cauchysche Integralsatz und die Integralformeln

Das erste Beispiel des letzten Abschnitts zeigt, dass Integrale mit komple-
xen Funktionen von dem Weg abhéngen kénnen, der die Integrationsgrenzen
verbindet. Eine derartige Abh#ngigkeit besteht nicht, wenn man analytische
Funktionen betrachtet. Dies ist die Grundaussage des Integraltheorems
von Cauchy, das besagt
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Ist die Funktion f(z) analytisch in einem einfach zusammenhingenden
Gebiet G, so gilt fiir jede geschlossene, stiickweise stetige, ganz in G gelegene
Kurve C

fé f(z)dz=0.

Eine Variante dieses Theorems ist die Aussage, dass ein Integral zwischen
zwei Punkten z; und zy unter den genannten Voraussetzungen unabhingig
von dem Integrationsweg ist, solange er nur in dem Gebiet G verlduft

zf
/ f(z)dz = wegunabhéngig .
2

Der Beweis dieses Theorems kann in verschiedener Weise gefithrt werden.
Fiir eine einfache Argumentation mit einer Anleihe an die Vektoranalysis im
Reellen schreibt man

/_Zf f(z)dz = /Zf (u(z,y) +iv(z,y)) (dz +idy)

(zs5y5) (zs5y5)
:/ (udx—vdy)—H/ (vdz + udy)
(

Ti,Yi) (%i,y4)

und beruft sich fiir die zwei reellen Kurvenintegrale mit den Vektorfunktionen

F, = (u(x,y), —v(x,y), O) Fy = (U(x’y)7 u(a:,y), O)

auf den Satz von Stokes. Dieser besagt, dass die Kurvenintegrale

f
/ Fk~ds
i

wegunabhéngig sind, wenn die Rotation der Vektorfunktionen verschwindet
(Band 1 Math.Kap. 5.3). Nun ist

Jdv  Ou ou  Ov
VXFl——E'g,(%—Fa—y) VXF2—€3<%—8—Z}>

und man erkennt, dass die Rotation der Vektorfunktionen infolge der Cauchy-
Riemannschen Bedingungen verschwindet.

Von Interesse fiir die weitere Verwertung des Integralsatzes sind die fol-
genden Betrachtungen. Hat man zwei geschlossene, gleich orientierte Wege Cy
und Cq, von denen der eine ganz im Innern des zweiten liegt (siehe Abb. 2.5a),
S0 ist

(z)dz = f(z)dz,
Co Cy
falls f(z) in dem durch die Wege bestimmten Ringgebiet reguliir ist. Diese
Aussage gilt unabhiingig von der Frage, ob f(z) in dem von dem Ringgebiet
eingeschlossenen Gebiet regulér ist oder nicht. Zur Beweisfiihrung benutzt
man eine typische, in Abb. 2.5a angedeutete Argumentation. Man verbindet
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(a) (b)

Erweiterung I Beispiel ffc dz/(z — z0)

Abb. 2.5. Der Cauchysche Integralsatz

die zwei Wege durch zwei Hilfswege H; und Hs, durch die das Ringgebiet
in zwei einfach zusammenhéingende Teile zerlegt wird. In den Teilgebieten
und auf deren Rénder ist f(z) regulir, die Kurvenintegrale iiber die Rénder
verschwinden somit. Addition, unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass die
Hilfswege zweimal in entgegengesetzter Richtung durchlaufen werden, ergibt
dann

(z)dz + f(z)dz=0,
Co Ci—

bzw. die Behauptung. In dem Beispiel

%L:%i
c (Z—ZO)

kann somit der Kreis um die Stelle zy durch einen beliebigen, positiv orien-
tierten Weg, in dessen Innengebiet zg liegt, ersetzt werden (Abb. 2.5b).

Eine entsprechende Beweisfithrung (siche Abb. 2.6) zeigt, dass diese Aus-
sage auf den Fall, dass mehrere gleichorientierte Wege innerhalb von Cg liegen,
erweitert werden kann

n
f(z)dz:z f(z)dz .

Co 1 Cr
Es muss nicht vorausgesetzt werden, dass f(z) im Innern der Wege Cy, regulir
ist.

Aus dem Integraltheorem lassen sich, unter den gleichen Voraussetzungen,
die oft benutzten Cauchyschen Integralformeln herleiten. Die erste dieser
Formeln lautet:

Fine positiv orientierte, geschlossene Kurve C liegt in dem Regularitéts-
gebiet G einer Funktion f(z). Ist zg ein beliebiger Punkt im Innern des von C
umschlossenen Gebietes, so gilt fiir die analytische Funktion f an der Stelle
zo die Formel
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Co
(9
O
©

Abb. 2.6. Integralsatz: Erweiterung II

f(z0) = = 7% 1)y,

T 27 Jo (2 — 20)

Der Beweis dieser Formel beruht auf der Zerlegung

f(2) B f(20) ; (f(2) = f(20)) .
£<Z_Zo)d2ﬁ<z_20)d+7§ c_m) ©

In dem ersten Integral kann f(zg) vor das Integral gezogen werden, so dass
man fiir das Integral f(zg)/2mi erhiilt. In dem zweiten Integral kann man den
Radius des Kreises um zg so klein wihlen, dass der Betrag des Zéhlers kleiner
als eine vorgegebene Grofle ist

1f(2) = f(z0)l <€
Es gilt dann die Abschéitzung

UG~ f() L
Yi CEE I fi(z—md

Der Beitrag des zweiten Integrals kann beliebig klein gemacht werden.
Neben der Hauptformel gelten unter den gleichen Voraussetzungen fiir die
Ableitungen einer analytischen Funktion

=2me — 0.

<

f(")(zo):l!yi(&dz (n=1,2,3,...).

2mi z — zp)"t1

Der Beweis dieser Formel ist etwas umsténdlicher. Man betrachtet explizit
die Differentialkoeffizienten fiir gegebenes n, wobei jeweils die Formel fiir die
(n — 1)-te Ableitung einzusetzen ist, und schitzt die jeweiligen Integrale
ab. Auf diese Weise kann man den Nachweis mittels vollsténdiger Induktion
fiithren.

Die Definition von analytischen Funktionen basiert auf der Forderung der
Differenzierbarkeit, d.h. der Existenz der ersten Ableitung. Die Cauchyfor-
meln zeigen, dass fiir solche Funktionen aus der Existenz der ersten Ableitung
die Existenz aller hoheren Ableitungen folgt.
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2.3.4 Reihenentwicklungen analytischer Funktionen

Anhand der Cauchy Integralformeln kann man zeigen, dass analytische Funk-
tionen durch Potenzreihen in der Form

f(z) = Z fn—('o)(z — )"
n=0 :

dargestellte werden konnen. Diese Reihe konvergiert (gleichméBig) innerhalb
des grofitmoglichen Kreises um zg, der noch in dem Regularititsgebiet G der
Funktion f(z) liegt.
Schreibt man
1 1 1

d =z (2 —z) (2 —z) 7 — ) <1 zzo> ’

z' — 2

so kann man bei geeigneter Wahl der Zwischenstelle zg, so dass
|z — 20| < 2" — 20|

ist, die Entwicklung fiir die geometrische Reihe einsetzen
I i (z — zp)"
2 —z (2! — zp)nt1 "
n=0

Da diese Reihe (gleichméiBig) konvergiert, kann man sie, nach Multiplikation
mit f(2'), gliedweise integrieren

f(zl) dz = Z(Z _ Zo)n% f(zl) dz’ ,

c =z ¢ (2 —zo)"tt

n=0

wobei die Kontur C die Stellen z und 2z’ umschliet, und erhélt die angegebene
Taylorentwicklung. Die Reihe konvergiert innerhalb eines Kreises um zg, in
dem f(z) analytisch ist. Ist z; die zp am néchsten gelegene Stelle, fiir die das
nicht zutrifft, dann ist der Konvergenzradius R = |21 — 2|

Einen breiten Raum koénnte in der weiteren Diskussion das Prinzip der
analytischen Fortsetzung einnehmen, das besagt: Ein Gebiet G; hat mit ei-
nem Gebiet Gy ein Teilgebiet Gio gemeinsam. In G; ist eine Funktion f(z)
gegeben. Es kann dann in Gy nur eine einzige Funktion f2(z) geben, die in G129
mit f1(z) iibereinstimmt. Die beiden Funktionen bezeichnet man als analy-
tische Fortsetzungen voneinander. In Bezugnahme auf die Diskussion der
elementaren Funktionen in Math.Kap. 2.2 kann man in diesem Sinn sagen:
Wenn eine reelle Funktion ins Komplexe analytisch fortsetzbar ist, so ist dies
nur auf eine einzige Art moglich.
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2.3.5 Laurentreihen und singulire Stellen

Eine Funktion, die in einem Bereich regulér ist, kann durch eine Taylorreihe
dargestellt werden. Falls in dem Bereich jedoch singuldre Stellen vorhanden
sind, muss man die Betrachtungen erweitern. Die einfachste Situation liegt
vor, wenn eine Funktion f(z) in einem konzentrischen Kreisring um eine Stelle
zo reguldr ist, iiber das Verhalten um die Stelle zy jedoch nichts bekannt ist.
Der Kreisring wird (Abb. 2.7) von zwei positiv orientierten Kurven C; und
Co mit den Radien R(C3) < R(Cy) gebildet. In dem Ring gilt dann die
Laurententwicklung

f Z - ZO) /
E 74 d
27r1 (2 = 20) "*1 §

bzw. in Abkiirzung

oo o0
E n(z —20)" + E a_n(z—20) " = E an(z — 29)"
n=0 n=-—oo

Verbindet man die zwei Kreise iiber ein Zwischenstiick zu einer Kontur

Abb. 2.7. Argumentation zur Aufstellung der Laurentreihe

C =C; —Cq, so ist f(z) im Innern der Kontur C regulir. Man kann somit fiir
eine Stelle z im Innern von C

1 1

2mi Clz—z  2mi sz—z
schreiben, da das Zwischenstiick, das zweimal aber in entgegengesetzter Rich-
tung durchlaufen wird, nicht beitrégt. In dem ersten Integral entwickelt man

o 1 . Z (2 — 20)
r_ - _ - 1 _ n+1 ?
- N (Z’ - Zo) (1 — Z, “0 ) n=0 (Z Zo)

PARA)
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da |z — 2] < |2/ — zp| fiir Punkte 2’ auf dem Kreis C; ist. In dem zweiten
Integral, mit Punkten 2z’ auf dem Kreis Cs , entwickelt man entsprechend

oo

Y A et Mt
_ . r_ - _ n+1l °
2 — 2 (2 — z0) (1_2 zo) = (2 — 20)
Multiplikation mit f(z’) und Integration ergibt dann die Laurentreihe.
Das folgende Beispiel fiir die Funktion f(z) = 1/(22(1 — 2)) zeigt in ein-
facher Auswertung die Anwendungsmoglichkeiten. Ist man an einer Entwick-

lung in dem Kreisring um zp = 0 mit 0 < |z| < 1 interessiert, so schreibt man
mit Hilfe der geometrischen Reihe

zZ— 20

11
fR) =g+ +1+24....

Um eine Reihe zu gewinnen, die fiir |z| > 1 konvergiert, sortiert man

und findet, ebenfalls mit Hilfe der geometrischen Reihe

Man gewinnt zwei verschiedene Entwicklungen in Potenzen von z fiir die-
selbe Funktion in verschiedenen Ringgebieten. Entwickelt man hingegen die
Funktion 1/z2 nach Potenzen von (z — 1), so findet man die Laurentreihe

f(z):—(z ! ) +2-3(z—1)+4(z—1)2=5(z—-1)>+—...,
die fiir 0 < |z — 1| < 1 konvergent ist.

Singuldre Stellen konnen anhand der Laurentreihe, die aus einer aufstei-
genden und einer absteigenden Potenzreihe besteht, klassifiziert werden. Ist
die Funktion an der Stelle zy singulér, in der Umgebung dieser Stelle jedoch
regulér, so liegt eine isolierte singulidre Stelle vor. Man bezeichnet eine
isolierte singulére Stelle z( als einen Pol k-ter Ordnung, falls der Grenzwert

ZH_H}ZO(Z - Zo)kf(z) = g(20)

existiert und nicht gleich Null ist. Die Reihe beginnt dann mit dem Term
(z — 2z0) 7"

oo
a_k A (k—1)

flz) = Z an(z — 20)" = AT + (2= 2) D +....

n=—k

Die Funktion f(z) = 1/(2%(1—2)) besitzt an der Stelle z = 0 einen Pol zweiter
Ordnung, an der Stelle z = 1 einen Pol erster Ordnung, der auch als einfacher
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Pol bezeichnet wird. Die in Math.Kap. 2.2.3 gewonnene Entwicklung von cot z
um die Stelle z =0

zeigt, dass diese Stelle ein Pol erster Ordnung ist. Lauft die Summe in der
Laurentreihe von —oo bis oo, so liegt an der Stelle z; eine wesentliche
Singularitit vor. Ein Beispiel ist die Entwicklung von e¢/#) um die Stelle
z=0

1 1 11

Ein anderer Typ von Singularitit, der im Zusammenhang mit mehrdeu-
tigen Funktionen auftritt, ist der Verzweigungsschnitt, der anhand von
f(2) = Inz diskutiert werden soll. Man betrachtet die Stellen z; = rel(7=¢)
und zp = re” ("9 die (fiir ¢ << 1) kurz ober- und unterhalb (siche
Abb. 2.8) der negativen reellen Achse liegen. Im Grenzfall ¢ — 0 fallen die
Punkte zusammen

lim z; = re'™ lim zp = re™ '™,
e—0 e—0

fiir die Funktionswerte gilt jedoch
lim f(z;) =Lonr+in lim f(zo) =Lnr —im.
e—=0 e—0

Wenn man sich der negativen reellen Achse von oben bzw. von unten néhert,
erhélt man verschiedene Funktionswerte. Es sieht so aus, als ob die Funktion
auf dieser Achse nicht stetig ist. Sie wire dann auch nicht differenzierbar
bzw. nicht analytisch. Dies ist jedoch nicht der Fall. Die Funktion In z ist fiir
alle Werte von z, aufler fiir z = 0, analytisch.

(a) (b)
z1 7o Hauptwerte z1 Hauptwerte
Z2
Situation fiir € > 0 Situation im Grenzfall e =0

Abb. 2.8. Definitionsbereich der Funktion In z aus der Sicht der negativen reellen
Achse (rot)

Zur Erlduterung der Situation muss man den Definitionsbereich von In z
genauer betrachten. Der Definitionsbereich kann als eine unendlichbléttri-
ge Riemannsche Fldche angesehen werden. Benachbarte, iibereinanderlie-
gende Blitter sind entlang der negativen reellen Achse zusammengeheftet
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(Abb. 2.8). Man bezeichnet die negative reelle Achse (Re(z) < 0) als Ver-
zweigungsschnitt der Funktion Inz, die Stelle z = 0 ist, wie schon be-
nannt, ein Verzweigungspunkt. Definiert man als das Hauptblatt, das Blatt
auf dem die Argumente der Hauptwerte angesiedelt sind, also z-Werte mit
—m < Im(z) < +m, so erkennt man, dass der oben gewihlte Punkt z; auf
dem Hauptblatt liegt und im Grenzfall auf diesem bleibt. Der Punkt z5, der
zunéchst auch auf dem Hauptblatt lag, verlidsst dieses in dem Grenzfall und
wechselt auf ein anderes Blatt, ndmlich das Blatt, auf dem die z-Werte mit
—3m < Im(z) < — zu finden sind. Die oben gefundene ‘Singularitit‘ ist also
keine wirkliche, sie entsteht nur durch eine inkorrekte Zuordnung der Grenz-
werte der Argumente zu den Blattern des Definitionsbereiches der Funktion
In z. Die einzige singulére Stelle von In z ist der Verzweigungspunkt bei z = 0.
Trotzdem ist in Anwendungen - entsprechende Verzweigungsschnitte treten
bei allen mehrdeutigen Funktionen auf - Vorsicht beim Umgang mit Verzwei-
gungsschnitten geboten.

2.3.6 Der Residuensatz

Der Koeffizient a_1 der ersten negativen Potenz der Laurentreihe wird als
das Residuum der Funktion f(z) in zy bezeichnet. Geméfi der Laurentrei-
he gilt fiir eine geschlossene, positiv orientierte Kurve C, die ganz in einem
Regularitéitsgebiet um zg verlauft,

271'1% uc

Liegen in dem Innengebiet von C endlich viele singuldre Stellen, so kann man
diese Definition auf den Residuensatz erweitern. Man legt um die singulédren
Stellen hinreichend kleine, positiv orientierte Kreise und erhélt anhand der
in Abb. 2.9 angedeuteten Zerlegung der umfassenden Kontur C

. ) () me fe)dz+ o ) 1o 27”74 e

Diese Zerlegung wird meist in der Form

% f(2)dz = 27?12 { der Residuen von f(z) in den von }
c

C umschlossenen singularen Stellen

zitiert. Der Residuensatz findet in vielen Bereichen Anwendung. Einige Bei-
spiele sind:

1. Zu berechnen ist das Integral entlang der reellen Achse

Too de
oo 122

Elementare Auswertung (als uneigentliches Integral mittels der Arcustan-
gensfunktion) ergibt den Wert 7. Das Integral eignet sich aber auch, die
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Abb. 2.9. Integralsatz: Zum Residuensatz

Auswertung mit Hilfe des Residuensatzes zu illustrieren und das allge-
meine Muster zur Berechnung solcher Integrale aufzuzeigen. Man wahlt
(siehe Abb. 2.10) als Integrationsweg C einen Weg von z = —R entlang
der reellen Achse zu dem Punkt z = +R und von dort lings eines Halb-
kreises mit dem Radius R zuriick zu dem Punkt z = —R. Die Zerlegung
des Integranden

11 1 1
1422 2i\z—1 2z+i

zeigt, dass der Weg (fir R > 1) den Pol bei z = i einschliefit, dessen
Residuum mit 1/(2i) abgelesen werden kann. Nach dem Residuensatz ist

j{ dz o1
=21 — =m.
c 1422 2i

Auf der anderen Seite gilt

fdz_/""Rdx_i_/ dz
C1+Z2_ _R 1+x2 HK]‘+22

Fiir den Beitrag des Halbkreises findet man die Abschéitzung

/ dz
HIC 1+Z2

wobei M der maximale Betrag des Integranden entlang des Weges und
L die Lange des Weges ist. Fiir das Beispiel ist

/ dz - TR
HK1+Z2 _R2—1

Der Beitrag des Halbkreises verschwindet fiir R — oo, es verbleibt in
diesem Grenzfall das Integral iiber die reelle Achse.

<ML,

. Im Fall des Integrals

+o00
/ % dx a > 0 reell
Lo Gt X

ist die elementare Auswertung nicht einfach. Zur Anwendung des Resi-
duensatzes wiirde man mit dem Integral



2.3 Analytische Funktionen IT 39

Re

=R » R —=

Abb. 2.10. Beispiel zur Anwendung des Residuensatzes

eiz
———dz
ca*+z

beginnen, wobei C der gleiche Integrationsweg wie im vorherigen Beispiel
ist. Ist R > a, so ist die Polstelle bei z = ai in die Kontur eingeschlossen
und man erhélt

7€ azei_kzz dz = 271 (Residuum bei ai) = 27i - e2ai =

e

Die Abschitzung des Beitrages des Halbkreises ist
el? TR
dz| < .
’/HKCLQ-FZQ ISR 2

Der Beitrag verschwindet fiir R — 00, so dass in diesem Fall das Ergebnis
lautet

+oo eia: Te @
dr = ,

2 2
o @Ft T a

bzw. wenn man den Realteil auf beiden Seiten nimmt (das Integral mit
sin & verschwindet infolge der Symmetrie)

T cosx me ¢
3 5 dz = .
e a

In beiden Beispielen erweist sich die Abschitzung der Ergdnzung der Kontur
zu einem geschlossenen Weg als der wesentliche Punkt. Hat der Integrand die
Form e*19% f(z) mit reellem a > 0 und einer Funktion f(2), die mit |z| — oo
gegen Null geht, so gilt allgemein

/ et f(2)dz| — 0,
+HK

wobei die Ergéinzung je nach Vorzeichen des Argumentes der Exponential-
funktion ein Halbkreis in der oberen (+) oder unteren (—) Halbebene ist.

In vielen Beispielen zur Auswertung von uneigentlichen Integralen entlang
der reellen Achse ist die Erginzung durch Halbkreise niitzlich, doch sind
andere Ergéinzungen zu geschlossenen Konturen, z.B. durch die drei fehlenden
Seiten eines Rechtecks, durchaus moglich.

lim
R—o0
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Das letzte Beispiel illustriert eine Situation mit einem Verzweigungspunkt
bzw. Verzweigungsschnitt. Um das Integral

/ x dx 0<ax<l
o l+=x

zu berechnen, beginnt man mit dem komplexen Integral

Ic:f JY
Cl+Z

Der Integrand hat einen singuldren Verzweigungspunkt bei z = 0 und
einen einfachen Pol bei z = —1. Wihlt man als Wertebereich der Dar-
stellung von

Lo — ‘Z|faefiatp

den Bereich 0 < ¢ < 27, so ist die positive reelle Achse ein Verzweigungs-
schnitt. Es ist deshalb nicht moglich, die Integrationskontur entlang der
reellen Achse zu nehmen. Eine Moglichkeit ist die in Abb. 2.11 gezeig-

Im
K
G2_> .
AN — e
K Gl‘_

Abb. 2.11. Beispiel zur Integration um einen Verzweigungsschnitt

te Kontur C, die aus zwei Geraden parallel zu dem Verzweigungsschnitt
(G1 und Gs), einem Teilkreis K’ mit Radius € und einem Teilkreis K mit
Radius R > 1 um die Stelle z = 0 besteht. Es ist dann

I = ?f ® 4z = 27 (Residuum bei — 1) = 2rie™ o7 .
C 1 + z

Auf der anderen Seite ist

Ic:/z dz+/z dz+/ i dz+/ A P
g11+Z g21+2 K:11+Z IC21+Z

Es ist nun zu untersuchen, was in dem Grenzfall

€ —0, R—oc0 und Gy, Go — reelle Achse

passiert. Die Gerade G; liegt dann auf dem néchsten Blatt der Riemann-
schen Flidche. Unter Beachtung der Richtung der Integration findet man
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—« 0 —a—2iam oo —«
/ : dz—»/ |Z|67dz:fefzio”r/ :c dz .
G 1+Z o 1+Z 0 1+.'L'

Die Gerade Gs bleibt auf dem Hauptblatt

/ i dz—>/ x dx .
g21+2 0 1"'3;'

Die beiden Teilkreise werden zu Kreisen mit

—a 2 -«
lim / - dz| < lim e =0,
e—0 K1 1 + z e—0 1 — &
—« 2 lea
lim / i dz| < lim o 0.
R—oo | [ic, 1+z R—oo R—1

Es verbleibt also

(1-— efzi‘”)/ 1x+ dz = 2rie o7
0 €T

bzw. nach Sortierung
Rl ™
/ de = — .
o 142z sin Ta

2.3.7 Eine ganz kurze Klassifikation der komplexen Funktionen

Man unterscheidet zwei Hauptklassen von Funktionen gemifi dem Attribut
eindeutig oder mehrdeutig.

Zu den eindeutigen Funktionen zdhlen die ganzen und die meromor-
phen Funktionen. Die ganzen Funktionen sind dadurch charakterisiert, dass
sie in der komplexen Ebene (ausgenommen der Punkt oo) keine Singula-
rititen haben. Sie kénnen in der gesamten Ebene durch eine (bestéindig kon-
vergente) Potenzreihe

o0
flz)= Z anz"

n=0
dargestellt werden und umfassen somit die ganzen rationalen Funktionen
(Polynome) und die elementaren transzendenten Funtionen wie e, sin z etc.
Meromorphe Funktionen besitzen in der komplexen Ebene (ausgenommen
der Punkt co) keine anderen Singularitéten als Pole. Sie umfassen die gebro-
chen rationalen Funktionen sowie transzendente Funktionen wie tan z, cot z,
jedoch auch ‘hohere Funktionen wie die I'-Funktion (Math.Kap. 4.1). Ei-
ne weitere Eigenschaft, unter dem eindeutige Funktionen diskutiert werden
konnen, ist die Periodizitit, die entweder einfach f(z+nw) = f(z) oder dop-
pelt f(z + nw + n'w’) = f(z) sein kann. Das bekannteste Beispiel fiir eine
einfach periodische Funktion ist die Exponentialfunktion, alle ihre Eigen-
schaften konnen anhand der Betrachtung eines Periodenstreifens gewonnen
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werden. Erweiterungen zielen auf die Fourierentwicklung. Beziiglich der dop-
pelt periodischen beweist man, dass sie keine ganzen Funktionen sein kénnen
sondern notwendigerweise meromorphe Funktionen sein miissen. Ein Beispiel
ist die P -Funktion w = P(z) von Weierstraf}, die durch eine Differentialglei-
chung der Form

dw” 3
dz = 4dw” — gow — g3

definiert ist. Die Konstanten in dieser Differentialgleichung sind durch die
Perioden w und w’ bestimmt.

Die mehrdeutigen Funktionen, die zweckméfliger Weise mit Hilfe der Rie-
mannschen Fldchen diskutiert werden, leiten sich im Wesentlichen von den
Wurzeln, mit der einfachsten Form /2, und dem Logarithmus In z ab.
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In der Elektrodynamik spielen eine gute Anzahl von durchaus verwandten
partiellen Differentialgleichungen eine Hauptrolle. Die Theorie wird in den
Maxwellgleichungen, einem Satz von partiellen Differentialgleichungen zur
Bestimmung der sechs Komponenten des elektromagnetischen Feldes, zusam-
mengefasst. In dem stationdren Grenzfall diskutiert man fiir den elektrischen
Anteil die Laplace- bzw. Poissongleichung zur Berechnung des elektrischen
Potentials V(r)

AV (r) =0bzw. — 4dwkep(r) ,
fiir den magnetischen Anteil die Amperesche Differentialgleichung
AA(r) = —4dnk,g(r) ,

die das magnetische Vektorpotential A(r) bestimmt.

Im dynamischen, dem voll zeitabhéingigen Fall, werden die Maxwellglei-
chungen zu Wellengleichungen fiir die (verkoppelten) Feldkomponenten oder
die elektromagnetischen Potentiale umgeformt. Neben der Wellengleichung
im ladungs- und stromfreien Raum, wie

1 02
(A— g@) E(T’, t) =0 s
ist in leitender Materie die Telegrafengleichung

0

zu betrachten. Das Senderproblem erfordert die Diskussion von inhomogenen
Wellengleichungen, z.B. fiir das Potential

(A Lo ) V(r, ) = —dxkop(r, 1) .

2o
Geht man in die homogene Wellengleichung mit einem Ansatz
E(r,t) = E(r)e*iv!

ein, so erhélt man eine Helmholtzgleichung

(A+Kk*)E(r)=0 mit k2 = e
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Alle vorliegenden Differentialgleichungen sind homogene bzw. inhomoge-
ne Differentialgleichungen von zweiter Ordnung mit bis zu vier Variablen.
Neben allgemeineren Untersuchungen steht die Frage nach direkten, prak-
tischen Losungsmethoden fiir solche Differentialgleichungen im Raum. Im
Endeffekt existiert, aufler numerischen Methoden, fiir die homogenen, li-
nearen Differentialgleichungen nur ein Zugang: Die Reduktion einer parti-
ellen Differentialgleichung in n Variablen auf einen Satz von n gewdohnli-
chen Differentialgleichungen durch Trennung der Variablen. Diese Methode
wird in dem Abschnitt Math.Kap. 3.1 vorgestellt. Nach Kldrung dieser mehr
technischen Frage kommt die physikalische Fragestellung in der Form ei-
ner allgemeineren Diskussion des Randwertproblems (der Elektrostatik) zum
Wort (Math.Kap. 3.2). Eine generelle Methode zur Behandlung der inho-
mogenen Differentialgleichungen ist die Methode der Greenschen Funktio-
nen. Die Greensche Funktion fiir das stationdre Randwertproblem wird in
Math.Kap. 3.3, die retardierte Greensche Funktion der Elektrodynamik in
Math.Kap. 3.4 behandelt.

3.1 Die Trennung der Variablen

Um das Prinzip dieser Methode zu erldutern, bietet sich die Betrachtung
einer einfachen Situation an, die Laplacegleichung in zwei kartesischen Koor-
dinaten.

3.1.1 Laplacegleichung, zwei kartesische Koordinaten

Die Laplacegleichung in einer zweidimensionalen kartesischen Welt lautet
v 0%V
5 + 55 =0.

ox2  Oy?

Man kann deren Losung mit einem Produktansatz (auch Ansatz nach Ber-
noulli genannt) versuchen

Viz, y) = f(z)g(y) -
Geht man mit diesem Ansatz in die Differentialgleichung ein, so folgt

d2f d?g

— — =0.
I z? + dy?
Man kann gewdhnliche Differentiationssymbole benutzen, da f und g Funk-
tionen einer Verdnderlichen sind. Multipliziert man diese Gleichung mit

1/(f - g), so erhilt man

1 &f(x) 1 d%(y)
flz) d2? g(y) dy? ’

also offensichtlich eine Gleichung der Form

AV(.I, y) =
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F(z)+G(y)=0.

Diese Gleichung kann fiir beliebige Wertepaare (z, y) nur erfiillt sein, wenn
die einzelnen Summanden konstante Groflen sind. Man setzt also

F(z)=k Gy) =—k.

Die Konstante k bezeichnet man als die Separationskonstante. Mit dieser
Argumention hat man aus einer partiellen Differentialgleichung zwei gewohn-
liche Differentialgleichungen gewonnen

T ww k).

Setzt man voraus, dass diese gewohnlichen Differentialgleichungen fiir vorge-
gebene Werte von k gelost werden konnen

= f(k,z)  g(ky),
so ergeben sich die folgenden Moglichkeiten:

(i) Die Differentialgleichungen sind fiir alle k-Werte aus einem Intervall
16sbar

a<k<b,

wobei a und b auch —oo bzw. +00 sein konnen.
(ii) Die Differentialgleichungen sind nur fiir diskrete Werte von k lsbar

k=k, n=0,1,2,....
(iii) Moglich ist auch eine Kombinationen aus (i) und (ii).

Unabhiingig von der Situation beziiglich der Integrationskonstanten muss
man jedoch die folgenden Aussagen beachten: Jede Produktfunktion

Vk(x’y) = f(k:,x)g(k‘,y)

ist per Konstruktion eine Losung der partiellen Differentialgleichung. Sie
kann jedoch keine allgemeine Losung dieser Differentialgleichung sein, da die
Separationskonstante in der urspriinglichen, partiellen Differentialgleichung
nicht auftritt. Infolge der Linearitdt der zur Diskussion stehenden Differen-
tialgleichungen kann man die allgemeine Losung durch Superposition der
Einzellosungen ansetzen, in den einzelnen Féllen:

b
() Vi) = / Ak A(E) (k. 2)g(E, y)

(o)
(i) Vizy) =Y Alkn)f(kn,2)g(kn,y) -
n=0
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Man kann verifizieren, dass diese Superpositionen eine Losung der partiellen
Differentialgleichung darstellen. So gilt z.B. im Fall (i)

b 2 T 2 T
V(e = [ anaw (s 4 L)

b
- / AkA(K) (g (k) — f (kg)) = 0.

Im Gegensatz zu dem Fall einer gewohnlichen Differentialgleichung zweiter
Ordnung enthéilt die allgemeine Losung einer partiellen Differentialgleichung
zweiter Ordnung beliebig viele Integrationskonstanten. Dies ist jedoch ge-
nau der Problemstellung angepasst. In einer Raumdimension kann man fiir
ein Randwertproblem zwei Randwerte vorgeben. Im Fall von zwei Raumdi-
mensionen wiirde eine Randkurve vorliegen, also beliebig viele Randpunkte.
Anhand dieser Vorgabe kann man den gesamten Satz von Integrationskon-
stanten A(k) bzw. A(k,,) festlegen.

Da die Separation der Laplacegleichung in der dreidimensionalen Welt
immer wieder gefragt ist, soll in den néchsten Abschnitten die Separation in
den drei gebriuchlichsten Koordinaten (kartesische, Kugel- und Zylinderko-
ordinaten) angegeben werden. Die jeweilige Form des Laplaceoperators ent-
nimmt man dem Math.Kap. 5.2, in dem auch Hinweise auf weitere Systeme
von krummlinigen Koordinaten zu finden sind.

Auch in der dreidimensionalen Welt ist zu beachten, dass sich eine allge-
meine Losung der urspriinglichen partiellen Differentialgleichung erst durch
Superposition der Losungen der drei gewohnlichen Differentialgleichungen,
die aus ihr hervorgehen, ergibt. Die Losung der gewohnlichen Differential-
gleichungen und die damit verbundene Diskussion der Separationskonstanten
wird entweder im Haupttext oder in den Math.Kap. 4.2 bis 4.6 diskutiert.

Die Laplacegleichung separiert, wie unten gezeigt, in Kugelkoordinaten.
Die Tatsache, dass nicht jede partielle Differentialgleichung in allen méglichen
Koordinaten (oder iiberhaupt) separieren muss, kann demonstriert werden,
indem man anstelle der Laplacegleichung eine lineare, homogene Gleichung
wie

(A4 fx)V(r)=0

betrachtet. Diese partielle Differentialgleichung ist in kartesischen, nicht aber
in Kugelkoordinaten separierbar.

3.1.2 Helmholtz-/Laplacegleichung, kartesische Koordinaten

In diesem Abschnitt soll die Helmholtzgleichung
(A+EHV(r)=0

betrachtet werden. Diese ist nur ein wenig allgemeiner als die Laplaceglei-
chung, die k = 0 entspricht. Die Differentialgleichung
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0? 0? 0?
=~ 4 = 4 2 L k2 =
(8302 o T aE T )V(x, yz)=0
kann in zwei Schritten separiert werden. Mit dem Ansatz
Viz,yz) = X(2)Y(y)Z(2)
sortiert man die Differentialgleichung z.B. in der Form

1d2x  1d%Y 1d*Z 9
e m et = + k.
X dzz2 Y dy? 7 dz?
Die linke Seite hédngt nur von = ab, muss also gleich einer Konstanten A\, sein.
In der restlichen Differentialgleichung trennt man die Variablen noch einmal
14y  1d%Z
e == 4k,
Y dy?2 7 dz?
und setzt beide Seiten gleich einer zweiten Konstanten A,. Die drei getrennten
Differentialgleichungen kénnen somit in der gleichen Form angegeben werden

d2x
W"—)‘xX:O
d?y

— 4+, Y =0
dy? Y

d?z
@—F)\ZZ:O,

sofern man die Relation
Ao+ Ay +A. = K

beachtet.

Die Losung dieser Differentialgleichungen kann durch die Exponential-
funktion (oder Kosinus und Sinus) dargestellt werden, so sind z.B. die Fun-
damentalldsungen fiir X ()

X(z) — {e+im$, e_imw} .
Jede der Differentialgleichungen stellt jedoch ein Randwertproblem dar. Fiir

die Angabe der expliziten Losung bendtigt man die Vorgabe von je zwei
Funktionswerten, wie z.B.

X(ay)=A4, und X(b,)=B,.
Das Randwertproblem wird in Math.Kap. 3.2 diskutiert.

3.1.3 Laplacegleichung, Kugelkoordinaten

Der Laplaceoperator in Kugelkoordinaten (r, 8, ¢) fithrt auf die Differential-
gleichung
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10 /(,0 1 o (. 0 1 02
= — — — 0— — 0 =0.
{r2 or (T 87“) t 2sng 90 (Sm ae) * r2sin295(p2}v(r’ 9) =0
Nach Einsetzen des Separationsansatzes
Vi(r, 0, o) = R(r)P(0)S(p)
kann man durch Multiplikation der Gleichung mit

r?sin” 0
RPS
und Sortieren zunéichst den Anteil in dem Winkel ¢ abspalten
sin®0 d [ ,dR\ sinf d /. dP 1428
— | = —— — [sinf— | = ——=—.
R dr dr P dé de S dp?

Beide Seiten dieser Gleichung miissen gleich einer Konstanten A\, gesetzt
werden. In dem zweiten Separationsschritt multipliziert man die restliche
Gleichung mit 1/ sin® # und sortiert, so dass man auf jeder Seite der Gleichung
einen Ausdruck in einer anderen Variablen erhélt

1A (LdRY L d (o dPy
Rdr \' dr)  Psinfdd do ) sin?0
Mit einer weiteren Separationskonstanten Ay lautet der endgiiltige Satz von

getrennten Differentialgleichungen

2 d?R(r) i dR(r) B

A pr—
dr? "ar ofi(r) =0
d (. dP(0) A, -
@ (Sln@de> — Sln29P(0) =+ )\QP(Q) = 0
d*S(y)
T +e8(e) = 0

Die Differentialgleichung in der Variablen ¢ wird durch die Funktionen
{e*i VAe# 71V Ae °),

bzw. durch eine Sinus- und Kosinusfunktion mit dem entsprechenden Argu-
ment, gelost. Die Eindeutigkeit der periodischen Funktionen erfordert

S(p +2m) = S(p) — =2V =1 |
eine Forderung, die durch
Ag=m mit m=0,%1, £2, +£3, ...
erfiillt ist. Die Differentialgleichung kann somit in der Form
d*S(e)
de?

mit der Losung

+m*S(p) =0
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S((p) _ eimgo

notiert werden. Die Differentialgleichung in der Variablen 6 definiert die
Legendreschen Funktionen. Diese werden in Math.Kap. 4.3 vorgestellt. Die
Losung der Radialgleichung, die aus Potenzen von 7 besteht, findet man in
Kap. 3.1.

3.1.4 Laplacegleichung, Zylinderkoordinaten

In Zylinderkoordinaten (g, ¢, z) lautet die Laplacegleichung

10 0 1 0? 0?
<§8_g ('Qa_g) + 2 002 + @) V(e, z,0)=0.

Der Separationsansatz

Ve, 2, ¢) = R(0)S(#)Z(2)

erlaubt auch hier durch Multiplikation mit ¢?/R.S Z in einem ersten Schritt
die Abspaltung des Winkelanteils, mit der Wahl der Separationskonstanten
wie zuvor somit
o d dR 0?d*Z 9
S (o= £ -2 _m
Rdo \" dp 7 dz?
Zur weiteren Separation teilt man durch o? und schligt den Term mit der
Konstanten m? zu dem Radialanteil. Die getrennten Differentialgleichungen
sind dann

PR(g) | 1dR(g) (AQ _ mz) R(o) = 0

d2p o do 0?
d*S(y)
42 +m?8(p) =0
d?Z(z)
oz XoZ(2)=0.

Die Differentialgleichung in der Radiuskoordinate fithrt auf die Besselfunk-
tionen, die in Math.Kap. 4.4 ndher beschrieben werden.

3.2 Randwertaufgaben

Die analytische Losung der Laplacegleichung erfordert aus technischer Sicht
Separation der Variablen. Aus physikalischer Sicht ist das durch die Laplace-
gleichung gestellte Potentialproblem erst vollstdndig durch die Vorgabe von
Randbedingungen definiert. Da die Laplacegleichung (ebenso die Poissonglei-
chung) eine lineare Differentialgleichung des elliptischen Typus ist, kénnen
als Randbedingungen nur

Potentialwerte auf (geschlossenen) Flichen
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oder
die Normalenableitung des Potentials auf (geschlossenen) Flidchen

oder auch eine lineare Kombination dieser Vorgaben, gegeben sein. Im ersten
Fall wird das Potentialproblem als ein Dirichletsches Randwertproblem
bezeichnet. Die Bedingungen

V() =Vi i=12...,

wobei die Flachen F; geschlossen oder offen sein koénnen, sind Dirichletsche
Randbedingungen. Die Problemstellung in dem zweiten Randwertproblem

® o
® | ‘g

.q2

Abb. 3.1. Vorgabe bei Randwertproblemen der Elektrostatik

lautet: Auf Fliachen F; dient die Normalenableitung

e,
o |p '

zur Festlegung der gesuchten Losung. Dieses Problem bezeichnet man als ein

Neumannsches Randwertproblem.

Die Frage, die sich im Rahmen der Untersuchung der Struktur dieser
Randwertaufgaben stellt, ist die Frage nach der Eindeutigkeit der Losung die-
ser Randwertprobleme. Zur Beantwortung dieser Frage kann man ein Gebiet
G betrachten, das von zwei Flachen Iy und F» umschlossen ist (Abb. 3.2). In

Abb. 3.2. Illustration der Geometrie der Randwertprobleme
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diesem Gebiet betrachtet man die Losung der Laplacegleichung AV (r) = 0
mit den Randbedingungen

(a) V(RF;) = f(Rp;) (Dirichlet)
(b) 3‘(;'7(:’) = g(Rri) (Neumann)
Rp;

auf den jeweiligen Flachen F;.

Man kann dann folgendermaflen argumentieren: Nimmt man an, dass zwei
Losungen Vi (r) und Va(r) existieren, die die Differentialgleichung und einen
der Satze von Randbedingungen erfiillen, so gilt fiir die Differenz der beiden
Losungen

o(r) = Va(r) = Va(r)
die Laplacegleichung

Ap(r) =0,
sowie entweder
(a) o(Rp,)=0 oder (b) 62(:) =0.

Fiir die Differenzfunktion ¢ berechnet man den folgenden Ausdruck
V- (o(r)Vo(r)) = d(r)Ad(r) + (Vo(r)) - (Vo(r)) .

Der erste Term auf der rechten Seite dieser Gleichung verschwindet, da ¢ eine
Losung der Laplacegleichung ist. Fiir das Volumenintegral iiber das Gebiet
G gilt somit

///G (Vo) av = ] V(@) Vo) dv .

Die rechte Seite kann mit dem Divergenztheorem (Band 1 Math.Kap. 5.3.3)
umgeschrieben werden

- //F OVl df + //F ECORES

Es ist noch eine kurze Erlduterung zu der Orientierung der Fldchenelemente
df; und df; notig. Da das Gebiet G nicht notwendigerweise einfach zu-
sammenhéangend ist, miissen die Begrenzungsflichen formal durch eine dop-
pelt belegte Zwischenfliche verbunden werden. Damit ergeben sich die in
(Abb. 3.3) angedeuteten Orientierungen von djf; und dfz jeweils in das
Gebiet GG hinein. Die Trennfléche selbst liefert keinen Beitrag.

Da die Vektoren d f; in jedem Punkt senkrecht auf den Fldchen F; stehen,
erhélt man

///G(V¢(r))2 dv_//1““1¢(r)ag—§?df+//p2¢(r)8g—§?df'
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Abb. 3.3. Umsetzung der Geometrie bei Randwertproblemen

Sowohl im Fall der Randbedingung (a) als auch im Fall der Randbedingung
(b) verschwinden die beiden Oberfldchenintegrale. Es ist auf der Berandung
entweder ¢(r) oder 9¢(r)/On gleich Null. Da der Integrand des Volumenin-
tegrals (ein Skalarprodukt) positiv definit ist, kann die Aussage

///G (Vo(r)® dv =0

nur erfiillt sein, wenn Vo (r) = 0 bzw.
o(r) = const.

ist.

Die Folgerung ist also: Losungen der Laplacegleichung, die entweder
Dirichletsche oder Neumannsche Randbedingungen erfiillen, kénnen sich
hochstens um eine Konstante unterscheiden. Im Fall von Dirichletbedingun-
gen gilt sogar wegen

¢(RF1) = ¢(RF2) =0

die Aussage ¢(r) = 0. Die Konstante muss den Wert Null haben. Es gibt
eine eindeutige Losung V(7). Im Fall der Neumannbedingungen ist

6(r)| _ do(r)

on F1 on

=0.
Fy

Die Konstante ist durch die Randbedingung nicht festgelegt.

Der folgende Punkt muss beachtet werden: Voraussetzung fiir die Anwen-
dung des Divergenztheorems ist das Vorliegen von geschlossenen Flédchen Fj.
Nur dann kann man die Eindeutigkeit der Losung garantieren.

Ist neben den Randwerten noch eine Ladungsverteilung (Abb. 3.4) vor-
gegeben, so steht die Poissongleichung

AV (r) = —4rkep(r) ,

eine inhomogene Differentialgleichung, zur Diskussion. Beziiglich der Frage
der Eindeutigkeit der Losung dieses Potentialproblems kann man die Argu-
mentation zu der Laplacegleichung nahezu wortlich wiederholen. Nimmt man
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Abb. 3.4. Zur Eindeutigkeit der Losung der Poissongleichung

an, dass fiir die Differentialgleichung
AV (r) = —4rk. p(r)

zwei verschiedene Losungen Vi und V5 existieren, die von der gleichen La-
dungsverteilung hervorgebracht werden und die die gleichen Randbedingun-
gen erfiillen, so gilt fiir die Differenzfunktion wiederum

Ag(r) = A(Vi(r) —Va(r)) =0
mit
9¢(r)

d(Rr,) =0 oder o

=0.
RFﬂi

Die weitere Argumentation unterscheidet sich nicht von dem Fall der Lapla-
cegleichung.

3.3 Die Greensche Funktion fiir Randwertaufgaben

Greensche Funktionen sind ein generelles Hilfsmittel zur Diskussion der geo-
metrischen Struktur und zur Losung von inhomogenen, gewohnlichen und
partiellen Differentialgleichungen (zweiter Ordnung). Die Grundidee ist es,
eine Losung von dquivalenten Differentialgleichungen zu finden, deren inho-
moger Term eine moglichst einfache Form hat. Auf der anderen Seite soll
die Losung nicht nur die Erfiillung einer speziellen Randbedingung beinhal-
ten sondern, entsprechend der Geometrie der Randbedingungen, einer ganze
Klasse von Randbedingungen. Aus der Losung dieser Voraufgabe kann man
im Anschluss fiir die vorgegebene Geometrie die Losung mit beliebigen inho-
mogenen Termen gewinnen.

In diesem Abschnitt werden formale und praktische Aspekte der Green-
schen Funktionen fiir die Poissongleichung erarbeitet.

3.3.1 Definition der Greenschen Funktion

Fiir die Poissongleichung ist, wie fiir eine gewohnliche inhomogene, lineare
Differentialgleichung, ein Losungsansatz der Form
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V(T) = Vhom(7) + Vpart (T)

moglich, wobei beide Lésungsanteile zusammen die gestellten Randbedingun-
gen erfiillen miissen. Die partikuldre Losung kann iiber den Ansatz

Voart (1) = ///dV’G(r7 " )p(r')

diskutiert werden. Die hier eingefiihrte Funktion G, eine Funktion von sechs
Variablen, bezeichnet man als eine Greensche Funktion. Wirkt man mit
dem Laplaceoperator auf den allgemeinen Losungsansatz ein, so folgt

AV(r) = AVhom (r) + /// AV’ A, G(r, 7/)p(r') = —dmp(r)

Da Viom eine Losung der Laplacegleichung ist, gilt

—47p(r) =0+ ///dV’ATG(r, )p(r') .

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn die Greensche Funktion der Differentialglei-
chung

AyG(r,r') = —4r(r —7')

gehorcht. Da die Greensche Funktion durch eine ‘Punktladung’ und Rand-
bedingungen, nicht aber durch eine spezifische Ladungsverteilung, bestimmt
ist, ist zu erwarten, dass eine Greensfunktion bestimmte Klassen von Rand-
wertaufgaben abdeckt, so z.B. fiir Dirichletbedingungen auf zwei konzentri-
schen Kugelschalen unabhéngig von der Art der Ladungsverteilung in dem
Zwischenraum. Die Aufbereitung derartiger allgemeiner Losungsformeln soll
hier im Vordergrund stehen. Die Frage nach der expliziten Berechnung von
Greenschen Funktionen wird in Kap. 4.3 und in den Aufgaben angesprochen.

3.3.2 Die Greenschen Integralsitze

Die weitere Aufbereitung basiert auf den sogenannten Greenschen Inte-
gralsétzen. Diese folgen direkt aus dem schon 6fter zitierten Divergenztheo-
rem (Band 1 Math.Kap. 5.3.3)

//BV~F(r)dV:# F(r)-df.

O(B)
Der Bereich B ist von der Fliche O(B) umschlossen. Diese Relation gilt fiir
beliebige Vektorfelder F'. Benutzt man speziell ein Vektorfeld der Form
F(r) = ¢(r)Vy(r)

wobei die Funktionen ¢(r) und ¢ (r) zwei beliebige, differenzierbare Skalar-
felder darstellen, so gilt

V- F(r) = ¢(r)A(r) + Vo(r) - Vi(r) ,
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F(r)-df = F(r) e, df = o(r) 20y

Die Ableitung 9¢(r)/0n = e, - Vi)(r) ist die Normalenableitung der Skalar-
funktion ¢ auf der Fliche O(B), wobei der Normalenvektor in den Aufien-
bereich des Volumens B zeigt. Setzt man diese Vorgaben in das Divergenz-
theorem ein, so folgt

/// PYAY(r) + Vo(r) - Vip(r)] dV = # o(r gf:)df.

0o(B)

Diese Relation zwischen einem Volumenintegral und einem Oberfldchenin-
tegral von zwei Skalarfeldern bezeichnet man als den ersten Greenschen
Integralsatz. Man kann die Argumentation mit dem Ansatz

F(r) =¢(r)- Vo(r)

wiederholen. Es folgt dann die Relation

/// PYAG(r) + Vab(r) - Vo(r)] dV = ﬂ b(r (g:")df.

O(B)

Subtraktion dieser Varianten des Divergenztheorems ergibt den zweiten
Greenschen Integralsatz (auch Greens Theorem genannt)

///B [B(r) Ad(r) — ¥ (r) A(r)] AV =

o 25— vy 250 . (3.1

3.3.3 Die allgemeine Losungsformel des Randwertproblems

Setzt man in Greens Theorem die speziellen Funktionen

o(r) = V(r) b(r) =G(r, ')

ein, so erhélt man in wenigen Schritten die gesuchte allgemeine Losungsfor-
mel. Man benutzt die Differentialgleichungen

AV(r) = —dnkep(r)  und  A.G(r, ') = —Anke 6(r — 1)

und erhélt mit dem Greenschen Theorem (3.1)
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ik, ///B V(r) 6(r — 1) — G(r, ')p(r)] AV

-

o(B)

OG(r, r')

|:V(7°) T - G(T‘, ’I"/) 8V(T.)

daf .

Diese Gleichung wird nach V(') aufgeldst und die Variablen werden umbe-
nannt 7 «—— 7’ . Das Resultat ist die Losungsformel

V(r) = // [ G mptryav (3.2)

roe
Ak,

o(B)

v (r')

{G(r’, 7) T V(r') oG, )

on’

af’.

Mit dieser Relation ist ein Zusammenhang zwischen dem Potential V(r)
und der Greens Funktion G(v’, ) hergestellt. Die Formel besagt: Sind die
Ladungsverteilung und die Greensche Funktion bekannt und ist V(R) und
OV (R)/0n auf Randfldchen eines Bereiches B vorgegeben , so kann man das
Potential V(7) in jedem Punkt des Bereiches berechnen. Da jedoch V(R)
und OV (R)/On fir das Potentialproblem nicht gleichzeitig auf den Rand-
flichen vorgegeben werden koénnen, muss die Greens Funktion bestimmte
Bedingungen erfiillen, die mit den Randbedingungen des gestellten Problems
korrespondieren. Diese Randbedingungen fiir die Greensche Funktion sollen
nun im Einzelnen festgelegt werden.

e Einfache Randbedingungen: In diesem Fall ist das Gebiet B der gesamte
Raum, der Rand O(B) ist entsprechend eine unendlich groe Kugelfléiche.
Mit der Vorgabe, dass das Potential auf O(B) verschwindet

V(') e 0,

erhiilt man aus der zentralen Gleichung (3.2) geméf den Randbedingung
fiir das Potential

0= lim //B G(?‘/, ,’,)p(,’,/) dV/ + ﬂ G(fr” T‘) 6V(7~/) df/

T — /
> O(B)—Kuo Arke  On

Da die Richtungsableitung 0V (7)/0n auf der unendlich grofien Kugel nicht
vorgegeben ist, ist das Potentialproblem nur eindeutig losbar, falls die
Greens Funktion die Randbedingung
T — 00

Gir',r) —— 0
erfiillt.
Die Losung der Differentialgleichung fiir die Greensche Funktion mit dieser
Randbedingung ist das Punktladungspotential
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ke
=

G(Ir/7 T) - = G(T‘, T/) s

an dem man explizit eine Symmetrie der Greensfunktion erkennt. Die all-
gemeine Losungsformel geht in diesem Spezialfall in das bekannte Resultat

// G(r, Pp(r")dV' =k, //
|7 —7“’|
iiber.

e Dirichletrandbedingungen: Fiir den Dirichletfall ist B ein beliebiges, ge-
schlossenes Gebiet (Abb. 3.5). Das Potential ist auf den Randflichen vor-

e
&
277

Abb. 3.5. Zum Dirichletproblem

gegeben
V(R) = f(R) RecO(B).

Betrachtet man die allgemeine Losungsformel (3.2), so stellt man fest: Da
die Richtungsableitung 9V (R)/dn nicht vorgegeben ist, muss man auf den
Randflichen

G(r',r)=0 fir " =ReO(B)

fordern, damit man nicht in einen Widerspruch geriit. Die Greensche Funk-
tion muss auf der Randfliche verschwinden. Die Losungsformel reduziert
sich in diesem Fall auf die Aussage

//Gr (') AV’ — # V aGr T')df.
4 k.

Die Greensche Funktion bestimmt, bei vorgegebener Ladungsverteilung
und vorgegebenen Potentialwerten auf dem Rand, die Losung des Pois-
sonproblems.

e Neumannsche Randbedingungen: In dem Fall von Neumannschen Rand-
bedingung ist OV (R)/0n auf den Randflichen vorgegeben. Die allgemeine
Losungsformel wire in diesem Fall verwertbar, wenn fiir die Greensche
Funktion die Randbedingung

0 / . .. ’r
wG(r,r)—O fir ' =R e O(B)
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gilt. Diese Forderung ist jedoch nicht erfiillbar. Sie widerspricht der Dif-
ferentialgleichung fiir die Greensche Funktion. Anwendung des Divergenz-
theorems ergibt nédmlich

8G l7 ! !/ /!
f§ Erta-ff vecwn-as

O(B) O(B)

// A G(r', r)dV’
B

= —4rk, // o(r—7)dV' = —dxk., (reB).
B

Eine mogliche (aber trotzdem einfache) Wahl der Randbedingung ist

% = const. fir ¥ =ReO(B).
Aus dem Divergenztheorem folgt dann fiir die Konstante
const . = —ﬂ
- FO(B))

wobei F(O(B)) die Fliche von O(B) ist. Die Losungsformel lautet in die-
sem Fall

Vi(r) = //B G(r', r)p(r')dV’

i
+F1 # V(r’)df’+41k # G(r', r) ag(f)df’.
0®) M o) e M o) "

Der zweite Term ist der Mittelwert des Potentials auf den vorgegebenen
Randfléichen. Die Tatsache, dass ein solcher Term auftritt, ist mit der Aus-
sage verkniipft, dass das Neumann Problem keine vollstindig eindeutige
Losung besitzt. Ist jedoch eine der Randflichen eine unendlich grofie Ku-
gel, so ist die Flidche Fp(p) unendlich grof§ und man kann diesen Term
ignorieren. Die anderen Terme stellen den Beitrag der vorgegebenen La-
dungsverteilung und den Oberflichenbeitrag, der durch die Normalenablei-
tung des Potentials bestimmt ist, dar.

3.3.4 Die Symmetrie der Greenschen Funktion

Eine wichtige Eigenschaft der Greenschen Funktion ist deren Symmetrie. We-
gen der Symmetrie der Deltafunktion §(r — ') = §(r' — r), erwartet man,
dass die Greensche Funktion, eine Funktion von sechs Variablen, symmetrisch
gegen Vertauschung von r und 7’ ist
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G(r,r)=G(r', r),
so dass
ApG(r, ') = —4rke §(r — ')

gilt. Der Nachweis dieser Vermutung lésst sich fiir den Fall von Dirichlet-
Randbedingungen direkt erbringen. Man benutzt dazu das Greensche Theo-

rem (3.1)
[l 161300 - w20 av

I

O(B)

o) 75 () 250 |

und setzt die Funktionen
6(r)=C(r, ) d(r)=G(r.r")
fiir die die Randbedingungen
Gr,7)=G(r,r )=0 fir r=ReO(B)

gelten sollen, ein. Es folgt dann bei Benutzung der Differentialgleichung fiir
die Greens Funktionen

///B dv {G(n ') (—47r ke d(r — r”)) —G(r, ") (—4m k. 6(r — 1) )}

A, )

0o(B)
Die rechte Seite verschwindet infolge der Randbedingung fiir G und es bleibt
auf der linken Seite

G, ) —GE' . v =0.

"

OG(r, )
on

(R, ru)aG(r, r)

!
G(R, r") - o

3.4 Die retardierte Greensche Funktion fiir
Anfangswertprobleme

Zur Diskussion der Greensfunktion der vier inhomogenen Wellengleichungen
der Elektrodynamik kann man sich auf eine dieser Gleichungen beschrénken,
z.B. auf die Gleichung fiir das skalare Potential im Vakuum
1 0%V (r,t
AV (r,t) — 0—28‘277(52’) = —Arnke py (7, t) .
Die zugehorige Greensche Funktion, die durch den Ansatz fiir eine Parti-
kuldrlosung
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Voart (7 —k///ds'/dtGrtrt)pw(r t')

definiert ist, wird durch die Differentialgleichung

1 02 ' ’ /
{a- Zga ety = —amse - st -0)

und ‘Anfangsbedingungen‘ bestimmt. Ausgehend von der vierdimensionalen
Fourierentwicklung der Partikuldrlosung der Wellengleichung in den Varia-
blen w und k

Voart (1, ) = k/ dw///dSk g(k,w)elFr=wt)

findet man (siehe Kap. 6.6) die Darstellung

3}, (k-(r—r')) —iw(t—t")
G(r,t, ' t") 47r3/ dw///d < Euw) e )

k2
02

in die jedoch die Kausalitidtsbedingung
Gr—r',t—t)=0 firt—¢ <0

noch nicht eingearbeitet ist. Um dies zu erreichen, muss man die angedeutete
Integration iiber w entlang der reellen Achse durch Konturintegration (siche
Math.Kap. 2.3) erweitern.

3.4.1 Definition der retardierten Greensfunktion durch
Konturintegration

Man beginnt zweckméfBigerweise mit der Betrachtung der w-Integration in
der allgemeinen Form

/ dw e 7 f(w) (r=t-1t).
Derartige Integrale mit (komplexen) Funktionen entlang einer reellen Achse
kann man durch Konturintegration berechnen. Die Technik ist eine Ergénzung
des Integrationsweges durch einen geeigneten, unendlich grofien Halbkreis zu
einem geschlossenen Weg und anschliefende Anwendung der Cauchyschen
Integralformeln. Man muss dabei die zwei moglichen Félle 7 > 0 und 7 < 0
unterscheiden.

e Ist 7 > 0, so benutzt man zur Erginzung einen Halbkreis in der unteren
komplexen Halbebene (Abb. 3.6), der im Uhrzeigersinn durchlaufen wird.
Fiir das Argument der Exponentialfunktion findet man fiir Punkte in der
unteren komplexen w Ebene mit

w=a-—1ib b>0
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die Faktorisierung
e—in _ e—iare—bT )

Der Faktor e~ bedingt, dass im Grenzfall b — oo das Kurvenintegral

iiber den Halbkreis nicht beitrdgt und somit der Wert des Integrals entlang

der reellen Achse durch die Ergénzung nicht verfilscht wird. Weist die

Yneg
™, T<0
/// X \‘\\
/ <Y
¢ Weal
\ X 4
X 150

Abb. 3.6. Konturintegration: Erginzungen zu geschlossenen Kurven mit einge-
schlossenen Polstellen

Funktion f(w) entlang der reellen Achse keine Singularifiten auf, so kann
man fiir das Integral entlang dieser Achse

| vt = faveri)

— 00

schreiben. Auf das Integral entlang der geschlossenen Kurve kann man nun
den Residuensatz anwenden und findet

%dw e f(w) = —27712 Res (f(w), untere Halbebene) .

e In dem Fall 7 < 0 benutzt man entsprechend einen Halbkreis in der oberen
Halbebene (Abb. 3.6), der gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen wird, und
findet mit

w=a+1ib b>0
und
—iwT _ e—iaTe+bT

e

die Aussage
/ dwe ™ T f(w) = j{dw e 97 f(w)

= —|—27riz Res (f(w), obere Halbebene) .

Die jeweiligen Vorzeichen vor der Summe iiber die Residuen entsprechen
der entgegengesetzten Orientierung der beiden Kurven des Konturintegrals.
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Das Integral, das bei der Diskussion der Greenschen Funktion ansteht,

/ dw—— (r=t—t)

unterscheidet sich von diesen einfachen Féllen, denn der Integrand hat
Polstellen auf der reellen Achse, und zwar einfache Pole an den Stellen
w = +ke/\/et. Aus diesem Grund ist das Integral nicht definiert. Man kann
jedoch verwandte Integrale betrachten, bei denen man die Polstellen umgeht.

(a) (b)
4@\—»—% —@{—@—»
Option Cy Option Cs

Abb. 3.7. Konturintegration: Umgehung von Polstellen auf der reellen Achse

(a) (b)
Option C3 Option Cy

Abb. 3.8. Konturintegration: Umgehung von Polstellen auf der reellen Achse

‘Umgehen‘ bedeutet dabei: Integriere entlang der reellen Achse bis zu der
ersten Polstelle, umgehe die singuléire Stelle mit einem kleinen Halbkreis (in
der oberen oder der unteren Halbebene), integriere weiter entlang der reel-
len Achse bis zu der zweiten singuldren Stelle, umgehe auch diese mit einem
kleinen Halbkreis, integriere weiter entlang der reellen Achse und ergénze
schliellich, wie oben, dieses Integral zu einem Konturintegral iiber eine ge-
schlossene Kurve durch einen unendlich groflen Halbkreis in der unteren oder
der oberen Halbebene. Der Integrationsweg schneidet nicht durch singulére
Stellen und z.B. das beschriebene Kurvenintegral lautet im Detail

_ wi—n wa—n
% dwe“”f(w)—{/ dw+/ dw+/ dw—i—/ dw
C,n —00 Hkreis 1 wi+n Hkreis 2

+ / dw + / dw} e 9T f(w) .
wa+n gr. Hkreis

Nach der Ausfithrung der Integration betrachtet man den Grenzfall, dass die
Radien der beiden kleinen Halbkreise gegen Null gehen. Es gibt vier verschie-
dene Moglichkeiten (Abb. 3.7a,b und 3.8a,b), die Polstellen zu umgehen. Auf
diese Weise kann man vier Funktionen definieren
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% dwe ™7 f(w) = lim dwe ™7 f(w) ,
C;

n—0

i Ci,n
die die Differentialgleichung der zeitabhéngigen Greenschen Funktion sowie
zusétzliche Bedingungen erfiillen und die wohldefiniert sind. Die Frage, die bei
der Untersuchung dieser Funktionen im Vordergrund steht, lautet: Entspricht
eine der vier Moglichkeiten der Kausalitéitsbedingung?
Auch bei der Untersuchung der vier Konturintegrale muss man die Félle
unterscheiden, dass die Zeitdifferenz 7 gréfier oder kleiner als Null ist.

e Ist 7 < 0, so ist eine Ergdnzung des Integrationsweges entlang der reellen
Achse durch einen groflen Halbkreis in der oberen Halbebene notwendig.
Man stellt fest, dass fiir die Umgehung C; in diesem Fall das Konturintegral

(a)

X X

Kontur C11 Kontur Ca1

Abb. 3.9. Konturintegration: Ergénzungen der Kontur fiir 7 < 0

verschwindet, da keine Polstelle innerhalb des geschlossenen Integrations-
weges liegt (Abb. 3.9a)

o\ —1
j{ dw<k2€Z;j> e YT =0 firr<0.
C11

Fiir die Umgehungen Cy - C4 sind eine oder zwei Polstellen in dem Inte-
grationsweg eingeschlossen, so dass man Beitridge von den entsprechenden
Residuen erhiilt (Abb. 3.9b)

o\ —1
7{ dw (k2_€M¢20 ) e_‘“’T:27riZRes firt<0 m=2,..,4.
Cm1 ¢

e Im Fall einer positiven Zeitdifferenz 7 > 0 ist eine Ergéinzung des Integra-
tionsweges in der unteren Halbebene notwendig. Fiir den so geschlossenen
Integrationsweg ergibt der Weg C12 (Abb. 3.10a) einen nichtverschwinden-
den Beitrag, da die Polstellen von dem Weg C;5 eingeschlossen werden. Es
ist

2 —1
?{ dw <k2 - gu;j > e v = fQWiZRes firT>0.
Ci2 ¢

Eine entsprechende Aussage gilt fiir die Optionen Co2 und Cs2 (Abb. 3.10b),
wéhrend der Integrationsweg mit der Option C4o in diesem Fall keinen
Beitrag ergibt.
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(a) (b)
Kontur C12 Kontur Cs2

Abb. 3.10. Konturintegration: Ergénzungen der Kontur fiir 7 > 0

Die Frage, welche der vier moglichen Umgehungen der Polstellen die Kau-
salitédtsbedingungen (R =11 — ')

GHR,7)=0 fir 7<0 GEF(R,7)#0 fir 7>0

erfiillt, ist nun leicht zu beantworten. Es ist die Umgehung C;, denn es gilt

2\ "1
f dw(kzg‘g ) eTUT =0 fiir 7<0
Ci1

2 _1
% dw(k“‘—g’é‘j) T A0 filr 7>0.
Ci2

Ohne expliziten Beweis sei erwidhnt, dass man mit der Umgehung Cy4, die einen
Beitrag fiir die Erginzung im Fall 7 < 0, jedoch keinen Beitrag fiir 7 > 0
liefert, eine avancierte Greens Funktion gewinnen wiirde. Die Optionen Cy
und Cs, bei denen sich sowohl fiir 7 < 0 als auch fiir 7 > 0 Beitrige ergeben,
entsprechen Greens Funktionen fiir stehende Wellen.

Anhand dieser Betrachtungen bietet sich die folgende, vollstéindige Defi-
nition einer retardierten Greens Funktion an

1 . —iwT
G(+)(R77—) — yme; ///dgk‘ el(k:'R)% dw672
T Cin < epw >

2
ke — 2
mit m=1,2.

Der Integrationsweg C; entlang der reellen Achse ist der fiir die retardierte
Greens Funktion zustédndige Weg. Die notwendige Ergénzung zu einer ge-
schlossenen Kontur durch unendlich grofie Halbkreise in der oberen oder der
unteren Halbebene regelt das Vorzeichen der Zeitdifferenz 7. Die Kontur Cqq
(nichtkausal) schliefit keine Pole ein, das Integral hat den Wert Null. Der re-
levante Beitrag zu der retardierten Greens Funktion ist das Integral mit dem
Integrationsweg Cy2 (kausal). Die néchste Aufgabe ist die explizite Auswer-
tung dieses Integrals.

3.4.2 Auswertung des Konturintegrals

Zur Abkiirzung bezeichnet man das anstehende Integral iiber w mit
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e—iw‘r
F(k)= % dw ———,
Ci2 k2 _ Epw
o2
wobei noch einmal die Aussage 7 > 0 festgehalten werden soll. Man definiert
zusitzlich ¢meq = ¢/4/Epp und benutzt die einfache Partialbruchzerlegung

Crmed 1 1 .
F — _ 1wT .
(k) 2k ]im de [(w + Cmedk)  (w— cmedk)] ¢

Da die Exponentialfunktion in der komplexen Ebene keine Singularitéiten
besitzt, kann man die Cauchyformel direkt anwenden

Fk) = _Cme};ﬂri |:e—i‘r(—cmcdk:) _ e—i-r(cmcdk)} .

Das Vorzeichen vor dem Gesamtresultat ist eine Folge der Definition des ne-
gativen Umlaufsinns bei der Cauchyintegration. In Zusammenfassung ergibt
sich

2T Cmed

F(k) = sin(emedkT) -

Die abschlieflende k:—Integration

GH(R,7T) ///d% F(k) ek

ist nicht trivial. Man benutzt Kugelkoordinaten im k-Raum, wobei der Vek-
tor R in die z-Achse gelegt werden kann, so dass der Winkel zwischen den
Vektoren R und k dem Polarwinkel 0 entspricht

GH(R,7) / k*dk F(k / o2y, e eos
Die Wlnkehntegratlon ergibt

27 1
. . 4
/ 02y eikFeos o — / dos / dz efRr — T Gin kR
0 1 kR

und es folgt

GH(R,7) = Qj:ngd / dk sin(kR) sin(cmeak) -
0

Um das verbleibende Integral auszuwerten, benutzt man die Darstellung der
Sinusfunktion im Komplexen

G(+) (R’ 7—) — ;IHE = dk {ei(R_CmedT)k + e_i(R_CmedT)k
s

iRt emean)k _ efi(R+cmedr)k} 7

substituiert in dem zweiten und vierten Term k — —k, so dass die Integra-
tion auf das Intervall [—oo, oo] ausgedehnt werden kann
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GO(R,7) = o0 [ g [aithmcmanlt _ iscnearit ]

und erkennt, dass jeweils eine Darstellung der eindimensionalen Deltafunkti-
on (vergleiche Math.Kap. 1) vorliegt

GH(R,7) = Cf’%d [6(R — cmeaT) — (R + cmeat)] -

Da das Argument der zweiten Deltafunktion fiir 7 > 0 immer positiv ist
R+ cnea >0 firT >0,

tragt der zweite Term nicht bei und kann ignoriert werden. Zur Umschreibung
verwendet man noch die Eigenschaften

5(x) = 5(—x)  und  (ax) = |—1‘5(x)
a
der § -Funktion und erhilt
1
G(+)(R,T) = }_36 (7’ — R ) .

Cmed

Explizit lautet also die retardierte Greensche Funktion
0 t—t' <0

1
CH (v t—t)={5 (t—t’ ~ L _r/\)

t—t'>0
[ — 7|

Die Deltafunktion gibt das kausale Verhalten korrekt wieder. Ein Ereignis
(z.B. die Anwesenheit einer bewegten Punktladung), das zur Zeit ¢’ an der
Stelle 7’ stattfindet, wird zu der Zeit

v

t=1t+ >

Cmed
an der Stelle 7 registriert. R/cmeq ist genau die Zeit, die ein Signal benotigt,
um die Strecke R mit der Geschwindigkeit cpeq zuriickzulegen.

3.4.3 Variante

Eine Variante fiir die Definition der retardierten Greens Funktion, die in der
Praxis oft Anwendung findet, soll noch erwéhnt werden. Anstatt den Integra-
tionsweg zu deformieren (und die Deformation nach Auswertung riickgingig
zu machen), kann man die Pole in die untere Halbebene verschieben (und
die Verschiebung nach Auswertung des Integrals riickgéingig machen). Dies
erreicht man mit der Ersetzung

w = *Cmeak —ic ,e > 0.

Das Integral kann dann mit einem Integrationsweg, der entlang der reellen
Achse verlduft und fiir 7 < 0 durch einen unendlich groflen Halbkreis in
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der oberen Halbebene geschlossen wird (fiir 7 > 0 durch einen Halbkreis
in der unteren Halbebene), berechnet werden (Abb. 3.11). Es ist dann der
Grenzwert fiir e — 07 zu betrachten

1 . 0 e—in
(R, 7) = i —///d?’k 1<’°'R>/ d .
GAR,7) 00+ 4 ¢ e v o (w+ie)?
L S
med

Da nur der Grenzfall ¢ — 07 gefragt ist, geniigt der Nenner

1 \2 2
(kz_w)_)kz_%&_w_ig

2
Cined Ched

Abb. 3.11. Konturintegration: Verschiebung der Polstellen

Die Auswertung des w-Integrals in der Gleichung fiir G (R, 7) mit der
Cauchyformel, des Integrales iiber die Wellenzahl mit den gleichen Schritten
wie zuvor und letztlich die Durchfithrung des Grenziiberganges ergibt das
gleiche Resultat wie die Deformation der Kontur.






4 Spezielle Funktionen der mathematischen
Physik

Spezielle Funktionen, die eine komplexere Struktur als die elementaren Funk-
tionen aufweisen, konnen in verschiedener Weise definiert werden. Die Gam-
mafunktion, eine Erweiterung des Konzeptes der Fakultét, wird durch ein
Integral oder alternativ durch eine Funktionalgleichung eingefiithrt. Da bei
der Diskussion der anderen speziellen Funktionen, die in diesem Kapitel an-
gesprochen werden, Eigenschaften der I"-Funktion benutzt werden, beginnt
dieses Kapitel mit einer kompakten Zusammenstellung von Aussagen iiber
diese Funktion (Math.Kap 4.1). Alle weiteren speziellen Funktionen in die-
sem Kapitel, wie die Besselfunktionen, Legendreschen Polynome etc., wer-
den essentiell durch homogene, lineare, gewthnliche Differentialgleichungen
zweiter Ordnung definiert, die bei der Separation der Laplacegleichung in
krummlinigen Koordinaten auftreten. Der Typus von Differentialgleichung,
der in diesem Zusammenhang diskutiert werden muss, hat die Form

d?y(z) dy(z)
dx? dx

wobei die Funktionen p(x) und ¢(x) vorgegeben sind. Die erste Aufgabe ist
die Bereitstellung von Werkzeugen, um die Struktur derartiger Differential-
gleichungen zu sortieren und Losungsstrategien zu entwickeln. Diese Aufgabe
wird in Math.Kap. 4.2 betrachtet. Im Weiteren werden dann in Math.Kap. 4.3
bis Math.Kap. 4.6 die wichtigsten speziellen Funktionen, die man in der Elek-
trodynamik antrifft, in einigem Detail vorgestellt.

+ p(x) +gq(z)y(z) =0, (4.1)

4.1 Die Gammafunktion

Die I' -Funktion, die in Band 1 Math.Kap. 4.3.1 eingefiihrt wurde, kann ent-
weder durch das Integral

I'(z) z/ dtt™te !
0
oder durch die Funktionalgleichung
I'z+1)=al'(x)

definiert werden. Der Zusammenhang ergibt sich durch partielle Integration
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fretpo 1 [ |
SN —/ dtt7e~t = Iz +1) .
o T J x

I'(z) =

X

FEine analytische Fortsetzung ins Komplexe ist moglich, wobei
I'(z") =I'(z)"

gilt. Alle weiteren Aussagen zu der I'-Funktion kénnen aus der Definition
abgeleitet werden. Da

r(1) :/ dte " =1
0
ist, folgt fiir positive ganze Zahlen x = n
I'ln+1)=nl'(n)=nn—1)I'(n—-1)=...=nl.

Die I'-Funktion ist eine Verallgemeinerung des Konzeptes der Fakultét. Die
I' -Funktion mit dem Argument x = n+ ¢, wobei 0 < § < 1 ist kann auf I'(J)
zuriickgefithrt werden. So ist z.B.

F(n—i—%) _ 1.3.5..2;1(271—1)[,(%) '

Fiir I'(1/2) berechnet man

1 > © 2
r <—) :/ dtt=V2et =2 / dze™ = 7.
2 0 0

Oft wird auch die Notation
1-3:5---2n—-1)=2n—-1D!! und 2-4-6---(2n) =2"n! = (2n)!!

benutzt.
Die I' -Funktion fiir negative Argumentwerte erhélt man durch riickwérti-
ge Anwendung der Funktionalgleichung bis das Argument positiv wird, fiir
n—1<|z| <n also
F(=lz[+1) _ I'(=lz[+2) n
- - = (-1)

F ERCER

I'(—|z|+n)
lz| |z —1] |z —n+1]

I(=fz]) =

Aus dieser Relation ergeben sich die Aussagen

e Ist |x| eine ganze Zahl |z| = n, so tritt der Zidhler I'(0) auf. Da jedoch
1 =1Tr(1)=0-7I(0) ist, muss I'(0) — oo sein. Die I'-Funktion ist fiir
negative ganze Zahlen nicht definiert.

e Infolge des Vorzeichens (—1)" wechselt die Funktion I'(z) fiir negative
Argumentwerte (z # —n) von Intervall zu Intervall das Vorzeichen. So ist
sie in dem Intervall —1 < x < 0 negativ, in dem Intervall -2 < z < —1
positiv, etc. (sieche Abb. 4.1).

e Ein explizites Beispiel fiir die Anwendung der riickwértigen Rekursion ist
I'(—3/2). Man findet

(-5
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20

10+

Abb. 4.1. Die Funktion I'(z)

Ohne Beweis sollen noch die folgenden Eigenschaften notiert werden

e Die sogenannte Reflexionsformel

Ia)r(1—z) = —

sinmx
e die Darstellung des Binomialkoeffizienten durch die I"-Funktion

(m) B I'(z+1) B x!

y) T+l a-y+1) ylla—y!’

e die logarithmische Ableitung der I'-Funktion, die Digammafunktion
~dInI'(z) 1 dI'(z)

Yl) = de I(z) dx

mit der Rekursionsformel
1
Yo+ 1) = () +

e Einige nichttriviale Integrale, die auf Ausdriicke mit der I'-Funktion
fiihren, findet man z.B. in dem ersten Kapitel des Buches

W. Magnus und F. Oberhettinger, Formeln und Satze fiir die speziellen Funk-
tionen der mathematischen Physik (Springer Verlag, Heidelberg (1948)).

4.2 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Zur Charakterisierung der Struktur der Losungen der Differentialgleichungen
(4.1) betrachtet man die Singularititen der Koeffizientenfunktionen p und gq.
Ein Punkt x¢ wird als ein regulirer Punkt der Differentialgleichung bezeich-
net, falls sowohl p(z) als auch g(z) an dieser Stelle analytische Funktionen
(siehe Math.Kap. 2.3) sind. Ist dies nicht der Fall, so liegt ein singuldrer
Punkt der Differentialgleichung vor, und zwar definiert man:
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e Der Punkt zq ist ein regulérer singuldrer Punkt, falls die Grenzwerte
lim (z — 2¢)p(z) und lim (z — o) q(x)
T—T0 T—T0

endlich sind, also wenn die Funktionen an der Stelle zg einen Pol erster
bzw. zweiter Ordnung haben. Eine Bezeichnung, die auch benutzt wird, ist
auflerwesentlich singulédrer Punkt.

e Der Punkt wird als irregulérer singulirer Punkt bezeichnet, falls einer
dieser Grenzwerte unendlich ist.

e In einigen Fillen ist es notwendig, das Verhalten der Differentialgleichung
an den Stellen +o0o zu untersuchen. Zu diesem Zweck benutzt man die
Transformation = 1/£ und untersucht die Stelle £ = 0 der transformier-
ten Differentialgleichung.

Der Sprachgebrauch deutet an, dass es niitzlich (doch nicht unbedingt erfor-
derlich) ist, die Betrachtungen ins Komplexe fortzusetzen.

4.2.1 Beispiele fiir singuldre Punkte
Als Beispiele kann man die Differentialgleichungen fiir die konfluente hyper-
geometrische Funktion und fiir die Legendrefunktionen betrachten.
e Die Differentialgleichung
d?w(x) dw(z)
da? x

mit konstantem a und ¢, definiert die konfluente hypergeometrische Funk-
tion, (siche auch Math.Kap. 4.6) in der Standardnomenklatur

w(z) = F(a,c;x) .

xT

-0 auw(a) =0,

An der Form
d?w(x) e\ dw(z) a
— 1 — —_ = =
dz? ( x) dz xw(m) 0

erkennt man, dass die Stelle x = 0 ein regulérer singulidrer Punkt ist, denn
es gilt

1in%xp(ac) =c und lim z%g(z) =0.
Zur Untersuchung der Stellen z = +oo benétigt man (£ = 1/z)
Q) _ dwds _pdu

dr  df dw aé
d*w(z) [d 5 dw 2 aesdw | gd*w
B = e (%) e -2 e

Die transformierte Differentialgleichung

d?w 1 2—-c\dw a
a@ (zz* ¢ >d§€3

zeigt, dass © = oo jeweils ein irregulirer singulédrer Punkt ist.
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e Die Differentialgleichung

d (. dP(6) m?2

— 0———= | — P(0)+ XgP(0)=0

d&(sm do ) an7g! )T AP =0,

die bei der Separation der Laplacegleichung in Kugelkoordinaten auftritt,
kann mit der Substition z = cos# in die Form

(1-— x2>ddI;(2x) - 2md§ix) —+ <>\9 ) T_nﬁ)) P(z)=0,
bzw.

eP) 20 dP() ((1 i"xQ)(lin;)Q)P(x)—O

da? (1—-22) da

gebracht werden. Es ist

. o . 2 _
xlinél(a: Fl)p(x) =1 und xlinﬂh(x F1)%q(z) = .
Die Punkte +1 sind regulére singulidre Punkte der Legendreschen Differen-
tialgleichung.

4.2.2 Lésung durch Reihenentwicklung

Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die nur regulére singulire
Punkte besitzen, zihlen zu der Fuchsschen Klasse von Differentialgleichun-
gen. Eine klassische Methode zur Bestimmung der Losung solcher Differen-
tialgleichungen ist die Reihenentwicklung. Man muss dabei unterscheiden,
ob die Entwicklung um einen reguléren oder einen singuldren Punkt gesucht
wird.

Fiir die Entwicklung um einen regulidren Punkt ist der Standardpotenz-
reihenansatz

y(@) = an(z — )"
n=0

ausreichend. Man geht mit dem Ansatz in die Differentialgleichung ein und
vergleicht Koeffizienten mit der gleichen Potenz von (x—1g). Zur Erliuterung
der Methode folgen zwei Beispiele.

e Die Differentialgleichung 3" +y = 0 wird bekanntlich von der Sinus- und der
Kosinusfunktion erfiillt. Die Entwicklung um den reguldren Punkt x = 0
ergibt die Aussage

o0 o0
Z n(n — Da,z™ 2 + Z apx” =0.
n=0 n=0

Um die Koeffizienten zu vergleichen, schreibt man fiir die erste Reihe mit
Umbenennung des Summationsindexes
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Z n(n —1apz™ 2 = Z(n +2)(n+ 1)ap 22"
n=0 n=0

und liest die Rekursionsrelation
(n+1)(n+ 2)ant2 +a, =0

ab, die Koeffizienten mit geradem bzw. ungeradem Index verkniipft. Die
Koeffezienten ag und a; werden durch die Vorgabe von y(0) und y'(0)
(Anfangswertaufgabe) oder y(a) und y(b) (Randwertaufgabe), nicht aber
durch die Rekursion auf der Basis der homogenen Differentialgleichung
bestimmt. Auflosung der Rekursion ergibt

__ _% — (—1)n 20
az = 2'7 a4 = 4'7 cee a2n7( 1) (27’L)|’
aq a1 ay
S = = (-1
as 3' ) as 5' 9 9 a/271,+1 ( ) (2n + 1)'?

und somit nach Resummation die allgemeine Losung
y(z) =apcosz +aysinx .

e Die Differentialgleichung 3" + (b — 22)y = 0, (b = const.) ist eine Um-
formung der Schrodingergleichung des eindimensionalen, quantenmechani-
schen harmonischen Ostzillators. Der Potenzreihenansatz liefert in diesem
Fall (nach Umbenennung der Summationsindizes, wo erforderlich)

oo

Z [(n+2)(n+ Dapta +bay, —an_s]a™ =0.

n=0
In diesem Beispiel tritt eine dreigliedrige Rekursionsformel auf. Die Ko-
effizienten a_s und a_; sind gleich Null zu setzen, da sie in dem Ansatz
nicht vorkommen, die Koeffizienten a¢ und a; sind wie in dem vorherigen
Beispiel nicht bestimmt. Die weitere Auflosung der Rekursion liefert

b 1 b?
a2:—ﬁa0, ay = |:3—4+I:| ag, ...
b 1 b?
agz—mal, a5_{m+5]al,....

Alle weiteren Koeffizienten sind ebenfalls proportional zu ag oder a1, doch
wird die Auflésung der Rekursion etwas miihselig. Einen besseren Zu-
gang zur Losung des quantenmechanischen harmonischen Oszillatorpro-
blems wird auf Band 3 vertagt.

In den zwei Beispielen erhélt man mit dem Potenzreihenansatz zwei linear
unabhéingige Losungen y; (z) und yo (). Dies ist jedoch nicht immer der Fall.
Eine Methode zur Bestimmung einer zweiten linear unabhéngigen Losung ba-
siert auf der Auswertung der Wronskideterminante (Band 1 Math.Kap. 2.2.2)

W(x) = y1(2)ys(x) — ya(2)y1 (x) -
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Fiir die lineare Differentialgleichung (4.1), die hier zur Diskussion steht, ist

vy (x) = —p(x)y;(x) — q(x)ys(x)  (1=1,2),
so dass fur die Wronskideterminante die Relation

dW (xz
% =105 — v = —p (W1vh — y2uy) = —p(a)W(x)

folgt. Integration dieser Relation in dem Intervall [a, z] ergibt
W(zx) = W(a) exp (—/ p(x) dx’) :
Sortiert man nun

vs Y o d (2
Wit (B %) it ().
hn v y%y yldx "

16st nach der Ableitung auf, setzt die zweite Form der Wronskideterminante
ein

d exp (— f(f p(a’)da’)
3 () =@

und integriert von einem Punkt b > a bis z, so findet man, infolge der Tat-
sache, dass W (z) # 0 ist, fiir die zweite linear unabhingige Losung die Be-
rechnungsvorschrift

= exp _ff,p(x//) da"
o) = P+ Wialn(a) [ as | V) 3

Da mit y; und ys auch eine Linearkombination dieser Funktionen linear un-
abhéngig ist, kann man den ersten Term unterdriicken, ebenso den Beitrag
const. y1 (z) durch die untere Integrationsgrenze b. Letztlich interessiert, fiir
die Losung einer homogenen Differentialgleichung, der konstante Vorfaktor
W (a) nicht, so dass man die vereinfachte Relation

ya2(2) = y1 () /x da’ P (_ fa2 p(’) dx”) (4.2)

yi(z')

benutzen kann.

Ist der Punkt x( ein reguldrer singuldrer Punkt, so kann man wenigstens
eine der zwei Losungen des Fundamentalsystems mit einem Potenzreihenan-
satz erfassen, man benétigt jedoch eine modfizierte Form

y(@) = an(@—w0)" (a9 #0).
n=0

Da y(z) im Allgemeinen an der Stelle ¢ nicht analytisch ist, kann der zusétz-
liche Faktor (z — z¢)” dazu dienen, ein singuldres Verhalten an dieser Stelle
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aufzufangen. Um die Auswirkungen dieses Ansatzes zu iiberschauen, schreibt
man die Differentialgleichung (4.1) in der Form
(x — x0)?y" (2) + (x — zo)p(2)y(z) + q(x) =0,

wobei die Funktionen p = (z—x¢) pund § = (z—x¢)? ¢ nun in eine Taylorreihe
um o entwickelt werden konnen

ﬁ(l’) = an(QT - .’130)” (j(x) = Z qn(l’ _ xo)n )

n=0 n=0

Geht man mit der Entwicklung von y(z) und den Entwicklungen fiir die
Funktionen p und g in die Differentialgleichung (4.1) ein, so findet man die
Bedingung

Zan(’fl + p)(n + pP— 1)(:@ — $O)n+p

n=0
+ D Pl =w0)™ Y an(n+ p)(@ = w0)"*"
m=0 n=0
+ Z Gm(x —20)™ Z an(z —29)"" =0.
m=0 n=0

Die niedrigste, auftretende Potenz von (x — xg) ist (z — zg)”. Setzt man
den Koeffizienten dieser Potenz gleich Null, so erhilt man die Index- oder
Fundamentalgleichung

aop(p — 1) + aopop + apqo =0,

bzw.

P>+ (po—1Dp+q =0,

eine quadratische Gleichung, aus der man p bestimmen kann. Setzt man den
Koeffizienten von (x — )" gleich Null, so folgt die Rekursionsrelation

an[(n+ p)(n+p—1) + po(n + p) + qo]

n
+ Z [pm(n —m+p) “v‘Qm]anfm =0
m=1
zur Bestimmung der weiteren Koeffizienten (Kenntnis von p,, und ¢, vor-
ausgesetzt).
Je nach der Natur der Losungen der Indexgleichung muss man drei Félle
unterscheiden:

1. Die beiden Wurzeln sind verschieden und deren Differenz ist keine ganze
Zahl. Aus der Rekursion ergeben sich fiir die zwei Wurzeln p; und py der
Indexgleichung zwei linear unabhéngige Losungen
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yi(z) = Z an(p1)(x —20)" P ya(x) = Z an(p2)(x — x0)" P2,
n=0 n=0
wobei der Koeffizient ag jeweils unabhéngig von p; bzw. po ist und aus
zusétzlichen Bedingungen bestimmt werden muss.
2. Die beiden Wurzeln sind gleich (p; = p2 = p). In diesem Fall hat man
eine Losung

yi(@) = 3 an(p)(w — )" .
n=0

Eine zweite linear unabhiingige Losung kann man iiber die Relation (4.2),
die unabhéngig davon ist, ob man um einen reguléren oder reguléren sin-
guldren Punkt entwickelt hat, gewinnen. Varianten, die man anhand der
Grundrelation (4.2) gewinnen kann, sind in der Literatur dokumentiert.

3. Die Differenz ps — p1, wobei py die grofere der beiden Wurzeln ist, ist
eine positive ganze Zahl. Linear unabhéngige Losungen sind dann

yi(@) =Y an(p)(@ — o)

n=0
und eine Losung auf der Basis von (4.2) bzw. Varianten dieser Relation.

Die drei Fille konnen anhand der Besselschen Differentialgleichung (siehe
Math.Kap. 3.1.4 mit A\, = 1 und m — v zur Anpassung an die Standardno-
menklatur)

2y (@) + wy'(2) + (2 = v?)y(z) = 0

illustriert werden. Der Punkt xy = 0 ist ein regulérer singuldrer Punkt. Nur
drei Entwicklungskoeffizienten der Funktionen p(x) und g(x) um diese Stelle
sind ungleich Null

po=1 qo = —v* g =1.

Die Fundamentalgleichung und die Rekursionsformel lauten somit in diesem
Beispiel
PP —1vr=0
an [(p+n)* —v?] +a,—2=0

1. Ist v nicht ganzzahlig oder Null, so liefert die Rekursionsformel die Aus-
sagen

ar [(p+1)*=v*] =0
an [(p+n)? =% = —an_2 (n=2,3,...).

Die erste Gleichung erfordert a1 = 0, die zweite besagt dann, dass alle Ko-
effizienten mit ungeradem Index ebenfalls gleich Null sind. Die Auflésung
der Rekursion fiir gerade Indexwerte ist
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1 1
——ag, G4 = aop,
220+2) " T 2420+ 2)(20+4) 0

Ay = —

1
2.4 (2n) (2p+2)(2p+ 4) - (2p+ 2n) "

agn — (—1)”

ein Ergebnis, das in der Form

ap 1 "
Ao = —— n=12,3,...
" (p+1)---(p+n)n!< 4)

zusammengefasst werden kann. Die linear unabhéngigen Grundlésungen
fiir p = v (v > 0) sind somit

z2\"
() —maoz (v+1)- V—|—n)n' (_Z>

nO

= 1 z2\"
(x) = 27 "ay = .
& = (=v+1)---(—v+mn)n! 4

2. Betrachtet man den Fall v = 0, so ist offensichtlich zundchst nur eine
Losung gegeben. Die Rekursion n? a,, + a,_» = 0 ergibt

a2n—(n!)2 ( 4> TL—]., 27 37

und somit

Um eine zweite geméf der angegebenen Vorschrift (4.2) zu gewinnen,
muss man das Integral

meXp(fb d;::,
I:/ da —b/
yl( my

berechnen. Setzt man die erste Losung (rmt ag=1)

2 ot 28

14T
() 1761 2304

ein und entwickelt den Nenner in eine Potenzreihe, so verbleibt

@ 1 2 52 232°
I=b do’ | = + = ]
/x<x’+2+32+576+
Nach Auswertung der Integrale (und gegebenenfalls Untersuchung der
Konvergenz) findet man als zweite linear unabhingige Losung

+ ...
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2 5rt 2320
y2($)by1($)<lnx+x+x+ x 4 >

4 128 3456

3. Das dritte Beispiel ist die Besselsche Differentalgleichung mit v? = 1 bzw.
p = 1. Fiir p = 1 lautet die Rekursion n(n + 2)a,, + a,—2 = 0. Man
erhilt

1 n
Qg = ——0___ <__> n=123, ...

n!(n+1)! 4
und
o0 1 x2 n
y(@) = wao 7;) nl(n+1)! <Z> '
Die Rekursionsformel fiir p = —1

nn—2)a, + an_o

ist nicht auflésbar. Die zweite Fundamentallésung kann man jedoch wie
im Fall p = 0 gewinnen. Die Zutaten sind (mit ag = 1)

ng LES
® 1 1 Tx'
1= do’ | = + —
/ x(x/3+4x,+4.3+ )
1 Inz T2

w2 T Ty

Die hier auftretenden Besselfunktionen werden in Math.Kap 4.4 niher dis-
kutiert.

+.o.

4.3 Die Legendreschen Funktionen

Bei der Separation der Laplacegleichung (und weiterer Differentialgleichun-
gen der theoretischen Physik) in Kugelkoordinaten stoft man auf die Le-

gendresche Differentialgleichung (setze zur Vereinfachung der Schreibweise
Ao =)

d?P(x dP(x m?
Die Variable z = cosf ist in dem Bereich —1 < # < 1 definiert, wobei die
Randpunkte +1 regulére singulére Punkte sind. Die Losungen dieser Differen-
tialgleichung werden in zwei Stufen diskutiert. Die Grundlage der Diskussion
sind die Losungen fiir den Fall m = 0, die Legendreschen Polynome. Ausge-
hend von diesen Funktionen gewinnt man in einem zweiten Anlauf die von
A und m abhiingigen zugeordneten Legendreschen Funktionen (die jedoch
meist auch als Polynome bezeichnet werden).
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4.3.1 Die Legendreschen Polynome

Fiir eine Entwicklung um den reguldren Punkt xzg = 0 geniigt der einfache
Potenzreihenansatz

Py(x) = Z anpx” .
n=0

Geht man damit in die Differentialgleichung

dQP)\(a:) dP)\(CL')
J— 2 —
(1—2%) 2 2 e

+ )\PA(Z‘) =0

ein und sortiert, so findet man die Aussage

Z an [n(n—1)2" " = (n(n+1) — A\)2"] =0,

n=0

aus der man durch Koeffizientenvergleich die Rekursionsformel

(n(n+1)=X\)
Ap42 = n
(n+1)(n+2)
erhélt. Setzt man hier n =0, 2,4, ... und n =1, 3, 5, ... ein, so erhélt man

die Koeffizienten von zwei Potenzreihen
A AN — AAN—=6)(A—2
T {1x2+ (A=6) 4 AA—6)(A—20) +]

21 T 6! *

Pyo(z) = a {m_ st+wx5_+._} .
’ 3! 5!
Da die erste Funktion gerade ist, die zweite jedoch ungerade, sind die zwei
Funktionen linear unabhéngig. Durch den Potenzreihenansatz kann man ein
Fundamentalsystem von Losungen bestimmen.
Ein Konvergenztest mit dem Quotientenkriterium (Band 1 Math.Kap. 1.3.3)

Uny2t" +2 lim (nn+1)=A) 5 _

lim =x

n—oo  apx™  n—oo (N4 1)(n+2)
zeigt, dass die Reihen fiir |z| < 1 konvergieren, und zwar unabhingig von
dem Wert des Parameters A. Fiir || = 1 muss man anhand verfeinerter
Kriterien jedoch feststellen, dass die Reihen divergieren. Da die Punkte mit
|z| = 1 zu dem Definitionsbereich z&hlen und da aus physikalischen Griinden
nur endliche (und stetige) Winkelfunktionen zuléssig sind (ansonsten wére
z.B. die Berechnung der in einem Volumen eingeschlossenen Ladung nicht
moglich), gibt es nur einen Ausweg, um Funktionen zu definieren, die fiir die
physikalischen Anwendungen niitzlich sind. Die Separationskonstante A\ muss
die Form

A=I(l+1) mit 1=0,1,2,3,...

haben, denn dann bricht die Rekursion
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e fiir die Funktion Py ;(x) mit n = [ ab, falls | gerade ist. Diese Poly-
nomlésung ist natiirlich fiir || = 1 endlich. Die Rekursion fiir die Funktion
P, o(x) bricht nicht ab, man erhélt z.B. mit der Rekursionsformel mit [ = 0

n
an+2 = m an
fiir die Funktion Py o

3 2b
Py_po = —+—+...],
A=0,2 = (1 <$+ 3 + 5 + )

eine Reihe, die man zu

1
Po72:a11n<1+x>

— T

zusammenfassen kann. Man erkennt explizit das divergente Verhalten an
den Stellen x = +1.

e fiir die Funktion Py 2(z) mit n = [ ab, falls | ungerade ist. In diesem Fall
ist die Funktion P ;(z) weiterhin divergent. Fiir [ = 1 findet man z.B.
anhand der Rekursion

_nn+1)-2
2 = L Dt o) "

die Reihe

3 5 1
Pys1=ap|l—2x :E—i—x—-i-m——i—... =a1|1—2xln R .
’ 3 5 1—=z

In Zusammenfassung kann man somit feststellen: Zu jedem [ =0, 1, 2, ...
gibt es

e eine Polynomlosung. Die Standardnomenklatur fiir diese Polynome ist
P,(z). Sie haben die Form

Pi(x) = ao(1 + cox® + -+ + czh) [ = gerade
Pi(z) = ay(z + dsa® + - - - + dyzt) | = ungerade .
Dies sind die Legendreschen Polynome.
e 7u jeder Polynomlosung gibt es einen linear unabhéngigen Partner, der

in der Standardnomenklatur mit Q;(x) bezeichnet wird. Diese Funktionen
haben, wie fiir die einfachsten Félle angedeutet, die Form

Qi) = (Poynom () + (Polynomy () (15 )

Sie sind alle an den Stellen © = +1 logarithmisch divergent. Sie werden
benétigt, wenn eine allgemeine Losung der Legendreschen Differentialglei-
chung gefragt ist, fiir die Diskussion des Potentialproblems der Elektrody-
namik spielen sie keine direkte Rolle.
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Da die Legendrepolynome zu dem Riistzeug der theoretischen Physik zéhlen,
ist eine detailliertere Untersuchung ihrer Eigenschaften unerlésslich.

An dieser Stelle muss auf die Standardformelsammlungen fiir die speziellen
Funktionen hingewiesen werden. Sie enthalten auch nicht alle méglichen For-
meln fiir alle bendtigten Funktionen, doch kann man gegebenenfalls speziellere
Literaturstellen entnehmen. Diese Formelwerke sind

e M. Abramovitz, |. Stegun: ‘Handbook of Mathematical Functions' (Dover Pu-
blications, New York, 1974)

e F. Losch ed.: 'Jahnke, Emde, Losch, Tafeln Hoherer Funktionen® (Teubner,
Stuttgart, 1966)

e (*) W. Magnus, F. Oberhettinger: ‘Formeln und Satze fiir die speziellen Funk-
tionen der mathematischen Physik' (Springer Verlag, Heidelberg, 1948)

e (*) L.N. Sneddon: ‘Spezielle Funktionen der Mathematischen Physik' (Biblio-
graphisches Institut, Mannheim, 1961)

(Werke, die (soweit den Internet-Seiten der Verlage entnehmbar) nicht
mehr im Handel erhéltlich sind, sind durch (*) markiert.)

4.3.2 Die Eigenschaften der Legendrepolynome

Die Standardform der Legendreschen Polynome ist so festgelegt, dass
P(1)=1

ist. Die ersten fiinf Polynome sind dann

Py(z) =1

Py(z)=ua

Py(z) = % (32> —1)

Ps(z) = % (52° - 32)

Py(z) = é (352" —302” + 3)
Ps(z) = é (632° — 702° + 15z) .

Den entsprechenden Funktionsverlauf zeigen Abb. 4.2 a,b. Offensichtlich gilt
die Symmetrierelation

(=) = (~1)'P(a)

Funktionen mit hoheren [-Werten konnten bei Bedarf durch Auswertung
der Rekursion fiir die Legendrepolynome gewonnen werden, doch oft ist
die Anwendung von direkten Rekursionsformeln fiir die Funktionen selbst
(Math.Kap. 4.3.2.2) vorzuziehen.
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(a) (b)
PO\ 1
I:)2
P4\ A
't 1
- '/ Y
fir [ =0,2,4 firl =1,3,5

Abb. 4.2. Legendre Polynome als Funktion von = = cos@

4.3.2.1 Erzeugende Funktion. Ein Hilfsmittel in der Potentialtheorie ist
die Entwicklung der Abstandsfunktion

r—r T = (@) + -y + =2
nach Potenzen von (r/r’) bzw. (r'/r). Charakterisiert man die zwei Punkte

durch Kugelkoordinaten, so lautet die Abstandsfunktion

|T7T/|71 )

—1/2
= [rz —2rr’ cos o + 7”2}

wobei « der von den Vektoren r und 7’ eingeschlossene Winkel ist. In Kugel-
koordinaten ist
x = cosa = cos(p — ') sinfsin@ + cosfcos .
Entwickelt man nun, z.B. fiir h = (+'/r) < 1 die Funktion
-1/2 1

r

—1/2

flrr' @) = {T2 —2rr'x + 7"/2} [1—2ha + A’

in eine binomische Reihe

R R 32 2 D o 3
f(r,r,x)—r 1 2(h 2hx)+8(h 2hx) 16(h 2hx)’ + ...

und sortiert nach Potenzen von h

1 1 3 3 5
/ - -1 2(_ = 2 3(_° 2.3 .
flrr' x) r{ +hx+h ( 2—1—231: +h 2x—|—2x + ,
so erkennt man, dass die Koeffizienten der Potenzen von h den Legendre
Polynomen entsprechen. Der Beweis, dass dies fiir jede Ordnung A! gilt, kann

gefithrt werden.
Das somit angedeutete Resultat kann in der Form

1 o0
=) KWp(z)
[1— 2ha + h2]"/? ;
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notiert werden. Es ist offensichtlich, warum die Funktion auf der linken Seite
dieser Gleichung als erzeugende Funktion fiir die Legendreschen Polynome
bezeichnet wird.
Ist ' > r so verlduft die Diskussion analog. Die {ibliche kompakte Nota-
tion fiir die Entwicklung der Abstandsfunktion ist
1 -
lr—7r'|7' = — [1— 2hcosa + h?] 1z ,
>
wobei r~. und r~ dem grofleren bzw. dem kleineren der beiden Abstédnde und
h = (r</r~) entsprechen. Explizit hat man

! *li r—/lP(:r) r>r
lr—7/| 7 r !

1=0
1 S /7!
:FZ<F) Py(x) >,
1=0

Die erzeugende Funktion ist nicht nur das Riickgrat der Entwicklung der
Abstandsfunktion, sie stellt auch ein niitzliches Instrument fiir die Diskus-
sion verschiedener Eigenschaften der Legendrepolynome dar, so z.B. fiir die
Gewinnung von

4.3.2.2 Rekursionsformeln. Aus der Vielzahl von méglichen Rekursions-
formeln wird hier nur eine Auswahl vorgestellt. Differenziert man die erzeu-
gende Funktion nach der Grofie h

(o - Zlhl Byo

[1—2ha +h2 3/2

arrangiert das Resultat geméf

(x—h) 2 - -1
=(1—-2hz+h Lh™ Pz
[1— 2ha + h2)*/? ( )l; (@)

und benutzt auf der linken Seite wiederum die erzeugende Funktion, so findet
man, sortiert nach den gleichen Potenzen von h,

> {aP =Py~ (+1)Pyy + 2P, — (1-1)P_1}hl = 0.
=0

Da der Koeffizient von h! somit gleich Null ist, gewinnt man die Formel
(l+1)Pya(z) = (20 + DaP(x) — 1P (z) - (4.3)

Diese Formel erlaubt die Berechnung von P14 (z), falls P(z) und P_q(x)
bekannt sind. Diese Rekursionsformel findet weite Anwendung, z.B. auch fiir
die numerische Tabellierung von Legendrepolynomen.
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Eine weitere Klasse von Rekursionsformeln erlaubt die Darstellung der
Ableitung der Legendrepolynome durch die Polynome selbst. Die Grundfor-
mel gewinnt man durch Differentiation der erzeugenden Funktion nach der
Variablen x

o0

[1—2hz+ k2?2 = da

Man multipliziert dieses Resultat mit (z—h), benutzt die nach h differenzierte
erzeugende Funktion aus der vorherigen Betrachtung

i Ih'Py(z) = (x — h) i p 2@
=0

dx
1=0

und sortiert wieder nach Potenzen von h

> dP(z) dP_;i(x
g{lpz(x)x dlj(c)+ lda:()}hl'

Das Endergebnis
del(a:) _ dP,_q(x)
dx dx

erlaubt die Berechnung von Ableitungen der Legendrepolynome und erweist
sich bei der Auswertung von Integralen mit Legendrepolynomen als niitzlich.

Aus den zwei Grundformeln kann man weitere Rekursionsformeln gewin-
nen, so z.B.

APy (z)  dPa(2)
dx - dx

Zum Beweis differenziert man (4.3) nach = (benutze abgekiirzte Schreibweise)
(I+1)P =2+ 1)P+ (2 +1)zP —1P_,,

ersetzt P/ mit (4.4)
(I+D)P L =QI+1)P+ Q2 +1)P_ + (20 +1)IP—1P_,

+1P(z) (4.4)

+ (2 +1)P(z) .

und sortiert
(l+D)P L, =0+1)P_+(1+1)2+1)P .

Weitere Rekursionsformeln erhélt man durch Kombination der schon gewon-
nen Formeln.
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4.3.2.3 Die Formel von Rodriguez. Eine kompakte und aus diesem
Grund niitzliche Darstellung der Legendreschen Polynome ist
1oa o,
~ g VT
Diese Formel, bekannt unter der Bezeichnung Formel von Rodriguez, kann

direkt aus der Differentialgleichung der Legendrepolynome gewonnen werden.
Man benutzt zur Abkiirzung

Py(z)

dl
w=(z2-1)! und v = d—;;ll
und betrachtet die Relation
d
(1- x2)d—? + 2lzu; =0.

Differenziert man diese Gleichung (I + 1) mal unter Benutzung der Produkt-
regel

o @] = 3 () srmmgt

m

so findet man unter Benutzung der Definition von v;
(1 —2?)v) — 2zv] +1(1+ 1)y, =0.

Die Grofle vy erfiillt die Legendresche Differentialgleichung. Da v; ein Polynom
der Ordnung [ in z und P;(x) die einzige Polynomlssung dieser Ordnung ist,
sind vy(x) und P;(z) proportional zueinander. Den Faktor kann man durch
explizite Auswertung von v;(1) bestimmen. Man berechnet

dl
T da!

B () e o] e

und findet, dass fiir x = 1 nur der Term mit n = [ beitrdgt. Es ist also

v(1) = (2 4 1)} ooy 1! = 241!

v(x) [(z — 1) (z +1)"]

4.3.2.4 Integrale mit Legendrepolynomen. In vielen Situationen sind
Integrale mit Legendrepolynomen zu berechnen. Ein guter Ausgangspunkt
ist eine Umschreibung des Integrals

n- | e f(z) R(a)

mit Hilfe der Formel von Rodriguez, wobei vorausgesetzt wird, dass die Funk-
tion f(x) iiber dem Grundintervall definiert und [ mal stetig differenzierbar
ist. Partielle Integration von
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1 1
I, = 2%“/ dz f(2) % [(mQ - l)l]

-1

d 1 Poodf(e) A,
I, = % {f(a:)@ [(z* — 1)l] ‘_1 — /_1dx {igc) | [(=* - 1)1}} .
Die Ableitungen von (2% — 1)
[(1;2 - 1)1]/ =2x(2? — 1) = by (x)(2? — 1)
(@ = 1)) = baa(@)(@® = '™+ baa(a) (2 1)

= )
(22— 1) = b1 (@)@ — 1) by (@) (22 — 1)
enthalten wenigstens einen Faktor (22 — 1), so dass

dn
dx—n[(ﬁ—l)l}x:ilzo fir n<l

ist. Damit erhélt man fiir eine [ mal wiederholte partielle Integration

I [ gp 060

2 1
201! PG

1=

o Ist z.B. f(z) = Pn(x), so ist fiir m <[ die Ableitung

d'p,
dPule) _
da!
Ist m > [, so findet man das gleiche Resultat, da die Rolle der Indizes
vertauscht werden kann. Fiir den Fall m =1

1 l
W _ (=1 d'P(x) 5y
b ="gnr [, g 1
setzt man zur Berechnung der Ableitung noch einmal die Rodriguezformel
ein. Es ist
d'p, 1 d% 1 d%
1(z) _ 4 [(:1:2 _ 1)1} _ 4 [z2l
dz! 201 g2 201 da2!
Fiir das verbleibende Integral

1
I(()’ll) = /1 dz (332 — 1)l

kann man durch partielle Integration eine Rekursionsformel gewinnen. Man
findet tiber

a1 1 (2D

1 1
L) = a(a® - 1)1(_1 — 2l / e 2?(a? — 1)t = 21l —2rll)
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die Rekursionsformel

o _ 2
IO,l - _2l +1 ]01171 ’

deren Auflésung mit I(()’lg = 2 die Aussage

22l+1(“)2
1
I(g,z) - (*1)17,
(20+1)!
ergibt. Setzt man alle Teilergebnisse zusammen, so findet man
w_ [ 2
I = dx P(x) Pp(2) = 61—~ -
lm /_1 z Py(x) P (x) = 61, 2+ 1)

Diese Relation wird als Orthogonalitétsrelation der Legendreschen Po-
lynome bezeichnet. Deren Bedeutung wird in Math.Kap. 5 weiter aus-
gefiihrt.

e Fiir f(x) = a™ verlduft die Auswertung analog. Gemif der Grundformel
ist zundichst die [-te Ableitung von f(z) zu bestimmen, die man mit

1.m oo me=l
da;l _ (m—l)!x m >
da 0 m <l

notieren kann. Fiir m > [ ist dann das Integral

1
17(3)_171 = / dzz™ (2?2 — 1)

-1

zu berechnen. Partielle Integration ergibt fiir

1
I(f)ﬁ = /1 de z®(2? — 1)ﬁ

die Rekursionsformel

@ _ 28 @
Ia,ﬁ - _a + 1Ia+2,,371 )

die man beginnend mit

L 0 m — | = ungerade
2 m
Ir(njrl,O = / de ™t = 2
-1 —_— m — | = gerade
(m+1+1)
auswertet. Es folgt dann fiir gerades m — [
I(Q) _ (7 l21+1“(m,l)”
m—bi (m+1+1D)0 7

so dass das Endresultat in der Form
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0 l>m
1
m ! -
/ dza™ Px) =< 9™ (m—1D m > 1, m — [ gerade
—1 (m—=0D!(m+1+ 1)
0 m > 1, m — lungerade

angegeben werden kann. Insbesondere fiir [ = m gewinnt man die oft be-
nutzte Formel

L _ omrr_((M)Y?
/_1dxx P (z) =2+ @mt D

Die Kombination dieser Grundintegrale mit Hilfe der Rekursionsformeln
erlaubt die Berechnung einer Vielzahl von weiteren Integralen, so z.B.

1
IS?I :/ dz z P, (z) Pi(x) .

Benutzt man hier die Rekursionformel (4.3)

(m+1) (m)
m = a1 m 7Pm—
Cmt) " T Gy
sowie (4.4), so findet man
2(m+1)
l= 1
) 2m + 1)(2m + 3) mr
IS’?I:/ dzx Py, (x) P(z) = 0 l#m+1
—1
2
n l=m+1.

2m+1)(2m —1)
Auch die erzeugende Funktion kann mit Vorteil eingesetzt werden, so z.B.
zur Berechnung des Integrals

1
11(4) :/ dz P(x)
0

itber das halbe Grundintervall. Man beginnt mit

- t Py
\/1—2mt+t2 IZ; d

und integriert

1
1
de — g tl/ dz Py(
/0 V1= 2at + 2 )

Das Integral auf der linken Selte kann elementar ausgewertet werden
1 1 (1-t)2
1 1 —2t d
/ PO S T P o) B dz
o V1-2zt+¢? 2t )o  Vi-2wt+2 Jiye V2
1
S (\/1+t2 - (1—t)) .

t
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Entwickelt man nun die Wurzel, so erhilt man auf der linken Seite
1 t 3(3-1
; (\/1+t2—(1—t)> =l+5+ %ti‘

(%*1)"'(%*”+1)t2n—1
n!

N[—=

+

+.o

so dass man durch Vergleich der Faktoren der Potenzen von t die gesuchten
Integrale ablesen kann. Man findet
1

V=1 L"=3

11(4) =0 fiirl > 0, gerade

_ (1—2)
11(4) _ (_1)(1 1)/2

204D/2((1 + 1) /2)! fiir [ > 1, ungerade .

4.3.2.5 Die Funktionen Q;(x) . Man kann zeigen, dass die Funktio-
nen @Q;(z) die gleichen Rekursionformeln wie die Legendrepolynome Pj(x)
erfiillen. Falls benotigt, kann man die linear unabhéngigen Partner der Le-
gendrepolynome iiber

(4 DQua(x) = (21 + 1)a@i(z) — 1Q1-1(x)

ausgehend von den ‘normierten Funktionen

Qo(z) = tin (1+x)

2 1—2
1 1
Qi(z) = §x1n<1i_z> -1

gewinnen. Eine alternative, wenn auch umstédndlichere Methode ist, wie
in Math.Kap. 4.2.2 erldutert, die explizite Berechnung durch Integrale mit
[Py ()] 2.

4.3.3 Die zugeordneten Legendreschen Funktionen

Ist die Separationskonstante m des Winkelanteils in der Variablen ¢ nicht
gleich Null, so erhélt man die Differentialgleichung

d2pPm(x) dP™(x) m? o

die die zugeordneten Legendreschen Funktionen definiert. Anstelle der
eigentlichen Separationskonstanten g kann man von vorne herein [(I + 1)
benutzen, da die Losungen dieser Differentialgleichung fiir m = 0 in die
Legendreschen Polynome iibergehen und nur diese an den Stellen z = +1
endlich sind.




4.3 Die Legendreschen Funktionen 91

Um die zugeordneten Legendreschen Funktionen zu bestimmen, macht
man den Ansatz

P (z) = (1= 2%)"yim(2)

und wihlt « so, dass die Singularitit in dem zusétzlichen Term der Differen-
tialgleichung aufgefangen wird. Man findet auf diese Weise a« = m/2. Setzt
man den so gewonnen Ansatz

le(;lj) = (1 — $2)m/2ylm(m>

in die Differentialgleichung fiir diese Funktion ein, so findet man als Bestim-
mungsgleichung fiir die Restfunktionen y;,,

(1 =) Y, — 2m Y + (10 +1) = m(m + 1)) oo = 0.
Man stellt eine gewisse Ahnlichkeit mit der einfachen Legendreschen Diffe-
rentialgleichung

(1—2®)P —2zP +1(1+1)P =0

fest. In der Tat fithrt m-malige Differentiation der Legendreschen Differenti-
algleichung auf die Gleichung

’ /

(1) (L) gy ()

daxm daxm™

+ (1 +1) — m(m + 1)] (W

der man die Aussage
d™Py(x)
da™

entnimmt. Die Losung der vollstéindigen Legendreschen Differentialgleichung
lautet somit

Yim ($) o8

dgm '

Die drei linken Eintrége deuten Varianten in der Notation an, die in der
Literatur anzutreffen sind. Das zusiitzliche Vorzeichen, das infolge der Ho-
mogenitit der Differentialgleichung moglich ist, entspricht der am meisten
benutzten Konvention, doch ist es bei der Ubernahme von Formeln aus der
Literatur angebracht, die jeweilige Definition zu iiberpriifen. Die Funktio-
nen sind an den Stellen x = =£1 endlich, wenn [ eine positive ganze Zahl
ist l =0,1,2,... . Fiir jeden Wert von [ > 0 sind ganzzahlige m-Werte
mit [ > m > 0 zuléssig. Die Ganzzahligkeit entspricht der Losung der Diffe-
rentialgleichung in der Variablen ¢, die Beschrinkung auf positive m-Werte
folgt aus der Methode mit der diese Funktionen gewonnen wurden, die obere
Grenze mmyax = [ tritt auf, da die Legendrepolynome P; Polynome vom Grad
[ sind, deren (I 4 1)-te Ableitung verschwindet.

P (z) = P (2) = Pin(z) = (~1)"™(1 — 2?)
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7 jeder regulidren Losung mit [, m existiert ein linear unabhéngiger Part-

ner
del T

Q' (&) = Q™ (&) = Qunla) = (-1 (1 — a2z D)
der an den Grenzen des Grundintervalls logarithmisch divergiert.

Auch fiir die zugeordneten Legendreschen Funktionen, die aus einer Wur-
zel und einem Polynomanteil bestehen und in der Literatur auch als zugeord-
nete Legendresche Polynome bezeichnet werden, existiert ein umfangreicher
Katalog von Eigenschaften. Die einfachsten Funktionen kann man direkt an-
hand der Definition

)

m/2 del(Z‘)
dx™

berechnen. Neben PP (x) = Pj(x) notiert man

Pl(z) = —(1 —2?)/2 = —sing

P (@) = (=1)™(1 - 2?)

3
P)(z) = —=3z(1 — 2®)Y/2 = —5 sin20

1
Pi(x) = 152(1 — 2?%) = 15(0059 — cos 30)
1
Pj(z) = —15(1 — 2%)%/? = *15(3“9 — sin30) .

4.3.3.1 Rekursionsformeln. Rekursionsformeln kénnen anhand der Re-
kursionsformeln der Legendrepolynome durch Differentiation und Einfiigung
des Wurzelfaktors gewonnen werden. Dabei entstehen Rekursionsformeln in
dem Index [ bei festem m, in dem Index m bei festem [ sowie Formeln, in
denen beide Indizes variieren. Differenziert man z.B. die Relation (4.3)

(I +1)Pyi(x) = (20 + 1)z P(z) — 1P —1(x)
m mal und mulipliziert mit (—1)™(1 — 22)™/2, so erhilt man

(I+ )P (z) = (2L + D[z P (x) — mV/1 — 22P" Yz)] — 1P () .
Fiithrt man eine entsprechende Prozedur mit (4.4)

dPi(x) AP
T ==

(differenziere (m — 1) mal) durch, so ist das Resultat

eP"(x) = Py (2) = (L= m+1)V1—a22P" " (x) .
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Aus den beiden so gewonnenen Gleichungen kann man den Term in der Qua-
dratwurzel eliminieren. Man findet dann eine Rekursionsrelation, in der der
Index m festgehalten wird

(=m+ 1P (x) = @+ Dz P (z) + ((+m)P” (z) = 0.
4.3.3.2 Die Formel von Rodriguez. Setzt man in die Definition
d™P(x)
pm = (—1)™(1 — 2\m/2
() = (11— 2P

die Formel von Rodriguez fiir die Legendrepolynome ein, so gewinnt man eine
Erweiterung

_1\m +m
P = SR ety S a2y

Man erkennt noch einmal explizit, dass der Index m auf den Bereich mit m <
beschriankt ist. Anhand der erweiterten Rodriguezformel wird jedoch auch ein
Satz von Funktionen mit negativen m-Werten in dem Bereich —] < m < —1
definiert. Diese Funktionen sind jedoch nicht linear unabhéngig von den Funk-
tionen mit positivem m, sondern es gilt die Symmetrierelation

l—m)!
P (x) = (—1)’”%3’”@) m>0.
Da in der Differentialgleichung m? auftritt (und nicht m), ist diese Propor-
tionalitdt verstdndlich. Der Nachweis kann explizit gefiihrt werden: Fiihre
die Differentiation in der erweiterten Definition mit der Zerlegung 2> — 1 =
(x4+1)(z —1) aus, rearrangiere die dabei enstehende Summe iiber die Poten-
zen von (x—1) und (x+1) und fasse zusammen. Anstelle der etwas linglichen
Beweisfithrung wird die Symmetrierelation hier nur durch ein konkretes Bei-
spiel illustriert. Mit der Rodriguezforrnel berechnet man

1
Pg(:c)zg dx4[x —1)*] =3(1 —2?)
—2 1 g1 2 2 1 2
Py (e) = g(1—-2%) @[(m —1)]=§(1—$)
und findet in der Tat
IR L 3 2
Prie) = PR = s (1 —a?).

4.3.3.3 Integrale mit den P/™. Analog zu der Situation bei den einfachen
Legendrepolynomen kann man mit Hilfe der Rodriguezformel einen Katalog
von Integralen mit den zugeordneten Funktionen berechnen. So ist z.B. fiir
m >0

[ aerr pr) = o aene

B L+m)t 11t oaem At
(=1) (I—m)!l 20112V 1) xdxl—m(x -1 dxlufm(x -0
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Integriert man m mal partiell (wobei der erste Term jeweils an den Grenzen
+1 verschwindet), so findet man

(I+m)! 1 1 /1 ab o, dh
= — do ~— (22 — 1 —1).
(—miann | Waa@ -V gr =

Das verbleibende Integral wurde schon bei der Diskussion der Integrale mit
Legendrepolynomen ausgewertet. Benutzt man die Orthogonalitétsrelation
der Legendrepolynome, so lautet das Endergebnis

RN U 0L

[ e Pr@ ) = (g [ P R
_ (I+m) 2

T U= m @i+ 1)

Das Resultat ist auch fiir m < 0 giiltig (benutze die Symmetrierelation zwi-

schen P und Pllm| und entsprechend fiir PJ*), fiir m = 0 entspricht es der
Orthogonalitétsrelation der Legendrepolynome.

Zu beachten ist die Tatsache, dass in dieser Gleichung die gleichen m -
Werte auftreten. Sind die m -Werte verschieden, so erhélt man ein wesentlich
komplizierteres Resultat. Das vielleicht erwartete Resultat gilt, wie man der
Genese des Integrals entnehmen konnte, nicht. Vielmehr findet man

1
/ dz P/ (x) P (x) # 610 0m e I(1,m) .
1

Fiir die zugeordneten Legendrefunktionen gilt nur eine eingeschréinkte Or-
thogonalitétsrelation.

4.3.4 Die Kugelflichenfunktionen

Da die Winkelanteile, die bei der Separation des Laplaceoperators in Kugel-
koordinaten auftreten, meist gemeinsam weiterverarbeitet werden, ist es von
Nutzen die (komplexwertigen) Funktionen

2A+1) (1—-m)"? ;
Yim(0,0) =Y m(2) = ( ppm )ﬁ P/ (cos0)e! ™
mit
1=0,1,2,... und -1 <m<l

zu definieren. Der Definitionsbereich ist die Oberfliche einer Kugel
0<f<7m 0<ep<2r.

Dies erklart die Bezeichnung Kugelflichenfunktionen. Anstelle der kom-
plexen Form mit +|m| kann man auch die reellen Funktionen

P"(cosf)sinme und P"(cosf)cosmep, m >0
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benutzen, doch ist die komplexe Form gebriuchlicher. Alle Aussagen iiber
Kugelflichenfunktionen ergeben sich im Wesentlichen aus den Eigenschaften
ihrer Bestandteile.

4.3.4.1 Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen. Die folgenden Re-
lationen sollen hervorgehoben werden.

e Ist m = 0, so ist die Funktion unabhéngig von ¢ und bis auf einen Faktor
identisch mit den Legendrepolynomen

(20 +1)
47

1/2
Yiatt.0) = | D] Aeoso)
Betrachte man Punkte auf der Einheitskugel in der x-y Ebene (6 = 0), so
findet man den speziellen Wert

21+ 1)]Y?
)/l,m(()a(P) - {g} 5m,0 ]

4
der sich aus dem Vorfaktor (1 — 22)™/2 der P/ ergibt. Nur fiir m = 0 ist
dieser Faktor fiir x = 1 ungleich Null.
Es gilt die Symmetrierelation

}/l,—nz(ev(p) = (_1)m}/ljkm(97(p) .

Die Kugelflichenfunktionen mit positiven und negativen m-Werten sind
miteinander verkniipft. Da die komplexe Konjugation jedoch keine linea-
re Operation ist, bedeutet dies nicht, dass die Funktionen Y; ,,,(6, ) und
Y —m (0, ¢) linear abhéngig sind.

Das Grundintegral mit Kugelflichenfunktionen ist

2 ™
//dQYsz(@aW)Yl/,m/(G,sD) :/ dgp/ sinf d0Y;,, (0, 0) Yy m: (0, ¢)
0 0

- 5l,l’5m,m/ .

Die Funktionen sind auf der Kugelfliche orthogonal. Die Integration iiber
¢ liefert die Aussage, dass m gleich m’ sein muss, die nachfolgende Inte-
gration iiber # ergibt dann mit dem Grundintegral fiir die zugeordneten
Legendrefunktionen die Aussage: [ muss gleich I’ sein. Die Faktoren in der
Definition der Kugelflichenfunktionen sind so eingerichtet, dass das Inte-
gral den Wert 1 hat.

Die Kugelflichenfunktionen erfiillen die Differentialgleichung

10 (. 0YVim(0,9) 1 0%Ym(6,¢9)
e L :
sin 0 00 (Sm 20 t oz 0g?

F U+ D)Yim(0,0) =0,

die dem Winkelanteil des Laplaceoperators entspricht. Die Kugelflichen-
funktionen mit
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1=0,1,2...
und den (27 4+ 1) m-Werten
m=—l, —l+41,....0, ... 1—1,1

sind die einzigen regulédren Losungen dieser Differentialgleichung. Sie sind
auf der Kugelflache stetig, eindeutig und endlich.
e Eine Liste der einfachsten Funktionen ist

Y1 = % sin fe 1% Yio=1/ % cosf Yy _ 1= —\/% sin fe'?

Yo _o = Ton sin? ge ¥ Yo 1 =14/ & sin @ cos fe™'%

5 15 .
Yoo =14/—(3cos’0 —1) Yo, =—/——sinfcosfe'?
' 167 ’ 8m

e Sind zwei Punkte auf einer Kugelfléche durch die Winkel (0, ¢) und (6', ¢’)
gegeben, so gilt fiir den Kosinus des eingeschlossenen Winkels «v (Abb. 4.3)

cosa = cos(p — ¢')sinfsin 0’ + cosfcost' .

Abb. 4.3. Der Winkel o zwischen zwei Raumrichtungen

Das Legendrepolynom P;(cos «) erfiillt dann das Additionstheorem

l
4dn X
PZ(COS Cv) = m E Yl,m(avgo)yl,m(alﬁpl) .
m=—1

Der Beweis dieses Theorems beinhaltet die Schritte: Man wertet das Green-
sche Theorem (3.1)

///ng’ (ur (r) A us (r") — ua(r") A'uy ("))

_ # 06 (1 (') ua (") — up () V'uy (1)) - d
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mit den Funktionen
ur () = () Vim(2) und up(r’) =Y ka(cos a)
k=0
aus, wobei r < 7/ ist. Das Gebiet G ist eine Kugel mit dem Radius v’ = R’
und dem Oberflichenelement df’ = R'?>df2 e,.. Da u; eine Lésung der
Laplacegleichung und us das Potential einer Punktladung ist, gilt

Auy(r')=0 und A'us(r’) = —47xé(r —7').

AuBlerdem berechnet man die benotigte Komponente des Gradienten auf
der Kugeloberflache zu

%M( MNp = UR) Y (82)

0 k+1)rk

)] = B ((R,)z«,—lz Py(cosa) .
k

Setzt man diese Ausdriicke in das Greensche Theorem ein und sortiert, so
erhélt man

47t Y)  (2) = Z(k +1+1)r" //dw’nm(rz’)Pk(cos a) (R
k

Mit dem Argument, dass die Koeffizienten der Potenzreihe Y, apr® = 0
alle verschwinden miissen, folgt die Aussage

/ / 4
//dw Yim (£2") Py(cosar) = 6]”(2[—1— 0

Entwickelt man nun das Legendrepolynom Pj(cosa) nach Kugelflichen-
funktionen

(cos o) Z Z An k()Y (2)

n=0k=—n

Yim(£2) .

wobei die Koeffizienten Funktionen der Winkel 6 und ¢ sein miissen, so
erhélt man mit der Orthogonalitdtsrelation der Kugelflichenfunktionen

Ap () = / A2V, 1 () Pi(cosa) ,

bzw. mit dem bereitgestellten Integral
AT
(2l +1)
Nach einfacher Umbenennung folgt dann aus der Zerlegung von P;(cos «)
das Additionstheorem.

Das Legendrepolynom ist eine reelle Funktion des Kosinus des eingeschlos-
senen Winkels. Die rechte Seite des Additionstheorems ist somit auch reell.

Yik(£2) .
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Dies bedeutet einerseits, dass es keine Rolle spielt, welche der zwei Kugel-
flichenfunktionen komplex konjugiert ist

l
47 «
Pl(COS oz) = m E Yl7m(9790)yl,m(0/a§0/) .
l

m=—

Man kann, andererseits, die rechte Seite in einer etwas umsténdlicheren,
doch manchmal benétigten, reellen Form schreiben

Py(cos ) = Py(cos @) Py(cos ")

l
+ 2 Z E;_i_:;;: le(COS G)le(COS 0’) Cos[m(ga o S0/)] '

m=1

4.4 Die Besselfunktionen

Separiert man die Laplacegleichung in Zylinderkoordinaten, so sté8t man auf
die Besselsche Differentialgleichung

22J"(x) + xJ () + (2* — ) J(z) =0,

die fiir verschiedene Formen der Separationskonstanten verschiedene Bessel-
funktionen definiert. In Math.Kap. 4.2.2 wurde gezeigt, dass der erweiterte
Potenzreihenansatz die linear unabhéngigen Losungen

= m 1 x
Z (=1 m!I'(v+m+1) (5

m=0

2m—+v
7, )

(4.5)

> 1

v = ZO(—I)" m!I'(—v+m+1) (g)Qm_V

n=

ergibt, falls v nicht ganzzahlig ist. Ist jedoch v =n, n =0, 1, 2, ... so findet
man

b m 1 T\ 2m—n
J-n :mz::n(_l) m!I'(—n+m+1) (5) '

Da die Gammafunktion mit dem Argument Null oder einer negativen ganzen
Zahl unendlich wird

lim I'(x) — oo fir n=0,1,2, ...,

z——|n|

beginnt die Summe mit m = n. Setzt man nun m = m’ +n, so folgt weiterhin

o . 1 N 2m’+n
Jon = Z (-ym+ (m/ 4+ n)!I0(m/ +1) (5)

m’'=0

(benutze I'(n+1)=mn!)
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= (=" Z (_1)m/F(m’ +111+ 1)m/! (g)qu_n ’

also
J_n(z) = (=1)"Jp(x) .

Die beiden Funktionen sind linear abhingig und man muss z.B. mit den
in Math.Kap. 4.2.2 beschriebenen Methoden eine zweite von J,(x) linear
unabhéngige Losung suchen.

Von Interesse in der theoretischen Physik sind insbesondere die Bessel-
funktionen mit ganzzahligem Index v = n (die Besselfunktionen erster
Art von der Ordnung n) und mit halbzahligem Index v = n + 1/2, die
sphirischen Besselfunktionen. Bevor diese Funktionen in einigem Detail
diskutiert werden, ist eine Zusammenstellung der Eigenschaften der Bessel-
funktionen, die nicht von der speziellen Form des Index abhéngen, von Inter-
esse.

4.4.1 Generelle Eigenschaften der Lésungen der Besselschen
Differentialgleichung

In dem ersten Teil dieses Abschnitts werden Rekursionsformeln fiir die Bes-
selfunktionen vorgestellt. Auf die Diskussion der nicht ganz einfachen Ortho-
gonalitétsrelationen wird verzichtet. In dem zweiten Teil dieses Abschnitts
werden weitere Losungen der Besselschen Differentialgleichung definiert und
es wird gezeigt, dass sie im Fall v = n die gesuchte zweite linear unabhéngige
Losung darstellen kénnen. Eine kurze Zusammenstellung der Eigenschaften
der zweiten Losung folgt.

4.4.1.1 Rekursionsrelationen mit J,,. Wie bei allen speziellen Funktio-
nen dienen Rekursionsformeln dazu, Funktionen mit héherem Index aus de-
nen mit niedrigerem Index zu erzeugen bzw. Ableitungen der Funktionen aus
den Funktionen selbst zu berechnen. Die Grundrelationen fiir die Besselfunk-
tionen .J,

2
Jy_1(2) + Jysr(z) = %J,(z
dJ, (x)
dz

konnen folgendermaflen bewiesen werden: Man berechnet auf der Basis der
Reihenentwicklung (4.5) zunichst die Ableitungen

~

Jy_l(l‘) — Ju+1(.’L‘) =2

d o0 2(m + V)me-&-Qu—l
— @)=Y (- — 2",
4 ) Z::( ) 2m I I(m+v+1) ()

m=0

und
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gy = Sy
dx v = 22m+v+imlD(m + v + 2)
=—x "J1(z) .
Diese Gleichungen lauten explizit
dJ,
va' " I, 4z W x¥J,_1(x)
—v— —I/dJV —v
L S L =t vi(z)

so dass man nach Kiirzung der Vorfaktoren ¥ bzw. £~ und anschlielender
Addition und Subtraktion die Grundrelationen fiir .J,, erhélt. Durch Kom-
bination dieser Rekursionsformeln kann man weitere niitzliche Relationen
gewinnen, eine Aufgabe, die in Andeutung fiir die Besselfunktionen mit ex-
pliziten Indizes betrachtet werden soll.

4.4.1.2 Besselfunktionen zweiter Art: Neumann und Hankelfunk-
tionen. In Math.Kap. 4.2.2 wurde eine Methode diskutiert, mit Hilfe de-
ren man die Losungen der Besselschen Differentialgleichung, die linear un-
abhéngig von den Funktionen J,(x) sind, bestimmen kann. So erhélt man
z.B. fiir den Fall v = 0 die zu Jy(z) linear unabhéngige Funktion

4 128 3456

Es ist jedoch niitzlich, alternative Wege zur Berechnung von Lésungen zu
suchen, die linear unabhingige Partner von J,(x) sind. Aus den Lésungen
J, und J_, kann man die Funktion
J, —J_
N, (z) = cosvm J, () o(x) 7

sinvm

_ 2 54 236
Jo(as)—,]o(as)(lnx—kx——ki—l— T 4 > .

die Neumannfunktion, konstruieren. Falls v keine ganze Zahl ist, ist diese
Linearkombination von zwei linear unabhéngigen Lésungen der Besselschen
Differentialgleichung ebenfalls eine Losung. Ist jedoch v eine ganze Zahl, so
verschwinden Zahler und Nenner, der Ausdruck fiir die Neumannfunktion
ist unbestimmt. In diesem Fall definiert man die Neumannfunktion als den
Grenzwert

N, (z) = lim N, (z) .
Die einfachste Methode, um den Grenzwert zu bestimmen, ist die Anwendung
der Regel von L’Hospital. Man findet
L {cosvrm Jy(z) — J_p ()}
2 {sinvr}

Ny (z) =

0J,(x) 1 9J_,(x)

v cosvm  Ov ’

1
i
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wobei ein Term proportional zu sin vz, der fiir v = n verschwindet, wegge-
lassen wurde.

Um zu zeigen, dass die Neumannfunktion eine Losung der Besselschen Dif-
ferentialgleichung ist, differenziert man die Besselsche Differentialgleichung
partiell nach v und erhélt (benutze weiterhin das gewohnliche Ableitungs-
symbol fiir die Ableitung nach x)

e sl o | s + @ )| L o)

—2vJy,(x)=0.

Bildet man die geforderte Linearkombination und fithrt den Grenziibergang
v — n durch, so findet man in der Tat

2

d d
o @47 a 2 9 _
e Np(z) + a:den(x) + (2 = v*)N,(x) =0,

da der zusétzliche Term in dem Grenzfall mit der Symmetrierelation

: 1 ny o _
JE}I}L <JV(I) Rl J_V(x)) =Jp(x) = (-1)"J_p =0
ergibt. Die Neumannfunktion ist fiir ¥ = n eine Losung der Besselschen

Differentialgleichung.

Um die lineare Unabhéngigkeit der Funktionen .J,(x) und N, (z) nach-
zuweisen, muss man die Wronskideterminante berechnen. Die einigermafien
aufwendige Rechnung (Ableitungen der I'-Funktion sind gefragt) ergibt fiir
kleine x-Werte

WlTn(a), Na(@)] = = (&= 0)

und weist somit die lineare Unabhéngigkeit der Neumannfunktionen nach.
Anstelle der Bessel- und der Neumannfunktionen benutzt man in vielen
physikalischen Problemen die Hankelfunktionen, die durch

H(2) = J,(z) +1J_,(x)
H{(z) = J,(z) —iJ_y ()

definiert sind. Diese Funktionen sind, als Linearkombination von zwei linear
unabhéngigen Losungen der Besselschen Differentialgleichung, ebenfalls ein
Satz von zwei linear unabhéngigen Losungen.

Alle benannten Funktionen erfiillen die gleichen Rekursionsformeln wie
die Besselfunktionen .J, (z). So zeigt man z.B., dass

cos(v — Dmdy_1(x) — J_pt1(x)
sin(v — 1)
cos(v + D)mJyq1(x) — J_p_1(x)
* sin(v + 1)

Ny_1(x) + Nyjai(z) =
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= Sinlmr {cosvn[J,—1(z) + Jp41(x)]
— [Jogr(x) + J_p_1(2)]}
2 2v
= [cosvmd,(z) — J_,(x)] = ?Nu(f)

T sin v

ist. Von Interesse ist auch, das Verhalten der Funktionen in den Grenzfillen
x — 0 und x — oo. Mit der Reihenentwicklung (4.5) findet man fiir die
Besselfunktionen fiir z — 0

x¥ x Y

BT rrS A A ey v

Durch Berechnung der Ableitung nach v und Bildung des Grenzwertes v — n
in der Definition der Neumannfunktion kann man aus dieser Vorgabe und
der logarithmischen Ableitung der I"-Funktion (der Digammafunktion) das
Verhalten der Neumannfunktionen mit ganzzahligem Index gewinnen. Es ist

J,(x)

No(z) — % (Inz+~v—1n2)
Nn(:c)—>—M (z)” n>1.

m €T

Die asymptotische Form der Besselfunktionen wird in Math.Kap. 4.4.2 und
4.4.3 fiir die speziellen Indizes angegeben.

4.4.2 Die Funktionen J, ()

Die Funktionen
0 1 T 2m—+n
0 = S
() mZ:O( ) ml(n +m)! \2

sind die Koeffizienten in der Entwicklung der erzeugenden Funktion

g(z, t) = exp E (t—%ﬂ - i Tt t40.

n=—oo

Zum Nachweis dieser Aussage entwickelt man

0= 3 5 (5) S )

niy= ng=

und sammelt die Potenzen von n mit der Ersetzung n; = n + ny. Mit der
erzeugenden Funktion kann man die Grundrelationen fiir J, noch einmal
herleiten. Auflerdem ist man in der Lage, eine gro3e Anzahl von Eigenschaften

der Besselfunktionen J,,(z) bereit zu stellen. Einige Beispiele folgen.
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e Ersetzt man in der erzeugenden Funktion x durch z + y, so folgt aus

o[ (=) =e [5 (= )] [3 (- 7))

durch Entwicklung nach ¢ und Vergleich der Koeffizienten von t auf beiden
Seiten der Gleichung das Additionstheorem

Z Jm In— m(y)-

m=—0o0

Dieses Ergebnis kann man durch Aufspaltung der Summe in die Teilsum-
men

D W i

den Umbenennungen der Summationsindizes

erster Term: m — —m/

letzter Term : m—n+m

und der Nutzung der Symmetrierelation in eine Form gebracht werden, die
nur Besselfunktionen mit positiver Ordnung enthélt

= Z I (2) In—m(y)
m=0

+ Z (=1)"(Jm () Intm(Y) + I (y) Jntm(2)) -

e In der erzeugenden Funktion benutzt man

t=1 bzw.<t%)21.

Aus der Aussage

oo

e’ = Z i I ()

m=—0oo

erhélt man (benutze wiederum die Symmetrierelation z.B. fiir den Realteil
cosx = Jo(x) + 2 Z 1)™ Jom (z

Mit = 0 ergibt die erzeugende Funktion

i Jm (0){;7” ,

m=—0oQ

woraus man die Werte
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Jo(0) =1 und  J,(0)=0 (n>1)

ablesen kann. Alle Besselfunktionen J,, (z) aufier Jy(x) haben am Ursprung
den Wert Null.
e Mit der Ersetzung ¢t = e'? entspricht die erzeugende Funktion

exp(izsinf) = Z In( en?

m=—0o0

bzw. bei Trennung von Real- und Imaginérteil

cos(xsin ) )+2 Z Jon () cos(2n8)

o0
sin(zsing) =2 Joni1(z)sin((2n + 1)0) .
n=0
Derartige Relationen dienten 1824 F.W. Bessel zur Beschreibung der Dif-
ferenz zwischen mittlerer und exzentrischer Anomalie von Planeten.
Multipliziert man diese Relationen mit cosm# bzw. mit sinmé und inte-
griert unter Benutzung der Orthogonalitétsrelationen

/ df cosmb cosnb :/ df sinmfsinnf = génm ,
0 0
so gewinnt man die Integraldarstellungen (n = 0, 1, ... in beiden Féllen,
die Formel mit Jo(z) gewinnt man explizit)
1 K
Jon () = —/ dé cos(xsin @) cos(2n)6
™ Jo

1 ™
Jon+1(z) = ;/0 dé sin(xsinf)sin(2n + 1)6 .

Betrachtet man anstelle der ersten Gleichung ein entsprechendes Integral
mit cos(2n + 1), in der zweiten mit sin(2n)6, so findet man infolge der
Periodizitét der trigonometrischen Funktionen jeweils den Wert Null. Man
kann somit fiir alle Werte von n das Resultat zu

In(z) = % /0 d6 {cos(z sin @) cosnb + sin(x sin f) sinnb'}

zusammenfassen.

Im Gegensatz zu den kompakten Ausdriicken fiir die Winkelfunktionen in
Math.Kap. 4.3 sind die Besselfunktionen essentiell nur iiber die Reihendar-
stellung oder daraus abgeleiteten Relationen gegeben. Eine derartige Relation
ist z.B.

(1 i>m (@™ Jn(2)) = (=1)™ 2" "™ T (@) ,

x dx
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die man aus den Rekursionsformeln fiir die Ableitung der Besselfunktionen
herleiten kann. Insbesondere findet man

) = (-1t (3 2) nlo).
eine Relation, die es erlaubt J,(z) aus Jy(x) zu gewinnen. Die Schaubilder
von J,(x) in Abb. 4.4 sind aus diesem Grund numerisch erzeugt.

1
087 |
0.6
0.4

0.2

0

-0.2

0.4
Abb. 4.4. Die Besselfunktionen Jo, J1 und Jo

Man kann erahnen, dass diese Funktionen eine unendliche Anzahl von
Nullstellen besitzen. Die Bestimmung einzelner Nullstellen ist letztendlich
auch nur numerisch moglich.

4.4.3 Die sphirischen Besselfunktionen

Die sphérischen Bessel- und Neumannfunktionen, auch Bessel-Riccati und
Neumann-Riccati Funktionen genannt, sind durch

Ji(x) = \/ZJH-IN(Q:)
(o) = |/ 2 Nl

definiert, wobei [ die Werte 0, 1, 2, ... annimmt. Substituiert man in der
Besselschen Differentialgleichung mit v =1+ 1/2

y(x) = VaR(x),

so findet man als bestimmende Differentialgleichung fiir die sphérischen Bes-
selfunktionen

2*R"(z) + 22R'(z) + (2> — (1 +1))R(z) = 0.
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Der zusitzliche Zahlenfaktor /m/2 entspricht der iiblichen Konvention.
Die Reihe (4.5) kann fiir die Funktion J; /5(z) in der Form

2m+1
Np(@) =\ Z 2m @2m+1)!

geschrieben werden, so dass man leicht erkennt, dass

/2 . . sin
Jijo(x) = g und  jo(x) = .

ist. Die Reihe fiir J_;/5(z) kann man entsprechend resummieren. Es ist

[ 2 [ 2
J_1/2 Z = Ecos;z:.

Damit findet man fiir die zugehorige Neumannfunktion
cos T

no(z) = — .

Die weiteren Funktionen bestimmt man am geschicktesten iiber die Rekursi-
onsrelation (R; — ji, ny)

Ria(z) = w

die man durch dlrekte Umschreibung Grundrelationen fiir die Besselfunktio-
nen gewinnt. Eine Rekursionsformel zur Berechnung der ersten Ableitungen
kann man aus der zweiten Rekursion der Grundrelationen fiir J, herleiten.
Man findet

Rl(l') — lel(x) s (4.6)

de (x)
dx

Um die Rekursion (4.6) auszuwerten, benétigt man noch j_;(z). Diese
Funktion gewinnt man, ebenso wie Funktionen mit hoherem [, aus der um-
geschriebenen Symmetrierelation, die fiir die sphérischen Funktionen

m(z) = (1)1 (2)
ergibt. Daraus folgt

(21 + 1) = IR _1(2) — (I + ) Riy1(z) -

sinx cosx

Jj-1(z) = —no(z) und ji(x) = - .

Weitere Auswertung der Rekursion (4.6) und der Symmetrie liefert die
néchsten Funktionen

(31 3
Je(x)=|—=—-— sing — —5 cosz

3z
cosx sinzx

2 T

. 3 1 3 .
no(z) = —j_s(x) = —;—i—; COST — —5 SN .

n(z) = joo(z) = -
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Etwas allgemeiner ergibt sich die Aussage, dass die Funktionen j;(2) die Form

Ji(x) = fi(x)sinz 4+ (1) f_ 1 (z) cos
haben, wobei die fj(z) Polynome in 1/x sind, die durch die Rekursion (4.6)

fin@) = Y ) - g

gegeben sind. Die sphérischen Bessel- und Neumannfunktionen sind in Abb. 4.5a
und Abb. 4.5b fiir [ = 0, 1, 2 dargestellt. Aus dem Verhalten der Besselfunk-

(a) (b)

0.4

03] / 1=0
/ 1=1
0.2 | 1=2

0.1 ‘w‘ / \>\\

0.8+

0.6

0.4+

0.27

0 AT S s | [
-0.24 0.4 N
Ji(z) 1=0,1,2 n(z) 1=0,1,2

Abb. 4.5. Sphirische Besselfunktionen

tionen fiir x — 0, das ist

1 T\V
1(@) = 7o (E) :
und der Auflésung der I'-Funktion

ri+1/2) = g(zz —

findet man fiir das Verhalten der sphérischen Funktionen an der Stelle z = 0

ml

@) = G

(20— 1N

n(z) — T
Die sphérische Besselfunktion ist an der Stelle £ = 0 regulér, die sphérische

Neumannfunktion divergiert.
Die asymptotische Form, die man iiber eine Konturintegation in der kom-

plexen Ebene gewinnen kann, wird hier nur angegeben:

. T — 00 1 . m
gi(x) — ;sm(m—lg)
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Vor allem bei der Diskussion von Streu- und Abstrahlungsproblemen sind
die sphérischen Hankelfunktionen, die durch

b = ji(x) +im(z) und A = i) —im(x)

definiert sind, gefragt. Der Grund ist das asymptotische Verhalten in der
Form von ein- und auslaufenden Kugelwellen

RS
W (@) = (Gl el”
X
NS
h (@) X —(1)$ e i

Die folgenden zwei speziellen Funktionen zeichnen sich durch besondere
Flexibilitéit aus. Viele elementare und nicht so elementare Funktionen kénnen
durch diese Funktionen dargestellt werden. Die benotigten Eigenschaften wer-
den ohne Beweisfithrung zusammengestellt, eine eingehendere Darstellung
wird in Band 3 dieser Reihe folgen. Sie kénnen mit den gleichen Mitteln
wie im Fall der ausfiihrlicher diskutierten Legendre- und Besselfunktionen
gewonnen werden.

4.5 Die hypergeometrische Funktion

Die Losungen der Differentialgleichung

d’F dF
x(l—x)@—k[c—(a—i—b—i—l)m]a —abF =0
werden als hypergeometrische Funktionen bezeichnet. Die Losung, die
bei z = 0 regulér ist, wird durch die (Gaufische) hypergeometrische Reihe

1 1) 22
F(a’b;c;x)=1+%bx+ww_

cle+1) 2!
_ I'(c) OoF(a—Fn)F(b—Fn)ﬁ
- I'(a)I(b) Z I'(c+n) n!

0

dargestellt. Die Reihe bricht ab, wenn a oder b eine negative ganze Zahl ist,
sie ist nicht definiert, wenn ¢ = —n ist, es sei denn a oder b ist eine negative
ganze Zahl —m mit m < n. Der Konvergenzradius der Reihe ist || = 1 mit
den detaillierten Konvergenzaussagen (a, b, ¢ werden als reell vorausgesetzt)

e (a+b—c) < 0: absolute Konvergenz auf dem gesamten Einheitskreis.

e 0 < (a+b—c) < 1: Konvergenz auf dem Einheitskreis mit der Ausnahme
von r = 1.

e 1 < (a+0b—c): Divergenz auf dem gesamten Einheitskreis.
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Die Ableitungsformeln fiir die hypergeometrische Reihe

dF(a, b; ¢; b
difa, bicir) @ p i bg 1ot 1sa)
dx c

d?*F(a, b; ¢; z)  ala+1)b(b+1)

dz? cle+1)

etc. ergeben sich direkt aus der Definition, ebenso eine grofiere Anzahl von
Rekursionsformeln wie z.B.

Fla+2,b+2;¢c+2;2)

cF(a, b; c; x) — (c—b)F(a, b; c+ 1;2) —bF(a, b+ 1; ¢+ 1;2) =0
cF(a,b;c;x) —(c—a)F(a,byc+1;2) —aF(a+1,b;c+1;2) =0.
Anhand der Integraldarstellung

(c) ' b—1 —b—1 -
F(a,b;¢c;0) = —5—— dtt 1—1t)° 1—azt)™
(@b i) = pppo— [ A= )
kann man verschiedene Transformationsformeln herleiten, so z.B.

x
F - — (1 —g)°F _he e
(a" b7 c7 x) ( J;) <a’ C b’ c7 x _ 1)

Fla,b;c;2)=(1—2)" % F(c—a,c—b;c x).

In der Liste von Funktionen, die durch die hypergeometrische Reihe darge-
stellt werden konnen, findet man unter anderem

e die elementaren Funktionen
In(l1+2) =xF(1, 1; 2; —x)

11 3 2
aurcsmac-xF(2 37 9 ),

e sowie die vollsténdigen elliptischen Integrale
/2 p-
K(k‘):/ de (1 —Kk?*sin? @)~ 1/2——F<
0

/2
E(k‘):/ dtp(l—kQSirPgal/Q—g (
0

und die Legendre Polynome

Pile) = F(—1, 1+ 1; 1; & ;x)) .

4.6 Die konfluente hypergeometrische Funktion

Die Differentialgleichung der konfluenten hypergeometrischen Funktio-
nen
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2
xi—i‘qt[cfx}%faFfO
hat eine regulédre Singularitdt bei £ = 0 und eine irregulére Singularitéit bei
z = oo. Die Ahnlichkeit mit der Differentialgleichung der hypergeometrischen
Funktionen zeigt, dass beide Differentialgleichungen Spezialfille einer tiberge-
ordneten Differentialgleichung, der Riemannschen Differentialgleichung, sind.
Die bei x = 0 regulédre Losung

1 2
F(a,c;x):1+gx+a(a+ ))$
c

(c+
c) - I'(a+n)a"
) I'(c+n)n

clc

heifit Kummersche Funktion oder konfluente hypergeometrische Reihe.
Das Konvergenzverhalten richtet sich nach Form der Parameter a und c¢. Es
gilt (m und n sind positive ganze Zahlen)

e ¢ # —m, a # —n: Die Reihe konvergiert fiir alle Werte von .

e ¢ % —m, a = —n: Die Losung ist ein Polynom vom Grad m .
ec=—-m,a # —noder c = —m,a # —n mit n < m: Es existiert ein
einfacher Pol bei dem Parameterwert ¢ = —m.

Auch fiir diese Funktion gibt es Ableitungs- und Rekursionsformeln, sowie
Integraldarstellungen. Beispiele sind

dF ;
difa.cia) _ap i1 eq1;a)

dx c
und

cF(a,c;x)—(c—a)F(a,c+1;x)—aF(a+1,¢c+1;2)=0,
sowie die Integraldarstellungen

I'(¢) ! _ b
A . __  ~\7 @ dtxttall—thl.
(0 059) = Tty ], T

Von Interesse in der Anwendung ist auch das asymptotische Verhalten

r
lim F(a,c;x)= (C)e‘”xafc

x—+00 F(a)
und
mEIEloo F(a, c;z) = %(—x)_a .

Mit Hilfe der konfluenten hypergeometrischen Reihe kann man ebenfalls eine
gute Zahl von Funktionen darstellen, so z.B. die Exponentialfunktion

e’ =Fl(a,a; x),

die trigonometrischen Funktionen wie



4.6 Die konfluente hypergeometrische Funktion 111

sinz = xe'F(1, 2; —2ir)
und Besselfunktionen
Ve 1
J(2) = o F S w4152
Jy(x) (w4 1) (l/+2 v+ 1:E>
' pr xle—ix
i) = g
24101+ 3/2)
Weitere Verwendung dieser Funktion wird sich im Rahmen der Diskussion
der Quantenmechanik (Band 3 dieser Reihe) ergeben.

F(l+1,20+2; 2ix) .






5 Lineare Raume und Koordinaten

In einem kurzen Abschnitt wurde in Band 1 Math.Kap. 3.1.3 das Konzept des
abstrakten, n-dimensionalen Vektorraums vorgestellt. Diese Betrachtungen
werden in diesem Kapitel fiir endlich dimensionale euklidische und unitére
Réume formaler gefasst und erweitert (Math.Kap. 5.1). In das somit vor-
gegebene Muster kann man die Diskussion von orthogonalen, krummlinigen
Koordinaten (in drei Raumdimensionen) einordnen. Die lokale Abhéngigkeit
der Basis fiihrt in diesem Fall zu einem aufwendigeren Formelapparat, der,
nach einer allgemeinen Diskussion in Math.Kap. 5.2, fiir Zylinder- und Ku-
gelkoordinaten detailliert wird.

FEine Erweiterung, die vor allem in der Quantenmechanik eine Rolle spielt,
beschéftigt sich mit unendlich dimensionalen (unitdren) Rdumen, vor allem
dem Hilbertraum. Dieses Thema wird hier (Math.Kap. 5.3) nur angeschnit-
ten, es wird in Band 3 ausfiihrlich behandelt.

Ein weiterer Punkt, der ebenfalls in Band 1 angesprochen wurde (in
Math.Kap. 3.1.4), ist das Thema schiefwinklige Koordinatensysteme. Eine
Weiterfithrung dieser Thematik spielt in der Relativitédtstheorie eine Rol-
le. Als Ergéinzung der Darstellung der Relativititstheorie und ihrer Konse-
quenzen im Rahmen einer pseudoeuklidischen Fassung, die in dem Haupt-
text nahezu ausschlieBlich benutzt wurde, wird hier (Math.Kap. 5.4) die ko-
/kontravariante Fassung des Minkowskiraumes néiher ausgefiihrt. Es folgt ei-
ne Zusammenfassung der wichtigsten Formeln der relativistischen Mechanik
und Elektrodynamik auf dieser Grundlage.

5.1 Euklidische und unitire Vektorrdume endlicher
Dimension

Die formale Definition eines abstrakten, linearen Vektorraumes lautet:

Eine Menge V = {a, b, ¢, ...} von Elementen (Vektoren) wird als linearer
Vektorraum bezeichnet, wenn

e fiir je zwei Elemente a, b eine Summe a + b definiert ist, die zu V gehort
und

e zu jedem Element a und zu jeder Zahl (Skalar) r ein Produkt ra definiert
ist, das zu V gehort und wenn die Rechenregeln



114 5 Lineare Raume und Koordinaten

e Assoziativ- und Kommutativgesetz der Addition,

e Assoziativgesetz fiir die Multiplikation mit einer Skalar,

e Distributivgesetze fiir die Multiplikation einer Summe mit einem Skalar
und fiir die Multiplikation eines Vektors mit einer Summe von Skalaren,

gelten. Zusétzlich muss eine Basis des Raumes existieren, die durch
e Es gibt Vektoren ey, e, ..., €., so dass fiir jeden Vektor a die Darstellung
a=aje; + ases + -+ ae, (5.1)
mit (reellen) Zahlen ay,as, ...a, existiert.

axiomatisch festgelegt ist. Anhand dieser Definitionen kann man die Differenz
zweier Vektoren und den Nullvektor (@ + 0 = a) einfiihren.

Ein zentraler Begriff ist der Begriff der linearen Abhéngigkeit bzw. der
linearen Unabhiingigkeit. Diese Begriffe werden folgendermafien definiert:

Die Vektoren aq, as, ..., ap sind linear unabhéngig, falls die Linearkombi-
nation

0=riay +1r0a9+ -+ rpa

nur mit vy = rg = -+ - = r, = 0 erfiillt werden kann. Sie sind linear abhéngig,
wenn in der Linearkombination wenigstens eine der Zahlen 7, ..., rx von
Null verschieden ist. Die Tatsache, dass die erste Definition nicht unbedingt
einen praktischen Weg zur Uberpriifung der linearen Unabhiingigkeit eines
Satzes von Vektoren darstellt, tut der Prizission dieser Definition keinen
Abbruch.

An den benannten Satz von r Basisvektoren wurden keinerlei Vorausset-
zungen beziiglich linearer Abhéngigkeit gemacht. Stellt man nun fest, dass die
Maximalzahl von linear unabhéngigen Vektoren in diesem Satz n (< r) ist, so
bezeichnet man einen solchen Satz von n linear unabhéingigen Vektoren (in
der Mathematik formal) als Minimalbasis und n als die Dimension des Vek-
torraumes. Im folgenden wird vorausgesetzt, dass die vorgegebene Basis eine
Minimalbasis ist. Die Zahlen a; in (5.1) sind dann die (eindeutigen) Koordi-
naten oder Komponenten des Vektors a (vergleiche Band 1 Math.Kap. 3).

Durch die Definition eines Skalarproduktes von zwei Vektoren

a-b

wird in dem Vektorraum eine Metrik eingefiithrt. Bei der Klassifizierung
von metrischen Vektorrdumen unterscheidet man euklidische und unitére
Vektorraume:

e Sind die Koordinaten reell (ist V ein Vektorraum iiber dem reellen Zahlkor-
per) und ist das Skalarprodukt zweier Vektoren symmetrisch sowie das
Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst positiv definit

a-b=b-a und a-a>0 (a#0),

so bezeichnet man den Vektorraum als euklidisch.
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In derartigen Rdumen ist es moglich, Langen und Winkel zu definieren.
Die Lénge eines Vektors a ist

la = Va~a = Va?
und es gelten die (leicht zu beweisenden) Ungleichungen:
— Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: |a - b| < |al|b| ,
— Dreiecksungleichung: |a + b| < |a| + |b] .
Der Kosinus des Winkels zwischen zwei Vektoren a und b ist
_a-b
= W .
Benutzt man eine Darstellung der Vektoren in einer (Minimal-) Basis €
der Dimension n, so lautet das Skalarprodukt

cos(oz(a’b))

Lbp € - e .

Ql

S

Il
(7=

Is]

Im Allgemeinen gilt in einem euklidischen Raum fiir das Skalarprodukt der
Basisvektoren
€k - ex = Gkk'

mit einem (siehe oben) symmetrischen, positiv definiten metrischen Ten-
sor gpx. In einem euklidischen Raum ist es jedoch immer moglich, eine
Basistransformation

n

e, = Z (S™rie

=1

zu bestimmen, so dass in der neuen Basis fiir das Skalarprodukt der Ba-
sisvektoren

e ey =0y

ist. Ein solches System von Basisvektoren, in dem das Skalarprodukt von
zwei Vektoren a und b die Form

a-bzzn:albl
l

hat, wird als ein Orthonormalsystem bezeichnet. Die Koordinaten der
Vektoren in der Basis e; sind mit den Koordinaten in dem System &j durch

ap = Z ae(S™ Dk by = Z (S~ kot
k=1 k=1

verkniipft. Die {ibliche Bezeichnung fiir einen durch eine Orthonormalbasis
der Dimension n aufgespannten euklidischen Raum im Reellen ist R,,.
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Letztlich ist noch die Frage zu beantworten, unter welchen Basistransfor-
mationen das Skalarprodukt invariant ist. In Matrixschreibweise @ = Aa
lautet die Antwort: Die Forderung (T bedeutet Transposition)

a-b=a-b — a’b=(Aa)'(Ab)=a"(ATA)b
ergibt
ATA=E.
Transformationsmatrizen A, die diese Forderung erfiillen, nennt man or-
thogonale Matrizen, die durch sie induzierte Transformationen orthogonale
Basistransformationen.
e Sind die Koordinaten komplex (ist V ein Vektorraum iiber dem komplexen

Zahlkorper) und ist das Skalarprodukt eine hermitesche Form, charakte-
risiert durch

a*-b=(b"-a) und a"-a=(a*-a)*>0 (a#0),

so bezeichnet man den Vektorraum als unitér. Die Forderung einer her-
miteschen Form bedingt die Basisdarstellung des Skalarprodukts

n

a*-b= E ay by e ey
kk'=1

der Betrag eines Vektors ist
la| =Va*-a,

wobei auch in diesem Fall die genannten Ungleichungen gelten. Es liegt
eine orthonormale Basis, die immer bestimmt werden kann, vor, wenn

€y, - € = Op

gilt. Das Skalarprodukt in einer orthonormalen Basis

n
a*-b= E ay, by,
k=1

ist invariant gegeniiber unitéren Basistransformationen, die durch eine Ma-
trix A mit komplexen Koeflizienten, die die Bedingung

(ATA=E
erfiillt, vermittelt wird. Unitédre Vektorrdume (im Komplexen) mit der Ba-
sisdimension n bezeichnet man mit C,,.

Der folgende Abschnitt iiber orthogonale krummlinige Koordinaten in
drei Raumdimensionen stellt eine Variation der obigen Diskussion im Eukli-
dischen Raum dar. Da die Betrachtung von Differentialformen erforderlich
ist, betrachtet man den vektoriellen Abstand von zwei infinitesimal benach-
barten Punkten ds = Zk dsier und bildet daraus das Wegelement
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d%?s =ds-ds = Zgikdsi dsg ,
ik

im Fall einer orthonormalen Basis ist
d%s = Z d2sy .
k

Orthogonale krummlinige Koordinaten werden dadurch charakterisiert, dass
der metrischen Tensor in Bezug auf die zugehorigen Basisvektoren positiv
definit ist, nur diagonale Elemente besitzt, die diagonalen Elemente jedoch
von den Koordinaten abhéngen

gik — ik grk(Koordinaten) .

Diese Koordinatenabhéngigkeit hat natiirlich weitreichende Konsequenzen.

5.2 Vektoranalysis in orthogonalen krummlinigen
Koordinaten

Bei der Diskussion von vielen Problemen der theoretischen Physik ist der
Ubergang zu krummlinigen Koordinaten niitzlich. Dazu ist es notwendig, alle
auftretenden Groen (wie z.B. das Volumenelement) und alle Differentialope-
ratoren (wie z.B. den Gradientenvektor) in diesen Koordinaten darzustellen.

Der Ausgangspunkt ist die (umkehrbare) Transformation zwischen den
kartesischen Koordinaten (x1, x2, x3) und einem beliebigen Satz von krumm-
linigen Koordinaten (ug, usg, us)

T :CUi(U17U27U3) 1=1,2,3
uk:’ltk(l'l,l'g, .%3) k:13233

Basisvektoren in den krummlinigen Koordinaten kénnen durch Differentiati-
on von

r=> wi(uy, up, us) €

i
nach den krummlinigen Koordinaten gewonnen werden
axl
({ﬁl,k Z auk
Diese Relation stellt bei bekannter Transformation der Koordinaten die Ver-
kniipfung der Basisvektoren Ej in dem System von krummlinigen Koordi-
naten mit den kartesischen Einheitsvektoren dar. Die krummlinigen Koordi-

naten werden als orthogonal bezeichnet, falls das Skalarprodukt von zwei
verschiedenen Basisvektoren verschwindet

s A Ox; Ox; - . ’
Ek.Ek/;<auk>(auw>0 fir k # k' .




118 5 Lineare Raume und Koordinaten

Die Skalarprodukte von Basisvektoren mit sich selbst, die Diagonalelemente
des metrischen Tensors,

-~ oz \ 2
Ek'Ek:Z(@u;)

werden als metrische Koeffizienten bezeichnet, in der Standardnomenkla-
tur

a.’IJZ' 2
Gk = grr(u1, uz, u3)=Z( ) =hi.

8uk

Es bietet sich natiirlich an, mit normierten Basisvektoren zu arbeiten. Diese
Einheitsvektoren in den krummlinigen Koordinaten
1 -
Ej
V 9kk

erfiillen die iiblichen Relationen

Ey-Ey = 0w -

E, =

Fiir die Diskussion des Léngenelementes, der Oberflichenelemente und des
Volumenelements in den krummlinigen Koordinaten benotigt man die totalen
Differentiale der Funktionen z; = x;(u1, us, us)

81}i
dzx; = Z iy duy, .
k

Damit folgt fiir den infinitesimalen Abstand von zwei Punkten bzw. dessen
Quadrat

% ikk’ )

die Aussage
d82 = ngk (duk)2 .
k

Diese Relation zeigt, dass infinitesimale Abstinde entlang der krummlinigen
Koordinatenachsen die Form

(911)1/2 duy (922)1/2 dus (933)1/2 dug

haben. Die koordinatenabhéngigen Vorfaktoren tragen der Tatsache Rech-
nung, dass die krummlinigen Koordinaten nur lokal definiert sind. Die Basis-
vektoren dndern ihre Richtung von Raumpunkt zu Raumpunkt (siche Band 1,
Kap. 2.4).

Mit diesen Vorgaben findet man fiir ein Flachenelement auf der wuy - ug
Fléche

dAkr = (grk 9k’k’)1/2 duy, dugs
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und fiir ein Volumenelement in den krummlinigen Koordinaten
dV = (911 g22 933)1/2 duq dug dus .

Zu beachten ist, dass dV einer eigenstdndigen Zerlegung eines Raumbereichs
entspricht und nicht volumengleich mit einem kartesischen Volumenelement

deart. = dl‘l CL’L‘Q CL’E3

ist. Entsprechendes gilt fiir die infinitesimalen Oberflachenelemente.
Das infinitesimale Volumenelement stellt ein (lokales) Spatprodukt (Abb. 5.1)

dV = d’Ul . (d’UQ X d’Ug)
der drei Vektoren
dvg = /okk Eyr duy (k‘ = 1,2,3)

dar.

Uz U

X

Abb. 5.1. Lokales infinitesimales Volumenelement in krummlinigen Koordinaten

Der Gradient einer Funktion f(uj, ug, us) in den orthogonalen krumm-
linigen Koordinaten kann in der folgenden Weise gewonnen werden. Man
betrachtet das totale Differential des Vektors r

or
dr_%:ﬁ—wduk_;hkduk E, .

Mit dem Ansatz
Vf=> F: Ey
k

fiir den Gradienten bildet man das totale Differential der Funktion f mittels
df =Vf-dr=> F.dup hp Ep-Ey =Y hi Fy duy, |
kk! k

Auf der anderen Seite gilt fiir das totale Differential
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of
df = — duy .
BT
Vergleich der beiden Aussagen liefert
1 af

hk 8uk '
Es ist also in formaler Notation

F, =

V= Z \/gTauk

k
mit der Verabredung, dass dieser Vektoroperator auf eine skalare Funktion
f(uy, ug, uz) einwirkt.

Die Divergenz einer Vektorfunktion der krummlinigen Koordinaten ent-
spricht dem Skalarprodukt des Gradientenoperators mit dieser Funktion

V- Alur, ug, uz) = V- > Ag(ur, up, ug) By .
3

In der Anwendung des Gradienten tritt die Ableitung der Einheitsvektoren
nach den Koordinaten auf

0

8uk/

Ek:7

die aufgrund des nichtlokalen Charakters des krummlinigen Koordinatensy-
stems nicht trivial auszuwerten sind. Aus diesem Grund ist es zweckméfig,
auf die urspriingliche Definition des Divergenzbegriffes zuriickzugreifen (sie-
he Band 1, Math.Kap. 5.3.3): Der Nettofluss durch die Oberfliche S eines
infinitesimalen Volumens dV geteilt durch das Volumen

divA = lim — A-dF .
iv i dVﬂ

us up + dup

+
uy du1

us U3+dU3

Abb. 5.2. Zur Berechnung des Divergenzoperators in krummlinigen Koordinaten

Das infinitesimale Volumen wird von 6 Flachen begrenzt, auf denen jeweils
uy , ug und ug konstant ist, z.B. uy und u; + duy (Abb. 5.2). Der Nettofluss
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durch das Volumen setzt sich aus dem Fluss durch gegeniiberliegende Flachen
zusammen. So ist der Nettofluss durch die Flachen auf denen u; konstant ist

der = ¢1(ug +duy) — @1 (uq) -

Benutzt man fiir den ersten Term die Definition der partiellen Ableitung
(Band 1, Math.Kap. 4.2.2), so erhilt man

do1 = ¢1(u1) + % duy — ¢1(ur)

0 0

= —— (A1 hoy dug hs d dug = —

8u1( 1 N2 dug ni3 U3) Uy oy

Der Ausdruck in der Klammer ist der infinitesimale Fluss in der Form
‘Komponente der Vektorfunktion mal Fliche'. Entsprechende Aussagen gel-

ten fiir die zwei anderen Flichenpaare, so dass man

(A1 hQ hg) dU1 dUQ dU3 .

ﬁA -df = i (A1 ho dus hs dU3) dui + i (A2 hs dus hq dul) dusg
g 8u1 6’&2

0
+(9—U3 (Ag hy duq ho dUQ) dus

fiir den Nettofluss durch das Volumen erhilt. Beriicksichtigt man noch das
Volumen
dV = h] h2 hg du1 dUQ dU3 5

so findet man

1 0 0
V- A(uy, ug, uz) = Iahala [8—u1 (A1 ha hs) + 9y (Ag h3 hy)

0
“ra—u3 (A3 hl h2)1| .

Eine andere, oft benutzte Schreibweise mit
9 = 911 922 933
ist

) 3. g p 1/2

_ . —1/2

VA= Zaﬂ(H Ak)'
k=1

9kk
Fiir die Rotation einer Vektorfunktion benutzt man entsprechend die Defini-
tion

(VxA) = lim

— A-ds.
dSg—0 dSk Jk, s

Die k-te Komponente der Rotation entspricht dem Kurvenintegral iiber den
Rand K}, einer infinitesimalen Fliche Sy, geteilt durch diese Fliche. Die Kur-
ve K}, die in die Definition der k-ten Komponente der Rotation eingeht,
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liegt in einer Fliche mit ui = const. Sie wird aus 4 Kurvenstiicken gebildet
(Abb. 5.3). Es ist dann z.B. der Beitrag der zwei Kurvenstiicke zu (rot A), ,

U + dU2

uz

u1+du1

ug

Abb. 5.3. Zur Berechnung des Rotationsoperators in krummlinigen Koordinaten

auf denen jeweils uy konstant ist

0
(ds2)s = (s2(u2))s — (s2(ug + duz))s = — (;2)3 duy
Uz
= fi(A hiduy) d
- s 1ty duy) dug ,

wobei die infinitesimale Strecke zu den Punkten mit wachsendem uo positiv
gerechnet wird. Der Beitrag der restlichen zwei Kurvenstiicke ist

0
(d81)3 = (51(u1 + dul))g — (Sl(ul))?, = 8—11,1 <A2 h2 dUQ) du1 .
Fiir die 3-Komponente der Rotation erhéalt man somit mit dS3 = uq duy us dus

(rot A), = — {i (Asha) — 2 (4, hl)] .

o h1h2 8u1 3uQ
Die Herleitung der restlichen Komponenten von V x A folgt dem gleichen

Muster. Insgesamt erhélt man

1 0] 0
VxA= —h2h3 |:6_u2 (Ag hg) — 8—u3 (AQ h2)i| E1

1 0 0
+h3hl |:au?) (Al hl) - 8711/1 (A3 h3):| E2

1 0 0
+h1h2 |:au1 (AQ hQ) - 87u2 (Al hl):| E3

bzw. in der alternativen Notation

VxA- (97>/ | (Vi ) — o (G )| B

8UQ
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. (%)m {8%3 (Vi Ar) = - (@As,)] B,

(9 v O (Jam As) - 2 (o Ay)| Bs
( g ) {3’“1 Ous ]

Eine niitzliche Merkregel fiir die Auswertung der Rotation einer Vektorfunk-
tion ist auch hier die Determinantenform

1/2 1/2 1/2
@) (=) ()"
g g g
VxA= 0 0 0

Oy duy s

V11 Ay Vv 922 Ay Vv 933 As

FEine Darstellung des Laplaceoperators folgt dann durch Kombination der
Gradienten- und Divergenzbildung

Af(ul, Uusg, U3) = V . (Vf)
__ L ]9 (hahsOf\ O (hshi OF
B h1h2h3 8u1 hl 8u1 8uQ hQ 8’&2

L0 (M OF
8u3 h3 6’&3

bzw. in kompakter Form

_ °. 9 g 1/2 of
“fg”zzaukl( ) gl
k=1

Gkk
Es ist noch anzumerken, dass diese Betrachtungen verallgemeinert werden
konnen.

(i) Anstelle der oben angegebenen Basisvektoren Ej kann man die Basis-
vektoren

(.Bl7 BQ, Bg) = (Vul, V’UQ, VUg)

benutzen, die senkrecht auf den Koordinatenflichen uy = const. stehen.
Im Fall von orthogonalen Koordinaten gilt (siehe Diskussion des Gradi-
enten)

1
Ek = hk:Bk = thuk I (Vuk)z = —.
kk
Die Basis unterscheidet sich (fiir orthogonale, krummlinige Koordinaten)

nur in der Normierung.
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(ii) Anhand der zwei moglichen Basissétze kann man auch im Fall von ortho-
gonalen krummlinigen Koordinaten eine ko-/kontravariante Beschreibung
benutzen (Band 1 Math.Kap. 3.1.4 und Math.Kap. 5.4). Die Koeffizienten
bei der Darstellung eines Vektors durch die Basis E,

A= ZakEk
k

sind die kontravarianten Komponenten, die Koeffizienten bei der Darstel-
lung nach der Basis By, sind die kovarianten Komponenten

A:Za/k'Bk-
k

Es ist dann z.B.
~ E
,E : k 72 : k k 7§ : k
A A= — a ak/Ek 'Bk/ = — a ak/(thk/)~ <hk> = k a ap .

Fiir die zwei wichtigsten Séatze von krummlinigen Koordinaten, Zylinder- und
Kugelkoordinaten, erhilt man die folgenden Detailaussagen

5.2.1 Zylinderkoordinaten

Ty =T = pPCosp u =p=+/22+y2
Tg =y = psing uy = p = arctan(y/x)
x3 =2z Uz =2.

Daraus folgt
hi=1 he =p hs =1

und somit (benutze e,, anstatt E})

€, = COsp ex + sy ey

e, = —sinp ey +cosy ey
e, =e,
_of 10f of
Vf(p7 ®, Z)_ap ep+p8@ecp+az €,
1 0(p4,) 0A, 0A,

Oy 0z 0z ap
d(pAy) 04, .
ap §

¢

V X A(p, ¢, 2) = (%BAZ - aA“’) ep+ <8Ap - MZ) ey
1
Jrf
p
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18(8f) 10°f &

A =22 LI L
f(p7 907 Z) pap pap p2 8(102 822

5.2.2 Kugelkoordinaten
z1=x=rcospsing  u =r=+22+y?+22
/22 + y2>

To =y =rsinp sinf u2:€:arctan(
z
o o Yy
r3 =2z =1 cosf uz = @ = arctan = .
x

Daraus folgt
hi=1 ho =1 hs = rsinf

e, = cos p sinf ex +sinp sinf e, + cosd; e,

ey = cosy cosf) ex +siny cosf e, —sinb;e,

e, = —sinp ex +cosy ey
of 10f 1 of
VI e, G)ZEer—&-;%eg 1“Sin€%e(/J

1 0 (A, 1 infA 1 0A
V‘A(Ta SO, Z):_Q (T )+ 8(Sln0 0) 8 z

r or rsinf 00 rsinf Oy
1 0 (sinfdA 0A
VXAl ¢ 9)_rsin9( : a0 ‘P)&;> e
1 0A,  09(rdy) o
rsinf Jp or o
1 /0(rdp) 0A,
+F( or a0 ) ¢

10 (,0f 19 0f 1 of
Af(r, @, 0) = r2 Or (r 37“) + r2sin6 00 (sm@(%) - r2sin® 6 dp?

5.3 Euklidische und unitire Riaume mit der Dimension
unendlich

In euklidischen und unitiaren Vektorrdumen mit einer endlichen Dimension n
kann man eine Basis anhand des Begriffes der linearen Abhéngigkeit definie-
ren:
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Gilt fiir jeden Vektor @ in einem Vektorraum: Die Vektoren {x,ei,...e,}
sind linear abhéngig, so ist {ej,...e,} eine Basis des Raumes.

Die Betonung liegt auf dem Wort ‘jeder‘. Ist die Basis eine Orthonormalbasis,
in einheitlicher (der Quantenmechanik entlehnter) Notation

euklidisch : e; - e

unitar : (e:))* - e } =<ilk>= i,

so werden die Vektoren durch ihre Projektion auf die Basis dargestellt

n n

:U:Z(ei-ac)eizz<i|w>ei.

i=1 i=1
Bei dem Versuch, den Grenzfall unendlicher Dimension (genauer gesagt
abzéhlbar unendlicher Dimension) n — oo zu diskutieren, stellt es sich
heraus, dass der Begriff der linearen Abhéngigkeit nicht mehr greift. Man
benotigt, den Begriff der Vollsténdigkeit eines Vektorraumes, der durch
die folgenden Aussagen charakterisiert wird:

e Jeder Vektor des Raumes ldsst sich als Linearkombination der Basisvekto-
ren darstellen.
e Jede Linearkombination der Basisvektoren ist ein Vektor aus dem Raum.

Ist z.B. ein Satz von Vektoren des R, eine (Minimal)-Basis, so ist diese
trivialerweise vollstdndig. Ist jedoch die Dimension des Raumes unendlich,
so macht das Argument

Die co vielen Vektoren {ej,es, ...} sind linear unabhéngig, die (co+1) Vek-
toren {x, ey, ey, ...} sind linear abhéingig, also ist {e1, e,, ...} eine Basis des
Raumes.

keinen Sinn (was ist der Unterschied zwischen oo und oo + 17). Die einzige
Moglichkeit, das Konzept einer vollstéandigen Basis in den Griff zu bekommen,
ist eine explizite Grenzbetrachtung, die ein Kriterium fiir die Vollstandigkeit
der Basis liefert.

5.3.1 Der Hilbertraum

Man betrachtet eine Folge von Teilrdumen

T1 : {61}
Tg : {61, 62}

T, :{e1, e, ...€,}
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wobei e; - e =< ilk >= 0;;, ist. Fiir einen Vektor x in einem Raum mit
der Dimension unendlich, kann man in den n-dimensionalen Teilrdumen eine
entsprechende Folge von ‘Naherungen‘ betrachten

n
z(") = inei mit z; =<tz > .
i=1
Der Vektor  wird auf den jeweiligen Teilraum projiziert. Fiir die Angabe des
‘Fehlers* der n-ten Ndherung benutzt man das Betragsquadrat der Differenz
von Vektor und Ndherung. Es ist explizit

o n
@ — | = Z Z (zrer —aiey) - (zwew — (ziey)

kk'=11,9=1

o n n n
= g TpTy — E xiT; — E xir; + E T,
k=1 i=1 i=1 i—1
o0 n
* *
g TpT — E i,
k=1 i=1

bzw. in der Klammernotation

e —ax? =<z —az|e—z™ >

=<zlz>—<zlz™ > - <az™|e>+ <2z >

n
=<zlz>-) <ali><iz> .
i=1
Das Resultat ergibt sich infolge der Giiltigkeit des Distributivgesetzes fiir das
Skalarprodukt und der Tatsache, dass drei der Terme den gleichen Beitrag
liefern. Der Fehler (per Definition das Quadrat eines Abstandes) ist immer
positiv. Es gilt also

n
<zlz>-) <azli><ilz> >0,
i=1
mit der Interpretation, dass der Vektor, der sich durch Projektion auf die
Teilrdume ergibt, immer kiirzer ist als der Vektor selbst. Diese Aussage gilt
auch in den Grenzfall n — oo

o0
Z<w\i><i|az> < <zle> .
i=1

Diese Ungleichung, die Besselsche Ungleichung, ist die Basis fiir eine umsetz-
bare Definition des Begriffes der Vollstédndigkeit

Man bezeichnet einen Satz von orthonormalen Basisvektoren

{61,62, .. }
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des R,, oder C,, einschlieBlich des Falles n — oo, als vollstédndig, falls die
Gleichung

k k
klir;{él<w|z><z:c>} klg;{él|<wz>|} <zlz >,
P i—

die Parsevalsche Gleichung, fiir jede Folge von Teilrdumen {1y, ..., Ty, ...}
gilt.

Diese Aussage ist fiir endlich dimensionale R&ume mit der urspriinglichen
Fassung der Vollstandigkeit identisch. Da man mit dem Léngenbegriff argu-
mentiert, ist sie, im Gegensatz zu dem Begriff der linearen Unabhéngigkeit,
auch in dem Grenzfall n — oo anwendbar. Man definiert im Anschluss

Jeder Vektorraum der Dimension abzéihlbar unendlich, in dem die Parse-
valsche Bedingung gilt, nennt man einen Hilbertraum.

Hilbertrdume sind also unendlich dimensionale Vektorraume, die per De-
finition eine vollstédndige Orthonormalbasis besitzen. Die Beschrankung auf
die Formulierung ‘abzéhlbar unendlich® ergibt sich aus der Forderung, eine
entsprechende, abzdhlbare Folge von Teilrdumen in Betracht zu ziehen.

Die abstrakte Diskussion des Hilbertraumes lésst sich z.B. in eine rea-
le umsetzen (man spricht dann von einer Realisierung eines Hilbertraumes),
wenn man anstelle von Basisvektoren e; einen entsprechenden Satz von (re-
ellen oder komplexen) Funktionen w;(z) benutzt

Basis:  w(z) [=0,1,2,....

Des weiteren ist die Umschreibung notwendig
b
Skalarprodukt der Basis : < l|m >= / dauj () um (z) = i, -

Falls diese Basis vollstdndig ist, spannen die Funktionen einen Hilbertraum
auf. Der Nachweis der Vollstandigkeit ist in der Praxis nicht einfach. Er ergibt
sich jedoch fiir viele Sétze von Funktionen aus dem Sturm-Liouville Theorem,
das in dem Band 3 besprochen werden soll.

Ist ein Basissystem von Funktionen {u;(x)} vollstéindig, so ist die folgende
Anwendung méglich: Jede Funktion f(x), die iiber dem gleichen Grundinter-
vall [a, b] wie die Basisfunktionen definiert sind, kann in einer Funktionenreihe

fla) =) Arw(x)
=1

entwickelt werden. Die Entwicklungkoeffizienten A; sind fiir eine Orthonor-
malbasis die Skalarprodukte

b
A =<l|f >:/ dzuj (z) f(z) .
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Beispiele mit Funktionen einer Verénderlichen sind die Fourierreihen mit der
Basis
1

w(x) = 2—6”“’ 1=0,+1,+2, ... indemIntervall 0< ¢ <27
T
und die Legendrereihen mit
u(z) = P(x) 1=0,12,... indemIntervall —1<a2<1.

Diese einfithrende Diskussion wird im Rahmen der Diskussion der Quan-
tenmechanik (Band 3) vertieft.

5.4 Lineare Riaume mit nichteuklidischer Metrik

Euklidische (und unitére) Vektorrdume sind dadurch ausgezeichnet, dass das
Skalarprodukt eines Vektors, insbesondere eines Basisvektors, mit sich selbst
positiv definit ist. Besteht man nicht auf dieser Eigenschaft, sondern l&sst
eine allgemeinere Metrik des Raumes zu, so ist es moglich, dass das Skalar-
produkt eines Vektors mit sich selbst, negativ oder gleich Null sein kann

>0
a-a — =0
<0

Man spricht dann von einer nichteuklidischen Metrik. In einem solchen
Raum muss man zwischen einer kovarianten und einer kontravarianten
Zerlegung eines Vektors bzw. Basis unterscheiden. So definiert man z.B. den
Satz von Basisvektoren

€1, €2, ..., €n
mit dem (per Definition symmetrischen) metrischen Tensor
€y €y =9vu = Guv

als die Basis der kontravarianten Zerlegung eines Vektors a

Entsprechend setzt man fiir die kovariante Zerlegung mit der Basis
el,e?, ..., e"

und dem metrischen Tensor

nv

eu.ey:ng:g

die Darstellung

n
_ %
a= E a,e

p=1



130 5 Lineare Raume und Koordinaten

an. Die Basisvektoren der beiden Zerlegungen sind durch

n
e, = E gupe!
p=1

bzw.
n
et = Z 9"e,
v=1

verkniipft. Der Tensor [(g")] ist der zu [(g,,,,)] inverse metrische Tensor, denn
es gilt dann

n n n

— v _ v Ko_ Ko

el = E g'e, = E 9" gure” = § ole” =el,
v=1 v,k=1 k=1

wobei das Kroneckersymbol trotz der Hochstellung eines der Indizes die iibli-
che Bedeutung hat. Die Konsistenz der Transformationen der Basisvektoren
wird z.B. durch die Gleichungskette

n n
! /Ul v /Ul v
et et — E gV ge, e, = § " g g,

v,v'=1 v,v'=1

n
S = o
14

bestatigt. Man findet auch

n n
el e, = Zglme“ "6 = Zglmgm/ = 55 (5'2)
k=1 k=1

fiir das Skalarprodukt der kovarianten Basisvektoren mit den kontravarianten
und

n n n

a= E atgu.e”’ = E a,e’ mit a, = E at g
=1 v=1 pn=1

fiir die Transformation zwischen den Sétzen von Koeffizienten.

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren kann entweder in der kontra- oder
der kovarianten Basis ausgewertet werden

a-b= Za“b"e# ce, = Za“b”gW = Za“bu = Zaubl’
pv pv w v
= Zaubye“ e’ = Za#bug’“’ = Zaﬂb” = Za”by .
nv i v

ng

In beiden Fillen erhélt man im Endeffekt das gleiche Ergebnis in der Form ei-
ner speziellen Kontraktion, einer Summe iiber Produkte von gleich indizier-
ten kovarianten mit kontravarianten Komponenten. (Das allgemeine Konzept
der Kontraktion wird im nichsten Abschnitt vorgestellt).
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Ein direktes Beispiel, dessen Metrik auch als pseudoeuklidisch bezeichnet
wird, ist ein vierdimensionaler Minkowskiraum mit

ngV =0 fur 12 7& v und 90,0 = —1, gi1,1 = 922 = g3,3 = 1.

Es ist jedoch zu bemerken, dass weder die Durchzéahlung der Koordinaten des
Minkowskiraumes noch die Vorgabe der Metrik in der Literatur eindeutig
gehandhabt wird. Man findet z.B. eine Durchzéhlung von 1 bis 4, wobei
die Zeitkoordinate meist mit 4 indiziert wird, und die Sequenz 1,—1,—1, —1
anstatt —1,1, 1,1, fiir die Metrik.

Die formale Fassung des Minkowskiraumes ist der Inhalt des néchsten Ab-
schnitts. Das Kapitel wird durch eine kurze Zusammenfassung der Grundaus-
sagen der relativistischen Mechanik und der Elektrodynamik in der formalen
(ko- und kontravarianten) Schreibweise abgerundet.

5.4.1 Der Minkowskiraum

Den vier kontravarianten Basisvektoren des Minkowskiraums, die hier mit
€0, €1, €2, €3
bezeichnet werden, entspricht der metrische Tensor

-1 0 0 0

0 1 0 0
(g,uu) = (eu ' eu) =
0 0 1 0

0 0 0 1

Die kontravariante Zerlegung eines Vierervektors, mit der Notation V, ist
3
V =, +vle; +ves + vie; = E vle, .
=0

Auf die Benutzung der (durchaus praktischen) Summenvonvention

3

E ey — gl
'Uelu:’U 6“7

=0

mit der Regel: ‘Summiere iiber alle Paare von gleichen hoch- und tiefgestellten
Indizes* wird verzichtet.

Infolge der einfacheren Struktur der Metrik ist der inverse metrische Ten-
sor mit dem metrischen Tensor identisch

" =g -

Der physikalische Hintergrund kann mit den folgenden Aussagen skizziert

werden: Man interpretiert die Zeitkoordinate (aus Dimensionsgriinden mul-
tipliziert mit der Lichtgeschwindigkeit ¢) und die Ortskoordinaten
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xo = ct T =x To =Y T3 =z

als die kovarianten Komponenten eines Vierervektors, des Ereignisvektors,

R =20’ + z1e! + 19e” + 23€> .

Wie in der normalen Vektorrechnung bietet sich die Kurzform

R = {SU(), 1, T2, Zg} = {Cta €, Y, Z}

an, wobei zur Unterscheidung von Dreiervektoren (im Ortsraum) geschweifte
Klammern benutzt werden. Die kontravarianten Komponenten des Ereignis-
vektors sind dann

20 = —ct =z x2:y w0 =z.

Die Michelson-Morley Bedingung

762t2+152+y2+22 _ 7C2t/2+:17/2+y/2 JrZ/2 ,
wobei sich die Koordinaten auf zwei verschiedene Inertialsysteme (S) (un-
gestrichene Koordinaten) und (S’) (gestrichene Koordinaten) beziehen, kann
durch das Skalarprodukt eines Ereignisvektors mit sich selbst dargestellt wer-
den. Es ist

3
R-R= Zm#x“ =Pt i+ 22
=0

so dass die Michelson-Morley Relation

3 3

A "
g T, = g TuT
pu=0 u=0

der Forderung nach der Invarianz eines Skalarproduktes, der Lange des Er-
eignisvektors, bei dem Ubergang von einem Inertialsystem zu einem anderen
entspricht.

Eine allgemeine, lineare Transformation im Minkowskiraum, die die Koor-
dinaten eines Inertialsystems S mit den Koordinaten in einem Inertialsystem
S’ verkiipft, wird als Lorentztransformation bezeichnet. Die Michelson-
Morley Relation ist das Werkzeug mit dem man die Frage beantwortet, wel-
che Bedingungen die Lorentztransformationen erfiillen miissen. Der Ansatz
fiir eine homogene Transformation, in der z.B. die kontravarianten Kompo-
nenten in dem System S in die kovarianten Komponenten in den System S’
iibergefiihrt werden, lautet

3
2, =Y Lz (p=0,1,2,3). (5.3)
A=0
Alternative Ansétze, wie

3
=3 "LPay (1=0,1,2,3), (5.4)
A=0
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gehen daraus durch Matrixmultiplikation mit dem metrischen Tensor hervor.
Diese Gleichungen fiir die Transformation zwischen den kovarianten Kom-
ponenten in dem System S und den kontravarianten Komponenten in S’
gewinnt man mit den Schritten

E gl =2 = E g" Ly 9P xy = E LMz, .
v Avp A

Die Transformationsmatrix mit hochgestellten Indizes ist

" = Zg“”LW,gp)‘ . (5.5)
vp

Fillt der Koordinatenursprung der beiden Inertialsysteme zu der Anfangszeit
to = t{, = 0 nicht zusammen, so muss man die inhomogene Transformation

3
.TLJ = Z LMALL‘A + be
A=0

in Betracht ziehen. Der Vierervektor B = {bg,b1,b2,b3} = {b°,b',0% 6%}
beschreibt die Position des vierdimensionalen Koordinatenursprungs des Sy-
stems S aus der Sicht des Systems S’. Man bezeichnet eine derartige Trans-
formation im Minkowskiraum als Poincarétransformation .

Setzt man die Transformationsgleichungen (5.3) und (5.4) fiir die homo-
gene Transformation (b, = v* = 0 fiir alle ;1) in die Michelson-Morley Bedin-
gung ein, so erhélt man

ZLML“px/\xp = ZxA:cA .
HAp A
Koeffizientenvergleich liefert die Aussage
> Ll =6,
n

ein Ergebnis, das man als die Orthogonalitdtsrelation der Lorentztransforma-
tion bezeichnet. Eine alternative Form der Orthogonalititsrelation gewinnt
man mit den folgenden Schritten: Ersetze L*? durch (5.5)

Z Lu)\guyLumgﬂp = 6§ ;
HUK

multipliziere mit g,,, summiere iiber p unter Benutzung der Orthogonalitéts-
relation (5.2) des metrischen Tensors und erhalte

Z L,u)\gHVLVJ = 9o -
v

Jede Lorentztransformation muss die Orthogonalitdtsrelation erfiillen.
Diese Bedingung weist die Lorentztransformationen als ‘orthogonale Trans-
formationen im Minkowskiraum aus, die somit vierdimensionale Drehungen
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und Spiegelungen beinhalten. Bei den Drehungen kann es sich um reine
Raumdrehungen ebenso wie ‘Drehungen‘, in denen Raum- und Zeitkoor-
dinaten gemeinsam transformiert werden, handeln. Spiegelungen im Min-
kowskiraum umfassen Zeitumkehr und Spiegelungen am rdumlichen Koor-
dinatenursprung. Die Tatsache, dass Lorentztransformationen geometrischen
Operationen in dem Minkowskiraum entsprechen, ist der Ausgangspunkt fiir
eine Diskussion der Lorentz- (und Poincaré)transformationen aus der Sicht
der Gruppentheorie. (Interessenten finden Details und weitere Referenzen
in W.I. Fushchich and A.F. Nikitin, ‘Symmetries of Maxwell's Equations’ , D.
Reidel Publishing, Dordrecht, 1987. Eine kompaktere, wenn auch vielleicht
fiir den Anfinger nicht gerade zugéngliche Darstellung, findet man in den
Lehrbiichern der Quantenfeldtheorie, wie z.B. L.H. Ryder, ‘Quantum Field
Theory' Cambridge University Press, Cambridge, 1991.)

Die einfache Lorentztransformation, die eine uniforme Relativbewegung
gleich orientierter Inertialsysteme in der x-Richtung beschreibt, wird durch
die Transformationsmatrix

-y =By 0 0
By v 0 0
(LM) =
0 0 1 0
0 0 0 1

vermittelt, die Transformationen der Zeitumkehr und der Raumspiegelung
durch Transformationsmatrizen mit

LM/\ = (5“)\ bzw. L/_L)\ = —5#)\ .

Die Lorentztransformation fiir beliebig gegeneinander orientierte Inertialsy-
steme und eine beliebige Richtung der Relativgeschwindigkeit kann man in
der folgenden Weise konstruieren:

e Drehe das ungestrichene Koordinatensystem so, dass die x1 -Achse parallel
ZU Uy st (Abb. 5.4)

Lol ok

Abb. 5.4. Illustration der Operationen zur Gewinnung einer allgemeinen Lorentz-
transformation

Yy = ZD/M(Q)x)‘ .
h\

Die Drehmatrix fiir eine Raumdrehung hat im Minkowskiraum die Form



5.4 Lineare Raume mit nichteuklidischer Metrik 135

—_

0 0 0

(DAH) = A3

o O O

Die Drehmatrix d®® im R in der Darstellung durch die Eulerwinkel wurde
in Band 1 Kap. 6.3.5 eingefiihrt.

e Es ist nun eine einfache Lorentztransformation von dem gedrehten System
zu einem gestrichenen System durchzufiithren

y; = Z Lo’u(vrel/c)yu .
I

e Das System mit den Koordinaten g/ hat noch nicht die korrekte Orientie-
rung. Es muss noch so gedreht werden, dass die y} -Achse mit der x -Achse
zusammenfallt

al, = Z D, ()Y .
e Setzt man die Transformationen zusammen, so erhélt man (in Matrixform)
R’ = D(2')L(vre1/c)D(2)R .

Eine allgemeine Lorentztransformation setzt sich aus zwei Raumdrehungen
und einer einfachen Raum-Zeit-Drehung (in der angegebenen Reihenfolge)
zusamien.

Die Angelegenheit ist etwas iibersichtlicher, wenn die beiden Inertialsyste-
me gleich orientiert sind, aber eine beliebige Relativgeschwindigkeit vorliegt.
In diesem Fall ist die zweite Drehung die Inverse zu der ersten. In Kap. 8.3
wird gezeigt, dass man fiir die drei kartesischen Raumkoordinaten und die
Zeitkoordinate in den beiden Inertialsystemen die Transformationsgleichun-
gen

r=r+(y-1) wvrel — YVrar l

rel

t’zv(t—%)

erhélt. In diesem Zusammenhang ist zu erwéhnen, dass das Hintereinander-
ausfithren von Lorentztransformationen keine vertauschbaren Operationen
sind, es sei denn die Relativgeschwindigkeiten der zwei Transformationen
sind parallel.

Bei der Diskussion der Elektrodynamik aus der Sicht der Relativitéts-
theorie spielen die Ableitungen nach den Minkowskikoordinaten in der Form
des Vierergradienten eine besondere Rolle. Zu beantworten ist die Frage, ob
der Vierergradient, der z.B. durch die Ableitungen nach den kovarianten Ko-
ordinaten angegeben wird
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_ 0 0 0 0 10
V—(a—mva—m’a—mva—Q—(za’V)’

ein Vierervektor ist. In diesem Fall miissen sich die Komponenten des Vierer-
gradienten genau wie die entsprechenden Komponenten des Ereignisvektors
transformieren.

Um die Transformationseigenschaften des Vierergradienten zu bestim-
men, betrachtet man die Wirkung dieses Operators auf ein Skalarfeld f
im Minkowskiraum. Ein solches Feld ist dadurch charakterisiert, dass es
fiir Punkte des Minkowskiraumes, die durch eine Lorentztransformation ver-
kniipft sind, den gleichen Wert hat.

f($07 Xy, T2, xB) = f(xéh Illa ‘TIQa LE%) .

Fiir die Ableitung eines Skalarfeldes f in Bezug auf die gestrichenen (kovari-
anten) Koordinaten erhélt man mit der Kettenregel

of (xg, 'y, x5, x5) 3 Of (xo, 1, 2, x3) O
Oz}, - oz ox},

A

Zur Auswertung der rechten Seite dieser Gleichung benétigt man die Ablei-
tung der kontravarianten Koordinate in S nach der kovarianten Koordinate
in S’. Man multipliziert zu diesem Zweck die Transformationsgleichung (5.3)
mit L* und summiert iiber v

Av, ./ Av 7 VA 4
E LYz, = E LY Ly, at = E L"*L, 2",
v v nv

benutzt die Orthogonalitéiitsrelation der Lorentztransformation und erhélt als
Umkehrung von (5.3)

.’E/\ _ ZL)\V(E/U _ ZLVA:L_IV )

v v

Diese Relation liefert direkt die gewiinschte partielle Ableitung. Die resultie-
rende Transformationsgleichung

8{ — ZLW\a_f
A

dx), oz*

besagt, dass sich die Ableitungen nach einer kovarianten Minkowskikoordi-
nate wie eine kontravariante Kooordinate (und umgekehrt) transformieren.
Eine vielbenutzte Schreibweise ist deswegen

0 0
87% = 5” und w = 5'u

mit den Transformationsgleichungen

3 3
" =3 "Ly bzw. 0= L0,
A=0

A=0



5.4 Lineare Raume mit nichteuklidischer Metrik 137

Der Vierergradient ist in der Tat ein Vierervektor, in kontravarianter Zerle-
gung
= 0 0 0 0
V = 80 81782783 = a5 ' a2y a3 o
{ ’ } 31)0 31)1 8],‘2 8],‘3
_J1o 90 90 0
\cot’ oz Oy’ Oz
und in kovarianter Zerlegung

_ 0 0 0 0
V = {60781762783} = {@7 @7 @7 %}

_[_ 19 9 96 9
N cOt’ 9z’ Oy’ 0z

Die elektromagnetischen Felder werden durch Groflen dargestellt, die ein
komplexeres Transformationsverhalten aufweisen als Vierervektoren. Derarti-
ge GroBen bezeichnet man als Tensoren (zweiter und hoherer) Stufe. Tensoren
zweiter Stufe, die in Matrixschreibweise in der Form [A] = [(A,.)] geschrie-
ben werden, sind dadurch charakterisiert, dass sich deren Elemente bei dem
Ubergang zwischen zwei Inertialsystemen wie

A, = LuiaL,, AN
Ao

transformieren. Eine Matrix A = (Auy), fur die dieses Transformationsgesetz
nicht gilt, ist kein Tensor im Minkowskiraum. Ein Produkt mit den Elementen
2 My? erfiillt wegen (5.3) die Transformationsgleichung

x‘luyly = ZL;J)\LVUI)\yU .
Ao
Tensoren, die durch die Multiplikation der Komponenten von zwei Vektoren
(Tensoren erster Stufe) konstruiert werden, stellen eine hiufig auftretende,
doch nicht die alleinige Form von Tensoren zweiter Stufe dar. Kontravarian-
te oder teilweise kontravariante Tensorelemente kénnen mit dem metrischen
Tensor oder durch eine entsprechende Kombination von Vierervektoren er-
zeugt werden, so z.B.

WY A AF =Y A Bt
Ao A
Tensoren dritter Stufe sind dreifach indiziert und transformieren sich z.B.

geméf
A/)\uu = Z L)\)\/L;L;,LILIIV/AA v
Npl'v!
Durch die mathematische Operation der Kontraktion ist es moglich, den
Tensorrang zu erniedrigen. Die Kontraktion ist sozusagen eine Erweiterung
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des Konzeptes des Skalarproduktes. Ein Vektor (Tensor erster Stufe) ergibt
in der Kontraktion mit einem Vektor einen Skalar (Tensor nullter Stufe). Die
Begriindung folgt aus den Orthogonalitétsrelationen fiir die Lorentztransfor-
mation und fiir den metrischen Tensor, denn es gilt

S oal " = Ll aty, =Y 2ty = gMgery” =Yzt
w uAo A pAo 1%

Diese Kontraktion transformiert sich wie eine Zahl. Mit der ko- /kontravarianten
Schreibweise erkennt man dann in einer Relation wie

Z Auuxﬂ =Y
m

direkt die Kontraktion eines Tensors zweiter Stufe mit einem Vektor zu einem
Vektor, etc.

Der Nachweis, dass die metrische Matrix (g, ) in der Tat ein Tensor ist,
fithrt man in der folgenden Weise. Ausgehend von der Invarianzbedingung in
differentieller Form

d%s = d%s,
erhélt man mit der allgemeinen Form des Wegelementes

d%s = Z Guv da da”
N2

die Aussage

1.7 ro !
v v
4% = E g"" daly dal = E g"" LyuLy, dz dz”
W'’ g
!
= E G dat da” .
%

Hieraus folgt
g =Y g™ LuyLus, .
w'v’

Diese Relation weist die metrische Matrix als Tensor aus.

5.4.2 Zusammenfassung der relativistischen Mechanik und
Elektrodynamik in ko-/kontravarianter Schreibweise

In diesem Abschnitt werden die Grundgleichungen der relativistischen Me-
chanik und Elektrodynamik, die in Kap. 8 in etwas einfacherer Form erar-
beitet wurden, noch einmal kurz in der formalen Sprache der Minkowskiwelt
zusammengestellt.
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5.4.2.1 Relativistische Mechanik. Die relativistische Verallgemeinerung
der Geschwindigkeit ist die Vierergeschwindigkeit, die Ableitung des Ereig-
nisvektors nach einer invarianten Zeit, der Eigenzeit d7. Die kontravarianten
Komponenten dieses Vierervektors sind

dat 1
o= — — W0l 0?08 = ———{—c,v
dr { N AR
und es gilt

w_ 2
E’U;ﬂ) = —C".
o

Der Viererimpuls ergibt sich aus der Vierergeschwindigkeit durch Multipli-
kation mit der Ruhemasse mg

E
pu = ”nO’UM B {p07p17p2ap3} = {_?ap}
1
= ———{—mpc,mv} .
V1=0v2%/c? { )
Das Skalarprodukt des Vierimpulses mit sich selbst
P-P=Y pp=-mi
I
liefert die Energie-Impuls-Relation
E? = mgc4 +2p? .
Die relativistischen Bewegungsgleichungen lauten
dpt do#
- o —
dr Oar
Der Vektor der Viererbeschleunigung steht senkrecht auf dem Vektor der
Vierergeschwindigkeit

V-B=> u,b'=0,
I

:mobM:Kﬂ .

so dass aus den Raumkomponenten (notiert in kontravarianter Form)

0 = (i * e )

(1—v2/2) " @ (1—v2jc2)2’

und dem Vierervektor der Geschwindigkeit die Nullkomponente der Viererbe-
schleunigung berechnet werden koénnte. Die Minkowskikraft K hat die Kom-
ponenten

1 -F

{KO’Kl,K27K3}:{__ (v F) ,
c/1—v2/c?

F}.
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5.4.2.2 Elektrodynamik (in CGS-Einheiten). Die Viererstromdichte
mit den kovarianten Komponenten

{dos g1, j2, da} = {cp, 3}
erfiillt die Kontinuitatsgleichung

> 0t => 0" =0.
Iz 7

Wahlt man fiir das Viererpotential mit den Komponenten
{A07 Alu A27 A3} = {‘/7 A}

die Lorentzeichung
> 0,A" =0,
n

so lauten die entkoppelten inhomogenen Maxwellgleichungen
Oan = 4T ju
c

Die elektromagnetischen Felder werden durch den antisymmetrischen Tensor,
den Feldstéiirketensor [F], mit den Elementen

0A, 0A,
ELV - 895“ - 81}” - a,uAu - 61/A}1.
bzw.
v I
Fr = oA" 04 =orAY — 9V A*
Ox, Oz,
dargestellt. Im Detail ergibt dies (u ist der Zeilenindex)
0 E, E, E.
—-E, 0 B, -B,
[(F)] =
~-E, -B. 0 B,
-E, B, —B, 0
und
0 -E, -E, —FE,
E, 0 B. B,
()] =
E, -B, 0 B,
E, B, —B,; 0

Die Elemente des Tensors [(F*")] gewinnt man aus den Elementen des Ten-
sors [(F),)] durch
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' =" g" Frpg™ .
5
Die inhomogenen Maxwellgleichungen lauten
4
S o= g
c
1%
die homogenen koénnen in der Form
S N Ey, = 0
alpy
geschrieben werden, wobei das vierfach indizierte Levi-Civita Symbol die Ei-

genschaften

0 falls zwei Indizes gleich sind
€arur = § +1 fiir gerade Permutationen von (0123)
—1 fiir ungerade Permutationen von (0123)

hat. Die Maxwellgleichungen sind forminvariant. Sie haben in jedem Inerti-
alsystem die gleiche Form. Invarianten aus den Feldkomponenten sind

I Z F,,F"" = B? - E*

Z €uvpoF - —(E-B).
uupa
Zur Diskussion der Bewegung einer Ladung in einem elektromagnetischen
Feld fiihrt man den symmetrischen (elektromagnetischen) Energie-Impuls-

Tensor ein
7B — i
47

1
> (FaﬂFﬁ”ng + Zgaﬁvwlﬂ‘ﬂ”) :

nv

dessen 00-Komponente die Energiedichte

o= L g )

und dessen 0 k-Komponente den Poyntingvektor ergeben
= cjgjirOkek 12 X 13)

Die i k-Komponenten, die hier nicht noch einmal aufgefithrt werden, entspre-
chen dem Maxwellschen Spannungstensor. Die Divergenz des Energie-Impuls-
Tensors ergibt die Minkowskikraftdichte

=3 9.1 = % S GuFre
W Iz
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Letztlich ist noch, sozusagen als Alternative, die Lagrangefunktion fiir
eine relativistische Punktladung ¢ in einem elektromagnetischen Feld zu no-
tieren

_ 211 ,.2/,.211/2 q
L =—mpc*[1 —v*/c) +7moc;p“/w'
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