eXamen.press



eXamen.press ist eine Reihe, die Theorie und
Praxis aus allen Bereichen der Informatik fiir
die Hochschulausbildung vermittelt.



Folkmar Bornemann

Konkrete Analysis

fiir Studierende der Informatik

@ Springer



Prof. Dr. Folkmar Bornemann
Zentrum Mathematik - M3
Technische Universitidt Miinchen
85747 Garching bei Miinchen

ISBN 978-3-540-70845-2 e-ISBN 978-3-540-70854-4
DOI 10.1007/978-3-540-70854-4
eXamen.press ISSN 1614-5216

Bibliografische Information der Deutschen Nationalbibliothek
Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen Nationalbibliografie;
detaillierte bibliografische Daten sind im Internet iiber http://dnb.d-nb.de abrufbar.

(© 2008 Springer-Verlag Berlin Heidelberg

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Die dadurch begriindeten Rechte, insbesondere die der
Ubersetzung, des Nachdrucks, des Vortrags, der Entnahme von Abbildungen und Tabellen, der Funk-
sendung, der Mikroverfilmung oder der Vervielfiltigung auf anderen Wegen und der Speicherung in
Datenverarbeitungsanlagen, bleiben, auch bei nur auszugsweiser Verwertung, vorbehalten. Eine Ver-
vielfdltigung dieses Werkes oder von Teilen dieses Werkes ist auch im Einzelfall nur in den Grenzen der
gesetzlichen Bestimmungen des Urheberrechtsgesetzes der Bundesrepublik Deutschland vom 9. Septem-
ber 1965 in der jeweils geltenden Fassung zuldssig. Sie ist grundsitzlich vergiitungspflichtig. Zuwider-
handlungen unterliegen den Strafbestimmungen des Urheberrechtsgesetzes.

Die Wiedergabe von Gebrauchsnamen, Handelsnamen, Warenbezeichnungen usw. in diesem Werk be-
rechtigt auch ohne besondere Kennzeichnung nicht zu der Annahme, dass solche Namen im Sinne der
Warenzeichen- und Markenschutz-Gesetzgebung als frei zu betrachten wiren und daher von jedermann
benutzt werden diirften.

Einbandgestaltung: WMX Design GmbH, Heidelberg

Gedruckt auf sdurefreiem Papier

987654321

springer.de



Vorwort

Die Vorlesung , Analysis fiir Informatiker” wird von den Bachelor-Studenten
der Technischen Universitdt Miinchen als dritte Mathematikvorlesung nach
den , Diskreten Strukturen”* und der ,Linearen Algebra fiir Informatiker”
gehort. Diese unkonventionell spédte Begegnung mit den Konzepten und
Techniken der Analysis bringt neue Herausforderungen mit sich: Analytische
Begriffe sind bereits in den beiden vorangehenden Vorlesungen verstreut
aufgetreten (etwa der Korper der reellen Zahlen R, die Landau’sche O-
Notation, einzelne Grenzwerte und unendliche Reihen), wenn auch eher
,intuitiv”, ohne Vertiefung und Einiibung; das gdngige Lehrbuchmaterial
spricht prinzipiell Studienanfanger an und behandelt viele Themen ab ovo.
Um dem Vorwissen auf der einen Seite und den (von mir antizipierten)
Bediirfnissen der Zielgruppe auf der anderen Seite Rechnung zu tragen, habe
ich mich entschlossen, die Vorlesung neu zu konzipieren und gleichzeitig
ein Lehrbuch auszuarbeiten, welches in jenen grundlegenden Dreiklang
konkreter analytischer Werkzeuge einfiihrt, mit dessen Hilfe sich komplexe
quantitative Zusammenhénge vereinfachen und verstehen lassen:

v

Abschiitzung, Approximation, Asymptotik.

Das Buch richtet sich zwar in erster Linie an Studierende der Informatik,
sollte aber auch fiir Studierende der Mathematik und Naturwissenschaften
als willkommene ergianzende oder vertiefende Einfiihrung dienen koénnen.
Leitprinzipien meiner Neukonzeption sind:

1. Die Betonung von Ideenbildung und Argumentationshierarchien (von
der Graphik zum Beweis).

2. Die Bevorzugung konkreter Aufgabenstellungen (wir wollen mit den
Werkzeugen der Analysis schliefSlich etwas Interessantes ,ausrechnen”).

I m Umfang des Buches von Angelika Steger: Diskrete Strukturen 1: Kombinatorik,
Graphentheorie, Algebra, 2. Auflage, Springer, Berlin, 2007.


http://de.wikipedia.org/wiki/Ab_ovo

VI

3. Ausgewdhlte Beweise weniger zur logischen Absicherung der Ergebnisse,
sondern vielmehr zur Eintibung analytischer Begriffe und Techniken.

4. Der Einsatz von Computeralgebra-Systemen fiir rein kalkulatorische
Aufgaben; die Diskussion ihrer Starken, Schwachen und Grenzen.

5. Das wiederholte Aufgreifen von Beispielen mit sukzessive verfeinerten
Techniken und verdnderten Blickwinkeln: ,,Wider den Methodenzwang”.

6. Extrinsische Motivation mit Beispielen aus der Informatik (und nicht,
wie so oft, aus den Natur-, Ingenieur- und Wirtschaftswissenschaften).

Stil und Zielrichtung sind ganz mafigeblich durch ,Concrete Mathematics: A
Foundation for Computer Science” von Ronald Graham, Donald Knuth und
Oren Patashnik [GKPog4] beeinflusst. Im gewissen Sinne ladsst sich mein Buch
daher als ,analytischer Begleiter” zu jenem grofSartigen Werk verstehen.

Ich rate grundsitzlich, sich den Stoff auch aus einer zweiten, unabhén-
gigen Perspektive erkldren zu lassen.? Zur Vertiefung seien die Biicher
[Kdga, Kogb] von Konrad Konigsberger genannt, in denen sich auch all
jene Resultate finden, die ich hier ohne Beweis und Referenz vortrage. Zur
Einfiihrung in das Computeralgebra-System Maple verweise ich auf [Hecos].
Weitere Literaturangaben werden im Laufe der Lektiire angegeben. Zum
aktiven Lernen gehort — man kann leider nicht oft genug darauf hinweisen
- ganz wesentlich die regelméfige Bearbeitung von Ubungsaufgaben, wie
sie sich am Ende eines jeden Kapitels finden. Der Mathematiker Carl Runge
hat dazu einmal sinngeméfs das folgende schone Bild geprigt: Kein Mensch
konne das Klavierspiel nur aus dem Besuch von Konzerten erlernen.

Korrektur- und Verbesserungsvorschlidge nehme ich sehr gerne per E-
Mail entgegen. Ansonsten hoffe ich natiirlich, dass das Experiment meiner
Neukonzeption einer Analysisvorlesung fiir Studierende der Informatik
schlussendlich ,funktioniert”. Viel Spaf} bei der Lekttire.

Miinchen, im Juni 2008 Folkmar Bornemann

Die begleitende CD enthélt das Buch in Form eines PDF-Dokuments als
Hypertext mit farbigen Graphiken zur Benutzung am Bildschirm. Interne
Verweise sind in blau gehalten, externe Verweise in rot. Letztere fithren
etwa auf Erlduterungen von Begriffen und Sachverhalten, die ich aus der
Schule und den Anfiangervorlesungen als bekannt voraussetze, sowie auf
weiterfithrendes Material und biographische Informationen.

2 Fiir die Zielgruppe der Informatikstudenten sind folgende Lehrbiicher gedacht,
die ich gerne als Begleitlektiire empfehle: Michael Oberguggenberger, Alexander
Ostermann: Analysis fiir Informatiker, Springer, Berlin, 2006; Christian Blatter: Inge-
nieuranalysis 1 & 2, 2. Auflage, Springer, Berlin, 1996 (kostenlos als PDF-Dokumente
erhéltlich).


http://de.wikipedia.org/wiki/Carl_Runge
mailto:bornemann@ma.tum.de
mailto:bornemann@ma.tum.de
http://www-m3.ma.tum.de/bornemann
http://de.wikipedia.org/wiki/Informatik
http://techmath.uibk.ac.at/michael/
http://techmath.uibk.ac.at/numbau/alex/
http://techmath.uibk.ac.at/numbau/alex/
http://www.springer.com/dal/home/generic/search/results?SGWID=1-40109-22-40182487-0
http://www.math.ethz.ch/~blatter/
http://www.math.ethz.ch/~blatter/
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I

Grundlagen

1 Reelle Zahlen

1.1 Warum Analysis fiir Informatiker?

Die drei grundlegenden Mathematikvorlesungen eines Informatikstudien-
gangs — Diskrete Strukturen, Lineare Algebra und Analysis — lieffen sich
einheitlicher wie folgt bezeichnen: diskrete, lineare und kontinuierliche Struk-
turen. (Statt , diskret” konnte man auch , digital”, statt ,kontinuierlich” dann
entsprechend ,analog” sagen.)

Nun liegt der Einwand nahe, dass digitale Computer doch nur mit dis-
kreten, endlichen Objekten arbeiteten und daher eine Beschiftigung mit kon-
tinuierlichen Strukturen fiir die meisten Informatiker eigentlich verzichtbar
sein diirfte. (Etliche Physiker sind der Ansicht, dass das ganze Universum
diskret und endlich ist. Manche sprechen gar vom "

"s

rechnenden Raum'’.
Also miisste der Einwand auch fiir die Natur- und Ingenieurwissenschaften
gelten ...) Warum also Analysis fiir Informatiker?

Meine einfache Entgegnung lautet: Weil Analysis neben einem wertvol-
len Training in Abstraktion und Begriffsbildung auch fiir Informatiker ein
enorm niitzliches Werkzeug darstellt. ,Diskret” kann ndmlich sehr dicht (=
fast kontinuierlich) sein, oder sehen Sie etwa die einzelnen Pixel von ausbe-
lichteten Digitalfotos? Und ,endlich” kann sehr grof8 sein. Der Ubergang ins
Kontinuierliche ist schlichtweg ein sehr praktischer Schritt, um mit solchen
Féllen bequemer umzugehen. Ich will dafiir zwei Beispiele geben.

Beispiel. In Abb. 1 sehen Sie, wie aus einem Digitalfoto tiberlagerter Text
,herausgerechnet” wird. (Der Fachausdruck fiir solches Herausrechnen von
zerstorten Bildflachen lautet , Image Inpainting”.) Ein besonders schneller Al-
gorithmus hierfiir stammt ganz frisch aus meiner eigenen Forschung [BMo7]
— und benutzt fortgeschrittene Werkzeuge der Analysis. Der Arbeitsablauf
war dabei ungefahr folgender:


http://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_analysis
http://de.wikipedia.org/wiki/Edward_Fredkin
http://en.wikipedia.org/wiki/Inpainting
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a Originalfoto: 437x296 Pixel; Text auf 20705 Pixel

b Textentfernung mit Fast Image Inpainting: Laufzeit 1 s

Abb. 1. ,Fast Image Inpainting” mittels Analysis (partielle Differentialgleichungen).

Abstraktion: unendlich feine Auflésung

Digitalfoto (diskret) analoges Foto

math. Modell fiirs Inpainting

partielle Differentialgleichung

,Numerik”: Diskretisierung

implementierbarer diskreter Algorithmus

Der Weg tiber das Kontinuierliche ist dabei kein Umweg, sondern eine kraft-
volle Methode, um den Uberblick zu wahren, das Wesentliche zu sehen und
die richtige Idee zu bekommen. Er funktioniert, da die im Zwischenschritt
benutzte ,,unendlich feine” Aufldsung bereits eine gute Approximation der
heutigen Auflésung von Digitalfotos darstellt.

Beispiel. [GKPoy4, S. 439] Als Losung eines kombinatorischen Problems er-
halte ich in Abhéngigkeit vom Parameter n € IN die natiirlichen Zahlen

Ay = f <3kn) Bn = fan.

k=0

(Zur Erinnerung: f, bezeichnet die n-te Fibonacci-Zahl.) Frage: Wie ver-
gleichen sich A, und B, - fiir grofle n? Es ist zwar A, = 22 > By = 21,
aber

Ano = 7776 048412324714 < By = 23416728 348 467 685.

Fiir grofiere n betrachten wir Tabelle 1, aus der wir zwei Dinge lernen. Zum
einen, dass die Berechnung von A, fiir grofie n unverhaltnisméfiig teuer
ist und zum anderen, dass die genaue Kenntnis der 82928 Ziffern von
A100000 VOllig unnotig ist, um unsere Frage zu beantworten. Bjgoogo besitzt
667 Ziffern mehr, ist also in jedem Fall grofier. Merken Sie, was bei dieser
Argumentation passiert? Wir approximieren, ndmlich

082 927 < 1083 594

A100000 ~ 1 ~ B100000-


http://dx.doi.org/10.1007/s10851-007-0017-6
http://de.wikipedia.org/wiki/Fibonacci-Folge
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Tabelle 1. Einige Laufzeiten der Berechnung von A, und B, mit Mathematica.

n  Laufzeit(A,) #Ziffern(A,) Laufzeit(B,) #Ziffern(By)

1000 0.1 828 0.17 Ms 836
10000 525 8292 0.76 ms 8360
100 000 5 h 40 min 82928 14 ms 83595

Wie steht es mit A ggoooo und B1ogpooo? Wir konnen leicht prognostizie-
ren, dass die Berechnung des exakten Werts von Ajggooo0 knapp 92 Tage
kosten wird. Auf der anderen Seite gehort nicht mehr viel Fantasie zur Ver-
mutung, dass A1 o000 — ich approximiere weiter — in etwa 829 ooo Ziffern,
B1 000000 hingegen in etwa 836 ooo Ziffern besitzen wird und damit grofier
ist. Aber konnen wir uns darauf verlassen?

In dieser Vorlesung werden wir lernen, solche Zusammenhénge nicht nur
aufgrund eines Experiments mit kleineren # zu vermuten, sondern sie ohne
grofiere Miihe in einem ganz prizisen Sinn herzuleiten. Genauer werden wir
im konkreten Fall lernen (siehe Abschnitt 14.2), dass fiir n — oo

~ /2 (675" ~ L

Ay~ p (6.75)", B, ~ 75

Nun ist aber 6.75 < 6.85410 - - - und wir konnen (mit den Kenntnissen aus

dieser Vorlesung) sofort ablesen, dass A, < B, fiir fast alle n € IN, d.h. fiir

alle n > ny ab einer ,gewissen” Zahl ng. (Dieses 1y zu bestimmen erfordert
eine etwas feinere Argumentation, im vorliegenden Fall ist ny = 3.)

Wir wollen noch eine letzte wichtige Beobachtung aus diesem Beispiel
festhalten: Obwohl A, und B, natiirliche Zahlen sind, tauchen in ihrer
asymptotischen Beschreibung irrationale Zahlen wie v/3, v/5 und 7 auf, also
Zahlen, die nicht zu Q gehoren.3 (Sie erinnern sich moglicherweise an
FEuklids Beweis fiir die Irrationalitit von /2 ?) Wir kommen demnach mit
den rationalen Zahlen Q nicht aus und miissen ihre , Liicken fiillen”, was
uns zu den reellen Zahlen R als Grundlage der Analysis fiihrt.

(6.85410 - - - ). (1.1)

Merke:

Analysis ist ein niitzliches Werkzeug zur Vereinfachung komplizierter dis-
kreter Zusammenhénge. Zwei wichtige Techniken sind hierbei Abschitzung
und Approximation.

3 Gleiches gilt auch fiir die Thnen eventuell der Form nach bereits bekannte Stir-
ling’sche Formel

n!z@(%)n (n — o).

Die Herleitung dieses Klassikers wird uns in Abschnitt 15.5 beschéftigen.


http://de.wikipedia.org/wiki/Irrationale_Zahl
http://de.wikipedia.org/wiki/Euklids_Beweis_der_Irrationalit%C3%A4t_der_Wurzel_aus_2
http://de.wikipedia.org/wiki/Stirling-Formel
http://de.wikipedia.org/wiki/Stirling-Formel
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1.2 Axiomatische Charakterisierung der reellen Zahlen

Ich werde die reellen Zahlen nicht tiber die Angabe ihrer Elemente defi-
nieren (,,das ist eine reelle Zahl”), sondern operativ einfiihren, indem ich
charakterisiere, was man alles mit ihnen machen kann. Der Punkt ist hier-
bei, dass eine vollstindige Charakterisierung die reellen Zahlen eindeutig
festlegt: ,,Nur mit ihnen kann man genau das alles machen.”

Arithmetik

In R gelten die vertrauten Rechenregeln der ,vier Grundrechenarten”. Sie
wissen bereits, wie man das mathematisch gebildet ausdriickt: (R, +, -) ist
ein (kommutativer) Korper. Das neutrale Element der Addition heifst , 0%,
das der Multiplikation ,1“, usw. Halt, ich werde Sie jetzt nicht mit der
Angabe der Rechenregeln langweilen, die haben Sie bereits in den letzten
beiden Semestern mehrfach gesehen.

Wir kennen natiirlich weitere Korper: Die rationalen Zahlen Q, die kom-
plexen Zahlen C und der Restklassenkorper Z,, wobei p € IN eine Primzahl
ist. Die Charakterisierung von R ist also noch nicht abgeschlossen.

Anordnung

Sie haben schon oft rationale oder reelle Zahlen in ihrer Grof3e verglichen;
Aussagen wie 7/4 > 5/3 oder 7 > 3 sollten Sie nicht weiter tiberraschen. Sie
wissen im Prinzip auch, wie sich solche Vergleiche beim Rechnen verédndern,
wie sich Vergleich und Arithmetik also ,vertragen”. Der Mathematiker fasst
das in der folgenden Definition zusammen.

Definition. Ein Korper (K, +, -) heif8t angeordnet, wenn es auf ihm ein Pra-
dikat ,a > 0“ (in Worten: a ist positiv) mit den folgenden Rechenregeln
gibt:

(i) Firjedes a € K gilt genau eine der drei Aussagen
a=0,a>0 oder —a > 0.
(if) Fira,b € Kmita >0und b > 0giltta+b >0unda-b > 0.

Tabelle 2 zeigt die Definitionen vertrauter Schreibweisen fiir den Ver-
gleich zweier Zahlen. Rechnen Sie wie gewohnt: , <" ist eine Totalordnung.

Einige Konsequenzen der Anordnung

Da fiir a # 0 nach Teil (i) der Definition entweder a > 0 oder —a > 0 gilt,
muss nach Teil (ii) gelten


http://de.wikipedia.org/wiki/Formelsammlung_Grundrechenarten
http://de.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6rper_%28Algebra%29
http://de.wikipedia.org/wiki/Rationale_Zahl
http://de.wikipedia.org/wiki/Komplexe_Zahl
http://de.wikipedia.org/wiki/Komplexe_Zahl
http://de.wikipedia.org/wiki/Restklassenk%C3%B6rper
http://de.wikipedia.org/wiki/Ordnungsrelation
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Tabelle 2. Definition vertrauter Schreibweisen bei angeordneten Korpern.

Schreibweise steht fur
a>b a—b>0
a<b b—a>0
az>b a>bodera=1»>
a<b a<bodera="b

Quadratzahlen eines angeordneten Korpers sind somit stets positiv. Insbe-
sondere gilt 1 = 12 > 0 und damit —1 < 0. Hier trennen sich also die Wege
von R und C: C ist kein angeordneter Korper, da i> = —1 < 0 im Widerspruch
zur Anordnung stiande.

Mit 1 > 0 gilt in einem angeordneten Korper nach Teil (ii) der Definition
auch die Kette von Ungleichungen

0<1<I+1<I4+1+1< <1+ +1.
w—/
n-fach, n € N

Wenn wir die ganz rechts stehende Summe als Element von K mit der
nattirlichen Zahl n einfach identifizieren, so fassen wir IN als Teilmenge von
K auf. Mit Hilfe der Kérperarithmetik erweitern wir diese Einbettung zur
Teilkorperbeziehung

(Q+,) € (K +,).

Jetzt wissen wir also auch, dass fiir eine Primzahl p der endliche Restklassen-
korper Z, kein angeordneter Korper sein kann.

Vollstindigkeit

Wir kennen jetzt zwei angeordnete Korper Q und IR. Wir bendtigen noch ein
weiteres Axiom, das R von Q trennt und etwa die irrationale Zahl v/2 ZQ
in R heimisch macht, das R also zwingt, keine ,Liicken” zu haben.

Definition. Wir betrachten einen angeordneten Korper K.

(i) Eine Teilmenge M C K heif$st nach oben beschriinkt, wenn es eine Zahl

sp € K gibt mit
aeM = a<sg.
Eine solche Zahl s\ heifst obere Schranke von M.

(if) K ist ordnungsvollstindig,* wenn jede nichtleere, nach oben beschréinkte
Teilmenge M C K eine kleinste obere Schranke sup M € K, das Supre-
mum von M, besitzt. Das Supremum sup M ist also einerseits eine obere
Schranke von M und andererseits kann jede obere Schranke sy von M
durch sup M < sp nach unten abgeschitzt werden.

4 Man sagt auch: K erfiillt das Supremumsaxiom.
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Damit sind wir am Ziel. Denn es gilt der Satz,> dass es (bis auf ,ord-
nungstreue Isomorphie”, also Umbenennung der Elemente) nur einen einzi-
gen ordnungsvollstindigen Korper gibt, naimlich den Koérper R der reellen
Zahlen. Was ist nun die Zahl v/2 € R \ Q? Nichts leichter als das:

V2 =sup{a € R:a* <2} (1.2)

Man kann durchaus ,zu Fuf$” — also nur aufgrund der bisher eingefiihrten
Regeln — ausrechnen, dass die so definierte Zahl die gewtiinschte Beziehung

(V2)? =2

erfiillt. Eleganter geht es spater mit den allgemeineren Werkzeugen aus
Kapitel I1.

1.3 Einige niitzliche Bezeichnungen

Bezeichnungen und Notation erleichtern das mathematische Sprechen und
Schreiben. Leider gibt es keinen von allen akzeptierten Standard, passen Sie
also bitte auf die kleinen Unterschiede zwischen Autoren, Dozenten und
dem Rest der Welt auf.

Die Symbole 00

Nach unserer Definition besitzen die leere Menge @ und Mengen ohne
obere Schranke jeweils keine reelle Zahl als Supremum. Zur Verkiirzung der
Sprechweise fiithren wir die beiden Symbole —co und oo ein, welche keine
reelle Zahlen sind und fiir die folgende konsistente Konventionen gelten:

o sup® = —oo,
e sup M = oo steht fiir ,M C R besitzt keine obere Schranke”,
o fiirjedesa € R gilt —co < a < co.

Intervalle

Fiir a,b € R mit a < b definieren wir

e das abgeschlossene Intervall [a,b] = {x € R:a < x < b},

e das offene Intervall (4,b) = {x e R:a < x < b},

e und die halboffenen Intervalle [2,b) = {x € R : a < x < b} bzw.
(a,b] ={x € R:a < x<b}.

An den offenen Enden darf auch eines der Symbole t-oco stehen. So ist etwa
[a,00) ={x eR:a<x}, (—oo,b)={x€R:x<b}, (—o0,00)=R.
Uberzeugen Sie sich von sup|a, b] = sup(a, b] = sup|a, b) = sup(a,b) = b.

5 Fiir einen Beweis verweise ich auf [vdW71, §78] oder [Lorgo, §20*].
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Infimum, Maximum und Minimum

Analog zu oberen Schranken und zum Supremum gibt es untere Schranken
und das Infimum. Wir kénnen es fiir jede Teilmenge M C R einfach (und
wegen der Symbole +oo ohne einschrankende Voraussetzungen) durch

inf M = —sup(—M)

definieren. Sind das Supremum oder das Infimum einer Menge M C R
selbst Element dieser Menge, so sprechen wir von der Existenz des Maxi-
mums bzw. Minimums,

supM e M = maxM =sup M, infMeM = minM = inf M.

1.4 Rechenregeln fiir Suprema

Der Umgang mit Suprema (und entsprechend auch Infima) wird durch
folgenden Satz erleichtert.

Satz. Esseien X,Y C Rmitsup X,supY € R und A € R. Dann gilt
(i) sup(X+Y) =sup(X)+sup(Y),

(i) A>0 = sup(AX) =AsupX,

(ili) X,Y C[0,00) = sup(X-Y) =sup(X)- sup(Y),

(iv) XCY = supX <supY.

Beweis. Um den Umgang mit Suprema zu {iben, beweisen wir Teil (ii).

Schritt 1: sup(AX) < Asup X.

Fir a € X gilt a < sup X, also auch Aa < Asup X. Daher ist Asup X eine
obere Schranke der Menge AX, so dass das Supremum dieser Menge als
kleinste obere Schranke sup(AX) < Asup X erfiillt.

Schritt 2: Asup X < sup(AX).

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen im Gegenteil an, dass
sup(AX) < Asup X, es also einen positiven Uberschuss A > 0 gibt mit

Asup X = sup(AX) + A.

Da die Zahl sup X — A/A dann kleiner als das Supremum von X ist, also
kleiner als die kleinste obere Schranke, gibt es ein a5 € X mit

ap >sup X —A/A, also  Aap > Asup X — A = sup(AX).

Mit Aap € AX wire dann aber sup(AX) keine obere Schranke der Menge
AX mehr — im Widerspruch zur Definition des Supremumes. a
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Merke:

In der Analysis wird der Nachweis einer Gleichheit a = b oft iiber die beiden
Abschidtzungen a < b und b < a gefiihrt.

1.5 Archimedizitit der reellen Zahlen

Das in Abschnitt 1.3 eingefiihrte Symbol o ist keine reelle Zahl. Haben Sie
sich gefragt, woher ich das weif3? Gibt es in R wirklich keine unendlich
grofien Zahlen? (Man nennt diese Eigenschaft die Archimedizitidt von IR.)

Satz. R ist ein archimedisch geordneter Korper, d.h. zu jedem a € R gibt es eine
natiirliche Zahl n € IN mit a < n.

Beweis. Auch dieser Beweis dient der Ubung des Rechnens mit Suprema.
Wiederum fithren wir einen Widerspruchsbeweis® und nehmen an, der Satz
wire falsch. Dann wére IN in R nach oben beschrankt und es existierte die
positive reelle Zahl 0 < supIN < co. Nach Satz 1.4, Teil (ii) und (iv), erhielten
wir somit wegen 2IN C IN die Ungleichungskette

0 <supN < 2supN = sup(2IN) < supNN < oo,

ein klarer Widerspruch (zur Irreflexivitit der ,<”-Relation in R). 0

Genausowenig gibt es unendlich kleine Zahlen in R: Zur positiven reellen
Zahl 0 < a € R gibt es ndmlich eine natiirliche Zahl n € N mit 1/n < a.
Zum Nachweis wendet man obigen Satz auf die reelle Zahl 1/4 an.

1.6 Dichtheit der rationalen Zahlen

Aus der Archimedizitdt von R folgt unmittelbar eine weitere wichtige Ei-
genschaft: Die rationalen Zahlen Q liegen dicht in R. Das heif$t, dass sich
zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen stets ein Bruch finden ldsst.

Satz. Zua <baus R gibtesr € Qmita <r <b.

Beweis. Zur Abwechslung wollen wir eine solche Zahl » € Q konstruieren.
Dazu nehmen wir — wie im letzten Abschnitt erklart — ein 4 € IN mit
1/g < b —a. Dieses q wird der Nenner unseres Bruchs r werden. Den Zihler
p finden wir als

p=min{n € Z:n>q-a}.

¢ Widerspruchsbeweise sind leider stets nichtkonstruktiv. Das bedeutet, dass wir
kein Verfahren ableiten konnen, um fiir gegebenes a € R ein solches n € N zu
konstruieren.


http://de.wikipedia.org/wiki/Reflexive_Relation
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Denn nach Satz in Abschnitt 1.5 gibt es ganze Zahlen oberhalb von g - a
und daher natiirlich auch eine kleinste. Damit gilt fiir ¥ = p/gq sicher schon
einmal 4 < r. Wdre nun aber b < r (statt wie gewtinscht ¥ < b), so wire
(wegenp —1< qa)

Syl
|
AN
N
ESHIN
|
N
|
—_
I
| =

q q

im Widerspruch zur Konstruktion von 4. a

Insbesondere konnen wir eine gegebene reelle Zahl a € R beliebig gut
durch Briiche approximieren. Geben wir etwa eine Genauigkeit 107", n € IN,
vor, so findet sich ein r € Q mit

a—10""<r<a, also ac(r,r+107").

Dieser Prozess heifst auch Intervallschachtelung.

1.7 Dezimalzahldarstellung

Aus der Schule ist Ihnen die Dezimalzahldarstellung reeller Zahlen vertraut,
etwa
7T = 3.14159 26535 89793 23846 2643383 - - - .

Die Punkte ,- - - “ deuten an, dass da noch abzihlbar unendlich viele weitere
Ziffern kommen. Jede von ihnen ist fiir 7t konstitutiv. Sobald wir diese
Dezimalzahl bei einer Ziffer abbrechen, approximieren wir 7t nur noch.
Allgemein ist die Dezimalzahldarstellung einer reellen Zahl ein Ausdruck
der Form

:tdo.dldzdg, s

mit dem ganzzahligen Anteil dy € INg und den Nachkommaziffern dy €
{0,...,9}, k € IN. Wie vertrégt sich diese Darstellung reeller Zahlen mit der
axiomatischen Charakterisierung von R als ordnungsvollstindigem Korper?
Wir miissen dazu zwei Dinge zeigen: Jede Dezimalzahl reprasentiert eine
reelle Zahl und jede reelle Zahl lésst sich als eine solche Dezimalzahl dar-
stellen. Wir koénnen uns hierbei auf positive Zahlen beschranken. (Negative
Zahlen macht man zunichst positiv und gibt ihnen erst zum Schluss ihr
Vorzeichen zurtick.)

Wir beginnen mit einer speziellen Klasse: Jede abbrechende Dezimalzahl,
fiir die also ab einer Nachkommastelle d,, nur noch Nullen kommen (die
man dann nicht mehr hinschreibt), ldsst sich als rationale Zahl mit dem
Nenner 10" schreiben und umgekehrt:

_ Pn -
do.didods . ..d, = 107 mit p, € Np.

Der Zdhler p, besitzt natiirlich die Dezimalziffern ,dod; - - - d,,”.


http://de.wikipedia.org/wiki/Intervallschachtelung
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Damit kénnen wir definieren, welche positive reelle Zahl zu einer positi-
ven Dezimalzahl gehort:

do.didods - - - = sup{rn €Q:ry,=dy.didyds---dy,n e N}

Sie ist also das Supremum {iber alle aus den Teilzeichenketten erzeugten
abbrechenden Dezimalzahlen.

Es sei nun umgekehrt eine reelle Zahl a > 0 gegeben. Wir entwickeln
sie in jene Dezimalzahl dy.d1dpds - - -, deren Anfinge dg.dy---d,, n € No,
durch die rationalen Zahlen p; /10" mit den Zahlern

pn =max{p € Ng: p < 10" -a}

gegeben sind. Das Maximum existiert, da die Menge von nattirlichen Zahlen
auf der rechten Seite wegen der Archimidizitdt von IR beschrénkt ist.
Machen Sie sich bitte klar, dass fiir 2 > 0 der beschriebene Prozess

Dezimalzahlentwicklung doddod definiert 4
0-414203 - -+ ?

wirklich wieder zur gleichen reellen Zahl a’ = a fiihrt. Insbesondere haben
wir eine bijektive Beziehung zwischen den durch Entwicklung entstandenen
Dezimalzahlen und den reellen Zahlen. Die Betonung von , durch Ent-
wicklung entstanden” verweist auf eine oft vernachldssigte Subtilitit von
Dezimalzahlen. Es ist ndmlich etwa

1.0000--- =0.99999 - - - .

(Preisfrage: Welche der beiden Dezimalzahldarstellungen ist durch Entwick-
lung von 1 € R entstanden?) Halten wir also fest: Der Prozess

Dezimalzahlentwicklung d 6

do.dydydy - - - 2eimert Aydydy -

kann zunéchst zu einer anderen Ziffernfolge fiithren, die aber die gleiche
reelle Zahl représentiert. Erst beim erneuten Durchlaufen des Prozesses
andert sich nichts mehr. Wie sieht man, ob eine Dezimalzahl durch Entwick-
lung entstanden ist? Sie enthélt keinen ,Schwanz” aus sich wiederholenden
Ziffern ,9”, es darf also nicht d, = 9 fiir n > ng gelten.

Bemerkung. Warum habe ich R nicht als Menge der Dezimalzahlen defi-
niert? Diese Definition sieht zwar bestechend einfach aus, wirft aber einige
Probleme auf, die nur durch lidngliche und langweile Argumentationen zu
beseitigen sind. Wir miissten ja fiir die so definierte Menge den Nachweis
fuhren, dass es sich um einen ordnungsvollstindigen Korper handelt. Dazu
miissten die arithmetischen Operation ,+“ und ,-“ und die Ordnungsre-
lation ,,<* zuerst explizit definiert werden. Danach muiisste die Giiltigkeit
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der Korperaxiome, der Ordnungsaxiome und des Supremumsaxioms nach-
gewiesen werden. Machen Sie sich bitte klar, dass schon die ach so simple
Definition der Summe a’" = a + a’ zweier Dezimalzahlen

a=dydidody---, a =dyddydl -

nicht ganz offensichtlich ist. Oder sehen Sie eine einfache Regel fiir die
Ziffern d}/ von o’ = djj.d{djd} - --? (Ubertrige konnten ja von ganz weit
rechts kommen, wovon hingt also d;’ genau ab?) Wer niheres iiber diesen
Zugang zu den reellen Zahlen erfahren mochte, dem sei das neue Buch
[Rauoy] von Wolfgang Rautenberg empfohlen.

1.8 Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen

Mit Hilfe der Dezimalzahldarstellung konnen wir einen Klassiker mathema-
tischer Bildung beweisen, ndmlich den 1872 von Georg Cantor gefundenen
Satz, dass sich die reellen Zahlen nicht abzdhlen lassen.

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass sich die
reellen Zahlen des halboffenen Intervalls [0,1) abzdhlen lassen: [0,1) =
{ay,a,a3,...}. Dann kénnen wir uns alle ihre Entwicklungen in Dezimal-
zahlen als folgende Tabelle angeordnet denken:

ap O.dypdipdizdyy -
ay O.dyydypdysdoy -
a3 0.d31dzpdszdsy -
ay Odydypdgzdy -

Mit Hilfe dieser Tabelle definieren wir eine reelle Zahl x = 0.dyd>dsdy - - - €
[0,1) durch Angabe folgender Nachkommastellen:

{1, falls di = 2,

di =

2, sonst.

Da die Ziffer ,9” nicht auftaucht, handelt es sich hierbei genau um jene
Ziffern, welche die Entwicklung von x in eine Dezimalzahl liefert. Als
Zahl aus [0,1) miisste x in unserer Tabelle auftauchen, also x = 4, fiir ein
n € IN. Dann miisste aber auch die n-te Ziffer der jeweiligen Dezimalzahl-
entwicklung tibereinstimmen: d, = d,;. Das steht aber im Widerspruch
zur Konstruktion, die d, # d,;, bewusst erzwingt. (Da das Diagonalele-
ment d,;, die zentrale Beweislast trdgt, nennt man die Beweisidee auch das
,Cantor’sche Diagonalargument”. Es stammt aus dem Jahre 1877.)


http://de.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor
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1.9 Algebraische und transzendente Zahlen

Wir kennen bereits die rationalen Zahlen Q sowie ihren Gegenpart, die irra-
tionalen Zahlen R \ Q wie etwa V2. Es gibt noch eine weitere Dichotomie
von erheblichem mathematischen Interesse, namlich die zwischen den alge-
braischen Zahlen A und den transzendenten Zahlen C \ A. Die algebraischen
Zahlen sind als (moglicherweise komplexe) Nullstellen von Polynomen mit
ganzzahligen Koeffizienten definiert:

A = {a € C : es gibt ein Polynom p € Z[x]| mit p(a) = 0}.

(Zur Erinnerung: fiir einen Ring R bezeichnet R[x] den zugehorigen Po-
lynomring.) Da ein Bruch a = m/n mit m € Z,n € IN, Nullstelle des
lineare Polynoms nx — m aus Z|[x] ist, gilt Q C A. Weiter sind — als Null-
stellen der quadratischen Polynome x? — 2 bzw. x*> + 1 — auch v/2 € A und
i=+—-1€A.

In der Algebra lernt man (siehe z.B. [Lorg2, §2.F9]), dass A ein algebraisch
abgeschlossener Korper ist: Erstens ist A also ein Korper und zweitens liegen
die Nullstellen von Polynomen aus A[x] wieder in A.

Es gibt nun ein ganz einfaches Argument fiir die Existenz transzendenter
Zahlen: A ist abzdhlbar.” Denn dann folgt aus der Uberabzihlbarkeit von
R (und damit von C = R + iR), dass es im Sinne der Machtigkeit von
Mengen sehr viel mehr transzendente als algebraische Zahlen gibt. So viele
mebhr, dass eine zufillig herausgegriffene reelle Zahl mit Wahrscheinlichkeit
1 transzendent ist.

Trotzdem ist der Nachweis der Transzendenz konkreter Zahlen richtig
tiefliegende Mathematik. So weifs man etwa, dass die Euler’sche Zahl e

(Hermite 1873), die Kreiszahl 7 (Lindemann 1882), e (Siegel 1929), 2v2
(Gelfond und Schneider 1934), und die folgende Zahl (Mahler 1946)

0.123456789101112131415161718192021 - - -

transzendent sind. (Fiir Aficionados: Die Beweise finden sich in dem sehr
lesbaren Buch [BTo4].) Der Status von 7%, m + ¢ und 7 - e ist hingegen
eine notorisch offene Frage. Man weif$ noch nichteinmal, ob diese Zahlen
irrational sind.

7 Die Abzéhlbarkeit von A zeigt man wie folgt. Fiir ein Polynom p(x) = co +
c1x + -+ cyx" aus Z[x] vom Grad n € N (¢, # 0) definiert man die Hohe
h(p) =n+|co| + - |en| € N. Zu einem vorgegebenen i € N gibt es sicher nur
endlich viele Polynome p € Z[x] mit dieser Hohe h(p) = h, welche wiederum nur
endlich viele Nullstellen besitzen konnen. Daher ist A abzédhlbare Vereinigung
endlicher Mengen, namlich

A = | J {a € C: es gibt ein Polynom p € Z[x] mit h(p) = h und p(a) = 0},
heN

und damit selbst abzihlbar.
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=1, 3 1415 =
314+ (__31415
thi

)*_ 3

long a[52514],b,c=52514,d,e,f=1ed, g, h;
main () { ntf("$041d", e+d/£))
for (e=d b*2;d/=g) d=d*b+£* (h2a[b]: £/5),alb]=d%--g; }

a C-Code fiir 3141 Ziffern von e (Roemer B. Livaart, IOCCC 1989) b C-Code fiir 15000 Ziffern von 7 [AHoo, S. 37]

Abb. 2. C-Programme fiir die Berechnung von tausenden Ziffern von e und 7.

1.10 Berechenbare Zahlen

Die in Abschnitt 1.7 angegebene konstruktive Methode der Dezimalzahl-
entwicklung einer reellen Zahl a > 0 sieht auf den ersten Blick wie ein im
Prinzip programmierbares Verfahren aus, miissen doch im wesentlichen nur
die ganzen Zahlen

pn =max{p € Ng: p < 10" - a}

bestimmt werden. Hierzu kénnte man eine Schleife programmieren, die
wegen der Archimedizitit von R terminieren muss. Aber der Schein triigt.
Lesen Sie noch nicht weiter und nehmen Sie sich ein paar Minuten Zeit, um
zu Uiberlegen, wo das Problem liegen konnte.

Das Problem liegt in der Entscheidbarkeit des Pradikats ,p < 10" - a” fiir
eine ganze Zahl p. Diese Entscheidung miisste ja auch effektiv hergestellt
werden, also programmiert werden. Nichts leichter als das, werden Sie sagen.
Man nehme die Dezimalzahldarstellung von a ..., aber halt, da landen wir
in einem logischen Zirkelschluss. Wir sollten uns ernsthaft tiberlegen, welche
reellen Zahlen {iberhaupt berechenbar sind.

Eine reelle Zahl a = +dj.d1dyds - - - wollen wir berechenbar nennen,
wenn es ein festes Programm P gibt, das auf die Eingabe von n € Ny die
Ziffernfolge +dy.d1d; - - - d,, abliefert. In Abb. 2 finden Sie entsprechende Pro-
gramme der Sprache C fiir e und 7t (richtig: das ,7r-formige” Programm auf
der linken Seite berechnet die Euler’sche Zahl e = 2.71828 18284 - - - ).8 Die
Menge der berechenbaren reellen Zahlen bezeichnen wir mit B, auch sie bil-
den einen Korper. Algorithmen zur Nullstellenbestimmung von Polynomen

8 In beiden Programmen ist zwar n = 3141 bzw. n = 15000 fest eingestellt; aber
indem man im Programmtext die richtigen Zahlen (welche?) geeignet ersetzt
(wie?), kann man sie dazu bringen, ein beliebiges anderes n € IN auszuwerten.
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zeigen, dass die algebraischen Zahlen berechenbar sind:
ReA UImA C B.

Offenbar gilt e, T € BB, es sind also auch bestimmte transzendente Zahlen
berechenbar. Gibt es nun reelle Zahlen, die nicht berechenbar sind?

Auch bei dieser Frage liefert uns die Uberabzihlbarkeit von R die Ant-
wort. Da jedes Programm (einer gegebenen universellen Maschine) eine
endliche Zeichenkette mit Zeichen aus einem endlichen Alphabet ist, kann
es grundsétzlich nur abzéhlbar viele Programme geben. Also ist auch der
Korper B nur abzdhlbar; es gibt daher sehr viel mehr reelle Zahlen, die
nicht berechenbar sind, als berechenbare. So viele mehr, dass eine zufillig
herausgegriffene reelle Zahl mit Wahrscheinlichkeit 1 nicht berechenbar ist.

Lassen Sie sich bitte nicht in die Irre fithren: Obwohl die meisten Objekte
der Analysis in diesem Sinne nicht berechenbar sind, ist die zu diesem Preis
erkaufte Bequemlichkeit der Argumentation so tiberzeugend, dass kein ver-
niinftiger Mensch darauf — etwa fiir Abschdtzungen wie im zweiten Beispiel
des Abschnitts 1.1 — verzichten wiirde. Die in R steckende Kraft der Ab-
straktion hat sich gerade zur Losung sehr konkreter Probleme durchgesetzt.
Eine Analysis tiber B ware hingegen absolut monstros.

Beispiel. Ich mochte diesen Abschnitt mit einem Beispiel fiir eine nicht be-
rechenbare Zahl abschlieflen, ndmlich mit der von Gregory Chaitin 1975
eingefiihrten Haltewahrscheinlichkeit

Qu = Z 27#bits(p)
p:U(p)hilt an

einer ,universellen selbstbegrenzenden Préfixmaschine” U. Die Summe
erstreckt sich dabei tiber alle als Bitfolge aufgefassten Programme p der
Maschine. Es ldsst sich zeigen, dass 0 < )y < 1 gilt und diese Zahl als
die Wahrscheinlichkeit gedeutet werden kann, dass die Ausfithrung eines
zuféllig gewdhlten Programms auf dieser Maschine terminiert. ();; ist grund-
satzlich nicht berechenbar (sonst wire das Halteproblem entscheidbar) und
daher notwendigerweise transzendent. Mehr noch: ()y; ist eine echte Zu-
fallszahl im Sinne der Kolmogoroff’schen Komplexitédtstheorie [LVgy]. Sie
ist ,mathematisch nicht komprimierbar”: Es gibt eine Konstante c, so dass
die Berechenbarkeit der ersten n Bindrstellen von ()y; eine Theorie verlangt,
deren Axiome — als Programm fiir U geeignet formalisiert — mindestens
n + ¢ Bits benctigen. (Vergleichen Sie das mit der Berechnung von 7: das
zugrundeliegende Axiomensystem besitzt konstante Lange.) Fiir eine kon-
krete universelle Maschine (basierend auf der Programmiersprache LISP)
hat Chaitin [Chag§, S. 53] diese Konstante sogar ermittelt: c = 15328.

9 Das bedeutet umgekehrt, dass sich keine reellen Zufallszahlen berechnen lassen.
Zufallszahlengeneratoren sind nie wirklich zuféllig.
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2 Ungleichungen: Ein Primer

Ungleichungen sind ein wichtiges Hilfsmittel zur ,Vereinfachung durch
Abschitzung”. Der Umgang mit ihnen bedarf einiger Ubung; das Auffinden
besonders niitzlicher Ungleichungen ist oft ideenreich und wird manchmal
damit geehrt, dass der Name des Finders mit der Ungleichung verkniipft
wird. Zu jeder Ungleichung gehort die Frage: Ist sie ,,scharf“? Das bedeutet:
Sind die vorhandene Konstanten bestmoglich; gibt es Fille von Gleichheit,
wenn ja, welche?

2.1 Elementare Ungleichungen

Wir sammeln hier zur Einfithrung — ohne Beweis — einige besonders niitzliche
elementare Ungleichungen reeller Zahlen. Einge kennen Sie bestimmt schon;
zur Ubung sollten Sie am besten alle beweisen (siehe Aufgabe 3 auf S. 19).
Vorab fiihren wir noch den Absolutbetrag einer Zahl a € R ein (es gibt ihn
in jedem angeordneten Korper):

|a| = max(a, —a) > 0.
e Dreiecksungleichung;:
la+b| < |a| + |b],

Gleichheit genau fiir a - b > 0 (a, b besitzen gleiches Vorzeichen).
e umgekehrte Dreiecksungleichung:

|a+b| > [[a] — [b]

4

Gleichheit genau fiir a - b < 0 (4, b entgegengesetztes Vorzeichen).
e Ungleichung fiir geometrische Summen:

1
T+x+x2 4 +2" < T (€Ny,0<x<1),
Gleichheit genau fiir x = 0.
e Bernoulli’sche Ungleichung:
1+x)">14+n-x (n € Ng, x > —1),

Gleichheit genau fiir n - x = 0.
e Ungleichung zwischen geometrischem und arithmetischem Mittel:

\/a~b<a—£b (a,b>0),

Gleichheit genau fiir a = b.
¢ Ungleichung vom mittleren Verhiltnis (Cauchy): Fir by, ..., b, > 0ist

(M an ap+---+ay M an
T s g L ——mF— < FRAREY A 7
mln<b1/ bi’l> = b1++b1’l \max(bl bn>

Gleichheit genau dann, wenn a1 /by = - - - = a,/by,.


http://de.wikipedia.org/wiki/Absoluter_Betrag
http://de.wikipedia.org/wiki/Jakob_I._Bernoulli
http://de.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy
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2.2 Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

Diese Ungleichung, eine der wichtigsten der Mathematik, wurde fiir Sum-
men 1821 von Cauchy angegeben und von Schwarz 1885 auf Integrale
verallgemeinert. (Der Russe Bunjakowski hatte die Integralform zwar bereits
1859 aufgeschrieben, wird im Westen aber traditionell ignoriert.)

Satz. Es seien x1,...,%Xn,Y1,...,Yn € R. Dann gilt

n n n
Yo %Yk < \/in : \/Zyi-
k=1 —

k=1
Gleichheit gilt genau dann, wenn es zwei Zahlen A, yu > 0 gibt, die nicht beide Null
sind, mit Axy = pyy firallek =1,...,n.

Beweis. Wenn xy = --- = x, = O oder y; = --- =y, = 0 gilt, dann ist
die Ungleichung sofort mit Gleichheitszeichen erfiillt (im ersten Fall liefert
(A, u) = (1,0), im zweiten (A, u) = (0,1) den Zusatz). Wir kénnen uns also
auf den Fall beschrianken, dass

n n
Sy = Ex,%>0, sy = Zy%>0.
V i=1 V k=1

Nun versuchen wir, die Summe )} _; x¢ yx zundchst durch irgendeinen mog-
lichst einfachen Ausdruck in sy und s, abzuschétzen (das Ziel wire sy - sy)).
Ausgangspunkt ist die triviale Ungleichung (x; — y;)? > 0, die wir zu

Xk Yk S % (xiﬂ%)

umschreiben und dann tiber alle k summieren, um folgende Zwischenetappe
zu erreichen:

n
1
I;xk-yké 5 (s§+s§).

(Gleichheit besteht offenbar genau dann, wenn x, = y firallek =1,...,1n.)
Leider gilt nattirlich auch

1
sx'sy<§<s§+s§),

wir scheinen also tiber das Ziel sy - s ,hinausgeschossen” zu sein. Moment
mal, fiir sy = sy sind das Ziel und die Schranke unserer Zwischenetappe
doch aber gleich. Konnen wir das nutzen? Ja, fiir die normalisierten Zahlen

X = X1/ 8y, Tk = Y /sy, (k=1,...,n)


http://de.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy
http://de.wikipedia.org/wiki/Hermann_Amandus_Schwarz
http://de.wikipedia.org/wiki/Wiktor_Jakowlewitsch_Bunjakowski
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gilt sy = s; = 1 und daher mit der Schranke unserer Zwischenetappe

n
. —1 Xk -
Z % - Jx < 1, also ausgeschrieben: M <1
= Sx Sy

Damit sind wir bereits am Ziel. (Gleichheit gilt genau dann, wenn % = ¥,
also sy - xp = sy - yi, fiir alle k = 1,...,n. Der Zusatz ist demnach giiltig fiir

(A1) = (sy,5x))- U

Die im Beweis verwendete Technik der Normalisierung ist recht allgemein
anwendbar, um die Qualitiat von Abschédtzungen zu verbessern, in welche die
Variablen nur mittelbar tiber homogene Ausdriicke eingehen. Wir werden
hierfiir in Abschnitt 3.7 noch ein weiteres Beispiel kennenlernen.

2.3 Euklidische Norm

Die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung wird in den Sprech- und Schreib-
weisen der linearen Algebra besonders iibersichtlich. Wir betrachten den
n-dimensionalen Vektorraum R” und fassen die reellen Zahlen xq, ..., x,
zum Vektor x = (x1,...,x,) € R" zusammen. Ich erinnere an das Euklidische
Skalarprodukt

n
XY) =) XYk
=1

zweier Vektoren x,y € R" und an die Euklidische Norm

]l = \/a

eines Vektors x € R". (Das ist genau jene Zahl, die wir im Beweis der
Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung mit s, bezeichnet hatten.) Somit lasst
sich die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung ganz kurz in der Form

(x,y) < Il - llyll (x,y € R")
schreiben. Die Euklidische Norm misst die , Ldnge” eines Vektors und besitzt
folgende Eigenschaften (x,y € R",A € R):
@ xl=0 x=0
(i) A x[] = [A] - flx]
(i) [lx+yll < [x[| + [y

Mit Hilfe einer Langenmessung lassen sich auch Abstinde messen. Der
Euklidische Abstand zweier Vektoren x,y € R" ist ||x — y||.


http://de.wikipedia.org/wiki/Homogene_Funktion
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Von den drei Eigenschaften der Euklidischen Norm ist nur die letzte, die
Dreiecksungleichung, nicht ganz offensichtlich. Sie folgt aber unmittelbar aus
der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung:

n
lx+yl> =Y (o + i) Zxk+22xk yk+2yk
=1

= IIXI|2+2<x,y> +yll?
< el 20xl] -yl =+l = (el + [y

Gleichheit besteht in der Dreiecksungleichung also genau dann, wenn sie in
der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung vorliegt. Die Bedingungen hierfiir
haben wir in Satz 2.2 notiert.

Ubrigens definiert jede Funktion R” — IR, welche die drei Eigenschaften
(i)—(iii) besitzt, eine Norm und kann als Alternative zur Euklidischen Norm
fir die ,Langenmessung” von Vektoren herangezogen werden. Haufige
Verwendung finden

¢ Maximumsnorm
HxHOO = max{|xk| : k = 1/' . .,T’l},

e (1-Norm ;

[x]l1 =Y [xl-

k=1
Letztere spielt eine prominente Rolle bei einem besonders heiffen Thema an
der Schnittstelle von Mathematik, Informatik und E-Technik: Dem Compres-
sed Sensing, Grundlage der ,Single-Pixel Camera”.

Anwendung: Absolutbetrag komplexer Zahlen

Die komplexen Zahlen C = R + iR kénnen ja mit dem Vektorraum IR?
identifiziert werden. Die Euklidische Norm nennt man hier den Absolutbetrag
der komplexen Zahl z und bezeichnet ihn wie in R mit |z|. Zerlegt man
z =a+ib (a,b € R) in Real- und Imaginérteil, so gilt daher

z| = Va2 +b?* e R

Aus den Eigenschaften (i)—(iii) der Euklidischen Norm folgt insbesondere die
Dreiecksungleichung |z + w| < |z| + |w| (z, w € C). Nun ist auf dem Korper
C aber auch eine Multiplikation definiert und es ist sicher beruhigend zu
wissen, dass genau wie beim Absolutbetrag in R gilt:

|z-w| = |z] - |w] (z,w € C).
Diese Gleichung ist dquivalent zur Lagrange’schen Identitét reeller Zahlen

(a* +b2)(c? 4 d?) = (ac + bd)? + (ad — bc)? (a,b,c,d € R).


http://wordpress.com/tag/compressed-sensing/
http://wordpress.com/tag/compressed-sensing/
http://wordpress.com/tag/single-pixel-camera/
http://de.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange
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Aufgaben

1. Definieren Sie das Infimum inf M einer nichtleeren, nach unten beschrinkten Men-
ge M C R und geben Sie seine Eigenschaften in Analogie zum Supremumsbegriff
an.

2. Die Zahlen 7t und e sind transzendent. Man weifs weder von der Zahl 7t + ¢ noch
von 7T - e, ob sie irrational ist. Begriinden Sie, warum aber wenigstens eine dieser
beiden Zahlen transzendent sein muss.

3. Beweisen Sie die elementaren Ungleichungen aus Abschnitt 2.1 und untersuchen
Sie die Fille, in welchen Gleichheit besteht.

Hinweis. Fiir die Bernoulli’sche Ungleichung hilft vollstindige Induktion.

4. Geben Sie ein anschauliches Beispiel fiir die Bedeutung der Ungleichung vom

mittleren Verhiltnis aus Abschnitt 2.1; betrachten Sie z.B. den Nettodurchsatz eines
Netzwerks.

5. Es gelte 0 < aq, 4y, ...,a, < 1. Verallgemeinern Sie die Bernoulli’sche Ungleichung
zu

1-m)- Q=ap) - A—ap)>1—a;—ay—---—ay.
Was ist demnach giinstiger: Mehrere Rabatte nacheinander zu bekommen oder einen
Gesamtrabatt, dessen Satz durch Addition der einzelnen Rabattsitze gebildet wird?

6. Es sei p(x) = Y} ckxk ein Polynom mit positiven Koeffizienten c,...,c, > 0.
Zeigen Sie, dass

n
0<x<y = (E) <p<x)<1.
y r(y)
Hinweis. Welche der elementaren Ungleichungen aus Abschnitt 2.1 konnte weiterhel-

fen?

7. Es seien b, ¢ > 0. Grenzen Sie die drei Fille derjenigen a € R von einander ab, fiir
welche

a+b . N . a
brc Kleiner, grofier bzw. gleich B

Losen Sie diese Aufgabe auch mit Hilfe von Maple, schlagen Sie hierzu die Befehle
solve und assuming nach.

8. Es seien x,yy € R". Zeigen Sie
(e y) | < ] [yl

und untersuchen Sie den Fall der Gleichheit. Driicken Sie die Bedingung hierfiir in
der Sprache der linearen Algebra aus.

n n

9. Es sei x € R" mit }. x7 = 1. Wie grof kann }_ |x| maximal werden?
k=1 k=1

10. Es seien py,...,pn > 0 mit p; +--- + py = 1. Leiten Sie unter geschickter

Verwendung der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung die Abschitzung

n

1 2
Y (pk+—) >n’+2n+n!
k=1 P

her. Wann gilt Gleichheit?
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Grenzwerte

3 Folgen
3.1 Konvergenz von Folgen

In den Abschnitten 1.6 und 1.7 haben wir eine reelle Zahl a € R beliebig
genau durch rationale Zahlen approximiert. Fiir eine gegebene Genauigkeit
€; = 107" fanden wir namlich eine rationale Zahl r,, € Q mit

|ty —a| < en.

(Fur die Dezimalzahl a = +dy.didyds - - - erhdlt man diese Genauigkeit
durch Abbruch nach der n-ten Nachkommastelle: r,, = +dy.d1dy - - - d;;.) Wir
fassen solche Approximationsprozesse im Begriff der Konvergenz von Folgen
zZusammen.

Definition. Eine Folge (a,) reeller Zahlen bezeichnet die Abbildung n €
N — a, € R; die Zahl a,, heiflt das n-te Glied der Folge. Statt (a,) schreibt
man auch (a,),eN oder ay,az,az, ... .

Die Folge (a,) konvergiert gegen den Grenzwert a € R, falls fiir jede
Genauigkeit € > 0 die Abschitzung™

lay —a| <€ fiir fast allen € IN
eingehalten wird. Wir schreiben dafiir

lim a, =a; oderauch a, —a (n— o).
n—oo

10 Die vereinfachende Sprechweise
,Die Aussage A(n) gilt fiir fast alle n € IN“

heiBt, dass A(n) bis auf endlich viele Ausnahmen gilt, also spéitestens ab einer
gewissen Zahl ny € N richtig ist: ,Es gibt ein ny € IN, dass A(n) fiir alle n > np”.
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Eine Analysisvorlesung besitzt nun unter anderem die Aufgaben, Ihnen
moglichst weitreichende, aber bequeme Methoden zur Verfiigung zu stellen,
um (1) fiir gegebene Folgen (a,,) zu entscheiden, ob sie konvergieren, (2) im
positiven Fall den Grenzwert a zu bestimmen und (3) umgekehrt fiir einen
vorgegebenen Grenzwert a ,gute” approximierende Folgen (a,) zu finden.

Uneigentliche Konvergenz

Folgen, die nicht konvergieren, heifien divergent. Eine spezielle Form der
Divergenz, die sogenannte bestimmte Divergenz oder uneigentliche Konver-
genz, ist aber zuweilen von Nutzen: (a,) divergiert gegen +oco (besitzt den
uneigentlichen Grenzwert £c0), falls fiir jede untere Schranke K > 0

+a, > K fur fast alle n € IN.
Wir schreiben

lim a, = +o0; oder auch a, — +oo (1 — o).

n—oo
Asymptotische Gleichheit
Jetzt konnen wir auch die Aussagen in Formel (1.1) des zweiten Beispiels

unserer Startmotivation prézisieren. Zwei Folgen (a,) und (b,) von Zahlen
# 0 heilen asymptotisch gleich, falls

. a . .
lim = = 1; in Zeichen: ay ~ by, (n — o0).
n—oo n

Konvergenz von Vektoren und komplexen Zahlen

Fiir das weitere ist es sehr niitzlich, bereits hier den einfachen Konvergenz-
begriff fiir vektorwertige (bzw. komplexwertige) Folgen einzufiihren. Eine
solche Folge (x,)nen ist eine Abbildung 7 € N +— x,, € R? (bzw. fir d = 2
auch C = R + iR). Wenn wir das n-te Glied in der Form

Xn = ((;‘n,lz o /gn,d)

ausschreiben, so konvergiert die Folge genau dann, wenn die komponenten-
weisen Grenzwerte

lim G = (k=1,...,d)

existieren. Man definiert x = (&1,...,&;) € R? als den Grenzwert der Folge
und fasst das Ganze in der Notation

lim x, = x; oderauch x, —x (n— o),

n—oo

zusammen. Folgen komplexer Zahlen konvergieren also genau dann, wenn
die Real- und Imaginérteile als Folgen reeller Zahlen konvergieren.
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3.2 Beschranktheit konvergenter Folgen

Satz. Eine konvergente Folge (ay,) reeller Zahlen ist beschrinkt, es gibt also eine
Schranke K > 0 mit
lan| <K fiirallen € N.

(Gleiches gilt fiir Folgen komplexer Zahlen bzw. fiir Folgen aus RY, wenn man den
Absolutbetrag durch eine der Normen aus Abschnitt 2.3 ersetzt.)

Beweis. (Wir wollen den Umgang mit dem Konvergenzbegriff etwas tiben.)
Wenn a,, — a, so wissen wir, dass die spezielle Genauigkeit € = 1 von fast
allen n € N, also etwa fiir n > ny € IN eingehalten wird:

|a, — a| < 1, daher mit der Dreiecksungleichung: |a,| < |a| +1 (n > ny).

Demnach ist K = max{|ai|,..., |ay,—1], |a| + 1} eine geeignete obere Schran-
ke aller Absolutbetrage. O

3.3 Stetigkeit: Rechnen mit Grenzwerten

Die Definition der Konvergenz wird so gut wie nie direkt herangezogen, um
iiber die Konvergenz einer Folge zu entscheiden oder gar den Grenzwert
zu bestimmen. Das wiére viel zu unbequem. Stattdessen fiihrt man die
Konvergenz einer Folge oft auf die einer anderen, bereits vertrauten, zurtick.
Wir rechnen also mit Grenzwerten, was dann besonders einfach ist, wenn wir
wissen, dass der Grenzwert durch eine Rechenoperation , durchgeschliffen”
werden kann. , Rechenoperationen” sind ganz allgemein Funktionen,"* das
,Durchschleifen von Grenzwerten” heifst Stetigkeit.

Definition. Eine Funktion f : D C RY — RY heifit im Punkt x € D ihres
Definitionsbereichs stetig, falls fiir jede Folge (x,) aus D gilt

Xy — x = f(xn) = f(x).
Sie heifst stetig, wenn sie in jedem Punkt von D stetig ist.

Unmittelbar aus der Definition folgt, dass die Verkniipfung f o ¢ (Hin-
tereinanderausfithrung) zweier stetiger Funktionen wieder stetig ist. Das ist
nichts weiter als der logische Kettenschluss fiir die Implikationskette

xp —x = g(xn) = g(x) = f(g(xn)) — f(g(x)).

11 Diese haben oft mehrere Argumente, wie etwa die Addition (a,b) € R? +— a+b €
R von zwei reellen Zahlen, so dass wir gleich mit Vektoren arbeiten wollen.


http://de.wikipedia.org/wiki/Schlussregel
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Tabelle 3. Stetigkeit einiger elementarer Funktionen.

stetige Funktion = Definitionsbereich

|a| a€eR
a+b a,beR
a-b a,beR
a/b a,beR,b#0
Vva aeR,a>0
ab a,beR,a>0
log, b a,b>0

Man muss nur aufpassen, dass die Verkniipfung zulassig ist, also das Bild
von g im Definitionsbereich von f liegt. Auf diese Weise kann die Stetigkeit
eines komplizierten Ausdrucks der Praxis meist auf die Stetigkeit weni-
ger elementarer Funktionen zuriickgefiihrt werden, wie sie in Tabelle 3
angegeben sind.

Beispiele

Polynome p € C|[x] sind stetige Funktionen p : C — C. Denn auch iiber
C setzt sich der Ausdruck p(x) = co + c1x + cax% + - - - + ¢, x" letztlich
nur aus den elementaren reellen Operationen ,a 4+ b” und ,a - b” zusam-
men, die fiir alle ihre Argumente stetig sind. (Beachten Sie: x" ist fiir
x € C,n € N, die n-fache komplexe Multiplikation von x.)

Maximum und Minimum zweier reeller Zahlen sind stetig in a,b € R:
a+b+|a—Db| a+b—|a—Db|

2 ! 2 ’
Rekursiv folgt hieraus die Stetigkeit von

max(a,b) = min(a, b) =
max(xq,...,x;) = max(x;, max(xz,...,x4))

und analog von min(xy, .. .,x,) auf R?.

Die Normen |[|x||, ||x|lc und ||x||; aus Abschnitt 2.3 sind stetige Funktio-
nen R? — R.

Der Nachweis der Richtigkeit von Tabelle 3 ist reine Fleiflarbeit. Um das

zu belegen und noch etwas den Konvergenzbegriff einzuiiben, zeige ich die
Stetigkeit von ,,a - b”. Es seien also a4, — a und b, — b konvergente Folgen
reeller Zahlen. Wir schitzen ab:

=0
——
|ay by —a-b| =l|ap-by—a-by,+a-b, —a-b

< lan —al - [ba| +|a| - |by — b] < K- |an — al| + |a] - [by — b.
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Die obere Schranke K > 0 fiir |b,| habe ich dabei Satz 3.2 entnommen.
Also kann ich eine vorgegebene Genauigkeit € > 0 fiir die Abweichung
|an - by —a - b| deshalb erreichen (fiir fast alle n), weil ich ja die darauf
abgestimmten Genauigkeitsanforderungen

€ €
T A
an—al < g e BS g

garantieren darf.

Lemma. (Monotonie der Grenzwertbildung und Einschlieffungsregel).

(i) Esseiay, — aundb, —b. Gilt a, < by, fiir fast allen € N, so auch a < b.
(ii) Esseia, <aj, <a, firfastallen € N. Dann gilt

lim a, = lima)) =a = lima, =a.

n—oo n—oo n—oo
Beweis. (i) Wir schreiben a,, < by, dquivalent als a, = min(a,, b,). Wegen der
Stetigkeit des Minimums muss daher auch im Grenzfall 2 = min(a, b) gelten,
also a < b.*? (ii) Nach der Dreiecksungleichung und der Voraussetzung gilt
fiir fast alle n € IN

|a—au| < la—ay| +lay —ay| = o — ay] + (@ — @) < la—ay] + (@ — an).
Da a,, — a und a, — a, folgt aus der Stetigkeit der rechten Seite, dass diese
gegen Null konvergiert. Also kann |a — a},| unter jede Genauigkeit gedriickt
werden, d.h. 4], — a. O

3.4 Monotone Folgen

Nach Satz 3.2 ist eine konvergente Folge notwendigerweise beschrankt. Aus
der Vollstandigkeit von R folgt fiir die wichtige Klasse monotoner Folgen
auch die Umkehrung.

Definition. Eine Folge (a,) reeller Zahlen heifSt monoton wachsend, falls
ay41 = a, fur alle n € IN, und monoton fallend, falls a1 < a, fir allen € N,
und monoton, wenn sie monoton wachsend oder monoton fallend ist.

Satz. Jede monotone Folge reeller Zahlen konvergiert, falls sie beschrinkt ist. Ande-
renfalls besitzt sie einen uneigentlichen Grenzwert.

12 Wir benutzen hier stillschweigend die Eindeutigkeit von Grenzwerten: Ein und
dieselbe Folge kann nicht zwei verschiedene Grenzwerte besitzen. Den einfachen
Beweis iiberlasse ich Thnen zur Ubung (siehe Aufgabe 1 auf S. 54).
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. . . . . . . . n
1 10 20 30 40 50 60 70 80

n
Abb. 3. Visualisierung der Monotonie von a, = (1 —+ %) .

Beweis. Es sei (a,) monoton wachsend. Wenn die Folge beschrénkt ist, exis-
tiert das Supremum s = sup, a4, € R der Folgenglieder. Wir wollen
zeigen, dass tatsdchlich 4, — s und geben dazu eine beliebige Approxima-
tionsgenauigkeit € > 0 vor. Da s die kleinste obere Schranke ist, muss es
einen Index ng € IN mit a,, > s — € geben. Wegen der Monotonie gilt jetzt

§—€ < ayy < apyp1 < A2 < -+ <5, also: lay —s| < e fiirn > ny.

Wenn die Folge andererseits nicht beschrankt ist, gibt es zu einer vorgegebe-
nen Schranke K > 0 ein a,, > K. Damit gilt wegen der Monotonie a4, > K
fir alle n > ny, also a, — oo. Die Aussagen fiir monoton fallende Folgen
leitet man analog her. a

Ich méchte die Niitzlichkeit dieses Ergebnisses anhand zweier wichtiger
Beispiele belegen.

Beispiel: Die Euler’sche Zahl e

Wir wollen die Konvergenz der Folge

an:(l—i—i)n (n € N)

untersuchen. Die graphische Darstellung ihres Anfangsverlaufs in Abb. 3
zwingt uns formlich zu vermuten, dass sie monoton wéchst. Die Richtigkeit
dieser Vermutung kann man mit Hilfe der Bernoulli’'schen Ungleichung
recht schnell einsehen:

1 _ (1 1 "n42
an n+1)2) n+1

n n—+2 1
y L [ i DR S
>( (n~|—1)2>n+1 ECESIERE
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Um die Konvergenz zu sichern, miissen wir a, nach oben beschrinken.
Dazu wenden wir den binomischen Lehrsatz an,

"o /n\ 1
an_z<k>]’lk,

und schéitzen schrittweise ab:

O R e

sowie k! =1-2-3---k>1-2-2---2 =251 fiir k € N. Also gilt

n 1 n (kil) 1
gf k; <ltig5=%

wobei wir fiir die letzte Abschédtzung die Ungleichung fiir geometrische
Summen eingesetzt haben. Damit haben wir die Konvergenz gesichert und
die Existenz der Euler’schen Zahl (1728)

1 1 o) (
e= ngl;to < + n) 3.1)
gezeigt. Aus den fiir n > 100 giiltigen Abschitzungen

aygp = 2.70481--- < a, < 3
folgt mit der Monotonie der Grenzwertbildung die Einschlieffung

27<e < 3.

Wir werden in Kapitel V bequem e = 2.7182818284 - - - ausrechnen kénnen.
Beispiel: Asymptotik des zentralen Binomialkoeffizienten (27’11)

Wir wollen die Asymptotik des zentralen Binomialkoeffizienten (Zn") bestim-
men. Wir suchen also nach einer Folge reeller Zahlen, deren Glieder a,
durch einen moglichst einfachen Ausdruck in n gegeben sind und fiir die

gilt:
2n
( . ) ~ ay (n — o).
Wenn wir uns den Binomialkoeffizienten nidher ansehen,

2\ (n)l-4" 1.35--(n—1)-4" 4"
n) (2-4-6---2n)2 2:4-6---2n Copn’

so stellen wir fest, dass wir letztlich das Produkt


http://de.wikipedia.org/wiki/Binomischer_Lehrsatz
http://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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Pn
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a pp (blau) und \/u (rot) in doppelt-logarithmischer Darstellung
" b Monotonie von i = pn/v/n+ 1 (rot) bzw. ry = pp /+/n (blau)

Abb. 4. Asymptotik von p,: Visualisierung als Leitfaden.

_2.46 2n (32)
Pr=1"3"5"""2n-1 3

asymptotisch vereinfachen wollen. Solange wir noch keine allgemeinen
Methoden kennen, asymptotische Ausdriicke herzuleiten (diese sind Thema
von Kapitel VII), miissen wir eine Asymptotik vermuten und die Richtigkeit
der Vermutung dann mit den bereits gelernten Methoden zeigen. Hier kann
wieder eine graphische Darstellung des Anfangsverlaufs der Folge (p,)
weiterhelfen. Die linke Graphik in Abb. 4 zeigt ndmlich, dass fiir grofie n

pn = pVn

gilt (warum?). Wenn wir uns nun in der rechten Graphik die Quotienten-
folgen p,/v/n+1 bzw. p,/\/n ndher ansehen, so sticht uns wieder die
Monotonie ins Auge: Erstere wichst, letztere fallt. Eine kurze Rechnung
bestitigt dies fiir alle n € IN:

Pnt1/vVn+2 2_1+ 3n+2 -
po/Vn+1 ) (n+2)(2n+1)?

und

pn/ N1 2n +1)?

Damit gilt natiirlich auch die Einschlieffung

P1 Pn Pn
2="1L K <L <pp =2,
V2= Bt SR S

so dass der monotone Grenzwert

2
<pn+1/\/n—|—1> :l—( 1 <1

— 1im P
P—,}gr;oﬁ (3:3)
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existiert. Wir konnen wegen der Monotonie der Grenzwertbildung sogar die
ersten Ziffern von p berechnen, etwa:

P1000 P1000
—— =1.77178 - - - < p < =1.77267 - - -,
4/1001 P 4/1000

also p = 1.77 - - - . Wallis hat nun bereits 1655 gezeigt, dass tatsachlich
p =/ =17724538509 - - - .

Wir werden diese Beziehung in Abschnitt 9.3 herleiten. Jetzt fassen wir nur
noch unser Ergebnis zusammen:

povn, (3= = arn—) G4

3.5 Beschriankte Folgen

Ohne die Zusatzeigenschaft der Monotonie brauchen beschrankte Folgen
nicht unbedingt zu konvergieren, wie das Beispiel 0,1,0,1,0,1,... zeigt.
Solche Folgen sind aber stets eine , Mixtur” konvergenter Folgen (im Beispiel
0,0,0,...und 1,1,1,...). Der einfachste Weg, um das genauer zu verstehen
und nutzbringend anzuwenden, fiihrt iiber einige neue Begriffsbildungen.

Limes superior und Limes inferior

Fiir eine gegebene beschrinkte Folge (a,) reeller Zahlen existieren wegen
der Vollstandigkeit von R die daraus abgeleiteten, wiederum beschrankten
Folgen mit den Gliedern

an = , = inf a.

n gg ay a, = inf o,
Da die Menge der Indizes, iiber die das Supremum bzw. das Infimum
gebildet werden, mit wachsendem k schrumpft, ist die Folge (@,) monoton
fallend und (a,,) monoton wachsend (siehe Satz 1.4.iv). Also existieren nach
Satz 3.4 die beiden Grenzwerte

limegpan = lim supay,  lminfe, = lim fnf ey

die wir als den Limes superior bzw. den Limes inferior der beschrankten
Folge (ay) bezeichnen. Aus der Monotonie der Grenzwertbildung folgt mit
a, <, (n € N) sofort

1i7§r_13>{)1f01,1 < li%njolgp an; (3-5)

bzw. fiir zwei beschrankte Folgen (a,) und (by,) mit a, < b, fir alle n € N:

liminfa, < liminfb,, limsupa, < limsup by,.
n—oo

n—oo n—oo n—oo


http://de.wikipedia.org/wiki/John_Wallis
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Teilfolgen und Hiufungswerte

Ist (a,) eine Folge aus RY und (1) eine streng monoton wachsende
Folge natiirlicher Zahlen, also n; < np < n3 < ---, so heifit (a,, )ren eine
Teilfolge von (ay),eN. Grenzwerte konvergenter Teilfolgen heifSen Hiufungs-
werte der Folge (ay,).

Satz von Bolzano—Weierstrafs

So, nun kénnen wir unsere Aussage von der ,Mixtur” in folgendem Satz
prézisieren, dessen Essenz auf eine Arbeit von Bolzano aus dem Jahre 1817
zuriickgeht.

Satz. Gegeben sei eine beschriinkte Folge (ay) reeller Zahlen. Dann sind Limes
superior und Limes inferior maximaler bzw. minimaler Haufungswert der Folge.
Weiter gilt das Konvergenzkriterium™3
a, —a < liminfa, = limsupa, = a.
n—oo n—oo

Beweis. Wir miissen drei Dinge zeigen: (1) Limes superior und inferior sind
Haufungswerte, (2) jeder Haufungswert a liegt zwischen ihnen und (3) die
Giiltigkeit des Konvergenzkriteriums.

Ad (1): Aufgrund der Definition des Supremums kénnen wir fiir k =
1,2,3,... rekursiv n; =1 < np < n3--- finden, so dass

_ 1 1 _
Ap+1 — - SBP an — k Sy S SEP In = Gpy+1-
n>ny n>ng

Lassen wir k — oo gehen, so erhalten wir nach der EinschlieSungsregel

(00 e = I s = HLSgp
d.h. die so konstruierte Teilfolge konvergiert gegen den Limes superior und
dieser ist daher Haufungswert von (a,). Die analoge Konstruktion fiir den

Limes inferior iiberlasse ich Thnen zur Ubung.
Ad (2): Fiir jede Teilfolge (ay, ) gilt

inf a, < ay, < sup ay.
nzng n>ny

Konvergiert die Teilfolge gegen den Haufungswert a, a,, — a, so erhalten
wir fiir k — oo aus der Monotonie der Grenzwertbildung die Abschédtzungen

13 Um die Konvergenz einer beschrénkten Folge (a,) nachzuweisen, geniigt es
also wegen der generellen Beziehung (3.5) im Prinzip, ,nur” die Ungleichung
lim supy—eo 4n < liminf, e 4, zu zeigen.


http://de.wikipedia.org/wiki/Bernard_Bolzano
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liminfa, < a = lim a, <limsupa,.
n—oo

n—oo k—o0

Ad (3): Die ,=“-Richtung des Konvergenzkriteriums gilt, weil selbstver-
standlich jede Teilfolge einer konvergenten Folge a, — a gegen den gleichen
Grenzwert a konvergiert. Fiir die ,,<"“-Richtung fithren wir einen Wider-
spruchsbeweis und nehmen an, dass zwar

liminfa, = limsupa, =4,

n—oo n—oo

aber a, nicht gegen a konvergiert. Dann wird eine bestimmte Genauigkeit
€o > 0 von unendlich vielen Folgengliedern nicht erreicht, es gibt also eine
Teilfolge (ay; ke mit

la—an| >ey  fiirallek € N.

Die Teilfolge a,, ist aber wie die Folge (a;) beschrankt und muss daher
nachdem bisher Bewiesenen selbst einen Haufungswert a’ besitzen. Dieser
erfiillt nach Konstruktion |a — a’| > €y > 0 also a # a’. Weil Teilfolgen von
Teilfolgen wieder Teilfolgen der urspriinglichen Folge sind, ist 4’ auch ein
Hiaufungswert von (a,,) und miisste also nach Beweisteil (2)

a =liminfa, < 4’ <limsupa, =a
n—oo n—oo
erfiillen. Das steht ganz offensichtlich im Widerspruch zu a # a’. a

Durch Anwendung dieses Satzes auf die Komponentenfolgen einer vek-
torwertigen Folge folgern wir sofort:

Korollar. Jede beschrinkte Folge aus R? besitzt eine konvergente Teilfolge und da-
mit wenigstens einen Hiufungswert. Jede beschriinkte Folge, die nur einen einzigen
Hiufungswert besitzt, muss bereits konvergieren.

Das Ergebnis gilt speziell nattirlich auch fiir die komplexen Zahlen C = R2,
Beispiel: Mittelwertfolgen

Man kann nachrechnen [Kno64, S. 111], dass fiir eine beschréankte Folge (a,)
in R und die zugeordnete Folge (s, ) ihrer Mittelwerte

_ap+ - tay

- n

n

gilt
liminfa, < liminfs, <limsups, < limsupay,.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Daraus lesen wir mit Hilfe des Satzes von Bolzano—Weierstrafd sofort ein
Resultat von Cauchy ab:

ap, —a = S, —a;

und verstehen, warum die Umkehrung nicht zu gelten braucht (Beispiel?).


http://de.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy
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3.6 Exponentialfunktion

Im Abschnitt 3.4 haben wir die Euler’sche Zahl e als monotonen Grenzwert

1 n
e = lim (1—1—)
n—oo n

eingefiihrt. Hieraus folgt eine sehr niitzliche Darstellung™ der Exponential-
funktion:

¢ = lim (1 n Z)n (x €R). (3.6)

n—oo

Herleitung. Betrachten wir zunéchst ein paar Spezialfélle. Der Fall x = 1 ist
gerade die Definition von e, der Fall x = 0 ist offensichtlich; tiberzeugen wir
uns also noch von der Richtigkeit fiir eine negative Zahl, etwa x = —1:

R e

Gut, nun zum allgemeinen Fall: Wir nehmen x > 0 und betrachten fiir
n € N die Folge der natiirlichen Zahlen

mn:[;—‘—uw (n — o).

Diese sind gerade so konstruiert, dass wir (fiir m, > 1) die einfache Unglei-
chungskette

(mu—1)-x n n
<1+1> <(1+1> <<1+x>
my my n

1 n 1 My X
(i) <0 )
my — 1 my; —1

erhalten. Beim Grenziibergang n — oo liefern diese Abschatzungen wegen
des bereits behandelten Falls x = 1, d.h.

1 (my—1) 1 my
lim (1+> = lim <1+ ) =e,
n—o0 my n—o0 My — 1

wegen der Stetigkeit von a’ fiir 2 > 0 und der Einschliefungsregel die
gewiinschte Grenzwertformel (3.6). Der Fall x < 0 ldsst sich analog auf den
oben behandelten Grenzwert fiir x = —1 zuriickfiihren. O

14 gje geht auf Eulers Lehrer Daniel Bernoulli zuriick, der damit im Jahre 1728 das
von seinem Onkel Jakob formulierte Problem der kontinuierlichen Verzinsung in
der Zinseszinsrechnung gelost hat.


http://de.wikipedia.org/wiki/Exponentialfunktion
http://de.wikipedia.org/wiki/Exponentialfunktion
http://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
http://de.wikipedia.org/wiki/Daniel_Bernoulli
http://de.wikipedia.org/wiki/Jakob_I._Bernoulli
http://de.wikipedia.org/wiki/Zinsrechnung#Stetige_Verzinsung
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fo

-1.0 -0.5 0.5 1.0

Abb. 5. Visualisierung von (3.8) und (3.9): e* (blau), 1 + x (griin) und 1/(1 — x) (rot).

Elementare Abschitzungen der Exponentialfunktion

Die Bernoulli’sche Ungleichung liefert fiir x € R die Abschatzung

n
(1 + z> >14+x fiir fast alle n € IN. (3.7)

(Gleichheit gilt genau fiir x = 0.) Der Grenziibergang n — oo liefert mit der
Grenzwertformel (3.6) eine niitzliche Abschidtzung der Exponentialfunktion
nach unten

e“>1+x (x e R). (3.8)

Im Fall x = 0 gilt natiirlich Gleichheit, aber ist dies — wie vor dem Grenz-
tibergang — der einzig mogliche Fall? Das Grenzwertargument hilft hier
nicht weiter, da Grenziibergédnge strikte Ungleichungen zu Gleichungen
mutieren lassen konnen (Beispiel?). Hier muss man feiner argumentieren.
Nun, aus der gerade hergeleiteten Ungleichung folgt durch Multiplikation

n
e = lx/n)n > (1 + i) >14+x fiir fast allen € N,

wobei wir im letzten Schritt wiederum die Bernoulli’sche Ungleichung in
der Form (3.7) verwendet haben. Wie bei letzterer kann demnach fiir x # 0
auch in der Abschétzung (3.8) keine Gleichheit vorliegen.

Setzen wir in (3.8) fiir x den Ausdruck ,,—x“ ein, also

e >1—x (x €eR),

und beschrinken uns auf den Fall 1 — x > 0, d.h. x < 1, so erhalten wir
nach Kehrwertbildung eine niitzliche Abschidtzung der Exponentialfunktion
nach oben:

1
<y (<), (3.9)

Auch hier gilt Gleichheit genau fiir x = 0. Abb. 5 visualisiert die Ergebnisse.
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Beispiel: ein wichtiger Grenzwert

Ich will Ihre Fingerfertigkeit im Berechnen von Grenzwerten noch etwas
trainieren. Wir wollen fiir eine Nullfolge (h,) in R\ {0} (d.h. h, # 0 fiir alle
n € N und h, — 0) folgende Frage untersuchen:

e —1
lim =
n—oo n

?

Wir konnen nicht einfach mit Stetigkeit argumentieren, da der Ausdruck
(e" — 1)/ fiir h = 0 nicht definiert ist (er wére ,0/0). Hier helfen jetzt die
Abschiétzungen des letzten Paragraphen. Fiir 0 < h, < 1 gilt

_ Iy _ e |
:1+hn 1<e 1<1—hn 1

! hy S hy  hy  1-hy’

fir hy;, < 0 hingegen

also zusammengefasst

min (1,2 ) <"1 Comax (1,1 (hy # 0,1y < 1)
’].—hn X hn X a /1_hn n rtn .

Beide Grenzen gehen aus Stetigkeitsgriinden fiir i, — 0 gegen 1, so dass
nach der Einschlielungsregel

e —1

lim

n—oo

=1 fiir jede Nullfolge (h,) in R\ {0}.

n

Diese Aussage schreibt man auch kurz und biindig in der Form

=1. (3.10)

Definition. Allgemein definieren wir fiir eine Funktion f : D C RY — RY

J(ling} f(x) =a, bzw.  f(x) —a fur x— x,
—X0

als Abkiirzung von

lim f(x,) =a fiir jede Folge (x,) aus D mit x, — xg

n—oo

und sprechen vom Grenzwert der Funktion f im Punkt xg.
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Beachten Sie, dass xp nicht im Definitionsbereich D zu liegen braucht. Ist
aber xg € D, so ist f(xp) = a dquivalent zur Stetigkeit von f in xy. Wenn
auf der anderen Seite zwar xy ¢ D, aber f in xy den Grenzwert a besitzt,
so konnen wir f in den Punkt x¢ durch die zusétzliche Definition f(xo) = a
stetig fortsetzen.

So ist beispielsweise die durch die Fallunterscheidung

1, x =0,

X

, sonst,

definierte Funktion ¢ : R — R iiberall stetig.

3.7 Allgemeine AM-GM-Ungleichung

Neben der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung gibt es einen weiteren Klas-
siker unter den Ungleichungen, der ihr an Niitzlichkeit kaum nachsteht.
So wie wir die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung in Abschnitt 2.2 aus
der einfachen Ungleichung 0 < x? (Gleichheit genau fiir x = 0) hergelei-
tet haben, so werden wir die allgemeine AM-GM-Ungleichung aus der im
vorangehenden Abschnitt diskutierten Ungleichung 1 + x < e* (Gleichheit
genau fir x = 0) gewinnen.'>

Satz. Fiir reelle ay,...,ay, > Ound pq,...,pn > O0mit p1 + -+ py = List
ﬂfl"'ﬂfl" < p1ay + -+ Pudn.

Gleicheit gilt genau dann, wenn a; = - - - = ay. Die linke Seite der Ungleichung
nennt man das gewichtete geometrische Mittel der Zahlen ay zu den Gewichten py,
die rechte Seite das gewichtete arithmetische Mittel.

Beweis. Wir konnen ohne weiteres den trivialen Fall ay = --- = a, = 0
ausschliefien und annehmen, dass

Sq = p1a1 + - -+ ppan > 0.

Nun versuchen wir, das Produkt auf der linken Seite der Ungleichung
zundchst durch irgendeinen moglichst einfachen Ausdruck in der Summe s,
abzuschitzen (das Ziel wire s, selbst). Da die Exponentialfunktion tiber ihre
Funktionalgleichung e* - ¢ = ¢**¥ Produkte und Summen in Verbindung
setzt, starten wir mit der Ungleichung (3.8), die wir in die Form

15 Die Idee zu dieser Herleitung kam dem ungarisch-amerikanischen Mathematiker
Pélya 1910 in einem Traum, 24 Jahre spater publizierte er seinen Beweis in dem
Buch [HLP52, §4.2]. Er hat spiter gesagt, es ware das beste Stiick Mathematik
gewesen, welches er je getraumt hitte.


http://de.wikipedia.org/wiki/George_P%C3%B3lya
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ap < e, also a,’j" < Pk Pk,

bringen. (Gleichheit gilt genau fiir 4, = 1.) Multiplizieren wir das Ergebnis
tiber alle k, so erreichen wir wegen p; + - - - 4+ p, = 1 folgende Zwischene-

tappe:
ai’l gl < ek (akpk—pr) = gSa—1,

(Gleichheit gilt genau fiir a1 = - - - = a;, = 1.) Leider gilt nattirlich auch
Sa—1

s ke

wir scheinen also tiber das Ziel s, ,hinausgeschossen” zu sein. Moment mal,
fur s, = 1 sind das Ziel und die Schranke unserer Zwischenetappe doch
aber gleich. Kénnen wir das nutzen? Ja, fiir die normalisierten Zahlen

d = ax/sq (k=1,...,n)

gilt s = 1 und daher mit der Schranke unserer Zwischenetappe

apl aPn apl . aﬁn
ﬁfl . ﬁz” <’ =1, also ausgeschrieben M L S
sg! sh Sa

Damit sind wir bereits am Ziel."® (Gleichheit gilt hier genau dann, wenn
ih=---=dy=1alsoa; =---=a, =s,.) O

Wie beim Beweis der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung konnten wir
mit Hilfe der Normalisierungstechnik eine Ungleichung, die eigentlich in die
,verkehrte Richtung” verlduft, im Gleichheitsfall anwenden.

Merke:

Ganz allgemein sind Ungleichungen dann besonders ,effektiv”, wenn sie in
der Nihe ihres Gleichheitsfalls eingesetzt werden. Viel mehr zu diesem Thema
finden Sie bei Interesse oder Bedarf in dem schonen und sehr lehrreichen
Buch [Steoy].

3.8 Harmonische Zahlen

Zum Abschluss des Vorlesungsteils tiber , Folgen” mochte ich Sie mit den
harmonischen Zahlen

1 1 1
H, =144t
n=lts+z+ 4 (n€N)
vertraut machen. Sie treten tiberraschend hiufig in Anwendungen auf, hier

ein paar Beispiele:

16 Haben Sie bemerkt, wie die Exponentialfunktion im Beweis zunéchst auftauchte
und dann wieder verschwand? Wir haben sie nur als Werkzeug eingesetzt.
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: ! ; 1 S S S S S
-1 0 1 2 3 4 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

a Uberhang aus Dominosteinen [GKP94, §6.3] b Wachstum von Hy, (blau) und unterer Schranke (3.11) (rot)

Abb. 6. Harmonische Zahlen H,,.

e Die mittlere Anzahl C, von Vergleichen, welche der Algorithmus Quick-
sort'7 (1962) zum Sortieren von n zufdllig angeordneten Zahlen benétigt,
ist [GKPo4, S. 28]
Cn =2(n+1)H, —2n.

e Bei einer Folge (a,) reeller Zahlen bezeichnen wir das Glied 4y als einen
Rekord, wenn ay > max{ay, ..., a1 }. Die mittlere Anzahl von Rekorden
unter den ersten n Zahlen ay, ..., a, ist — wenn alle Anordnungen gleich
wahrscheinlich sind — genau: H;. Ein Beispiel: Zwischen 1835 und 1994
wurden im New Yorker Central Park sechs Rekorde der jahrlichen Regen-
fallmenge verzeichnet. Die theoretische Vorhersage ist Higp = 5.65- - -,
was fiir die statistische Unabhdngigkeit New Yorker Regenmengen tiber
die Jahre spricht.

’

e Welchen maximalen Uberhang dy kann man mit n + 1 , mafShaltigen”
Dominosteinen der Lange 2 bauen, ohne dass der Stapel einstiirzt (siehe
Abb. 6a)? Antwort: d,, = Hy,.

Die Folge (Hy) ist sicherlich monoton wachsend. Wire sie beschrinkt, so
miisste sie nach Satz 3.4 konvergieren. Ist sie beschrankt? Die Visualisierung
des Wachstumsverhalten von H,, fiir 1 < n < 120 in Abb. 6b hilft uns
hier nicht wirklich weiter. Hilft Ihnen Ihr Verstdndnis oder Ihre Intuition
fiir die oben aufgefiihrten drei Anwendungen dabei, eine Vermutung zu
formulieren?

Nun, die harmonischen Zahlen wachsen unbeschrankt und divergieren
daher: lim,, .., H; = oco. Dies ist eines der wenigen substantiellen mathema-
tischen Resultate des europdischen Mittelalters und wir geben dafiir das
bertihmte Argument [Gergo, S. 153] des Scholastikers Oresme aus dem Jahre
1350. Dazu betrachten wir die speziellen Indizes 1, = 2¥ und schliefen:

17 Der Schopfer von Quicksort, Sir C. A. R. Hoare, ist einer der ,Griindungsvéter”
der Informatik. Er erhielt 1980 den ACM Turing Award.


http://de.wikipedia.org/wiki/Quicksort
http://de.wikipedia.org/wiki/Quicksort
http://www.olimu.com/Notes/Rain.htm
http://www-m3.ma.tum.de/twiki/pub/AnaInfo0708/WebHome/oresme.pdf
http://de.wikipedia.org/wiki/Nikolaus_von_Oresme
http://en.wikipedia.org/wiki/C._A._R._Hoare
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H —1+1+ 1+1 + 1+ +1 + 1+ -+i +
e 2 3 4 5 8 9 16

_\/ﬁ
4-mal 8-mal
Y (LA
2k 2k ) 72
| S ——
2k=1_mal
Wir kénnen das Ergebnis auch in der Form
log, n
H,>1+ Llogy 1] (n € N) (3.11)

2

schreiben. Diese Schranke ist in Abb. 6b visualisiert. Kommen wir auf
das Beispiel mit den Dominosteinen zurtick: Wir ,koénnen” also beliebige
Uberhénge erzielen, wenn wir nur n grof8 genug wihlen. Wie steht es dann
mit einem Uberhang der Lange 100 (d.h. 50 Dominosteinlingen)? Oder im
Beispiel mit den Rekorden: Wieviele Instanzen miissen wir abwarten, bis
wir im Mittel 100 Rekorde beobachtet haben? Wir suchen also nach

n100 = min{n € N : H, > 100}.

Wie grofs ist diese Zahl? Die Oresme-Schranke (3.11) liefert die obere Ab-
schédtzung
n100 < 2198 ~4.0- 1059.

Wenn ich nun aber die natiirliche Zahl n4gg exakt bestimmen mochte, es sind
ja schliefSlich nicht mehr als 60 Ziffern anzugeben? Fiir so grofie n ist es
vollig ausgeschlossen, mit H;, selbst zu arbeiten und etwa folgende Schleife
Zu programmieren:

H=1; n=1;

while H < 100

n=n+1; H=H+ 1/n;

end;
Sie wiirden das Ergebnis nicht mehr erleben. Hier hilft nur die prazise asym-
ptotische Beschreibung von H,, weiter, die wir in Abschnitt 15.4 herleiten
werden. Mit ihr werden wir dann

100 = 15092 688 622 113 788 323 693 563 264 538 101 449 859497 ~ 1.5 - 10*3

berechnen konnen. Das Wachstum der harmonischen Zahlen ist zwar unbe-
schrankt, aber extrem langsam.
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4 Reihen

4.1 Konvergenz von Reihen

Definition. Einer Folge (a,) komplexer Zahlen ordnen wir die Folge (s;)
mit
n
Sp=m 4 +ap =) a
k=1

zu und bezeichnen sie als unendliche Reihe, oder kurz Reihe, mit den Gliedern
a, und den Partialsummen s,. Konvergieren die Partialsummen s, — s, so
heifit die Reihe konvergent und der Grenzwert s heifst Summe oder Wert der
Reihe, in Zeichen

o
s:Zak:u1+a2+a3+~~ .

k=1
Sind die Glieder reell und divergiert die Folge (s,) gegen oo, so schreiben
wir auch .
2 aj = +oo.
k=1
Beispiele

o Teleskopreihe.

Denn fiir n — oo ist

S Sl = I
T Ekk+1) = k+1 n+1 ‘

=1

e Harmonische Reihe. .
Y=
k=1 k
da ihre Partialsummen die harmonischen Zahlen H,, sind, die nach Ab-

schnitt 3.8 unbeschrinkt wachsen.

o Geometrische Reihe.
ad 1
sz:— fir zeC, |z| <1
fr 1—z

Es gilt ndmlich z" — 0 (n — c0) fiir |z| < 1 (warum?) und daher fiir die
Partialsummen
n 1—zt1 1
— k _
=27 = 1-z  1-z

Andererseits gilt
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Denn die Partialsummen wachsen jetzt {iber jede Grenze: s, > n + 1.
Einfache Konvergenzresultate

e Eine notwendige Konvergenzbedingung fiir Reihen:

Y a4 konvergiert = ar — 0 (k — o).
k=1

Denn aus s, — s folgt mit Stetigkeit a, = s, —s,_1 — s —s5=0.
e Fiir Reihen mit nichtnegativen Gliedern gilt der Satz:

Eine Reihe )y ay mit Gliedern ay > 0 konvergiert genau dann, wenn
die Folge (s,) der Partialsummen beschrinkt ist; wir schreiben kurz:

(e}
2 ay < oo.
k=1

Nun, fiir a > 0 (k € IN) ist die Folge (s,) der Partialsummen monoton
wachsend und besitzt daher nach den Sétzen 3.2 und 3.4 genau dann
einen Grenzwert, wenn sie beschrankt ist.

4.2 Vergleichskriterien

Die Konvergenz oder Divergenz einer Reihe mit beliebigen Gliedern lasst
sich hdufig im Vergleich zu einer bereits bekannten Reihe mit nichtnegativen
Gliedern ermitteln. Hierzu verwendet man das

Majorantenkriterium. Es seien Y ;> | ay und Y ;> ; by Reihen, deren Glieder fiir
alle k € N die Abschitzung
|ax| < bk

erfiillen. Die Reihe ) by heif$t dann Majorante der Reihe ) ;. ai und es gilt:

(i) Konwvergiert ) by, so konvergiert auch ) . ay und es gilt

< Yl < Y b (4.1)
k=1

(if) Divergiert Y  ay, so auch Y ;. by.
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Beweis. Teil (ii) ist nur eine leichte Umformulierung von Teil (i). Ich nehme an,
dass die Glieder g reell sind; komplexe Reihen werden getrennt nach Real-
und Imaginérteilen behandelt. Ich mochte nun das Konvergenzkriterium
fiir beschrénkte reelle Folgen aus Satz 3.5 anwenden. Aus |ai| < by und der
Konvergenz der Reihe ) by folgt zum einen mit der Dreiecksungleichung
die Beschradnktheit der Folge der Partialsummen,

n n n [e0)

Yoae| < Yol < Yobe < Y b < oo, (4-2)
k=1 k=1 k=1 k=1
und zum anderen fiir n — oo

\supZak— 1nf Zakg i by — 0,

m2n k= k=n+1

also . "
lim sup Z a = liminf 2 ag,
n—oo k=1 n—oo —1

d.h. schliefslich die Konvergenz der Reihe )  a;. Die Betragsabschitzung (4.1)

ergibt sich (auch in C) durch Grenziibergang n — oo in (4.2). a
Beispiele
=01
o Z — erbt die Konvergenz der Teleskopreihe:
k=1
= 1 1 1
; = = + 5 + 32 +at
1 d 1
Kl+—+4+-—4+-— =1 =2.
+12 23+34 +k;k(k+1)
ad 1
° 2 ———— erbt die Divergenz der harmonischen Reihe:
=1 Vk(k+1)
1

1
m>ﬂ (k € N).

e Durch geschickten Vergleich mit der geometrischen Reihe gelangt man
zu den folgenden beiden niitzlichen Konvergenzkriterien:

Quotientenkriterium. Es sei Y ay eine Reihe mit ay # O fiir fast alle k.
Existiert der Grenzwert

ay
so konvergiert die Reihe, falls ¢ < 1, und sie divergiert, falls g > 1. Fiir g = 1
lisst sich nichts sagen.
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Abb. 7. Verlauf von s, = Z
k=0

T 1 n gerade (blau) und n ungerade (rot).

Waurzelkriterium. Fiir eine Reihe Y. ay definieren wir die Zahl
o= lirknsup /| ag|.

Die Reihe konvergiert, falls p < 1, und sie divergiert, falls p > 1. Fiir p =1
liisst sich nichts sagen.

Das Quotientenkriterium ldsst sich zwar in der Regel bequemer verwen-
den (ein Beispiel findet sich in Abschnitt 4.5), das Wurzelkriterium ist
aber dafiir leistungsfahiger. Dieses probiert man also erst dann, wenn
jenes versagt.

4.3 Alternierende Reihen
Wir wollen die Konvergenz der sogenannten Leibniz’schen Reihe'®

> (—1)k 1 1 1 1
=1 e .
k;OZkH 3757779 43)

untersuchen. Dazu sehen wir uns in Abb. 7 den Anfangsverlauf der Folge
(s) ihrer Partialsummen néher an und gelangen zu folgender Vermutung:

Die Teilfolge (s2,) ist monoton fallend und nach unten durch die
monoton wachsende Teilfolge (s7,+1) beschrankt; beide Teilfolgen
werden also konvergieren, vermutlich zum gleichen Grenzwert s,
der dann Wert der Reihe ist.

Tatsdchlich ist dieses Verhalten fiir eine grofSe Klasse alternierender Reihen
richtig, wie das folgende Leibniz’sche Konvergenzkriterium und sein Beweis
zeigen:

18 Ich nehme mir die Freiheit, als unteren Summationsindex immer dann eine andere
ganze Zahl als .,k = 1“ zu wihlen, wenn dies praktisch ist. Also Augen auf!


http://de.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_Leibniz
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Satz. Es sei (a,) eine monoton fallende Nullfolge. Dann konvergiert die zugehorige

alternierende Reihe
o0

s= Y. (=1)a

k=0
und die Partialsumme s, approximiert den Reihenwert s bis auf einen Fehler, der
hachstens so grof8 ist wie der Betrag des ersten weggelassenen Summanden:

< Apg1- (44)

Beweis. Aus s, 1 —s,_1 = (—1)"*!(a,,1 — ay) folgt wegen des monotonen
Fallens der Folge (a,)

51 <83 <55 < - < Sppp1 K82 Koo 0 <5y <5 < S (4.5)

(Das ist genau der in Abb. 7 dargestellte Verlauf.) Die Ungleichung in der
Mitte resultiert dabei aus sy, — Sp4+1 = A2,41 = 0. Also konvergieren nach
Satz 3.4 sowohl (sp,) als auch (sp,,+1). Da aber nach Voraussetzung

Son — Sop41 = Aopy1 — 0,

miissen beide Teilfolgen den gleichen Grenzwert s besitzen, der dann Wert
der alternierende Reihe ist. Wegen der Monotonie der Grenzwertbildung
liegt s aber stets zwischen s, und s,1, so dass wir mit

|5 *Sn‘ < |Sn+1 *Sn| = an+1

die behauptete Abschidtzung des Abbruchfehlers erhalten. a

Beispiel. Das Leibniz’sche Konvergenzkriterium ist nattirlich auf die Leib-
niz’sche Reihe (4.3) anwendbar und sichert die Existenz der Summe
00 (—1)k

s = .
kg’)ZIH—l

Mehr noch, die Einschlieffungen (4.5) liefern verhéltnismaflig bequem die
ersten drei Dezimalen von s:

51001 = 0.78514--- < s < 51000 = 0.78564 - - - , so dass s=0.785---.

Wenn wir hingegen m Ziffern ausrechnen wollen, also eine Genauigkeit
von 10~ anstreben, so lehrt uns die Fehlerabschatzung (4.4), dass wir mit
einem n ,,auskommen”, fiir das a,, ;1 = 1/(2n + 3) < 10~™. Fiir 10 Ziffern
wéren das etwa 5000000000 Summanden und mit der ,Bequemlichkeit” ist
es dahin: Die Komplexitdt der Reihe wéchst exponentiell in m; m Ziffern des
Werts gibt es nur zum (viel zu teuren) Preis von n ~ 0.5 - 10” Summanden.
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4.4 Konvergenzbeschleunigung

Die Mathematiker verftigen heutzutage tiber ein Arsenal hochentwickelter,
aber eng spezialisierter Methoden,” um die Konvergenz langsam konver-
gierender Folgen und Reihen substantiell zu beschleunigen.>®

Der Klassiker unter diesen Verfahren ist die Euler’sche Reihentrans-
formation (1755): Fiir eine beliebige konvergente Reihe ) a; gilt [Kno64,

S. 253]:
) ) , . , 1 k k
Y =) a  mit ak:ﬁz - a;
k=0 k=0 j=0 \J

Diese Transformation ist auf eine gewisse Klasse langsam konvergenter al-
ternierender Reihen spezialisiert, fiir die sie eine beweisbare Beschleunigung
liefert [Kno64, S. 272]. Wir wollen uns das am Beispiel der Leibniz’schen
Reihe (4.3) ansehen. Fiir a; = (—1)¥/(2k 4 1) erhalten wir mit Hilfe von
Maple das transformierte Reihenglied a;:

>a =k -> (-1)"k/(2xk+1):
> 1/2~ (k+1) *sum(binomial (k, j)*a(j),j=0..k);

1
2k+1 ( k+3 )
k
bzw. nach ein wenig weiterem Umformen per Hand

zkfl

% @)

Es gilt also folgende Darstellung (Fatio 1704) des Werts s der Reihe (4.3)
~ 5 2k 1)( )_2 3 3.5 357 '

Wieviele Summanden braucht man jetzt fiir 10 Ziffern Genauigkeit? Da die
transformierte Reihe aus positiven Glieder besteht, gilt

n
=) @ <s=s,+(s—sp).
k=0

Wir miissen also den Abbruchfehler v, = s — s}, nach oben abschétzen. Dazu
bedienen wir uns der im zweiten Beispiel des Abschnitts 3.4 hergeleiteten
prdzisen unteren Abschidtzung des zentralen Binomialkoeffizienten

19 Eine niitzliche Auswahl finden Sie bei Bedarf etwa in [BLWWo06, Anhang A].
20 Wie ein Kollege sagte: ,, You have to reach the limit before the limit reaches you.”


http://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
http://de.wikipedia.org/wiki/Nicolas_Fatio_de_Duillier
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2k 4k 1
> ——, sodass: ah < ———.
<k> 2k Sk okt

Damit (und mit Hilfe der geometrischen Reihe) konnen wir nun den Ab-
bruchfehler 7/, selbst abschitzen:

PR IR SRS N N SR 1
S S VR 2 T e T S 2 e Tt

Die Genauigkeit 10~ kann also auf jeden Fall mit n = [mlog, 10| Sum-
manden sichergestellt werden: Die Komplexitit der transformierten Reihe
wéchst demnach nur noch linear in m. Fiir m = 10 besteht die Garantie fiir
n 2> 34 Summanden und aus der Einschlieffung

shy = 0.7853981633931 - - - < s < 85y + s = 0.78539 81633981 - - -,

1
V3523
erhalten wir in der Tat die ersten 11 Dezimalstellen von s:

s = 0.78539816339 - - - .

Kennen Sie diese Zahl? Nein? Dann hilft Ihnen der niitzliche , Inverse Sym-
bolic Calculator” des Zentrums fiir Experimentelle und Konstruktive Mathematik
(CECM) an der Simon Fraser University in Kanada weiter. Nach Eingabe
der ersten 11 Ziffern von s in die Webmaske erhalten Sie die Antwort:

Your input of .78539816339 was probably generated by one
the following functions or found in one of the given tables.

7853981633974483 = Pi/4

Wichtig ist hierbei das Wort ,, probably”: Vermutlich ist s = /4, aber allein
aus der Ubereinstimmung der ersten 11 Ziffern konnen Sie es nicht mit
letzter Sicherheit wissen. Jedoch hat der indische Astronom Madhava bereits
im 14. Jh. gezeigt,** dass die Reihe (4.3) exakt den Wert 77/4 besitzt. Warum?
Das werden Sie in Abschnitt 8.4 lernen.

4.5 Umordnung

Etliche Operationen auf Reihen sind vollig unproblematisch. So kénnen wir
zwei konvergente Reihen ) a; und ) by aus Stetigkeitsgriinden einfach
addieren:

21 Ein wirklich bemerkenswertes Ergebnis, wenn Sie bedenken, dass es in Europa
erst etwa dreihundert Jahre spiater, ndmlich 1671 durch Gregory und — unabhéngig
— 1682 durch Leibniz, wiederentdeckt wurde. Leibniz hat seinem Staunen tiiber
das Resultat mit dem Vergil'schen Hexameter (Ecl. 8.75) ,numero deus impare
gaudet” (lat.: ,Gott erfreut sich der ungraden Zahlen”) Ausdruck verliehen.


http://www.cecm.sfu.ca/
http://oldweb.cecm.sfu.ca/projects/ISC/ISCmain.html
http://oldweb.cecm.sfu.ca/cgi-bin/isc/lookup?number=0.78539816339&lookup_type=simple
http://en.wikipedia.org/wiki/Madhava_of_Sangamagrama
http://de.wikipedia.org/wiki/James_Gregory_(Mathematiker)
http://de.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_Leibniz
http://de.wikipedia.org/wiki/Vergil
http://de.wikipedia.org/wiki/Ekloge
http://it.wikipedia.org/wiki/Numero_Deus_impare_gaudet
http://it.wikipedia.org/wiki/Numero_Deus_impare_gaudet
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()

Z(ak-i-bk) = Zak—i- Zbk.
k=1 k=1

k=1

Bei einer Operation ist jedoch allerstrengste Vorsicht geboten: beim Umord-
nen von Reihengliedern. Das Kommutativgesetz ist fiir unendliche Reihen
im allgemeinen ungiiltig.

Beispiel. Die alternierende harmonische Reihe

k+1 sty gttt (4O

o0 k
S:Z( 1) :1f1+1f1+..+ 1 1

k=0
konvergiert nach dem Leibniz’schen Kriterium und zwar gegen einen Wert,
der wegen (4.5) die Einschlieffung 1/2 = s; < s < 59 = 1 erfiillt, also
insbesondere positiv ist. Wenn wir die Reihenglieder nun so umordnen,
dass nach einem positiven Reihenglied gleich zwei negative kommen, so
erhalten wir die Reihe

1 1 1 1 1 1
2k—1 4k—2 4k 2 <2k—1 _2k>
gilt fiir die Partialsummen f3, = sp,/2 — s/2. Wenn also die zweite Reihe
konvergiert (sie tut es), so gilt t = 5/2 # s; sie konvergiert keinesfalls gegen
den gleichen Wert. Solches Verhalten ist typisch fiir jene Reihen, fiir welche
die aus den Betragen der Glieder geformte Reihe divergiert (in unserem
Beispiel gerade die harmonische Reihe). Dies fiihrt uns auf folgende

Definition. Die Reihe Y a; konvergiert absolut, falls Yy |ay| konvergiert.

Nach dem Majorantenkriterium sind absolut konvergente Reihen stets
konvergent. Die Umkehrung gilt nicht, wie das Beispiel (4.6) eben gezeigt
hat. Es gilt nun der wichtige Umordnungssatz [Kno64, S. 140]:

Satz. Eine Reihe ) ) ay konvergiert genau dann absolut, wenn fiir jede Permutation
o : IN — N der natiirlichen Zahlen die umgeordnete Reihe gegen ein und denselben

Wert konvergiert:
e

Z Ag(k) = Z -
k=1

k=1

Dariiberhinaus hat Riemann 1866 sogar gezeigt, dass man eine nicht
absolut konvergente Reihe durch geeignete Umordnungen gegen jede reelle
Zahl s’ € R konvergieren lassen kann. Eine solche Umordnung wird mit
folgendem Algorithmus erzeugt [Kno64, S. 328]: Man summiert immer


http://de.wikipedia.org/wiki/Kommutativgesetz
http://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann
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abwechselnd so viele positive Glieder auf, bis man s’ {iberschreitet, und
dann wieder so viele negative, bis man s” unterschreitet.?*

Eine in der Praxis haufig gewiinschte Umordnung tritt bei der Vertau-
schung der Summationsreihenfolge von Doppelreihen auf. Hier gilt der
Cauchy’sche Doppelreihensatz [Kno64, S. 144]:

Satz. Unter der Voraussetzung der absoluten Konvergenz der Doppelreihe, also
Z Z |ak,j| < o,
k=1j=1
gilt die Vertauschbarkeit der Summationsreihenfolge
[l o] o 00
IIDBLTED BB
k=1j=1 j=1k=1
d.h. beide Doppelreihen konvergieren gegen den gleichen Wert.

Der Beweis ergibt sich durch eine unmittelbare Anwendung des Umord-
nungssatzes.

Multiplikation von Reihen

Koénnen wir das Produkt zweier konvergenter Reihen ) a; und ) ;. by wieder
als Reihe schreiben? Wir fragen also nach geeigneten Reihengliedern ¢y, in
folgender Darstellung

Frisch und munter rechnend erhalten wir

(i@) ' <]§bj> Y Yahty ¥ ”k'bfznilocm

k=0 k=0 j=0 m=0 k,jk+j=m

mit dem Cauchy-Produkt

axby—x  (m € Np). (4.7)

m
Cm =

k=0
22 Stan Wagon hat diesen Algorithmus einmal fiir die alternierende harmonische
Reihe (4.6) und den Wert s’ = 71 am Computer durchgespielt [Wagoo, S. 453] und
dabei folgende Abfolge der Anzahl positiver und negativer Terme erhalten: 76, 1,

129, 1, 132, 1, 134, 1, 133, 1, 134, 1, 134, 1, 133, 1,... Er erkldrt zudem, wie man das
haufige Aufreten von 133, 1 und 134, 1 mathematisch verstehen kann.


http://de.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy
http://stanwagon.com/
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Kritisch ist nur die Gleichheit mit dem Ausrufezeichen: Hier haben wir
die Glieder der Doppelreihe entlang von , Diagonalen” umgeordnet und
das ,dtirfen” wir sicher nur unter Zusatzvoraussetzungen. Die absolute
Konvergenz beider Ausgangsreihen sollte reichen, tatsdchlich hat Mertens
1875 gezeigt, dass es auch mit etwas weniger funktioniert [Kno64, S. 330]:

Satz. Wenn von den beiden konvergenten Reihen A = Y ja, und B = Y ; by
wenigstens eine absolut konvergiert, so konvergiert die Reihe )y cy der Cauchy-
Produkte (4.7) gegen A - B.

Beispiel. Die Reihe

o _k
z
=) = (4.8)
= k!
ist fiir jedes z € C nach dem Quotientenkriterium absolut konvergent, denn
Zk+1 | |
(k+1)! . z
IR ES — 0 (k — o0).

Also diirfen wir das Cauchy-Produkt bilden und es gilt fiir alle z,w € C

o k wk—' © 1 k
E(z - Yy i ZZ()szkJ—E(z+w)
k=0j=0/ =3 =0
—_———

=(z4w)k
(4.9)
wobei wir im dritten Schritt den binomischen Lehrsatz verwendet haben. Das
ist aber gerade das Additionstheorem (auch Funktionalgleichung genannt)
der Exponentialfunktion und tatsdchlich werden wir in Abschnitt 10.1 lernen,
dass E(z) = ¢*

5 Konsequenzen der Stetigkeit

5.1 Zwischenwertsatz

Stetige Funktionen machen iiber einem Intervall , keine Spriinge”, sie neh-
men jeden ,Zwischenwert” auch tatsdchlich an. Dieser niitzliche Zwischen-
wertsatz liefert ein recht einfaches Kriterium, um die Losbarkeit von skalaren
Gleichungen der Form f(x.) = y. zu entscheiden:

Satz. Eine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt jeden Wert y, zwischen f(a)
und f(b) an wenigstens einer Stelle x, € [a,b] an: f(x.) = Ys.


http://de.wikipedia.org/wiki/Franz_Mertens
http://de.wikipedia.org/wiki/Binomischer_Lehrsatz
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fo
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Abb. 8. Veranschaulichung des Zwischenwertsatzes und seines Beweises.

Beweis. Wir betrachten ohne Einschrankung den Fall f(a) < y. < f(b); der
Fall f(a) > y« > f(b) erledigt sich durch ,Umdrehen” aller Vergleichszei-
chen. Wir kénnen die maximale Losung (es kann ja mehrere geben, siehe
Abb. 8) sofort hinschreiben:3

x, = sup{x € [, f(x) <.}, (5.1

Dieses Supremum existiert, da die Menge beschrankt ist und nach unserer
Voraussetzung wenigstens a enthilt. Aus Stetigkeitsgriinden gilt f(x,) < ys.
Im Fall x, = b, also f(x.) = f(b) > y. sind wir daher bereits fertig. Fiir x, <
b betrachten wir die Folge x, = x, + n~—1, fiir welche nach der Definition
des Supremums f(x,) > y. (fiir fast alle 1) gelten muss. Der Ubergang zum
Grenzwert liefert wegen der Stetigkeit von f auch hier f(x.) > y.. a

Beispiel. Als Beispiel der Vollstandigkeit von R hatten wir in Abschnitt 1.2
die irrationale Zahl v/2 in der Form (1.2) angegeben, namlich:

V2 =sup{x:x? <2}

Nun, das ist gerade die Losungsformel (5.1), wenn wir den Zwischenwertsatz
auf die Funktion f(x) = x? iiber (beispielsweise) dem Intervall [1,2] und
fur den Zwischenwert y, = 2 anwenden.

Beispiel. Besitzt die Gleichung

eine Losung im Intervall [0, /2] ? Ja, denn fiir f(x) = cosx — x gilt f(0) =
1> 0und f(r/2) = —m/2 < 0; also muss es nach dem Zwischenwertsatz
ein x, € [0,77/2] mit f(x,) = 0 geben. Maple liefert: x, = 0.7390851332- - -;
dies ist die einzige Losung der Gleichung (warum?).

23 Hinschreiben” bedeutet jedoch noch lange nicht, dass wir x, so auch berechnen
konnten. In der Numerischen Mathematik lernen Sie eine konstruktive Variante
des Beweises, das Bisektionsverfahren.
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Bemerkung. Wir konnen den Zwischenwertsatz dquivalent auch so formu-
lieren: Stetige Funktionen bilden Intervalle auf Intervalle ab. Der Charakter
eines Intervalls (offen, abgeschlossen, halboffen) bleibt dabei jedoch nicht
unbedingt erhalten.

5.2 Existenz von Maximum und Minimum

Viele Optimierungsaufgaben lassen sich so formulieren, dass wir fiir eine
Funktion f : D C R? — R ein x, € D suchen, fiir das f einen maximalen
oder minimalen Wert annimmt. Ohne Zusatzvoraussetzungen an f und D
wird das im allgemeinen nicht gehen, wie schon das Beispiel der stetigen
Funktion f(x) = 1/x tiber D = (0,00) zeigt: Hier nimmt f weder ein
Minimum noch ein Maximum an. Fiir stetige Funktionen gibt es aber eine
grofie Klasse von Definitionsbereichen, fiir die wir die Existenz solcher
Extremstellen (gebildet: Extrema) garantieren konnen.

Definition. Eine Menge A C RY heifit abgeschlossen, falls der Grenzwert
jeder konvergenten Folge aus A wieder in A liegt; wenn also a,, € A fiir fast
alle n und a, — a gilt, so ist auch a € A. Eine Menge K C R? heif$t kompakt,
falls K abgeschlossen und beschrénkt ist.

Beispiel. Mit dem Kompaktheitsbegriff sind wir sicherlich auf der richtigen
Spur: Eine kompakte Menge @ # K C R reeller Zahlen besitzt namlich
Maximum und Minimum: Es gilt inf K, sup K € K. Ich mochte dies fiir das
(wegen der Beschranktheit von K existierende) Supremum kurz begriinden
und wihle zu n € IN ein x, € K mit supK — n1<ux, < sup K. Dann ist
x, — sup K und wegen der Abgeschlossenheit von K gilt sup K € K.

Das Korollar 3.5 zum Satz von Bolzano—Weierstraf3 konnen wir nun
elegant umformulieren:

Korollar. Eine Menge K C R? ist genau dann kompakt, falls jede Folge aus K
einen Haufungswert in K besitzt.

Es gilt nun sofort das sehr niitzliche

Lemma. Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt.

Beweis. Es sei also f : K C R? — RY stetig und K kompakt. Wir wollen die
Kompaktheit von f(K) mit Hilfe des eben formulierten Korollars beweisen
und zeigen, dass jede Folge f(x,) aus f(K) einen Haufungspunkt in f(K)
besitzt. Nun ist (x,) Folge in der kompakten Menge K, so dass es nach dem
Korollar eine Teilfolge x,, — xo € K gibt. Aus der Stetigkeit von f folgt
fxn) — f(x0) € f(K), also ist f(xp) der gesuchte Haufungspunkt. g

Wir sind am Ziel und konnen den zentralen Satz vom Maximum und
Minimum formulieren und beweisen:
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Satz. Jede stetige reellwertige Funktion f : K C R — R auf einer nichtleeren
kompakten Menge K nimmt ihr Maximum und Minimum an. Es gibt also x,x € K,
so dass

f(x) < f(x) < f(®)  fiiralle x € K.

(Es kann mehr als ein solches x bzw. X geben.) In Zeichen:

x = argmin f(x),  f(x) = min f(x);

xeK xeK
X = argg(axf(x), f(x) = r;leal?f(x).

Beweis. Nach dem Lemma ist f(K) C R kompakt und nach dem obigen
Beispiel existieren daher min f(K) und max f (K). O

Beispiel. Wir betrachten das kompakte (n — 1)-dimensionale Standardsimplex
K={(x1,...xn) :x¢ 20, xy4+--+x, =1} CR"

und darauf die stetige Abbildung f(x1,...,x,) = (14+x7)--- (14 x,). Nach
dem Satz vom Maximum muss es die Konstante 7 = max,ck f(x) geben,
so dass also die Ungleichung

(I4+x1)--Q+x,)<m  (x€K)

besteht, wobei fiir wenigstens ein ¥ = arg max,..x f(x) Gleichheit vorliegen
muss. Mit Hilfe der allgemeinen AM-GM-Ungleichung finden wir auch

tatsdachlich, dass
1 n
m= (1 + ) <e
n

und dass Gleichheit genau fir ¥ = (1/n,...,1/n) gilt.
Merke:

Ungleichungen und Optimierungsaufgaben sind zwei Seiten der gleichen
Medaille: Einerseits konnen wir Ungleichungen zum Losen von Optimie-
rungsaufgaben heranziehen (dafiir gibt es ein Beispiel in Aufgabe 10 auf
S. 55), andererseits erlauben Optimierungstechniken (wie wir sie spéter im
Kapitel III kennenlernen werden) das Herleiten von Ungleichungen.

5.3 Anwendung: Fundamentalsatz der Algebra

Der Fundamentalsatz der Algebra lautet:

Jedes nichtkonstante Polynom p € C|z] besitzt eine Nullstelle z, € C.


http://de.wikipedia.org/wiki/Simplex_%28Mathematik%29
http://de.wikipedia.org/wiki/Fundamentalsatz_der_Algebra
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Dieser Satz ist keineswegs selbstverstandlich, bedeutet er doch, dass bereits
durch das Hinzuftigen der Nullstelle i des einen speziellen quadratischen
Polynoms %2 41 zu den reellen Zahlen, also durch die Bildung der Kor-
pererweiterung C = R + iR, die Nullstellen simtlicher Polynome beisammen
sind. Der erste vollstindige Beweis des Fundamentalsatzes wurde 1799 von
Gauf3, dem ,Princeps Mathematicorum” (lat.: ,Fiirst der Mathematiker”), in
seiner Helmstedter Dissertation gefiihrt.

Trotz des Namens , Fundamentalsatz der Algebra” enthalten alle bekann-
ten Beweise einen analytischen Kern, da die Struktur von IR eine wesentliche
Rolle spielt. Da wir nun all das Handwerkszeug beieinander haben, um den
schonen, klassischen Beweis des Buchhindlers und Amateurmathematikers
Argand (1806) verstehen zu kénnen, kann ich nattirlich nicht widerstehen,
Ihnen diesen auch vorzufiihren.

Zur Vorbereitung des Beweises mochte ich eine sehr niitzliche abkiir-
zende Schreibweise einfiihren, die Ihnen eventuell bereits tiber den Weg
gelaufen ist, namlich die Landau’schen O-Symbole.

Definition. Wir schreiben fiir zwei komplexwertige Funktionen f und g
und eine ,Stelle” a (2 kann im folgenden auch das Symbol +co bezeichnen):

(i) ,GroB-Oh”: f(x) = O(g(x)) fur x — g, falls es eine Konstante ¢ > 0
gibt, so dass fiir jede Folge x, — a gilt

Lf (xn)| < c|g(xn)] fiir fast alle n.

In Worten:
,,f ist — bis auf eine Konstante — asymptotisch durch g beschrankt.”

(i) ,Klein-Oh": f(x) = o(g(x)) fiir x — g, falls (als Funktionsgrenzwert)

im £ o,

x—a g(x)
In Worten: ,,f ist gegentiber ¢ asymptotisch vernachlassigbar.”

Das ,,Grof-Oh” bezeichnet also eine Abschitzung fiir ,x nahe 4” mit einer
Konstanten ¢ > 0, die wir nicht naher spezifizieren und aufschreiben wollen.
Das ,Klein-Oh” findet immer dann Verwendung, wenn wir die Konstante
im ,,Gro3-Oh” beliebig klein machen konnen. Es hilft aber nichts, Sie miissen
sich als Anfanger an diese Notation gewdhnen.

Achtung. Manche Autoren, insbesondere Informatiker, schreiben f(x) €
O(g(x)) bzw. f(x) € 0(g(x)), um eine Klassenzugehorigkeit und die Asym-
metrie der Beziehung zwischen f und ¢ zu betonen. Wenn f(x) jedoch
Bestandyteil eines lingeren Ausdrucks ist, riickt das ,,€”-Zeichen an unge-
wohnte Stellen, muss evtl. durch das , C“-Zeichen ersetzt werden und fiihrt
leicht zur Verwirrung. Ich bevorzuge daher das traditionelle ,="-Zeichen
und befinde mich damit in vorziiglicher Gesellschaft [GKPog, S. 446 f].


http://de.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gau%C3%9F
http://dochost.rz.hu-berlin.de/dissertationen/historisch/gauss-carolo/HTML/gauss-deckbl.html
http://de.wikipedia.org/wiki/Jean_Robert_Argand
http://www.mathematik.de/mde/information/kalenderblatt/einaussenseiter/einaussenseiter.html#top
http://de.wikipedia.org/wiki/Edmund_Landau
http://de.wikipedia.org/wiki/Landau-Symbole
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Jetzt kommt nun aber endlich der lange angekiindigte

Beweis. Argands Idee besteht darin zu zeigen, dass (1) po = min,¢c |p(2)|
existiert und (2) pg = 0 ist, so dass p also eine Nullstelle besitzt.

Schritt (1): Wir beobachten, dass nichtkonstante Polynome |p(z)| — oo
fiir |z| — oo erfiillen, so dass es ein R > 0 gibt mit |p(z)| > |p(0)] fiir alle
|z| > R. Wenn also die stetige Funktion |p(z)| tiberhaupt irgendwo ein
Minimum annimmt, dann bereits in der kompakten Menge {z € C : |z| < R}.
Fiir diese Menge garantiert jedoch der Satz vom Minimum die Existenz
eines Minimums, so dass es ein |z,| < R gibt mit

[Pzl = min |p(z)| = min [p(z)].
Nach Verschiebung der z-Ebene diirfen wir z, = 0 annehmen, sowie nach
Multiplikation von p mit einer geeigneten komplexen Zahl, dass

p(0) = min [p(z)| = po.
zeC

Schritt (2): Wir wollen py = 0 durch einen Widerspruchsbeweis zeigen
und nehmen daher an, dass py > 0; Ziel ist es jetzt, eine Stelle z zu finden,
fur die |p(z)| < po ist — im Widerspruch zur Konstruktion von p, als
minimalem Wert von |p(z)| in Schritt (1). Zu diesem Zweck schreiben wir
das Polynom p in der Form

n
pz)=po— Y pz¥  mit pu#£0, m>1.
k=m
Weiter wahlen wir w € C so, dass pw™ = 1 (wie geht das?). Fiir reelles
n — 0 gilt nun:
Rep(nw) = po —n" +O(
Ein Tipp:

m+1)[ m+1).

Imp(yw) = O(n

Denken Sie sich die ,Grof3-Oh”-Terme als ,,praktisch” Null; sie sind
im Vergleich zum Rest so klein, dass sie fiir das Argument eigentlich
keine Rolle spielen und deshalb auch so wenig Aufmerksamkeit wie
nur irgend moglich verdienen.

Wegen pg > 0 folgt also fiir ¥ — 0
p(1w)* = (Rep(w))* + (Imp(nw))* = p§ — 2pon™ + O (" *1).

Fiir hinreichend kleines 77 > 0 wird die rechte Seite aber wegen py > 0 echt
Kleiner als p3 ausfallen, so dass dann wie gewiinscht |p(nw)| < po. O

Ich verspreche Thnen, dass dies definitiv der komplizierteste Beweis der
Vorlesung war. Aber der Reiz war einfach zu grofs, Ihnen wenigstens einmal
ein richtig schones, ,tiefes” Stiick Mathematik zu zeigen.
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Aufgaben

1. Es sei (x,) eine konvergente vektorwertige Folge in R”. Zeigen Sie, dass es nur
einen einzigen Grenzwert x € RY geben kann.

2. Aus welchem Satz der Vorlesung folgt unmittelbar die Konvergenz

lim 1_ 07?
n—oo 1
3. Die Funktion f : R — R sei durch
L xeQ
flx) =
0, sonst,

definiert. Zeigen Sie, dass f nirgendwo stetig ist.
4. Benutzen Sie Maple, um den Grenzwert

lim nl/"
n—oo

zu berechnen.

5. Untersuchen Sie die Konvergenz folgender rekursiv definierter Folgen und ermit-
teln Sie ggf. ihren Grenzwert:

a) x1=1 xp41=vV1+x,;
b) x1 =1, xn+1:1+x;1;
o) x1=1, x4 =47

Gehen Sie wie folgt vor: Visualisieren Sie den Anfangsverlauf der Folgen. Formulie-
ren Sie Vermutungen tiber Konvergenz, Monotonie, lim inf, lim sup, etc. Sie diirfen
Thre Erkenntnisse ohne Beweis verwenden.

6. Es seien a,b > 0. Zeigen Sie, dass die durch ay = a, by = b und

an + by
Apy1 = ’ byt1 = +Vau-by,

2

definierten Folgen (a,) und (b,) beide gegen einen gemeinsamen Grenzwert M(a, b)
konvergieren. (Dieser heifit das Gauf3’sche arithmetisch-geometrische Mittel der
Zahlen a und b.)

Hinweis. Studieren Sie anhand eines konkreten Beispiels den Verlauf der beiden
Folgen. Formulieren Sie eine allgemeine Vermutung, beweisen Sie diese und bauen
Sie Thre weitere Argumentation darauf auf.

7. Es seien

ar+---+ay

—

Berechnen Sie liminfa,, limsup a,, liminfs,, limsup s, und ggf. lima, bzw. lims,,.

an = (_1)71, Sn =
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8. Es seien (a,,) und (by,) zwei beschrénkte Folgen reeller Zahlen. Zeigen Sie, dass
li%n stgp(an +by) < li%n supa, + liﬁn sup b,.

Wie sieht die entsprechende Beziehung fiir den liminf aus?

9. Finden Sie moglichst gute Schranken 4,b € R, so dass fiir alle n € IN und alle
Zahlen py,...,py > 0 mit der Eigenschaft p; +--- + p, = 1 gilt:

a<(I4pr)-(L+p2)--(T+pn) <D
Wann gilt in Ihren Ungleichungen Gleichheit?

10. Welcher dreidimensionale Quader mit dem gegebenen Volumen V > 0 hat die
kleinste Oberfldche A?

11. Untersuchen Sie die Konvergenz folgender Reihen und geben Sie ggf. einfache
Abschitzungen ihres Werts an:

SEON R E U C AR I

Kk’ k’ 37 Vi B2k 5N k)
Uberpriifen Sie Thre Ergebnisse mit Maple.
12. Berechnen Sie die ersten 10 Dezimalziffern des Wertes der alternierenden harmo-

nischen Reihe
s=1-— E + 11 +
2 3 4
und stellen Sie mit Hilfe des Inverse Symbolic Calculators eine Vermutung tiber den

exakten Wert von s auf.

Hinweis: Benutzen Sie die Euler’sche Reihentransformation. Fiihren Sie diese mit
Maple durch.

13. Benutzen Sie den Algorithmus von Riemann, um die alternierende harmonische

Reihe
o, 1,11
2 3 4
so umzuordnen, dass der neue Wert s’ = 0 entsteht. Gehen Sie dazu wie folgt
vor: Ermitteln Sie die Abfolge positiver und negativer Terme, bis Sie ein Muster

entdecken. Formulieren Sie das Muster in der Form
o0
!
0= Z a.
k=1

Uberpriifen Sie dann mit Maple, ob diese Gleichung tatsdchlich giiltig ist.

14. Zeigen Sie, dass zwar

oo (_1)k

s=),
=0 Vk+1

konvergiert, die Reihe Yo _, ¢y der Cauchy-Produkte ¢y, fiir s2 aber divergiert.

Warum widerspricht dies nicht dem Satz tiber die Multiplikation von Reihen in

Abschnitt 4.5?



http://oldweb.cecm.sfu.ca/projects/ISC/ISCmain.html
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15. Zeigen Sie, dass

(o) o0

[oe]
Y g <o und Y |Bf* < o0 = Y lag - by| < oo
k=1 =1 k=1

Folgern Sie fiir a5 > 0 aus der Konvergenz von ) a5 diejenige der Reihe

3
k=1

16. Es sei (a;) eine Folge positiver Zahlen, a; > 0, so dass Y a; divergiert. Untersu-
chen Sie die Konvergenz der Reihe

¥
=1+
Geben Sie ein einfaches Beispiel an.
17. Gibt es eine stetige Bijektion f : [0,1] — (0,1)? Begriinden Sie Ihre Antwort.
18. Schreiben Sie die Funktionen f aus folgender Tabelle
f(x) bzw. f(n) fiir
23x* 4+ 15x% — 7x® + 113x° x—0
23x* +15x° —7x0 +113xY | x — o0

e—(l—i—l)n n— oo
n
H, n — oo
(3m) n— oo

moglichst einfach und prazise in der Form

f(x) =0(g(x))  bzw.  f(x)=o0(g(x)).
Hinweis. Nicht rechnen, sondern nachdenken.

19. Ein alternierendes Analogon zur Zetafunktion.
a) Untersuchen Sie, fiir welche s € R die folgende Reihe konvergiert:
0 -1 k
B(s) = kgo (Z(k +)1)s

b) Kennen Sie evtl. fiir ein spezielles s € R bereits den Wert von p(s)?

¢) Geben Sie im konvergenten Fall eine einfache EinschlieBung von B(s) an.

d) Konnen Sie den Weg zu dieser EinschlieSung so modifizieren, dass Sie die Ste-
tigkeit von B(s) kurz begiinden kénnen? (Fiir welche s?)

e) Bestimmen Sie den Grenzwert ¢ = SlLrgo B(s).

f) Der letzte Punkt ldsst sich in der Form B(s) = ¢+ o(1) fiir s — oo schreiben.
(Warum eigentlich?) Prézisieren Sie den o(1)-Term, indem Sie das Fragezeichen
in der folgenden asymptotischen Formel ausfiillen:

B(s) =c+0(?) (s —o0)
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Differentiation

In diesem Kapitel beginnen wir mit der von Newton und Leibniz im 17. Jh.
entwickelten Infinitesimalrechnung, auch Differential- und Integralrechnung
genannt, dem Herzstiick der Analysis.? Die Infinitesimalrechnung liefert
letztlich einen einfachen Kalkiil zur Berechnung von Grenzwerten und Ap-
proximationen, zur Diskussion von Funktionen, Kurven und Flachen, und
zur Losung von Differential- und Funktionalgleichungen. Dieser Aspekt des
formelbasierten Rechnens ist im englischen Namen fiir die Infinitesimalrech-
nung verewigt: Calculus.

6 Die Ableitung einer Funktion

6.1 Begriff der Ableitung

Die Differentialrechnung fufit auf der einfachen Idee, Funktionen lokal, also
in der Nidhe eines Punkts, durch die Tangente in diesem Punkt zu appro-
ximieren, sieche Abb. 9. Die Tangente ist durch ein lineares Polynom (d.h.
eine Gerade) beschrieben, wir sprechen daher auch von der Linearisierung
der Funktion in dem Punkt. Lineare Funktionen sind so einfach zu ma-
nipulieren und zu verstehen, dass der Prozess der Linearisierung sich als
durchschlagend niitzlich erwiesen hat.

24 Newton entwickelte ,seine” Infinitesimalrechnung zum Aufbau der Mechanik
um 1666, verdffentlichte sie aber erst 1687. Leibniz baute seinerseits — motiviert
durch das Tangentenproblem und seine Umkehrung — die Infinitesimalrechnung
zwischen 1672 und 1676 auf, korrespondierte 1676 mit Newton dartiber und ver-
offentlichte ,seine” Theorie bereits 1684. Newton beschuldigte Leibniz spater des
Plagiats; dieser erbittert ausgefochtene Streit ist ein duflerst spannendes Kapitel
der Wissenschaftsgeschichte. Heute geht man allgemein von der Unabhéngig-
keit der beiden aus und spricht ihnen gemeinsam den , Erfinderstatus” zu. Die
gebrauchliche Notation geht aber auf Leibniz zurtick.


http://de.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
http://de.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_Leibniz
http://de.wikipedia.org/wiki/Infinitesimalrechnung
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f

fxo)

Xo

Abb. 9. Die Funktion f (blau) und ihre Tangente (rot).

Definition. Eine Funktion f : I — R auf einem Intervall I C IR heifst differen-
zierbar in x( € I, wenn fiir eine gewisse Zahl f'(xp) € R die Linearisierung

f(x) = f(x0) + f'(x0) - (x = x0) +o(x —x0)  (x —x)  (6.1)

giiltig ist. Die Zahl f’(x() ist dann die Steigung der Tangenten von f in x
und heifst Ableitung von f in xg.

Die definierende Beziehung (6.1) besagt in Worten, dass die Gerade
f(x0) + f'(x0) - (x — x9) unsere Funktion f(x) fiir x — xq besser als jede
andere Gerade approximiert; es gibt demnach auch allenfalls eine einzige
solche Steigung f’'(xg). Wir bemerken zudem die wichtige Implikation

f differenzierbar in xo = f stetig in xo.
Denn aus (6.1) folgt fiir x — x¢, dass f(x) = f(x9) +0(1) — f(xp).
Bezeichnungen

Wenn wir das , Klein-Oh” in (6.1) ausschreiben, so bedeutet die Differenzier-
barkeit von f in xo gerade die Existenz des Grenzwerts

) — tim FE I0) o fGo bl —fx0)

X—Xp X —Xp h—0 h

Die Ableitung f'(x) ist also der Grenzwert von Differenzenquotienten. Das
erklart zum einen die Namensgebung , Differenzierbarkeit”, zum anderen
die haufig verwendeten Schreibweisen

%(Xo) = f'(x0), oder  Df(xo) = f'(x0);

die dazugehorigen Synonyme fiir ,, Ableitung” lauten: Differentialquotient
bzw. Differentiation. Wenn die Funktion f tiberall im Intervall I differenzier-
bar ist, so verstehen wir den Prozess des Differenzierens — oder Ableitens —
der Funktion, also den Differentialoperator
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Tabelle 4. Ableitungen der ,Basisfunktionen” dieser Vorlesung.

f(x) ax+b e sinx

£/ (x) a e¥  cosx

D:f—f,
als eine Zuordnung von Funktionen.

Beispiel. Wir betrachten f(x) = e* auf dem Intervall I = R. Fur h — 0 gilt
nach dem Additionstheorem e**" = ¢* . ¢" und dem Beispiel in Abschnitt 3.6

ex+h _ X

h
_x &= 1 X
T
so dass die Exponentialfunktion in jedem Punkt differenzierbar ist und ,,sich
selbst” als Ableitung besitzt:

De* = e*.

Statt nun Funktion fiir Funktion die Berechnung der Ableitung auf die
Definition (6.1) zuriickzufiihren, haben Leibniz und Newton einen machti-
gen Kalkiil von Ableitungsregeln geschaffen, der es stattdessen erlaubt, jede
Ableitung aus denjenigen ganz weniger ,Basisfunktionen” zu berechnen.
Fiir unsere Vorlesung reicht Tabelle 4, d.h. nur fiir ax + b (folgt unmittelbar
aus der Definition), e* (soeben erledigt) und sin x (siehe Abschnitt 6.5) miis-
sen wir die Ableitung ,,zu Fuff” ausrechnen. Dieser Kalkiil wird besonders
durchsichtig, wenn wir den Ableitungsbegriff auf Funktionen f : R” — R
verallgemeinern.

Partielle Ableitungen

Definition. Eine Funktion®> f : B,(x) C R" — R heifit im Punkt x =
(x1,...,x,) nach der k-ten Komponente partiell differenzierbar, falls die
Ableitung f/(x;) der Funktion

fk(C) :f(xll--~/xk—1/§/xk+1/--'/xn)

existiert, in der also alle anderen Komponenten als feste Parameter — und

nicht als Variable — betrachtet werden. Wir schreiben fiir diese Ableitung

kurz of

——(x) oder df(x).

() ()

25 Wir bezeichnen mit B,(x) = {y € R" : |ly — x|| < r} die abgeschlossene ,Kugel”
um x mit dem Radius r > 0.
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In Verallgemeinerung von (6.1) gilt das

Lemma. st f : B,(x) C R" — R in By(x) nach jeder Komponente partiell
differenzierbar und sind alle partiellen Ableitungen von f im Punkt x stetig, so gilt
fiirh — 0in R™:

fx+h) = f(x) +Df(x) - h+o([[h]]). (63)
Dabei bezeichnet

Df(x) = (91f(x),- -, 9nf(x)) (6.4)
die aus den partiellen Ableitungen gebildete ,1-zeilige Matrix” und Df(x) - h ist
das gewohnliche Matrix-Vektor-Produkt. Wenn andererseits (6.3) fiir irgendeine
1-zeilige Matrix D f(x) gilt, so heifit f im Punkt x differenzierbar und D f(x) wird
als Ableitung von f in x bezeichnet.

Beweis. Der Beweis ist denkbar einfach und soll der Ubung mit der Lineari-
sierungsformel (6.1) dienen. Wir beachten o(h;) = o(||h]|) und gehen von
Komponente zu Komponente

fx+h)=f(xy+hy,...xn+hy) =
f(x1,x0+ho, ..., xn+hy)+01f(x1, X2+ ho, ..., X5+ hy) - hy +0(hy)
— Flx, 2+ oy 4 ) + 91 F(2) B+ o([])
= f(xy,x0,x3+h3,..., x5 +hy) +02f(x1,x0,x3+h3..., X0+ hy) - Iy
+091f(x) - by +o(|h])
= f(x1,x2,x3 + h3, ..., xp + hn) +02f(x) - hp + 91 f(x) - b1 +o([| 1))
== flrxn) +0uf(x) byt 4 01f(x) -+ o([[R]])

= f(x) +Df(x) -k +o([|1]]).

Dabei haben wir die Stetigkeit der partiellen Ableitungen von f im Punkt x
genutzt, um die Abschitzung

Ok f (X1, Xk Xpp1 + iy, ooy X+ ) - e = (O f(x) +0(1)) - g
= O f(x) -l +o(|[]])

zu erhalten, die wir in jedem Schritt zur Vereinfachung der Argumente
verwendet haben. a

Bemerkung. Man kann sich das Lemma kurz in der Form
f stetig partiell differenzierbar = f differenzierbar

merken. Die Komponenten der Ableitung D f sind dann gerade die partiellen
Ableitungen von f, siehe (6.4).


http://de.wikipedia.org/wiki/Matrix_%28Mathematik%29#Matrizenmultiplikation
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6.2 Kalkiil der Ableitungsregeln

In diesem Abschnitt stellen wir die Rechenregeln der Differentiation auf,
aus denen man schliefllich rein maschinell (so tun es Computeralgebra-
Systeme) die Ableitung beliebiger Ausdriicke berechnen kann — sofern die
Ableitungen einer kleinen Klasse von Basisfunktionen bekannt ist (fiir unsere
Zwecke reicht Tabelle 4). Die ,Mutter aller Ableitungsregeln” ist die

Kettenregel. Es seien die Funktionen ¢ : I C R — R" im Punkt x € I des
Intervalls I und f : B,(g(x)) C R" — R im Punkt g(x) differenzierbar. Dann ist
auch die zusammengesetzte skalare Funktion f o g im Punkt x differenzierbar und
es gilt

D(fog8)(x) = Df(g(x)) - &'(x)- (6.5)
Dabei verstehen wir unter §'(x) die Zusammenfassung der komponentenweisen
Ableitungen zu einem Vektor:

Herleitung. Nach der Definition (6.1) der Ableitung g; (x) gilt fiir 1 — 0
8k(x + 1) = gi(x) + g¢(x) -k +o(h).
—_—
:h;:

Setzen wir den aus den Komponenten h; gebildeten Vektor i* in die Defini-
tion (6.3) von Df(g(x)) ein, so erhalten wir

(fog)(x+h) = f(g(x+h)) = fg(x) +1")
= f(8(x)) + Df(g(x)) - h* +o([[F"[])
= (fog)(x) + Df(g(x))-&'(x) - h+o(h). (6.6)

Das besagt aber nach der Definition gerade die Differenzierbarkeit von f o g
in x mit der Ableitung D(f o g)(x) = Df(g(x)) - ¢'(x). 0

Bemerkung. Wenn Sie sich daran erinnern, dass die Hintereianderausfiih-
rung von linearen Abbildungen sich rechnerisch in das Matrix-Produkt
iibersetzt, so besagt die Kettenregel nichts weiter als:

Die Linearisierung einer Hintereinanderausfiihrung zweier Funktionen ist
die Hintereinanderausfithrung der Linearisierungen.

Der Aspekt des ,Nachdifferenzierens” — also das Auftretens des Faktors
¢'(x) auf der rechten Seite der Kettenregel (6.5) — ist dann ganz natiirlich.
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Tabelle 5. Ableitungen von Potenzen und Logarithmen.

f(x) e~ a* Inx log, x x?
fl(x) | & @a*Ina  1/x 1/(xlna) ax*!

Beispiel. Fiir den Parameter a > 0 ist die Funktion 4* in jedem x € R diffe-
renzierbar. Dazu schreiben wir mit Hilfe der natiirlichen Logarithmusfunktion,
also des Logarithmus zur Basis e (in Zeichen: Ina = log, 4), und den Regeln
der Potenzrechnung

0t =M = f(g(x)) mit f(&) = ¢, g(x) = xIna.

Es handelt sich also um eine Hintereinanderausfithrung zweier unserer
,Basisfunktionen” aus Tabelle 4 und wir erhalten mit der Kettenregel

X
da” _ e’ .Ing = ¥ Ina.
dx
Umkehrregel. Die Funktion f : I — | bilde das Intervall I C R bijektiv auf das
Intervall ] C R ab und sei im Punkt y € I differenzierbar mit f'(y) # 0. Dann
ist die zugehorige Umkehrfunktion g : | — I, also die durch g o f = id fiir alle
x € I definierte Funktion, im Punkt x = f(y) differenzierbar und besitzt dort die
Ableitung

§0 = 7ty

Herleitung. Setzen wir die Differenzierbarkeit von g im Punkt x voraus
und differenzieren mit Hilfe der Kettenregel und Tabelle 4 beide Seiten der
Beziehung g o f = id im Punkt y, so erhalten wir

SUW)-fly) =1

Division durch f’(y) # 0 und Einsatz von y = g(x) fithrt uns schliefllich
zum Ergebnis. a

Beispiel. Die Exponentialfunktion ¢* bildet R bijektiv auf ] = (0,00) ab.
Ihre Umkehrfunktion ist der oben eingefiihrte nattirliche Logarithmus In :
(0,00) — R, siehe Abb. 10. Wegen D exp = exp, siehe Tabelle 4, gilt nach
der Umkehrregel

1 1
Dlnx—m—g (x > 0).


http://de.wikipedia.org/wiki/Potenz_(Mathematik)#Reelle_Exponenten
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Abb. 10. Die Exponentialfunktion e¢* (blau) und ihre Umkehrfunktion In x (rot).

Logarithmen zur Basis a > 0 lassen sich nach der Logarithmenrechnung
durch die Formel log, x = In x/ Ina ausdriicken, so dass uns die Kettenregel
und Tabelle 4 hierfiir liefern:

1
Dlogux—m (x >0).

Beispiel. Nun zur Funktion x? fiir einen Parameter a € IR und die Variable
x > 0. Wir schreiben x* = exp(alnx) und bekommen mit Kettenregel und
den mittlerweile bekannten Ableitungen fiir exp und In:

Dx" = exp(alnx) - ; = ax"! (x>0, a€R). (6.7)
Die Spezialfélle a = 1/2 und a = —1 liefern:

N

A 2yx (x>0),
bzw. 1 .
Do=—— (x#0) 6.8)

Dabei haben wir die Giiltigkeit der letzten Formel durch ,Spiegelung” von
x > 0 auf x < 0 ausgedehnt, indem wir 1/x = —1/(—x) nutzen und
die Kettenregel ein weiteres Mal anwenden. Tatsdchlich ldsst sich mit dem
gleichen Trick fiir a € Z die Giiltigkeit von (6.7) auf negative x ausdehnen:

Dx" = nx" 1 (x#£0, ne€Z; bzw. x €R, n € N).


http://de.wikipedia.org/wiki/Logarithmus#Basisumrechnung
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Arithmetikregeln. Es seien die Funktionen f,g : I — R im Punkt x € I des
Intervalls I differenzierbar und a,b € R Parameter. Dann sind auch die durch die
arithmetischen Operationen gebildeten Funktionen in x differenzierbar:

e Summenregel

(af (x) +bg(x))" = af'(x) + bg'(x), (6.9)

e Produktregel

(f(x)-8(x))" = f'(x) - 8(x) + f(x) - 8'(x), (6.10)

¢ Quotientenregel
FEY _ F)- g0 — F(x) () .
(s) - 82 ' (o)

wobei hier g(x) # 0 vorausgesetzt werden muss.

Herleitung. Wir schreiben die arithmetischen Operationen jeweils in der

Form
F(f(x),8(x))

und berechnen die Ableitung mit der Kettenregel und dem Lemma aus
Abschnitt 6.1:

DD — pr(- (L)) = Fn, ) () + 22121 (o),

wobei y1 = f(x) und y, = g(x). Nach Tabelle 4 und Formel (6.8) erhalten
wir die synoptische Aufstellung:

F(f(x),8(x)) | Flyi¥2) DF(y1,¥2) dF(f(x),8(x))/dx
af(x)+bg(x) | ay1+bys (a,b) af'(x) +bg'(x)
f(x)-&(x) V1y2 (y2,11) 8(x)f'(x) + f(x)g' (x)
ﬁg v1/y2 (1/y2, —v1/¥5) J;((;)) - (;gfggx)
Im Fall der Division miissen wir natiirlich g(x) # 0 verlangen. a

Beispiel. Nehmen wir an, Sie stehen vor der Aufgabe, die Funktion

flx) =

exp(x®/(1+x?))

In(1+ x2)
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ableiten zu miissen. Nun, mit den Ableitungsregeln und den in Tabelle 5
zusammengefassten Resultaten fiir die Potenz- und Logarithmusfunktionen
bewaffnet, sollten Sie sofort ablesen konnen, dass f'(x) fiir alle x # 0
existiert (warum?) und nach ,Schema F” regelgerecht berechenbar ist. Sie
konnten sich also hinsetzen und die Rechnungen auf dem Papier ausfiihren,
wobei Sie sich vermutlich ein paar mal verrechnen werden. Oder Sie machen
sich — weit besser — bewusst, dass Computer hervorragende Werkzeuge fiir
regelbasiertes Rechnen sind und ein Computeralgebra-System (CAS) wie
Maple Ihnen die Arbeit sehr viel schneller und fehlerfrei erledigt:

> simplify(diff (exp(x~2/(1+x72))/1In(1+x72),x));
2

—2xexp <1_T_xz> (- (1+22) +1422) (1 +x2)_2 (n(1 +x2))_2

So verliere ich zwar schnell erzeugte und stupide Klausuraufgaben, Sie
gewinnen jedoch Freirdume fiir mehr Kreativitdt und eine bessere Bezahlung.
Der Preis hierfiir ist allerdings, dass ich Ihnen die Bewéltigung eines htheren
Mafles an Abstraktion abverlange.

Logarithmische Ableitung

Die Produktregel bekommt eine besonders einfache Gestalt, wenn wir durch
f(x)-g(x) # 0 dividieren diirfen:

(f-8)'(x) _ filx) | g'(x)
(f-9)x)  flx)  glx)

Die Operation Lf(x) = f'(x)/f(x) (wobei wir f(x) # 0 voraussetzen
miissen) tiberfiihrt also Produkte in Summen:

L(f-g)(x) = Lf(x) + Lg(x);

man nennt sie die logarithmische Ableitung. Der Zusammenhang mit dem
Logarithmus wird besonders deutlich, wenn wir mit Hilfe der Kettenregel
ausrechnen, dass (fiir 2 € R) gilt:

fx)>0 = Lf(x) = In(f(x) und L(f)(x) = e (x)

6.3 Hohere Ableitungen und der Satz von Schwarz

Die Ableitung f’(x) einer in einem Intervall differenzierbaren Funktion
f(x) ist ihrerseits eine Funktion, die auf Differenzierbarkeit untersucht und
gegebenenfalls abgeleitet werden kann. Dieser Prozess des fortgesetzten
Differenzierens kann ,so lange es geht” iteriert werden und fiihrt uns auf


http://de.wikipedia.org/wiki/Schema_F
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die hoheren Ableitungen von f. Die Notation lautet — es gibt jeweils drei
gleichberechtigte Alternativen — fiir die zweite Ableitung

2
£ = T ) = D2f () = (£,

fur die dritte Ableitung

3
() = T = D0 = (),

usw; fir die n-te Ableitung schreiben wir

) = T () = D" f () = (£ D ()"

Entsprechend konnen wir gegebenenfalls die hoheren partiellen Ableitun-
gen einer Funktion f : B,(x) C R" — R bilden, zum Beispiel etwa die
,gemischte2° dritte partielle Ableitung

a3
0x2 9x;

f(x) = 839, (x).

Der folgende wichtige Satz von Schwarz besagt, dass es unter der Voraus-
setzung der Stetigkeit der jeweiligen Ableitung nicht auf die Reihenfolge
ankommt, in der nach den einzelnen Komponenten abgeleitet wurde.

Satz. Die Funktion f : B,(x) C R" — R besitze in B,(x) die partiellen Ablei-
tungen d;f, oy f und did;f. Wenn 00, f im Punkt x stetig ist, so existiert auch
0;0k f(x) und es gilt
02 02
0x; Bxkf(x) - X axjf(x)'

Beispiel. Man kann zeigen, dass die durch f(0,0) = 0 und sonst durch

2 — 2
X1,X2) = X1X x#0
f(x1,x2) 12x%+x§ (x #0)

definierte Funktion f auf ganz IR? stetig ist, dort stetige partielle Ableitungen
d1f und 9, f besitzt, und dass 919, f sowie 9,01 f iiberall in R? existieren.
Nach unseren Ableitungs- und Stetigkeitsregeln miissen diese gemischten
Ableitungen fiir x # 0 natiirlich stetig®” sein und daher nach dem Satz von

26 Gemischt” bedeutet, dass nicht fortgesetzt nach nur einer einzigen Komponente
xi abgeleitet wird.

27 Es tauchen ja nur die Grundrechenarten auf und fiir x # 0 wird nirgends durch
Null dividiert.


http://de.wikipedia.org/wiki/Hermann_Amandus_Schwarz
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Schwarz {ibereinstimmen: Tatsdchlich kann man mit Maple nachrechnen,
dass

6 4.2 2.4 6
_ X7 +9x7x5 —9x7x5 — x5

9102 (x) = 9201 f(x) (21 2)
1 2

(x #0).

Andererseits gilt 91 f(0,x2) = —xp und 9, f(x1,0) = x1, so dass
01021 (0) =1 # —1 = 9,01 £(0).

Die gemischten zweiten Ableitungen miissen also im Punkt x = 0 schlicht-
weg unstetig sein, sonst wiirde sich ja auch hier die Reihenfolge vertauschen
lassen.

Bemerkung. Die Vertauschung von Grenzwerten ist generell nur unter Zu-
satzvoraussetzungen zuldssig. Solche Zusatzvoraussetzungen sollten einer-
seits hinreichend ,,schwach” formuliert sein, um nicht zu viele interessante
Fille auszuschliefien, miissen aber in der Praxis auch so ,einschneidend”
gewdhlt werden, dass sie sich noch halbwegs bequem {iiberpriifen lassen.
Wir werden solchen Kompromissen in der Vorlesung wiederholt begegnen, so
in den Abschnitten 4.5, 6.3, 6.4 und 8.4.

6.4 Differentiation von Reihen

Wenn wir aus einer Folge ( fx) differenzierbarer Funktionen eine fiir jedes x
konvergente Reihe

f) = Y fil)
k=1

bilden konnen, so stellt sich die Frage nach der Differenzierbarkeit und
gegebenenfalls der Ableitung von f(x). Wiinschenswert wire die einfache
Beziehung

F) = Y )
k=1

durch gliedweises Differenzieren. Wir sollten aber reflexartig laut ,, Achtung
rufen: Hier werden zwei Grenzwerte vertauscht, namlich Differentiation
und Wert einer unendlichen Reihe. Soetwas geht nur unter Zusatzvorausset-
zungen.

14

Beispiel. Ich mochte die Problematik an der fiir |x| < 1 konvergenten geo-

metrischen Reihe -
1
_ k_
f(x) - k_;)x 1 —x

verdeutlichen. Es gilt lim,_, 1 f(x) = 1/2; die gliedweisen Grenzwerte
liefern jedoch die divergente Rethe 1 —1+1—14---.
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Definition. Konvergiert die aus einer Funktionenfolge f; : D C R" — R
gebildete Reihe

f) =Y filx)
k=1

fiir alle x € D, so sprechen wir von der punktweisen Konvergenz der Reihe
gegen die Grenzfunktion f : D — R. Wird die Funktionenfolge durch die
positiven Glieder (aj) einer konvergenten Reihe majorisiert, d.h. gilt

lfi(x)|<ax (xeD, keN) und Y ag < oo, (6.12)
k=1

so sprechen wir von der majorisierten Konvergenz der Reihe Y fx(x). Nach
dem Majorantenkriterium gilt:

oo
fi(x) konvergiert majorisiert = ) _ fi(x) konvergiert punktweise.
1 k=1

agk

k

Der folgende Satz von der majorisierten Konvergenz stammt von Tannery.

Satz. Die aus den Funktionen fi : D C R" — IR gebildete Reihe
flx) =) fil®)
k=1

konvergiere majorisiert. Wenn dann limy_., fi(x) fiir alle k € IN existiert, so
konvergiert die Reihe dieser Grenzwerte und es vertauschen Limes und Summe:

lim ifk(x) = i lim f(x).
k=1 k=1

X—a X—a

Sind die Funktionen fy auf D alle stetig, so ist es demnach auch die Funktion f(x).

Beispiel. In Aufgabe 11 auf S. 55 haben Sie gezeigt (siehe auch Abschnitt 9.2),
dass die Reihe

{s)=Y & (6.13)
k=1

fur s > 1 konvergiert. Flir s > sy > 1 gilt natiirlich k=° < k=% (k € IN), so
dass die Reihe auf D = [sg, 00) majorisiert konvergiert und wir — mit beliebig
gewdhltem sy > 1 — Grenzwerte und Summe vertauschen diirfen. Die Reihe
definiert demnach insbesondere eine stetige Funktion ¢ : (1,00) — R, die
Riemann’sche Zetafunktion.?

28 Sje ist Gegenstand eines der wichtigsten ungelosten Probleme der Mathematik,
der Riemann’schen Vermutung. Diese besagt, dass die nichttrivialen Nullstellen


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Tannery_Jules.html
http://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann
http://de.wikipedia.org/wiki/Riemannsche_Vermutung
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Andererseits gilt wegen 1° = 1 und lims . k™% — 0 fiir k > 1 sowie
wegen der jetzt erlaubten Vertauschung von Grenzwert und Summe, dass

[ee)

lim {(s) = slin30k75:1+0+0—|—0+---:1. (6.14)
1

§—00
k=

Korollar. Wenn fiir die differenzierbaren Funktionen fy: I CRR — R

f(x) =Y fi(x) punktweise und Y fi(x) majorisiert
k=1 k=1
konvergiert, so ist die Funktion f auf I differenzierbar und die Reihe darf gliedweise
differenziert werden:

F) =Y fl).
k=1

Beispiel. Die Ableitung der Zetafunktion erhilt man durch gliedweises Dif-
ferenzieren, namlich

7'(s) = i k*Ink  (s>1).
k=1

Nach dem Korollar miissen wir dazu nur die majorisierte Konvergenz der
rechts stehenden Reihe auf einem Intervall [sp,00) mit 1 < sy < s zeigen.
Da Logarithmen langsamer als jede Potenz wachsen (siehe Formel (7.5) in
Abschnitt 7.2), also fiir jedes € > 0

Ink = O(k®) (k — o)

gilt, finden wir mit 0 < € < sy — 1 die Majorante k~*Ink = O(k~(0=¢)).

6.5 Trigonometrische Funktionen

In der Robotik und Computergrafik sind die aus der Schule im Prinzip
bekannten trigonometrischen Funktionen, auch Winkelfunktionen genannt,
ein fundamentales Werkzeug. (Eine vollig tiberraschende Anwendung dieser
Funktionen in der Kombinatorik findet sich in Abschnitt 11.2.) Wir wollen
hier ihre Ableitungen zusammentragen. Dazu rufen wir uns mit Abb. 11 die
Definition der Winkelfunktionen am Einheitskreis in Erinnerung.

der in die komplexe Ebene fortgesetzten Zetafunktion stets den Realteil 1/2 besit-
zen. Das mutet zwar recht technisch an, hitte aber extrem viele hochinteressante
und wichtige Konsequenzen (bis in die Krytographie hinein). Mit massivem Com-
putereinsatz wurde die Richtigkeit der Vermutung fiir die ersten 10 Billionen
Nullstellen gepriift (aktueller Rekord aus dem Jahre 2004) und dabei kein Gegen-
beispiel gefunden. Das kanadische Clay-Insitut hat einen Preis von einer Million
Dollar fiir die vollstindige Losung dieses Rétsels ausgelobt.


http://www.claymath.org/millennium
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cotx

tan x

COos X

1

Abb. 11. Winkelfunktionen sin x (blau) und cos x (grtin) zum Bogenmaf x (rot)

In der hoheren Mathematik ist es tiblich, den Winkel x nicht in Grad,
sondern im Bogenmafs, also durch die Lange des zugehorigen Einheitskreis-
bogens (siehe Abb. 11) zu messen: Da der halbe Umfang des Einheitskreises
7t betrégt, ist
T

180° (Winkel x in Grad).

Winkel x im Bogenmaf} =

Ein Vollwinkel von 360° entpricht also x = 27, ein rechter Winkel (90°)
hingegen x = 71/2.

Die kartesischen Koordinaten des unter dem Winkel x auf dem Einheits-
kreis liegenden Punkts P definieren die Sinus- und Kosinusfunktion:

P = (cosx,sinx).

Der Winkel x kann dabei eine beliebige reelle Zahl sein; fiir x > 27 beginnen
wir uns mehrfach um den Kreis zu wickeln, fiir x < 0 laufen wir im statt
gegen den Uhrzeigersinn. Die Funktionen sin und cos sind demnach 27-
periodische Funktionen auf R (siche Abb. 12a):

sinx = sin(x + 2m), cos x = cos(x + 27).

Eine Drehung von Abb. 11 um einen rechten Winkel zeigt die Beziehungen

. T . T
sinx = —cos (x + 5) , cos x = sin (x + 5) . (6.15)

Nach dem Satz des Pythagoras gilt
sin? x +cos’x = 1 (x € R). (6.16)

Schliefilich konnen die in Abb. 11 eingezeichneten Lingen tan x (Tangens
des Winkels x) und cot x (Kotangens des Winkels x) nach dem Strahlensatz
durch

und cotx =



http://de.wikipedia.org/wiki/Kartesisches_Koordinatensystem
http://de.wikipedia.org/wiki/Satz_des_Pythagoras
http://de.wikipedia.org/wiki/Strahlensatz
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f) f)

k%s

~
S

—1F

a Die 27-periodischen Funktionen sin x (blau) und cos x (rot) b Die 7r-periodischen Funktionen tan x (blau) und cot x (rot)

Abb. 12. Visualisierung der trigonometrischen Funktionen.

ausgedriickt werden (siehe Abb. 12b). Aus der Dreiecksgeometrie folgen die
wichtigen Additionstheoreme

sin(x +y) = sinx - cosy + cos x - siny, (6.17)

cos(x +y) = cosx - cosy —sinx - siny.

Wir wollen uns mit dem Nachweis der Stetigkeit von sin und cos nicht
aufhalten (sie sind stetig), sondern zielen im folgenden direkt auf die Berech-
nung der Ableitungen der Winkelfunktionen und ihrer Umkehrfunktionen.

Ableitungen der trigonometrischen Funktionen

Wie im Zusammenhang von Tabelle 4 angekiindigt, miissen wir die Ablei-
tung der Sinusfunktion an einer Stelle auf die Definition zur{ickfiihren. So
wie wir die Ableitung der Exponentialfunkion aus dem Additionstheorem
e*tY = e . ¢¥ und dem speziellen Wert der Ableitung fiir x = 0, ndmlich
dem Grenzwert (3.10) gewonnen hatten, so verwenden wir jetzt das Additi-
onstheorem (6.17) der Sinusfunktion sowie die speziellen Werte sin’(0) und
cos’(0). Kiimmern wir uns zunéchst um sin’(0). Aus Abb. 11 lesen wir ab,
dass:
Flache des Dreiecks mit den Katheten cos x und sin x

< Fldche des Kreissektors zum Winkel x

< Flache des Dreiecks mit den Katheten 1 und tan x,
also in Formeln (ich erinnere: x wird im Bogenmaf$ gemessen)

X

1 T
< = <x < —
2\ztanx (O\x\z),

1 .
Esmxcosx <

bzw. nach Umordnung der Terme:
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sin x 1
<
X CcoSs X

cosx <

0 < |x| < g). (6.18)

(Fiir negative x ist diese Ungleichung richtig, weil das Vorzeichen von x
wegen cos x = cos(—x) und sin(x)/x = sin(—x)/(—x) keine Rolle spielt.)
Der Grenziibergang x — 0 liefert wegen cos0 = 1 und sin0 = 0, dass

=1. (6.19)

Schlieflich bendtigen wir noch cos’(0). Dazu differenzieren wir die pytha-
gordische Formel (6.16) an der Stelle x = 0 und erhalten

0 = 2cos(0) cos’(0) + 2sin(0) sin’(0) = 2 cos’(0),

also
cos'(0) = lim ¥ =1 _ ¢ (6.20)
x—0 X
Mit den Werten (6.19) und (6.20) bewaffnet, konnen wir das Additionstheo-
rem (6.17) partiell nach y = 0 ableiten und erhalten mit den Ableitungsregeln

sin’(x) = 9 sin(x + ) = i(sinx -cosy + cosxsiny)

a]/ y=0 ay y=0

= sinx - cos’(0) + cos x sin’(0) = cos x,
also
Dsinx = cos x.

Die Ableitungen der anderen trigonometrischen Funktionen lassen sich
hieraus direkt mit den Ableitungsregeln berechnen. Differentiation der
Darstellung (6.15) von cos x liefert

Dcosx = —sinx.

Aus tanx = sin x/ cos x folgt mit der Quotientenregel

, sin’ x - cosx —cos’ x-sinx  cos? x +sin® x )
tan' x = 5 = 5 =1+tan”“x. (6.21)
cos? x cos? x

Ableitungen der zyklometrischen Funktionen

Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen heifien zyklome-
trische Funktionen. Dabei ist darauf zu achten, dass man geeignete Defini-
tionsintervalle herausgreift, auf denen die trigonometrischen Funktionen
wirklich invertierbar sind. So sind etwa

sin : [fg,g} —[-1,1], cos:[0,7] — [-1,1], tan : (,E —) — R
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Tabelle 6. Ableitungen der trigonometrischen und zyklometrischen Funktionen.

f(x) sin x Cos X tan x arcsin x arccos x arctan x

f'(x) | cosx —sinx 1+tan’x 1/V1—-22  —1/V1-x2 1/(1+x?)

bijektiv und definieren die Umkehrfunktionen
T n}

~55 arccos : [—1,1] — [0, 7t],

arcsin : [—1,1] — [

und —
tan : R (——, —) .
arctan : R — 55

Ihre Ableitungen ergeben sich mit der Umkehrregel ganz einfach (man
sollte es in Tabelle 6 unmittelbar ,,sehen”) aus denen von sin, cos und tan
und - in den ersten beiden Fillen — einer Anwendung der pythagordischen
Formel (6.16). Nattirlich sind sie nur dort differenzierbar, wo der Nenner
von Null verschieden ist, d.h. fiir arcsin und arccos muss x # +1 sein.

7 Anwendungen der Ableitung

7.1 Kurvendiskussion und Mittelwertsatz
Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema

Das Maximum und das Minimum einer Funktion f tiber ihrem Definitions-
bereich bezeichnen wir — wenn sie existieren®® — auch als globale Extrema.
Abb. 13 zeigt, dass es zusitzlich Stellen xy geben kann, fiir die der Wert f(xo)
unter den in der Nihe liegenden Funktionswerte maximal bzw. minimal ist.
Solche Stellen bezeichnen wir als lokale Extrema. Ein lokales Maximum liegt
in xp € [a,]] also genau dann vor, wenn es ein offenes Intervall U(x() > x
gibt (eine ,, Umgebung” von xy), so dass

f(x) < f(xo) fir alle x € U(xp) N I.

Gilt dabei ,<” fiir x # xg aus U(xg), so sprechen wir von einem strikten loka-
len Maximum. Vo6llig analog wird ein (striktes) lokales Minimum definiert.
Ein Blick auf Abb. 13 macht das folgende Ergebnis von Fermat plausibel:

Lemma. Die Funktion f : (a,b) — R sei im Punkt xy € (a,b) differenzierbar.
Dann gilt:

f besitzt in xq ein lokales Extremum = f'(xq) = 0.

29 Wenn [ kompakt ist, reicht hierfiir nach dem Satz vom Maximum und Minimum
die Stetigkeit von f.


http://de.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat
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feo
glob. Max.

lok. Max.
lok. Max.

glob. Min.

2 b
Abb. 13. Globale und lokale Extrema einer Funktion

Beweis. Wir zeigen das Ergebnis fiir lokale Maxima; lokale Minima erfordern
nur das ,,Umdrehen” aller Vergleichssymbole. Fiir ein lokales Maximum in
xo gilt nun mit hinreichend kleinem |h| > 0, dass

f(xo+h) = f(x0) <0

Also ist
flo+h) = flxy) ]SO farh=>0,
h >0, firh<o.

Grenziibergang h — 0 liefert jetzt sowohl f'(xp) < 0 als auch f/(xp) > 0
und daher f'(xp) = 0. d

Bemerkung. Der Beweis erfordert, dass im Definitionsintervall von f sowohl
Platz fiir xg + h mit h > 0 als auch fiir Werte mit & < 0 ist, dass also x( nicht
am Rand liegt. Anderenfalls ldsst sich nur die Abschitzung f/(xp) > 0 bzw.
f'(x0) < 0 beweisen. Ist also beispielsweise die Funktion f : [2,b] — R im
Randpunkt a differenzierbar und besitzt dort ein lokales Maximum, so ist
fiir Inkremente h < 0 kein Platz mehr und wir kénnen nur auf f/'(a) < 0
schlieflen, siehe Abb. 13.

Wenn wir die Extrema einer differenzierbaren Funktion f : [a,b] — R
bestimmen wollen, miissen wir demnach wie folgt vorgehen:
1. Bestimme die Nullstellen von f’ im offenen Intervall (a, b).

2. Sortiere darunter diejenigen Werte aus, zu denen kein lokales Extremum
gehort. (Solche Werte kann es durchaus geben: Beispiel?)

3. Bestimme den Charakter von f in den Randpunkten a und b (lokales
Maximum bzw. Minimum?).

4. Das grofite lokale Maximum ist das globale Maximum; das kleinste
lokale Minimum entsprechend das globale Minimum.
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Beispiel. Wir betrachten die differenzierbare Funktion f(x) = x + x~! auf
dem Intervall (0,0). Da f(x) — oo fiir x — 0 und x — oo, muss f nach
dem Satz vom Maximum und Minimum ein globales Minimum besitzen.
(Warum? Sehen Sie sich den Anfang des Beweises vom Fundamentalsatz der
Algebra nocheinmal an.) Eine Stelle xy, in der das Minimum angenommen
wird, muss nach dem Lemma zu den Nullstellen von f’ gehoren, also

1
"%)=1—==0
f ( 0) x%
erfiillen. Nun gibt es aber nur ein einzige positive Losung dieser Gleichung,
nédmlich xp = 1. Also haben wir die (hier eindeutige) Minimalstelle bereits
gefunden und es gilt f(x) > f(xp) = 2 fiir alle x > 0. Es gilt somit die
Ungleichung

1

mit Gleichheit genau fiir x = 1. Diese Ungleichung folgt auch sofort aus der
AM-GM-Ungleichung (wie?).

Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Ein wichtiges Hilfsmittel der Analysis ist der von Lagrange stammende
Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Er erlaubt es, Differenzen von Funk-
tionswerten durch Werte der Ableitung an geeigneten Stellen zu ersetzen.
Sein Beweis ist eine Anwendung des soeben diskutierten Lemmas.

Satz. Die stetigen Funktionen f, g : [a,b] — R seien auf (a,b) differenzierbar; es
gelte ¢’ (x) # O fiiralle x € (a,b). Dann ist ¢(a) # g(b) und es gibt ein & € (a, b)

" fb)~f@) _ £Q) on
s6) =g ~ g '

Die Voraussetzungen an die Funktion g sind insbesondere fiir ¢(x) = x erfiillt, so
dass es ein ¢ € (a,b) gibt mit (vgl. Abb. 14)

= f'(%). (7.2)

—a

Fiir f(a) = f(b) liefert dies ein & € (a,b) mit f'(&) = 0 (Satz von Rolle).

Beweis. Wir beginnen mit dem einfachsten Spezialfall, dem Satz von Rolle.
Hier liegt es nahe, das soeben diskutierte Lemma anwenden zu wollen und
darauf zu zielen, dass f im offenen Intervall (a, b) eine (lokale) Extremstelle ¢
besitzen muss. Zwar garantiert uns der Satz vom Maximum und Minimum
die Existenz von Minimal- und Maximalstellen im Intervall [4, b], wir miissen
aber noch die Randpunkte a und b , wegdiskutieren”. Dazu unterscheiden


http://de.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange
http://de.wikipedia.org/wiki/Michel_Rolle
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f

L RRIE IR :

fOp
f@p----- f

i
a & b

Abb. 14. Veranschaulichung des Mittelwertsatzes (fiir g(x) = x).

wir zwei Situationen: Wenn f konstant ist, gilt f'(x) = 0 sogar fiir alle
x € (a,b). Wenn f nicht konstant ist, muss ihr Maximal- oder ihr Minimalwert
vom Randwert f(a) = f(b) verschieden sein. In jedem Fall gibt es also eine
Extremstelle ¢ € (a,b), fiir die nach dem Lemma f’(&) = 0 gelten muss.

Der allgemeine Fall ergibt sich aus dem Satz von Rolle durch Transforma-
tion. Zunédchst muss g(a) # g(b) gelten, da der Satz von Rolle sonst — im
Widerspruch zur Voraussetzung — ein ¢ € (a,b) mit ¢’ (&) = 0 liefern wiirde.
Deshalb erfiillt die Funktion

die Voraussetzungen des Satzes von Rolle, insbesondere gilt ndmlich F(a) =
F(b) = f(a). Demnach gibt es ein § € (a,b) mit

0=F() = (&) - mgm

womit schlieflich — nach Division durch ¢’(¢) # 0 — alles bewiesen ist. 0O

Monotonie

Ableitungen beschreiben zundchst nur das lokale Steigungsverhalten von
Funktionen. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes lassen sich hieraus aber Aussagen
tiber die Monotonie einer Funktion auf ganzen Intervallen gewinnen.

Definition. Eine Funktion f : I C R — R heifst monoton wachsend, wenn fiir
alle x1, x, € I gilt:
<2 = f(x1) < f(xp).

Sie heif$t streng monoton wachsend, wenn gilt:

x1 < Xp = f(xl) < f(xz).
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Vollig analog sind (streng) monoton fallende Funktionen definiert, hier sind
jeweils in der zweiten Ungleichung x; und x; vertauscht.

Monotoniekriterium. Fiir differenzierbare f : (a,b) — R gilt:
f >0in(ab
f <0in(ab
f ' >0in(ab
f ' <0in(a,b) <  fin (a,b) monoton fallend.

Ist f in einem der Randpunkte a bzw. b stetig, so darf dieser Punkt in die jeweils
rechts stehende Aussage einbezogen werden.

) = fin(a,b) streng monoton wachsend;
) = fin(a,b) streng monoton fallend;
)

& fin (a,b) monoton wachsend;

Beweis. Die Implikationsrichtungen ,, =" folgen sofort aus dem Mittelwert-
satz: Denn zu x1,xy € (a,b) bzw. (im Falle des Zusatzes) [, b] gibt es ein

¢ € (x1,x2) mit

fx1) = f(x2) = (x1 = x2) - f(2).
Die Implikationsrichtungen ,,<=" folgen hingegen aus der Definition (6.2)
der Ableitung als Grenzwert von Differenzenquotienten. a

Beispiel. Der natiirliche Logarithmus In : (0,00) — R wéchst nach dem
Monotoniekriterium streng monoton (vgl. Abb. 10), da seine Ableitung
In'x = 1/x > 0 fir x > 0 erfiillt. Also diirfen wir beispielsweise die
Ungleichung (3.8), d.h. 1+ x < exp(x) fiir alle x € R, logarithmieren (sofern
1+x>0):
log(1+4x) < x (x > -1).

Wegen der Strenge der Monotonie tibertrédgt sich von (3.8) auch die Charak-
terisierung des Gleichheitsfalls: genau fiir x = 0.

Hinreichende Bedingung fiir Extrema

Nach dem Lemma sind lokale Extrema einer differenzierbaren Funktion
f : (a,b) — R Nullstellen der Ableitung f’. Aber nicht alle Nullstellen
brauchen lokale Extrema zu sein (Beispiel?). Das folgende Kriterium — eine
unmittelbare Konsequenz aus dem Monotoniekriterium (siehe Abb. 15) — ist
oft niitzlich, um die ,richtigen” Nullstellen auszuwahlen.
Kriterium fiir Extrema. Es sei f differenzierbar auf (a,b) und f'(xq) = 0 fiir
ein xo € (a,b). Dann gilt:
f'=0in (a,xp) und f' <0in (xo,b) = f nimmt das Maximum in xq an;
f <0in (a,xo) und f' > 0in (xo,b) = f nimmt das Minimum in xq an.

Fiir lokale Extrema wendet man dieses Kriterium nattirlich auf eine geeignete
Umgebung von x( an.
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Xo Xo

Abb. 15. Kriterium fiir Maximum (links) bzw. Minimum (rechts) in x.

Charakterisierung von Konstanten
Kriterium fiir Konstanz. Fiir eine differenzierbare Funktionen f : I — R gilt:

ff=0inl < f=constin I

Beweis. Nur die ,,=“-Richtung bedarf einer Begriindung. Aus f’ = 0 folgt
aber mit dem Mittelwertsatz, dass f(x) — f(y) = O fir alle x,y € I, f also
einen konstanten Wert annimmt. a

Beispiel. Fiir zwei auf I differenzierbare Funktionen f und g ist f' = ¢
dquivalent zu (f — g)’ =0, so dass gilt:

ff=¢ & f=const+yg.

Sind andererseits f # 0, ¢ # 0, so ist Lf = Lg nach den Rechenregeln der

logarithmischen Ableitung dquivalent zu L(f/g) = Lf — Lg = 0 und daher
zu (f/g)" = 0. Also gilt:

! /

f_g & f =const-g.

f g

7.2 Berechnung von Grenzwerten

Die Grenzwerte (3.10), (6.19) und (6.20) sind alle drei von der Form

tim L5 mit f() = g(0) =0

und konnten daher nicht mittels der Stetigkeit von f und g berechnet wer-
den, da uns diese nur auf den sinnlosen Ausdruck ,0/0” gefiihrt hétte.
(Gleiches gilt fiir Grenzwerte des Typs ,,00/00”, ,0- 00" und ,00 — 00”.) Statt-
dessen hatten sich alle drei Grenzwerte als spezielle Werte von Ableitungen
entpuppt. Ganz allgemein lassen sich solche Grenzwerte oft mit Ableitungen
berechnen; die ,Standardform” sind dabei Grenzwerte des Typs ,,0/0” bzw.
,,00/00”, fiir welche die I"Hospital’sche Regel gilt:


http://de.wikipedia.org/wiki/Guillaume_Fran%C3%A7ois_Antoine%2C_Marquis_de_L%27Hospital
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Satz. Fiir differenzierbare f,g : (a,b) — R gelte g’ (x) # O fiir alle x € (a,b). Es
sei xq einer der beiden Randpunkte a bzw. b (die Symbole £oo sind hier zulissig).
In jeder der beiden folgenden Situationen

(i) f(x) — 0und g(x) — 0 fiir x — xo,
(i) f(x) — oo und g(x) — oo fiir x — xo,
gilt: Existiert limy_.x, f'(x)/g’(x), so ist

im M: im f’(x)
e A () 7

Beweis. Wir betrachten den Fall (i) sowie den Randpunkt xy = a € R. (Die
anderen Féllen lassen sich letztlich mehr und weniger einfach darauf zurtick-
fithren.) Dann ldsst sich auf das Intervall [xg, x], x € (a,b), der Mittelwertsatz
in der Form (7.1) anwenden (warum ist die Voraussetzung der Stetigkeit
erfiillt?) und liefert ein ¢ € (xg, x) mit

f(x) _ Fx) — flx) _ F1©)

glx)  gx) —glxo)  g'(¢)
Da mit x — xp auch ¢ — xo, folgt die Behauptung. d

Bemerkung. Ist auch lim,_., f'(x)/g’(x) vom Typ ,0/0” oder ,c0/00”, so
muss die 1'Hospital’sche Regel solange weiter angewendet werden, bis sich
der Grenzwert schlieflich als die Zahl f")(xg)/g™ (xo) ergibt.

Beispiel. In der Informatik betrachtet man - fiir den Vergleich der Komplexi-
tat verschiedener Algorithmen — Wachstumsbeziehungen wie beispielsweise

1 <Inlnn < Vinn <elnn (e >0). (7.4)

(Dabei bezeichnet f(n) < g(n), dass f(n) = o(g(n)) fiir n — o0.) Ausge-
schrieben bedeutet das

1 . Inlnn T \/lnnio

im = lim im
n—oo Inlnn  n—o \/Iny n—w elnn

Hiervon ist nur der zweite Grenzwert nicht sofort offensichtlich (warum?),
wir wollen ihn mit der I'Hospital’schen Regel bestdtigen: Der Grenzwert
limy_,e In x//x ist vom Typ ,,00/c0” und es gilt fiir x — oo

/!
(In x) = i — 0, also lim lnix 0.

(VX ~ Vx e Jx

Durch Exponentiation (warum ist das zuldssig?) folgen aus der Kette (7.4)
die weiteren Wachstumsbeziehungen
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Inn < eVinn < ye (e >0). (7.5)

Man kann diese aber auch unter erneuter Anwendung der 1'Hospital’schen
Regel herleiten: So folgt beispielsweise Inn < n¢ (¢ > 0) aus

(nx)" 1
(xe)/ T oexe€
Beispiel. Grenzwerte, die nicht der Standardform der I'Hospital’schen Regel

entsprechen, konnen oft auf diese , transformiert” werden. Betrachten wir
beispielsweise den Grenzwert

lim< .1 —1> =0
x—0 \sinx x

vom Typ , 00 — oo”. Auf einen gemeinsamen Nenner gebracht, wird daraus
der Typ ,,0/0":

— 0 (x — o).

1 1 x—sinx  f(x)

sinx x x-sinx  g(x)
Der Quotient der ersten Ableitungen

f(x) 1—cosx

¢'(x)  x-cosx+sinx

liefert fir x — 0 leider immer noch einen Grenzwert vom Typ ,,0/0”, so
dass wir den Quotienten der zweiten Ableitungen betrachten miissen:
f(x) sin x . 0 B
¢"(x)  2cosx—xsinx 2-1-0-0
Eine zweimalige Anwendung der 1'Hospital’schen Regel liefert daher den
behaupteten Grenzwert 0.

0 (x —0).

Beispiel. Der Grenzwert lim,_,¢ x In x ist vom Typ ,,0 - 0", kann aber sehr
einfach auf den Typ ,00/00” gebracht werden:

xInx = Inx
S 1/x°
Der Quotient der ersten Ableitungen liefert nach der 1'Hospital’schen Regel
1 /
Ef}i;, =—-x - 0 (x—0), also jlcig(l)xlnxzo.

In Zukunft werden wir solche Grenzwerte aber einfach mit Maple ausrech-
nen, welches die 'Hospital’sche Regel selbstverstandlich beherrscht:

> limit(x*1n(x),x=0), limit(1/sin(x)-1/x,x=0);
0,0
> limit(exp(sqrt(ln(n)))/n~eps,n=infinity) assuming eps > 0;

0
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f

fer

fGxo) |

X0 A-D)xp+Ax; X1

Abb. 16. Eine konvexe Funktion f (blau) mit Tangenten (rot) und Sehne (griin).

7.3 Konvexitit und die Jensen’sche Ungleichung

Abb. 16 zeigt einen Funktionsverlauf (blau), dessen Graph in Richtung
wachsender x eine , Linkskurve” beschreibt. An der Abbildung kénnen wir
einige Eigenschaften solcher Funktionen ablesen:

e Die Werte einer Sehne (griin), die zwei Punkte (xo, f(xp)) und (x1, f(x1))
des Graphen verbindet, liegen oberhalb von f.

e Fiir xy < xq liegt die Steigung jener Sehne zwischen den Steigungen der
Tangenten (rot) an f in ihren Endpunkten;

¢ insbesondere sind die Steigungen der Tangenten, also die Ableitung f’,
monoton wachsend und nach dem Monotoniekriterium gilt daher f” > 0.

Die Punkte auf der Sehne lassen sich durch
x-Koordinate = (1 — A)xg + Axy, f-Koordinate = (1 —A)f(xg) + Af(x1),

mit 0 < A < 1 beschreiben. Die Indizierung ist dabei so gewahlt, dass wir
xo fur A = 0 erhalten, bzw. x; fiir A = 1. Wenn wir die aufgelisteten drei
Eigenschaften (die zunehmend hohere Differenzierbarkeit erfordern) forma-
lisieren, so stellen wir fest, dass jede von ihnen fiir die , Linkskriimmung”
bereits konstitutiv ist, also die jeweils anderen beiden Eigenschaften impli-
ziert. Genau das besagt der folgende Satz, den man — wie bereits sovieles
in diesem Teil der Vorlesung — durch ,Jonglieren” mit dem Mittelwertsatz
beweisen kann.

Satz. Fiir zweimal differenzierbares f : (a,b) — R sind folgende Ungleichungen
dquivalent:

e Fiir alle xq, xq mit xg # x1 gilt

fA=M)xo+Ax) < (1=A)f(xo) +Af(x1)  (0<A<1); (7:6)
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o fiir alle xy, xq mit xg < x1 gilt

f'(x0) < W < flx); (77)
o fiiralle x € R gilt
0< f'(x). (7.8)

Wenn eine der Ungleichungen (7.6), (7.7) oder (7.8) strikt ist, d.h. wenn dort
das ,<”-Zeichen statt des ,,<"-Zeichens gilt, so gilt dasselbe auch fiir die jeweils
anderen beiden Ungleichungen.

Definition. Eine Funktion f : (4,b) — R, fiir welche die Ungleichung (7.6)
gilt, heif}t konvex. Ist die Ungleichung strikt, so heifst f streng konvex. f heifst
(streng) konkav, wenn — f (streng) konvex ist.

Die Bedeutung des Satzes liegt nun darin, dass sich die Ungleichung (7.8)
oft als sehr einfaches Konvexititskriterium iiberpriifen lasst, wiahrend die
Ungleichungen (7.6) und (7.7) dann sehr niitzliche und interessante Resultate
beinhalten. Die Ungleichung (7.7) kann dazu auf eine weitere niitzliche Form
gebracht werden:

Korollar. Essei f : (a,b) — R konvex und differenzierbar. Dann gilt fiir alle
xo, X1 € (a,b), dass

f(xo) + f'(x0) (x1 — x0) < f(x1). (7.9)
Ist f streng konvex, so gilt hier die Gleichheit genau dann, wenn xo = x1.

Beispiel. Die Exponentialfunktion f(x) = e* ist auf R streng konvex, da stets
f"(x) = e* > 0 gilt. Aus dem Korollar folgt —jetzt sozusagen vom ,héheren
Standpunkt” aus — erneut unsere gute alte Ungleichung (3.8), ndmlich

1+x=f(0)+ f(0)(x = 0) < f(x) = ¢
mit Gleichheit genau fiir x = 0.

Die den Begriff der Konvexitdt definierende Ungleichung (7.6) wird
durch Iteration sogar noch viel niitzlicher, wie Jensen 1904 — und vor ihm
bereits 1888 Holder — erkannte:

Jensen’sche Ungleichung. Es sei f : (a,b) — R konvex, x1,...,x, € (a,b)
und py,...,pn > 0mit py + - -+ py = 1. Dann gilt

f(i Pk'xk> < ipk'f(xk)- (7.10)
P P

Ist f streng konvex, so gilt hier die Gleichheit genau dann, wenn xq1 = - - - = xy.


http://de.wikipedia.org/wiki/Johann_Ludwig_Jensen
http://de.wikipedia.org/wiki/Otto_H%C3%B6lder

7.3 Konvexitat und die Jensen’sche Ungleichung 83

Beispiel. Der natiirliche Logarithmus f(x) = In x bildet eine streng konkave
Funktion: Es ist namlich f”(x) = —1/x? < 0 fiir x > 0. Also liefert fiir
ai,...,ap > 0und py,...,py > 0 mit p; +--- + py = 1 die Jensen’sche
Ungleichung (wegen der Konkavitdt muss das Ungleichheitszeichen in (7.10)
umgedreht werden)

n n
ln(Zpk~ak> > Zpk~lnak:ln<afl~~uﬂ”);
k=1 k=1

dabei gilt wegen der strengen Konkavitit Gleicheit genau fiir a; = - - - = a,,.
Nach Anwendung der streng monotonen Exponentialfunktion erhalten wir
hieraus einen weiteren guten alten Bekannten vom ,hoheren Standpunkt”
aus zurtick, die allgemeine AM-GM-Ungleichung aus Abschnitt 3.7:

p1a1+...+pnan>a§71...a5n

mit Gleichheit genau fiir a; = - -+ = ay.
Extrema konvexer Funktionen

Strenge Konvexitit ist eine grofie Hilfestellung bei der Losung von Extrem-
wertaufgaben, sowohl global als auch lokal. Ein Blick auf Abb. 16 {iberzeugt
uns von der Plausibilitdt des folgenden Lemmas:

Lemma. Essei I C R ein Intervall und f : I — IR streng konvex. Dann besitzt f
hachstens eine Minimalstelle in I und kann das Maximum nur in den Randpunkten
von 1 annehmen (falls vorhanden,).

Beweis. Der Beweis erfolgt jeweils durch Widerspruch. Nehmen wir zuerst an,
es gdbe zwei verschiedene Stellen xg, x; € (a,b), in denen f das Minimum m
annimmt. Dann folgt aus der strengen Konvexitat

£ < 3 )+ fx) = m

so dass f widerspriichlicherweise noch kleinere Werte als m beséfle.
Nehmen wir nun an, dass f das Maximum 7 im Innern des Intervalls I
annimmt. Wir kénnten dann ¥ = (xp + x1)/2 mit xp,x; € I schreiben.
Wegen der Maximalitdt des Werts m folgt aus der strengen Konvexitit der
offenkundige Widerspruch 7 = £ (%) < % (f(x0) + f(x1)) < 7. O

Beispiel. Das Lemma erklért sofort, warum wir im ersten Beispiel des Ab-
schnitts 7.1 fiir die Funktion f(x) = x +x~! auf I = (0,0) eine einzige
Minimalstelle und kein Maximum gefunden haben: I besitzt keine Rand-
punkte und f ist dort streng konvex, denn es gilt f”(x) =2/x> > 0.
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fx)
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201

Abb. 17. Die Funktion f(x) = x3 mit einem Wendepunkt bei x = 0.

Kriterium fiir lokale Extrema. Es sei f zweimal stetig differenzierbar auf (a,b)
und f'(xo) = 0 fiir ein xo € (a,b). Dann gilt:

f"(x0) >0 = f besitzt ein striktes lokales Minimum in xo;

f"(x0) <0 = f besitzt ein striktes lokales Maximum in xg.

Beweis. Ich betrachte nur den Fall f”(xg) > 0, den Fall f”(xo) < 0 behandelt
man durch , Umdrehen aller Ungleichungen”. Aus der Stetigkeit von f”
folgt, dass es sogar eine Umgebung U(x() von xq gibt, in der f”/ > 0 gilt und
f daher streng konvex ist. Aus der Ungleichung (7.9) und der Voraussetzung
f'(xp) = 0 folgt somit die Abschitzung

f(xo) < f(x)  (x0 #x € U(x0)),

so dass x als striktes lokales Minimum von f nachgewiesen ist. g

Bemerkung. Die Bedingungen f”(xp) > 0 und f'(xy) = 0 reichen nicht
aus, um auf ein lokales Minimum zu schlieffen. Denn im Gegensatz zu
f"(x0) > 0 koénnen wir die Bedingung f”(xo) > 0 nicht ohne weiteres auf
eine Umgebung von x ausdehnen, um dort die Konvexitat von f zu sichern.
Beispiel gefillig? (Dieses beantwortet tibrigens auch viele meiner Fragen
,Beispiel?” aus diesem Teil der Vorlesung ...)

Beispiel. Die streng monoton wachsende Funktion f(x) = x? erfiillt zwar
f(0) = f(0) = f”(0) = 0, aber x = 0 ist natiirlich keine Extremstelle,
sondern ein , Wendepunkt” (sieche Abb. 17): Fiir x < 0 gilt f”(x) < 0, d.h.
der Graph ist dort nach rechts gekriimmt (f ist dort konkav), fiir x > 0
gilt hingegen f”(x) > 0 und die Kriimmung verlduft nach links (f ist dort
konvex).
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Aufgaben
1. Fiir x € R sind die Hyperbelfunktionen definiert als
X _ ,—X X —X s h h
sinhx = i, coshx = i, tanhx = M, cothx = coshix
2 2 cosh x sinh x

a) Fiir welche x € R sind sie differenzierbar?

b) Bestimmen Sie die Ableitungen und bringen Sie sie in eine m&glichst einfache
Form.

¢) Ermitteln Sie die Definitionsbereiche der Umkehrfunktionen arsinh x, arcosh x,
artanh x, arcoth x. Wo sind sie differenzierbar und wie lauten ihre Ableitungen?

2. Fiir welche x € R sind folgende Funktionen differenzierbar?

X3 —2x% 4 x ) x| 5
f) =g W=k -1+x[=1  h(x)=1/=~ -5

Benutzen Sie Maple, um die Funktionsverldufe zu visualisieren und die Ableitungen
an den Differenzierbarkeitsstellen zu berechnen.

3. Die reellen Funktionen fi, f, ..., fu seien im Punkt x € R differenzierbar. Schrei-
ben Sie die Ableitung des Produkts

(frfarfa) (%)
moglichst tibersichtlich auf.
4. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

lim M, lim (cotx - 1) , lim ( 12 — lz) .
0 X X X

x—0 x x— x—0 \ sin

Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse mit Maple.

5. Bestimmen Sie die bestmogliche Konstante 2 > 0 so, dass die Abschitzung
IIn(1+x)[ <alx|  (]x] <1/2)
gilt. Warum muss dieses a existieren?

6. Ermitteln Sie das Maximum folgender Funktionen:

flx)=x"le 2?2 (x5 0),  gx)=eTe® (x€R).

7. Zeigen Sie, dass die Funktionen

f(x) =arctanx  und  g(x) = arctan (1 + x)

— X

sich fiir x € (—o0,1) bzw. x € (1, c0) jeweils nur um eine Konstante unterscheiden.
Berechnen Sie diese Konstanten.
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Hinweis. Betrachten Sie die Grenzwerte fiir x — oo und vergleichen Sie die Ablei-
tungen der beiden Funktionen.

8. Fiir die stetig differenzierbare Funktion f : (1,00) — R gelte f'(x) < 0 fiir
alle x > a und f(x) — 0 fiir x — oo. Lésst sich etwas Grundsitzliches iiber das
Vorzeichen von f(x) fiir x > a sagen? Skizzieren Sie den Verlauf einer solchen
Funktion.
9. Zeigen Sie, dass die von Einstein benutzte Funktion
X
_ .2
f(x) = X W (x > O)
streng monoton fallt.
10. Es sei die differenzierbare Funktion f : I C R — | C R surjektiv und es gelte
f'(x) >0 (x € R).
a) Begriinden Sie, dass f —1. ] — I existiert. Welches Monotonieverhalten hat f -17
b) Welches Kriimmungsverhalten hat f —1 wenn zusitzlich f konvex, bzw. streng
konvex (f konkav, bzw. streng konkav) ist?
¢) Wiederholen Sie a) und b) unter der Voraussetzung f'(x) < 0 (x € R).
Vorgehensweise. Finden Sie Beispielfunktionen. Veranschaulichen Sie sich die Beispiel-
funktionen und stellen Sie Vermutungen an. Beweisen Sie dann Ihre Vermutungen.

11. Zeigen Sie mit Threm Wissen tiber Konvexitit bzw. Konkavitét, dass

1, 1.3

x—1 x x+17 «x
gilt (wann gilt Gleichheit?). Gewinnen Sie hieraus wie der Renaissance-Mathematiker
Mengoli einen weiteren Beweis fiir die Divergenz der harmonischen Reihe. Verallge-

meinern Sie die Aussage auf 2n +1 (n € IN) Summanden.

(x>1)

12. Beweisen Sie mit den Mitteln der Infinitesimalrechnung, dass die Bernoulli’sche
Ungleichung aus Abschnitt 2.1 gilt.

13. Die Funktionen f, g : [2,b] — R seien stetig und in (a,b) differenzierbar. Zeigen
Sie, dass ein ¢ € (a,b) existiert mit

(f(b) = f(a)) - 8"(5) = (8(b) — 8(a)) - F(2).

14. Ein Optimierungsproblem.
a) Diskutieren Sie den Verlauf der Funktion f(x) = In(1 + %) fiir x > 0. Wo liegen
die Maxima/Minima, wo wiachst bzw. fillt die Funktion monoton, wo ist sie

konvex, wo konkav?
b) Bestimmen Sie die bestmogliche Konstante ¢ > 0, so dass fiir x,y,z > 0 mit

x+y+z=1gilt
c (1) (16 ) (142
x y z

In welchem Fall gilt die Gleichheit?

Hinweis. Warum beginnt diese Aufgabe wohl mit a)? Welches Werkzeug sollte
Ihnen da im Zusammenhang mit Ungleichungen einfallen?


http://de.wikipedia.org/wiki/Albert_Einstein
http://it.wikipedia.org/wiki/Pietro_Mengoli

IV

Integration

Die Integration ist die Umkehrung der Differentiation, sie liefert fiir eine
gegebene Funktion f eine sogenannte Stammfunktion F mit

F=f

Schon Newton und Leibniz erkannten den Zusammenhang dieser Umkeh-
rungsaufgabe mit der Berechnung von Flicheninhalten.

Zusatzlich zur Losung dieser klassischen Aufgaben liefert die Integration
ein méchtiges und sehr niitzliches Werkzeug zum Abschitzen und fiir die
tibersichtliche Formulierung funktionaler Zusammenhinge. Operativ be-
trachtet analysiert die Differentiation eine Funktion lokal in der Nahe eines
Punktes (sie , differenziert” also in einem ganz wortlichen Sinn), wéahrend
die Integration eine Funktion global auf einem Intervall ,als Ganzes” in den
Blick nimmt (was ja der wortlichen Bedeutung von , Integration” entspricht).

8 Das Integral einer Funktion

8.1 Begriff des bestimmten Integrals

Wir beginnen mit folgender Aufgabenstellung: Zu berechnen sei die Flache
unter dem Graphen einer auf dem Intervall [a, b] definierten Funktion f > 0,
siche Abb. 18b. Wenn wir bedenken, dass sich der Flicheninhalt eines
Rechtecks besonders einfach als Produkt der Seitenldngen berechnen lésst, so
liegt die in Abb. 18a ausgefiihrte Approximation durch eine , Treppenfldche”
(Rechtecksumme) nahe. Nimmt man nun fiir diese Approximation immer
mehr und damit schmalere Rechtecke, so sollte die Rechtecksumme wohl
gegen den gesuchten Flacheninhalt konvergieren.

Diesen Prozess wollen wir jetzt formalisieren, wobei wir die Vorausset-
zung f > 0 fallen lassen (d.h. Flachenstriicke unterhalb der x-Achse erhalten


http://de.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
http://de.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_Leibniz
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f ()

a b a b

a Summe der Rechtecksflichen = Riemann’sche Summe b Fliche unter dem Graphen der Funktion f

Abb. 18. Prinzip des Riemann’schen Integrals: Flichenapproximation

ein negatives Vorzeichen). Ausgangspunkt ist eine Zerlegung Z des Intervalls
[a,b] durch die Punkte

Aa=x0<x1<x < - <xy_1<x,=>0.

Die Feinheit |Z| der Zerlegung ist die Lange ihres grofiten Teilintervalls,

.....

|Z| = max |xj—xj_q].
j n

Wihlt man irgendwelche Zwischenpunkte ¢; € [x;_1, x;], so nennt man

n

S=1Y f(&) - (xj—xj-1)

j=1

eine Riemann’sche Summe. (Fiir f > 0 ist das genau die Rechtecksumme, also
die Flache der aus den Rechtecken gebildeten , Treppe” in Abb. 18a). Um
nun die oben ausgefiihrte Idee eines Grenziibergangs zu ,immer feineren
Rechtecken” zu prézisieren, nehmen wir eine Folge (Z;) von Zerlegungen,
deren Feinheit |Z| — O fiir k — oo erfiillt.

Definition. Eine Funktion f : [4,b] — R heift auf [a, b] Riemann-integrierbar,
oder einfach kurz integrierbar, falls fiir alle Zerlegungfolgen (Z;) mit asym-
ptotisch verschwindender Feinheit | Z;| — 0 die zugehorigen Riemann’schen
Summen S, unabhingig von der Wahl der Zwischenpunkte gegen ein und
denselben Grenzwert I(f) konvergieren; dieser Grenzwert

1= [ fox)ax

heilt dann das bestimmte Integral von f auf [a,b]; die Funktion f ist der
zugehorige Integrand.
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Das Symbol ,dx“ kennzeichnet dabei, dass das Integral bez. der Inte-
grationsvariablen ,x" gebildet wird; sie wird dadurch zu einer gebundenen
Variablen. Wir diirfen fiir sie jeden beliebigen Buchstaben hinschreiben, der
uns zur Verfiigung steht und der die Lesbarkeit der Formel unterstiitzt:

/abf(x)dx:/ubf(t)dt:/ubf@dg:,”

Unmittelbar aus der Definition ergeben sich die grundlegenden

Eigenschaften des bestimmten Integrals. Es sei a < b. Fiir integrierbare
Funktionen f, g : [a,b] — R gilt:

e Normierung
b
/ dx = (b—a); (8.1)
a
o Positivitit ,
f >0 auf[a,b] = / f(x)dx > 0; (8.2)
Ja

e Linearitit fiir A,y € R

b b b
[ af@ +pgenax=a [ f@axp [Cgxdn 63

o Zerlegbarkeit fiira <c <b

/abf(X)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dx. (8.4)

Definiert man bequemerweise

/aaf(x)dx:O, /baf(x)dx:—/abf(x)dx,

so bleibt die Zerlegungsformel (8.4) fiir beliebige a, b, c € R giiltig, sofern f auf
den jeweiligen Bereichen integrierbar ist.

Aus Positivitat und Linearitét folgt sofort die Monotonie des Integrals: Fiir
integrierbare Funktionen gilt

f<g auf a,b] = /b f(x)dx < /b g(x)dx. (8.5)

Welche Funktionen sind denn nun integrierbar? Mit einigem Fleif3, fiir den
uns hier ohne Bedauern die Zeit fehlt, ldsst sich zeigen:

Satz. Die Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a, b] bilden einen Vektorraum
beschrinkter Funktionen. Dabei folgt die Riemann-Integrierbarkeit einer Funktion
f i [a,b] — R bereits aus einer der beiden folgenden Eigenschaften:
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(i) f ist beschrinkt und monoton; (ii) f ist stiickweise stetig.3°

Mit f und g sind auch f - g und |f| iiber [a, b] integrierbar; dabei gilt

/ fwar < [Ciflax

Jetzt kommt das wirklich Groflartige am Integralbegriff: Sie werden die
Definition nie wieder benotigen, alles was Sie bis hierher wirklich brauchen —
und sich daher bitte merken sollten — sind die operativen Eigenschaften des In-
tegrals und das Wissen, dass die meisten Funktionen, die Sie je interessieren
koénnten, integrierbar sind.

Bemerkung. Die Mathematiker haben den Integralbegriff seit Cauchys Zei-
ten (1823) auf verschiedene Weisen prazisiert: Cauchy-Integral (auch: Re-
gelintegral) [Ko4a], Riemann-Integral, Lebesgue-Integral [Ko4b], Henstock—
Kurzweil-Integral [Baro1], etc. Jeder dieser Begriffe erfiillt die oben ange-
gebenen Eigenschaften eines bestimmten Integrals, unterscheidet sich aber
hinsichtlich des Umfangs der integrierbaren Funktionen und hinsichtlich
des Arbeitsaufwands, der von der Definition zu den Eigenschaften des Inte-
grals und zur Charakterisierung der integrierbaren Funktionen fiihrt. Wir
haben den von Riemann 1854 in seiner Habilitationsschrift eingefiihrten
Integralbegriff als pragmatischen Kompromiss zwischen Aufwand und Nut-
zen gewdhlt: Die Definition fillt besonders kurz aus, ist intuitiv versténdlich,
die grundlegenden Eigenschaften folgen ganz unmittelbar und die Klasse
der integrierbaren Funktionen ist ausreichend grof.

Mittelwertsatz der Integralrechnung

Der gesamte Abschnitt 7 fufite auf dem grundlegenden Mittelwertsatz der
Differentialrechnung. Von dhnlich fundamentaler Bedeutung ist nun sein
Zwilling, der Mittelwertsatz der Integralrechnung, den wir als erste Ubung im
Umgang mit den Eigenschaften bestimmter Integrale beweisen wollen.

Satz. Essei f : [a,b] — R stetig und p : [a,b] — R integrierbar mit p > 0.
Dann gibt es ein ¢ € [a, b] mit

b b
| Fepear=£@)- [ px)as.
Die Funktion p wird hier oft als Gewichtsfunktion bezeichnet.

30 Eine Funktion f : [a,b] — R heifit stiickweise stetig, wenn es eine Zerlegung
a=xp<x <---<x, =Dbgibt,so dass f in jedem offenen Teilintervall (x;_1, x;)
stetig ist und sich innerhalb des Teilintervalls stetig in die Randpunkte x; 1 und x;
fortsetzen lasst.


http://de.wikipedia.org/wiki/Integralrechnung#Cauchy-Integral
http://de.wikipedia.org/wiki/Lebesgue-Integral
http://en.wikipedia.org/wiki/Henstock-Kurzweil_integral
http://en.wikipedia.org/wiki/Henstock-Kurzweil_integral
http://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann

8.1 Begriff des bestimmten Integrals 91

Beweis. Nach dem Satz vom Maximum und Minimum besitzt die stetige
Funktion f auf dem Intervall [4,b] ein Maximum 7 und ein Minimum .
Aus der Monotonie (8.5) des Integrals folgt

w [ par< [ fopar<me [ peax

Es gibt also eine Zahl y € [m, ] mit

b b
[ r@pe =y [ pexax

Da f stetig ist, muss nach dem Zwischenwertsatz ein ¢ € [a,b] mit f(§) = u
existieren. O

Uneigentliche Integrale

Man kann den Bereich sinnvoller Integrale durch Grenzwertbildung in den
Integrationsgrenzen noch weiter ausdehnen. Ist beispielsweise die Funktion
f :[a,b) — R auf jedem Intervall [a, ] mit a < B < b integrierbar, so
definiert

/ubf(x) dx = lim /aﬁf(x)dx.

im Fall der Konvergenz das linksstehende uneigentliche Integral. Dabei darf
jetzt auch b = oo sein. Entsprechend verfahrt man mit dem unteren Integra-

tionsindex:
b b
a X—a o

Sind sowohl a4 und b von der Grenzwertbildung betroffen, so denkt man
sich das Integral an einer Stelle ¢ € (a,b) ,aufgetrennt”:

b C
/---zlim <o+ 4+ lim
Ja a—a Jy B—bJc
Machen Sie sich bitte klar, dass die Eigenschaften der Positivitdt, Linearitat
und Zerlegbarkeit auch fiir uneigentliche Integrale bestehen bleiben.
Vollig analog zum Majorantenkriterium fiir die Konvergenz unendlicher
Reihen gilt auch fiir die Konvergenz uneigentlicher Integrale ein

Majorantenkriterium. Es seien f,g : (a,b) — R auf jedem kompakten Teilin-
tervall von (a,b) integrierbar mit |f| < g. Existiert das uneigentliche Integral

J? g(x) dx, so auch [ f(x) dx mit
b b b
[ ] < [l < [

Uneigentliche Integrale | ab f(x) dx, fiir die [ ab |f(x)| dx existiert, heiflen absolut
konvergent.
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8.2 Stammfunktionen und der Hauptsatz

Ist Ihnen aufgefallen, dass ich bislang kein einziges Beispiel eines Integrals
gebracht habe? Nun — dazu brauchen wir den Zusammenhang mit der
Differentiation:

Satz (Hauptsatz der Infinitesimalrechnung). Es sei f : [ — IR stetig sowie
a € I fest gewihlt. Dann ist die fiir x € I definierte Funktion

%) :/ﬂxf(t)dt

differenzierbar; sie ist auf I eine Stammfunktion von f, d.h. es gilt dort F' = f.
Umgekehrt liefert eine beliebige Stammfunktion G von f auf I den Wert des Integrals
durch die Formel:

/bf(t)dt —G(b)~Gla) =Gx)_, (abel). (8.6)

Zwei verschiedene Stammfunktionen von f auf I unterscheiden sich dort nur um
eine Konstante.

Beweis. Fiir h # 0 mit x, x + h € I gilt wegen der Zerlegbarkeit des Integrals,

dass F( n
X+
A= L

Wegen der Stetigkeit von f konnen wir den Mittelwertsatz der Integral-
rechnung heranziehen (mit der Gewichtsfunktion p = 1) und erhalten ein
¢ € [x,x + h] mit

(x+h]1 / &);

wobei wir uns an die Normierung des Integrals erinnert haben. Fiir h — 0
geht ¢ — x und aus Stetigkeitsgriinden f(¢) — f(x). Damit existiert der

Grenzwert F T
Ft RO _ p),

Wenn nun eine beliebige Stammfunktion G von f auf I vorliegt, d.h. G’ = f
auf I gilt, so ist G’ = F’ auf I. Nach dem Kriterium fiir Konstanz gibt es also
eine Konstante ¢ mit

F'(x) = %111(1)

G=F+c.

Setzen wir hier x = a ein, so folgt aus F(a) = 0, dass G(a) = c. Setzen wir
x = b ein, so folgt demnach
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G(b) = F(b) + G(a) = G(a) + /bf(t) dat,
womit auch (8.6) bewiesen ist. d

Stammfunktionen werden daher auch gerne als [ f(x)dx oder [* f(t)dt
geschrieben und dann als unbestimmtes Integral bezeichnet. Oft gibt man
einer Stammfunktion gleich noch eine unbestimmte additive Konstante
¢ mit auf den Weg. So schreibt man also in Umkehrung der Beziehung
sin’ x = cosx

/x cos(t) dt = sin(x) + c.

Halten wir die Struktur ganz genau fest: Der Hauptsatz sichert zunichst
fiir jede stetige Funktion f die Existenz einer Stammfunktion. Diese kann
ausgewertet werden, sobald wir einen unabhédngigen Weg zur Berechnung
bestimmter Integrale finden. Andererseits besagt er, dass die Kenntnis einer
Stammfunktion zur Berechnung von Integralwerten herangezogen werden
kann. Daraus ergeben sich zwei komplementire Zugange zu Integralwerten
und Stammfunktionen:

o Numerische Integration bezeichnet Verfahren, welche das bestimmte Inte-
gral F(x) = [ f(t) dt fiir gegebene Zahlen x direkt als Zahl ausrechnen
(ohne vorherige Kenntnis einer Stammfunktion). Die Stammfunktion
F steht dann indirekt als ein Programm zur Verfiigung, das (innerhalb
gewisser Genauigkeiten) die Auswertung von x — F(x) gestattet.

o Symbolische Integration bezeichnet Verfahren, welche fiir einen gegebe-
nen Funktionsausdruck f(x) eine Stammfunktion F(x) als geschlossenen
Funktionsausdruck ermittelt. Wenn dies gelingt, konnen auch konkrete

Integrale [ ab f(t)dt als Zahl durch den Ausdruck F(b) — F(a) berechnet
werden.

Beide Zugédnge haben ihre Bedeutung und wichtigen Anwendungen. Ver-
fahren der numerischen Integration sind Thema in jeder einfithrenden Vor-
lesung zur ,Numerischen Mathematik”; sie stehen fiir jeden sinnvollen
Integranden zur Verfiigung. Mit der symbolischen Integration befassen wir
uns etwas ndher im ndchsten Abschnitt; sie funktioniert grundsétzlich nur
fur gewisse Integranden.

Beispiel. Fiir all diejenigen Funktionen, die sich mehr oder minder zufillig
in den Tabellen 5 und 6 in der Zeile der Ableitungen finden lassen, kennen
wir nattirlich bereits eine Stammfunktion: Wir miissen nur in der Zeile der
Ausgangsfunktionen nachschauen. So kommt Tabelle 7 zustande. Achten Sie
bei der Verwendung solcher Tabellen aber bitte stets auf die evtl. nicht mit
angegebenen Definitionsbereiche und vermeiden Sie singuldre Situationen.
Mit Hilfe dieser Tabelle konnen wir beispielsweise
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Tabelle 7. Stammfunktionen einiger elementarer Funktionen.

f(x) x? (a # -1) 1/x ex a*
[f(x)dx | x™1/(a+1) Inx e~ a*/Ina

f(x) sinx cosx 1/vV1—x2 1/(1+x?)
J f(x)dx —cosx sin x arcsin x arctan x

7T
/ sin(x) dx = —cos x|}y =2
0
ausrechnen, oder auch das uneigentliche Integral

o dx . .
— = = lim arctanx — lim arctanx = 7.
o 14+ x X—00 X——00

Umformung von Integralen

Durch die Umkehrung der systematischen Ableitungsregeln entstehen zwar
niitzliche, aber unsystematische Integrationsregeln. Wir betrachten zwei wich-
tige Beispiele.

Wir beginnen mit der Produktregel: Fiir stetig differenzierbare Funk-
tionen f,g ist f - g ndmlich eine Stammfunktion der stetigen Funktion
f'-g+ f- g, so dass der Hauptsatz die Regel der partiellen Integration

b b
| Fngnde=r(x) gk, = [f0g 0 6)

liefert.

Als néchsten nehmen wir die Kettenregel: Fiir eine stetige Funktion f
sei F auf I eine Stammfunktion, also F’ = f. Weiter sei eine stetig differen-
zierbare Funktion ¢ : | — I gegeben. Dann ist F o ¢(t) eine Stammfunktion
der stetigen Funktion f(¢(t))¢’(t) und wir erhalten aus dem Hauptsatz die
Substitutionsregel

9(0) b ,
o dx = F) — F@(a) = [ foe)g'd @)

In vielen Anwendungen der Substitutionsregel miissen gegebene Integrati-
onsgrenzen fiir f zunéchst auf die Form ¢(b) und ¢(a) gebracht werden,
wofiir man meist gleich die Invertierbarkeit von ¢ verlangt.

Hauptsatz vs. Mittelwertsitze

Fir stetig differenzierbare Funktionen f : I — R besitzen wir jetzt zwei
Moglichkeiten, um Differenzen von Funktionswerten durch die Ableitung
auszudriicken:
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1)~ @) = [ '@

= (b—a)f'(¢)  fiir ein gewisses ¢ € (a,b).

Die erste Gleichung folgt aus dem Hauptsatz, die zweite hingegen aus
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung. (Der Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung kann hier nur ¢ € [a, b] spezifizieren und ist daher schwiicher.)
Welche der beiden Formen man in konkreten Fillen wihlt, ist oft genug
reine Geschmackssache.

8.3 Computergestiitzte symbolische Integration

Der Hauptsatz lehrt uns, dass jeder stetige Integrand f eine Stammfunkti-
on F besitzt. Aber wissen wir deshalb bereits, wie sich fiir eine gegebene
Funktion eine solche Stammfunktion als geschlossene Formel (engl.: ,in finite
terms”) berechnen lieffe? Kénnen wir Tabelle 7, die Regel der partiellen
Integration und die Substitutionsregel nehmen und mehr oder minder ma-
schinell geschlossene Formeln fiir die Stammfunktionen der Funktionen

f(x) =e*sinx tanx (14 tanx) oder  f(x)= Sil;x (8.9)

ausrechnen? Wenn Sie sich einen Moment Zeit nehmen und dartiber nach-
denken, so werden Sie feststellen, dass Sie eigentlich keine systematischen
Anhaltspunkte haben, wie Sie vorgehen sollten. Sie haben vielleicht in der
Schule einige Stammfunktionen ausgerechnet und den diffusen Eindruck
einer , Tricksammlung” gewonnen. Die meisten Lehrbticher und Vorlesun-
gen zur Analysis suggerieren ebenfalls, dass die Berechnung geschlossener
Formeln fiir Stammfunktionen eine ,,Mischung aus Kunst und Wissenschaft”
sei und zeigen anhand vieler Beispiele und Tricks weit mehr Kunst als Wis-
senschaft.3” Ganz anders bei der Differentiation: Die Berechnung von f ist
eine rein maschinelle Fleif- und Konzentrationssache, sie verlangt keine
Tricks und keine Kunstfertigkeit. Insbesondere ldsst sich daher die Rich-
tigkeit einer irgendwie gefundenen Stammfunktion durch Differentiation
nachtraglich leicht iiberpriifen.

Liouville hingegen war seiner Zeit weit voraus,3* als er sich gerade einmal
24-jahrig 1833 mit dem Problem aus Sicht der Wissenschaft zu beschéftigen
begann und fragte:

31 Machen Sie sich den Spaf und geben Sie den ersten Integranden aus (8.9) einem
Mathematikstudenten oder -professor: Sie werden nur ganz wenige , Kiinstler”
finden, die selbstindig, d.h. ohne Hilfe eines Computeralgebra-Systems in der Lage
sind, hierfiir die Stammfunktion (8.12) auszurechnen.

32 Ljouvilles Theorie wurde zwar gerne in Fufinoten zitiert, galt aber lange als ,eso-
terisch” und wurde deshalb kaum studiert oder gar weiterentwickelt. Erst als
es den Mathematikern Ritt, Ostrowski und schliefilich Rosenlicht gelang, das


http://de.wikipedia.org/wiki/Joseph_Liouville
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Ritt.html
http://de.wikipedia.org/wiki/Alexander_Markowitsch_Ostrowski
http://www.berkeley.edu/news/media/releases/99legacy/2-3-1999.html
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(1) Konnte die Schwierigkeit vielleicht darin bestehen, dass gar nicht jede
Stammfunktion eine geschlossene Formel besitzt?

Erinnern wir uns ndmlich: Die ganzen Zahlen Z koénnen beliebig miteinan-
der multipliziert werden, aber die Umkehroperation der Division fiihrt auf die
rationalen Zahlen Q. Diese konnen beliebig mit ganzzahligen Exponenten
potenziert werden, aber die Umkehroperation des Radizierens (Wurzelzie-
hens) fiihrt auf die komplexen Zahlen C. Es ist also plausibel zu vermuten,
dass auch die Integration als Umkehroperation der Differentiation aus der
Klasse der durch geschlossene Formeln definierten Funktionen hinausfiihren
kann.

Beispiel. Betrachten wir die rationalen Funktionen R(x), also den Korper der
Briiche von Polynomen aus dem Polynomring R[x]; das sind Funktionen
der Bauart
o xt=3x%+6

flx) = x6 —B5x% +5x2 +4°
Produkt- und Quotientenregel der Differentiation zeigen induktiv, dass mit
r € R(x) auch " € R(x) gilt, dass die rationalen Funktionen also unter der
Differentiation abgeschlossen sind. Andererseits zeigt Tabelle 7, dass bereits
so einfache Integrale rationaler Funktionen wie

dx dx
/—zlnx, /7:arctanx
X 1+ x2

aus der Klasse der rationalen Funktionen hinausfiihren. Mehr kann hier aber
nicht passieren, denn ganz allgemein lédsst sich — wie schon Bernoulli 1703
wusste — jede rationale Funktion durch rationale Funktionen, Logarithmus
und Arkustangens geschlossen integrieren.

(8.10)

Tatsachlich konnte Liouville seine Frage mit ,Ja” beantworten, nachdem
er in einem ersten Schritt préazisiert hatte, was eigentlich eine Funktion
mit einer , geschlossenen Formel”, oder kurz eine elementare Funktion ist:
Eine solche Funktion entsteht durch Verschachtelung der folgenden drei
grundlegenden Operationen:

e rationale Operationen (die vier ,,Grundrechenarten”);

o algebraische Operationen (Nullstellenbestimmung von Polynomen);

Problem der ,Integration in geschlossenen Formeln” als ein rein algebraisches
Problem ohne jede analytische Semantik zu formulieren und damit einer compu-
tergestiitzten symbolischen Behandlung zu 6ffnen, wurde vollig neues Interesse
geweckt. Die dabei erzielten weitreichenden Erfolge waren mit ein Grund, warum
sich Computeralgebra-Systeme bei den Praktikern in den Ingenieurs- und Natur-
wissenschaften schlief3lich so grofSer Beliebtheit erfreuen konnten.


http://de.wikipedia.org/wiki/Johann_Bernoulli
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o clementare transzendente Funktionen: Exponentialfunktion, Logarithmus,
die trigonometrischen Funktionen und ihre Umkehrfunktionen.

Die Ableitungsregeln zeigen sofort, dass die elementaren Funktionen un-
ter der Differentiation abgeschlossen sind. Wie steht es nun aber mit der
Umkehrung, der Integration?

Beispiel. Liouville hat 1835 herausgefunden, dass der zweite elementare Inte-
grand aus (8.9) keine elementare Stammfunktion besitzt, also der Integralsinus

¥ sin x
Si(x) = / d 8.
i(x) el (8.11)
nicht elementar ist und daher eine hohere transzendente Funktion darstellt.
Liouville zeigte auch, dass die fiir die Statistik so wichtige Gaufs’sche Fehler-

funktion
erf(x) = 2 /x e dx
Vo
zu dieser Klasse von Funktionen gehort. (Fiir die Idee siehe [BMog4, §8.1.1].)

Dieses Ergebnis fithrt zu ganz natiirlichen Anschlussfragen:

(2) Lasst es sich wenigstens entscheiden, ob eine elementare Funktion eine
elementare Stammfunktion besitzt?

(3) Und wenn wir das entscheiden konnen, konnen wir eine elementare
Stammfunktion gegebenenfalls auch systematisch und effektiv, d.h. algo-
rithmisch berechnen?

Auf diese zweite und dritte Frage fand Liouville nur partielle Antworten
und sie blieben tiber 100 Jahre offen, bis Risch sie schlieSlich 1968 in seiner
Dissertation ebenfalls mit , Ja” beantwortete. Die vollstindige Umsetzung
dieses Risch’schen Algorithmus in Computeralgebra-Systeme ist aber noch
heute, fast 40 Jahre spéter, ein aktiver Forschungsgegenstand im Grenz-
bereich von Mathematik und Informatik. Im Einzelnen beherrscht man
heute den Algorithmus fiir diejenigen elementaren Funktionen, die sich
aus der Verschachtelung von rationalen Operationen und elementaren tran-
szendenten Funktionen ergeben.33 Der weit schwierigere Fall algebraischer
Operationen ist dagegen nur teilweise realisiert, da die effektive Behandlung
einiger tiefliegender algorithmischer Fragen der algebraischen Geometrie
noch immer Probleme bereitet.

33 Siehe hierzu das 325-seitige Buch [Broos] von Manuel Bronstein, der 21 Jahre nach
Robert Risch bei Maxwell Rosenlicht promoviert hat und wesentliche Beitrage fiir
die effektive praktische Umsetzung des Risch’schen Algorithmus lieferte. Er starb
2005 unerwartet und tragisch im Alter von nur 41 Jahren an einem Herzinfarkt;
der angekiindigte Band II zur Integration algebraischer Funktionen blieb daher
unvollendent.


http://www.springerlink.com/content/2658l464637lm212
http://www.berkeley.edu/news/media/releases/99legacy/2-3-1999.html
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Sie diirfen jedoch getrost davon ausgehen, dass ein Computeralgebra-
System heute weit mehr Integrale geschlossen zu losen vermag, als es
auch sehr gut ausgebildete Leute ohne Computerunterstiitzung je schaffen
konnten. Vor diesem Hintergrund ist das verbreitete Gerede iiber Integration
in geschlossenen Formeln als ,,Mischung aus Kunst und Wissenschaft”
schlicht und ergreifend: veraltet, uninformiert und irrefiihrend.34

Beispiel. Wie steht es mit dem ersten elementaren Integranden aus (8.9)?
Die Implementierung des Risch’schen Algorithmus in Maple liefert eine
elementare Stammfunktion:

> simplify(convert (int (exp(x)*sin(x)*tan(x)*(1+tan(x)),x),trig));

sin x coshx cosx + sinx sinhx cosx — sinhx — cosh x
Ccos x

Warum Maple (anders als Mathematica) nicht auch noch die Vereinfachung
cosh x + sinh x = ¢* durchfiihrt, bleibt zwar eine nicht nachvollziehbare
,Design-Entscheidung”, aber wir erhalten trotzdem das hiibsche Resultat:

/ex sinx tanx (1 + tanx) dx = e*(secx — sinx), (8.12)

mit der Sekansfunktion secx = 1/ cosx. Wenn Sie diesem Ergebnis nicht
trauen, so konnen Sie es nattirlich ganz ,einfach” durch Differentiation tiber-
priifen (ich hoffe, Sie erkennen den urspriinglichen Integranden wieder):

34 Auch das von mir eigentlich sehr geschétzte Lehrbuch [Ko4a] behauptet in §11.7
auf irreftihrende Weise, dass es nach ,einem Ergebnis von grundsétzlicher Be-
deutung von D. Richardson (1968) keinen Algorithmus gibt, mit dessen Hilfe
entschieden werden kann, ob eine elementare Funktion eine elementare Stamm-
funktion besitzt oder nicht”. Nun, Dan Richardson hatte nur einen vordergriindi-
gen Zusammenhang mit dem fundamentalen ,identity problem” hergestellt. Er
argumentierte, dass der Charakter (elementar oder nicht elementar, das ist hier
die Frage) der Stammfunktion

/ ae " dx

mit einer durch eine Formel gegebenen Konstanten 4 ja nur dann entschieden
werden konne, wenn eine Entscheidung tiber 2 = 0 oder a # 0 moglich wére —
was im allgemeinen aber unentscheidbar ist. Um ein Gefiihl fiir dieses ,identity
problem” zu bekommen, konnten Sie beispielsweise versuchen, Maple dazu zu
bewegen, diese Entscheidung fiir die Konstante

16 cos(271/17)+1—v/17—+/34—2 V172 \/17+3 VI7—1/34-2 V172 /3442 /17

zu treffen: Viel Spaf$ dabei. Das ,identity problem” wird heutzutage vom Problem
der geschlossenen Integration logisch sauber getrennt. Der Risch’sche Algorith-
mus darf daher grundsatzlich voraussetzen, dass die Natur der im Integranden
auftretenden Konstanten genau bekannt ist (fiir Fachleute: es wird eine explizite
Transzendenzbasis der Konstanten vorausgesetzt, siehe [Broos, S. 285]).


http://people.bath.ac.uk/masdr/
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> simplify(simplify(diff (exp(x)*(sec(x)-sin(x)),x)));

e* sin® x (cos x 4 sin x)

cos? x

Das Resultat (8.12) ist insofern bemerkenswert, als dass die explizite Aus-
nutzung der Linearitdt des Integrals hier nicht weitergeholfen hitte: Der
Summand

/ex sinx tan x dx

des betrachteten Integrals ist nicht elementar, so dass also in der Summe (8.12)
eine Ausloschung nicht elementarer Terme stattgefunden haben muss. Maple
teilt uns dieses Ergebnis des Risch’schen Algorithmus in einer Form mit,
die als partielle Arbeitsverweigerung missverstanden werden konnte:

> algsubs (sinh(x)+cosh(x)=exp(x),
simplify(convert (int (exp(x)*sin(x)*tan(x),x),trig)));

X

e . oer
ff(costrsmx) +/

COs X

Mathematica liefert das Ergebnis hingegen unter Verwendung einer der
wichtigsten hoheren transzendenten Funktionen tiberhaupt, der Gauf’schen
hypergeometrischen Funktion yFy(a, b; c; x):

X i 1—1 ) .
/cc(jsx dx = (1— i)e(1+l)x K (21,1; %,‘ —ez”‘) . (8.13)

Dieses Resultat liegt aufSerhalb der Reichweite der Liouville’schen Theo-
rie und des Risch’schen Algorithmus. Mathematica berechnet es mit ei-
nem auf eine grofle Klasse hoherer transzendenter Funktionen (sogenannte
,Mellin—Barnes-Integrale”) spezialisierten Algorithmus des ukrainischen
Mathematikers Marichev [Mar82]. Aber schon beim Integral f x* dx sind
beide Computeralgebra-Systeme mit ihrem Latein am Ende: Diese hohere
transzendente Funktion (denn wére sie elementar, so hitte der Risch’sche
Algorithmus ein Ergebnis geliefert) besitzt keinen Namen und steht auch in
keiner bekannten Relation zu anderen namhaften Funktionen. Vermutlich
ist sie auch nicht weiter wichtig.

Fallstricke bei der Verwendung singulirer Stammfunktionen

Beispiel. Ich betrachte die rationale Funktion aus (8.10) und mochte fiir sie
das bestimmte Integral

/2 x*—3x2+6
1 x6—5xt4+5x244


http://mathworld.wolfram.com/HypergeometricFunction.html
http://www.wolfram.com/news/events/techconf2005/marichev.html
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f) F(x)

/21 d
1t |
1 V2 2 3
-1 :
—n/2
. . . x
1 V2 2 3
a positiver rationaler Integrand f(x) aus (8.10) b singulire (blau) und regulire (rot) Stammfunktion F(x) bzw. G(x)

Abb. 19. Zu dem Beispiel (8.14) einer Stammfunktion mit ,unnotigen” Singularitaten.

ausrechnen. Ein Blick auf Abb. 19a lehrt mich, dass ich mir wegen des
Nenners des Integranden f(x) keine Sorgen zu machen brauche: f(x) ist
auf dem ganzen Intervall stetig. Nun rechne ich mit Mathematica — Papier-
und Bleistiftrechnungen miissen an diesem Integranden klaglich scheitern3> —
die Stammfunktion

x*—3x2 46 x3 —3x
F(x) = / 5152 14 dx = arctan <x2—2> (8.14)

aus und ermittle mit dem Hauptsatz den Wert des bestimmten Integrals:
F(2) — F(1) = arctan(1) — arctan(2) = —0.32175 - - -

Halt, da kann etwas nicht stimmen: Der Integrand ist auf dem Intervall
[1,2] positiv (sieche Abb. 19a) und darf daher keinen negativen Integralwert
besitzen. Was habe ich falsch gemacht?

Nun, die Darstellung der Stammfunktion F(x) in Abb. 19b zeigt deutlich,
dass F(x) bei x = v/2 um 7t nach unten springt: x = \/2 ist die Nullstelle des
Nenners x> — 2 im Argument der Arkustangensfunktion in (8.14) und damit
eine Singularitat. Die Stammfunktion F ist also in x = /2 nicht differenzier-
bar und daher in diesem Punkt auch gar nicht wirklich eine ,,Stammfunktion”.
Der Hauptsatz , funktioniert” mit ihr nur fiir Integrationsintervalle, die die-
sen singuldren Punkt nicht enthalten.

Wenn wir nicht von vornherein auf numerische Integrationsverfahren
zurtickgreifen wollen, sondern wirklich eine Stammfunktion als Formel be-
notigen, so gibt es wenigstens drei Moglichkeiten, hier Abhilfe zu schaffen.
Zum einen konnen wir das Intervall im Punkt der Singularitdt zerlegen und
als Summe zweier Integrale berechnen:

% Fiir Dozenten: Da der Nenner dieses rationalen Integranden tiber Q[x] irredu-
zibel ist, hilft einem das seit Johann Bernoullis Publikation vor tiber 300 Jahren
unterrichtete klassische Verfahren der Partialbruchzerlegung nicht ernsthaft weiter.


http://de.wikipedia.org/wiki/Irreduzibles_Polynom
http://de.wikipedia.org/wiki/Irreduzibles_Polynom
http://de.wikipedia.org/wiki/Partialbruchzerlegung
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: va
/ff(x)dxz/l 2f(x)dx+/;f(x)dx

= (lim F(x) — F(l)) + <F(2) — lim F(x)>

xTV2 x|v2
=F2)—-F(1) + lim F(x) — lim F(x
(2) — F(1) xTﬁ() xlﬂ()

Hohe des Sprungs von F(x) in x = v/2

=F(2)—F(1)+ xlim arctanx — lim arctanx

X— —0Q
— F(2) —F(1) 4+ 7w = 2.81984 - - -

Zum zweiten konnen wir den Sprung in der Stammfunktion kompensieren
und die regulére, also wirklich iiberall differenzierbare Stammfunktion
(siehe Abb. 19b)

F(x), x < V2,
G(x)=<1/2, x =12,
F(x)+ 7, x> 2,

einfiihren. Der Integralwert berechnet sich nach dem Hauptsatz zu
2
/ F(x)dx = G(2) — G(1) = F(2) + 7 — F(1) = 2.81984 - - -
1

Der Nachteil dieser beiden letztlich dquivalenten Verfahren3® besteht darin,
dass wir die singulédren Stellen und Spriinge der Stammfunktion explizit
ermitteln miissen. Deshalb ist es beruhigend zu wissen, dass — zum dritten —
Rioboo fiir reelle rationale Integranden 1991 einen Algorithmus [Broos, §2.8]
entwickelt hat, der unnétige Singularitdten in der Stammfunktion vermeidet
und in Maple sogar standardméflig implementiert ist:

> G(x)=int ((x~4-3%x"2+6) / (x~6-5*x"4+5*xx~2+4) ,x) ;

¥ —3x3+x

G(x) = arctan ( 5

) + arctan(x®) + arctan x.

Es handelt sich dabei wirklich um die gleiche reguldre Stammfunktion G(x)
wie oben, nur diesmal elegant und ohne Fallunterscheidung aufgeschrieben.
Wir erkennen jetzt auch auf den ersten Blick, dass G(x) keine Singularitdten
besitzt.

36 Dieses Vorgehen wird im tibrigen auch von Computeralgebra-Systemen intern zur
bestimmten Integration herangezogen, sobald das Programm Singularitdten in
der vorbereitend berechneten Stammfunktion identifiziert.


http://www-spi.lip6.fr/~rr/
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f) F(x)
4nr
3nr

2nr

: : /L x
T n 3 4n
1/3+ | _/{ :

b 2n 3r 4rn

a positiver Integrand f(x) aus (8.15) b singuldre (blau) und regulire (rot) Stammfunktion F(x) bzw. G(x)

Abb. 20. Zu dem Beispiel (8.16) einer Stammfunktion mit ,unnétigen” Singularitéten.

Beispiel. Fiir den auf ganz R definierten, positiven und stetigen Integranden

f(x) . (8.15)

T 5—4cosx
—siehe Abb. 20a — berechnen Mathematikstudenten, Mathematica und Maple
tibereinstimmend die Stammfunktion

> F(x)=int (3/(5-4*cos(x)),x);

F(x) = 2arctan (3 tan (g)) . (8.16)
Diese besitzt (siehe Abb. 20b) Spriinge in den Punkten x; = (2k + 1) (fur
k € Z), ist dort also singuldr. Wir miissen diese Spriinge so kompensieren,
dass tatsdchlich die in Abb. 20b gezeigte, wirklich tiberall differenzierbare
Stammfunktion G(x) entsteht. Jeffrey hat fiir derartige Integranden, namlich
rationale Ausdriicke von trigonometrischen Funktionen, 1997 einen Algorith-
mus [Jefgy] angegeben, der Stammfunktionen ohne kiinstliche Singularitdten
berechnet und hier

/é = x + 2 arctan &
5—4cosx 2 —cosx

liefert. Leider ist dieser Algorithmus in Maple bisher nicht implementiert.
Merke:

Unnotige Spriinge in Stammfunktionen konnen zu subtilen Fehlern fiihren.
Man muss solche Singularititen entweder identifizieren und kompensie-
ren,37 oder Algorithmen zur symbolischen Integration verwenden, die Spriin-
ge vermeiden. Hier hinken die Computeralgebra-Systeme der Forschung in
unterschiedlichem Mafe hinterher.

37 Was im Einzelfall durchaus schwierig sein kann: Wie steht es etwa mit dem

Ergebnis in (8.13)? Auch Computeralgebra-Systeme machen bei der Identifikation
und Kompensation von Singularitdten intern zuweilen notorische Fehler.


http://www.apmaths.uwo.ca/~djeffrey/
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8.4 Vertauschung von Integration und Grenzwerten
Parameterabhiingige Integrale

Wenn uns ein von einem Parameter x abhdngiges Integral vorliegt, so stellt
sich die Frage nach Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit des
Integrals als Funktion F(x) des Parameters und daran anschliefend die
Frage nach der Vertauschbarkeit der Integration mit diesen Grenzwerten.
Wie stets ist bei solchen Vertauschungen Obacht geboten und die Priifung
von Zusatzvoraussetzungen unumgénglich. Eine der einfachsten Vorausset-
zungen ist in diesem Zusammenhang wie in Abschnitt 6.3 die Stetigkeit, die
uns zusétzlich bequemerweise auch gleich die Integrierbarkeit sichert.

Satz. Fiir jede stetige Funktion f : [a,b] X | — R mit einem Parameterintervall
J C R definiert das Integral

F(x) :/abf(t,x) it (xe))

eine stetige Funktion F : | — R. Zusdtzlich gilt:

o Wenn f(t,x) auf [a,b] x | eine stetige partielle Ableitung d.f besitzt, so
ist F(x) auch stetig differenzierbar und die Ableitung berechnet sich durch
Differentiation unter dem Integralzeichen:

F(x) = /ab af(t,x)dt  (xe)).

e Ist ] = [c,d] kompakt, so ilt

[ Feax= " (/jf(t,x)dt) tx= [ </Cdf(t,x)dx> a,

d.h. die Integrationsreihenfolge des Doppelintegrals darf vertauscht werden.

Beispiel. Die Vertauschung von Integration und Grenzwerten fithrt hdufig zu
tiberraschenden und interessanten Ergebnissen. So lassen sich nicht elemen-
tare Integrale oft dadurch ndher untersuchen, dass man (1) einen kiinstlichen
Parameter einfiihrt, (2) nach diesem Parameter unter dem Integralzeichen
differenziert (hier findet die Vertauschung statt) und schliefilich (3) das Gan-
ze wieder hochintergriert (also den Hauptsatz anwendet). Das funktioniert
besonders dann gut, wenn im Schritt (2) ein elementares Integral entstanden
ist. Ich mochte dieses Vorgehen am Beispiel des Integralsinus (8.11)

¥ sint

Si(x) = /O =2 dr
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niher erldutern. Wir fithren im Schritt (1) einen Parameter s € R in folgender
Form ein:

X st o3
I(x,s) = /0 %Smtdt, so dass also  I(x,0) = Si(x). 8.17)
Nach unserem Satz ist I(x,s) nach dem Parameter s stetig partiell differen-
zierbar (d.h. namlich: bei festem x nach s stetig differenzierbar) und wir
diirfen im Schritt (2) die Ableitung nach s unter dem Integralzeichen aus-
fithren. Das so entstehende Integral besitzt eine elementare Stammfunktion,
die wir mit dem Risch’schen Algorithmus z.B. in Maple finden:

x —st o3
31 (x, s) :/O 9, (e:lr‘t) dt

x 1 e *(cosx +ssinx
= —/ e Stsintdt = ( + )
Jo

1482 1+s2

Der Hauptsatz liefert daher im Schritt (3)

I(x,5) = I(x,0) + /0 3:I(x,t) dt

~*(cosx + tsinx)

1+1#2 a

Se
= Si(x) — arctans +/
0

Was haben wir nun eigentlich gewonnen, aufier einer deutlich komplizierte-
ren neuen Formel fiir den Integralsinus, ndmlich

—st o3 —tx :
sint Se cosx +tsinx
7&—/ ( + ) dt 2
0

X
Si(x) = arctans + /0 ¢ ; e

Wir haben Freiheiten gewonnen, um Si(x) fiir grofle x abzuschitzen! Denn
unser Arsenal liefert mehr oder weniger sofort die beiden Abschédtzungen

1-vi+t2 1 <1
1+£2 V1+2

(Die erste folgt aus einer kurzen Kurvendiskussion, siehe auch (9.2); fiir die
zweite erinnern wir uns — fiir den Ausdruck im Zihler — zunéchst an die
Cauchy—Schwarz’sche Ungleichung und dann natiirlich an den trigonome-
trischen Satz des Pythagoras.) Mit diesen Ungleichungen bewaffnet kénnen
wir fiir s, x > 0 abschéatzen, dass

cosx + tsinx
1+ 2

sint
t

<1 und <

—e %% 1—e* 1 1
- <-+-
s x s X

X S 1
|Si(x) — arctans| < / e st dt —|—/ e dt =
0 0
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fo

-0.1F

Abb. 21. Visualisierung von (8.18): Si(x) — 7 (blau) und i% (rot).

Jetzt spezifizieren wir den Parameter s so, dass der Term 1/s auf der rechten
Seite verschwindet: Wir lassen also s — co gehen und erhalten
T 1
Si(x) — f‘ <= 8.18
sitx) - 3| < < (8.18)
Diese Abschitzung — ihre exzellente Qualitét ist in Abb. 21 dargestellt —
konnen wir auch in der Landau’schen Form als Asymptotik

Si(x) = g +0(xY)  firx — oo

schreiben, woraus wir nicht nur die Konvergenz und den Wert des uneigent-

lichen Integrals
/°° sint g
o t 2

ablesen, sondern auch die , Geschwindigkeit” dieser Konvergenz.

Bemerkung. Bis auf die Einfithrung des wunderwirkenden Faktors e 5! im
Integral (8.17) war unser Vorgehen rein explorativ: Wir haben uns entlang
eines Plans treiben lassen, ohne zu wissen, was kommt. Der Faktor e~
erinnert hingegen an den , deus ex machina” der griechischen Tragodie:
Hier war hoheres Wissen am Werke. Die Einfithrung dieses Faktors in ein
Integral ist aber ein so haufig gespielter Theatertrick, dass er nach seinem
Erfinder als Laplace-Transformation des Integranden — hier also von sin(t) /t —
bezeichnet wird.

Integration von Reihen

Die gliedweise Integration von Reihen, also die Vertauschung von Integration

und Summation ) oo o b
[ L fimdx=Y [ fitwax
4 k=1 k=174

lasst sich wie die gliedweise Differentiation in Abschnitt 6.4 mit dem Begriff
der majorisierten Konvergenz rechtfertigen.


http://de.wikipedia.org/wiki/Deus_ex_machina
http://de.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_Laplace
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Satz. Wenn die aus den integrierbaren Funktionen f : [a,b] — R gebildete Reihe

~ Y filw)
k=1

majorisiert konvergiert, so ist die Funktion f auf [a,b] integrierbar und die Reihe
darf gliedweise integriert werden:

b b oo 0 b
dx = dx = d
[ = [FY fidx= 3 [ it ax

Beispiel. Die geometrische Reihe (Viete 1593)

1
1+ x

(—DF" (Ix < 1) (8.19)

[1e

k=0

konvergiert fiir |x| < g < 1 majorisiert, denn es gilt:

oo [ee]
Y < Y gt <o
k=0

k=0

Also kénnen wir nach dem oben formulierten Satz gliedweise integrieren:

X dt 00 P k+1
it - L /tdt VT

Da andererseits

X dt

gilt und 0 < g < 1 beliebig gewdhlt werden durfte, erhalten wir — wie
Mercator 1668 — folgende Darstellung des natiirlichen Logarithmus:

o k1
n(1+ x) Z k+ 7 (]x| <1). (8.20)

Definition. Funktionsdarstellungen der Bauart
o0
= Z a x (Jx| <), (8.21)
k=0

nennt man die Entwicklung der Funktion f in eine Potenzreihe (,Polynom
vom Grad oo”); die hierfiir bestmogliche (also: grofitmogliche) Giiltigkeits-
schranke r nennt man den Konvergenzradius der Potenzreihe.


http://de.wikipedia.org/wiki/Fran%C3%A7ois_Vi%C3%A8te
http://en.wikipedia.org/wiki/Nicholas_Mercator
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Mit der Theorie der Potenzreihenentwicklungen werden wir uns aus-
fiihrlicher im nichsten Kapitel beschéftigen.

Beispiel. Setzen wir x% an Stelle von x in die geometrische Reihe (8.19) ein,
so erhalten wir

1 .- k 2k
Wie im vorigen Beispiel diirfen wir fiir |x| < g < 1 gliedweise integrieren
und gelangen zu

) ) x2k+1

/(;x% - Z(_l)k/thkdt: Y (—1F 2k+1’

k=0 0 k=0

also zusammen mit

/x dt = arctanx
0o 1+12

zur Potenzreihenentwicklung der Arkustangens-Funktion (Gregory 1671):
0 y2k+1
arctan x = I;)(—l)k K1 (]x] <1). (8.23)

Bemerkung. Wenn wir in die Potenzreihenentwicklung (8.20) des nattirlichen
Logarithmus x = 1 einsetzen, so erhalten wir den Wert der alternierenden
harmonischen Reihe:

In2 = i (=1)f (8.24)

= k+10 '
Aber Vorsicht: Die Entwicklung (8.20) ist nur fiir |x| < 1 hergeleitet worden,
fiir x = —1 ergibt sie gar keinen Sinn. Warum sollten wir also einfach x =1

einsetzen diirfen? Nun, fiir 0 < x < 1 ist (8.20) eine alternierende Reihe, so
dass die Fehlerabschitzung (4.4) fiir diesen Reihentyp anwendbar ist:

n—2 k+1 L

X
In(1+x)— Y (1) <= (0<x<1).
= k+1 n

Hier fithren wir zunéchst den Grenziibergang x — 1 aus und sehen, dass die
Abschitzung aus Stetigkeitsgriinden auch fiir x = 1 giiltig bleibt. Erst dann
betrachten wir n — oo und gelangen so schliefSlich zu der Formel (8.24).
Ganz genauso diirfen wir auch in (8.23) den Grenziibergang x — 1

gliedweise vollziehen und erhalten daraus wegen arctan1 = 77/4 den Wert
der Leibniz’schen Reihe,

g

4 =H2k+1
den wir — aufgrund einer numerischen Rechnung — am Schluss des Ab-
schnitts 4.4 bereits vermutet hatten.
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9 Anwendungen des Integrals

9.1 Ungleichungen

Aus der Monotonie des Integrals folgt ein einfaches, aber effektives Prinzip:
Die Integration von Ungleichungen liefert neue Ungleichungen. Wir wollen
das an einem signifikanten Beispiel auf einen Schlag unendlich oft erproben.

Beispiel. Aus der geometrischen Definition der trigonometrischen Funktio-
nen (siehe Abb. 11) folgt sofort die vollig unschuldige Ungleichung

cosx <1 (x > 0). (9.1)

Integration dieser Ungleichung liefert ohne grofie Miihe die neue Abschét-
zung

X X
sinx = / costdt < / dt = x (x > 0). (9-2)
0 0

Beachten Sie bitte, dass diese Ungleichung sehr viel schérfer ist als die
nalte” Ungleichung (6.18), die wir aus einer Fachenbetrachtung in Abb. 11
hergeleitet hatten, ndmlich sinx < x/ cos x fiir 0 < x < 7v/2.

Nun, wenn das so gut gelaufen ist, machen wir doch einfach weiter:

WV

x x x2
l—cosx:/ sintdtg/ tdt:? (x >0), (9.3)
0 0

womit wir jetzt eine Abschédtzung der Kosinusfunktion nach unten gewonnen

haben:
2
cosx}l—? (x > 0).

Jetzt kommen wir auf den Geschmack und horen nicht auf: Weiter

x x t2 x3
sinx:/o costdt}/o <1—2> dt:x—g (x> 0)

und weiter
x "X t3 2
1—cosx:/0 Sintdt>./() (t6> dt:%—;—4 (x >0),
also
cosx <1——+— (x >0).

Wir brauchen - so glaube ich — nicht ldnger explizit weiter zu gehen, Sie
diirften das Schema erkannt haben: Rekursiv erhalten wir — und induktiv
beweisen wir, wenn wir es unbedingt wollen — auf diese Weise abwechselnd
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obere und untere Abschdtzungen von Sinus bzw. Kosinus, ndamlich die
Ungleichungen (fiir m € Np)

e hinr € P (20 (4)
= (2k + 1)! = (2k +1)!
und
anl(—nk P« cosx < 2Zm(—nk P 320, (09
= (2k)! = (2k)!

Da alle hier auftretenden Summen durch die stets konvergente Potenzreihe
E(x) = Y o xF/k! des abschliefenden Beispiels aus Abschnitt 4.5 majori-
siert werden, diirfen wir sogar den Grenziibergang m — oo durchfiihren:
Aus den Einschlieffungen (9.4) und (9.5) werden so die Potenzreihenent-
wicklungen (Newton 1669):38

) _ =] ok x2k+1
sinx = kgé)( 1) k1! (x € R), (9.6)

und . o
cosx = kZ(—l)k (JZCk)' (x € R). 9-7)

—0 :

Was fiir eine Schopfung aus dem ,Nichts” der einen Ungleichung (9.1).

9.2 Abschitzungen von Summen und Reihen
Abschiitzung von Summen

Fiir monotone Funktionen lassen sich Integrale durch Summen und umge-
kehrt abschétzen. Aus Abb. 22 kénnen wir dazu unmittelbar den folgenden
Satz ablesen, sobald wir die , Treppenflichen” als Summen identifizieren:

Satz. Es seien a,b € Z mit a < b, sowie f : [a,b] — R monoton. Dann gilt:

f monoton wachsend = Z f(k) / flx i f(k);
=a+1
f monoton fallend = / fx f Y f(k).

k= a+1

38 Wir bekommen sie mit unserer Herleitung zunéchst nur fiir x > 0, konnen sie
aber wegen der Symmetrien cos(—x) = cosx und sin(—x) = —sinx auf alle
x € R fortsetzen. Genauso sehen wir, dass die EinschlieSung (9.5) von cos x
fur alle x € R gilt, und sich in der Einschlieffung (9.4) von sinx fiir x < 0 die
Ungleichheitszeichen umkehren.
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f(x) f(x)

X

H H H H H H H H H H H H H H H H X
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

a monoton fallende Funktion f(x) b monoton wachsende Funktion f(x)

Abb. 22. Abschidtzung von Summen monotoner Funktionen durch Integrale.

Beispiel. Wir wollen fiir eine reelle Zahl « > 0 die Summe
n
2 K
k=1

abschétzen. Solche Summen treten oft beim Zdhlen der Anzahl von Opera-
tionen in einem Algorithmus auf. Nun, fiir & > 0 ist die Funktion f(x) = x*
auf dem Intervall [0, 7] monoton wachsend und der Satz liefert die Einschlie-
flung

N w1 (n 1)1 1
= < &L o = .
P /Ox dx\k;k \/1 x* dx o , (9.8)

die sich ganz einfach mit einem Taschenrechner auswerten ldsst; so etwa fiir
& =1/2und n = 1000:

15 1000 15
100(; < 2 Vk < -t =211128---

21081.8--
081.8 5

(Der Wert der Summe betrédgt tatsdchlich 21097.4 - - - ) Die EinschliefSung (9.8)
liefert zudem die wichtige asymptotische Formel

n na+l
Zka:zx—i—l (n — o0, & > 0). (9.9)
ki

Beispiel. Das Sortieren von n Elementen benotigt bis zu log, (n!) Vergleiche.
Mit

In(n!) =In1+In2+---+Inn <nlnn (n € N) (9.10)
erhalten wir hierfiir eine einfache Abschitzung, wobei jeder Summand durch
den grofiten ersetzt wird, namlich Inn. Da f(x) = Inx monoton wéchst,
liefert uns jedoch der Satz die weit genauere EinschlieSung (beachte In1 = 0)

n n+1
nlnn—n—l—lz/ Inxdx < In(n!) < / Inxdx = (n+1)In(n+1)—
1 1
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So erhalten wir etwa fiir n = 100
361.51--- =1001n100 — 99 < In(100!) < 1011In 101 — 100 = 366.12 - -,

(Tatsdchlich ist In(100!) = 363.73 - - - ; die einfache Schranke (9.10) liefert hin-
gegen nur die relativ grobe Abschitzung In(100!) < 100In100 = 460.51 - - )
Die Einschlieffung impliziert sofort die asymptotische Entwicklung:

In(n!) =nlnn —n+ O(Inn) (n — o0). (9.11)

Fiir eine asymptotische Beschreibung von n! ist das aber noch nicht genau
genug, wir erhalten namlich durch Exponentiation von (9.11) nur

a1 — eln(nt) — (g)” 0

was uns keine einfache Antwort auf die Frage nach der Asymptotik ,n! ~ ?“
gestattet. Dazu miissen wir in Kapitel VII noch lernen, den O(Inn)-Term in
der Entwicklung (9.11) weiter zu prézisieren.

Abschiitzung von Reihen

Fiir monoton fallende Funktionen f : [1,00) — [0,00) liefert der Satz die
Abschétzungen

n+1 41

Y0 < L iw< [T fmar < Y,
k=2 k=2 : k=1

und damit die Beschrinktheit der Abweichungen zwischen Summe und
Integral:

n n+1
0< =Y f0) - [ f@dx < f0).
k=1

Die Folge wichst monoton, denn der Satz liefert fiira =n+1und b =n+2

n+2
Any1 =ap+ f(n+1) — /n+1 f(x)dx > ay. (9-12)

Sie konvergiert daher und wir haben auf diese Weise hergeleitet:

Integralkriterium. Fiir monoton fallende Funktionen f : [1,00) — [0, 00) exis-
tiert der Grenzwert der Abweichungen zwischen Summe und Integral und erfiillt

0<p%<iﬂﬂ—fﬂﬂﬂﬂ><ﬂm 913
k=1

Insbesondere gilt

[e)

Y f(k) konvergiert <& /1 ” f(x) dx konvergiert. (9.14)
k=1
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Beispiel. Die definierende Reihe (6.13) der Riemann’schen Zetafunktion, also

erfiillt mit f(x) = x~° die Voraussetzungen des Integralkriteriums. Anhand

des Integralwerts
n _ pl-s
/ x_s dx = 1711
1 s—1

erkennen wir, dass das uneigentliche Integral

d 1
=S gy —
/1x X=-"73

und damit die betrachtete Reihe genau fiir s > 1 konvergiert. Wegen (9.13)
gilt also die Abschédtzung

OSC(S)—Sil <1 (s>1)

Wenn wir das Integralkriterium stattdessen auf die um einen Index versetzte
Reihe Y 7 , k~° anwenden, so erhalten wir die weit bessere Abschétzung

21-s
1<C(s)—5_1<1+2_5 (s>1),

aus der wir in Verschdrfung von (6.14) die asymptotische Formel

f(s)=14+0(27°) (s — ) (9.15)
ablesen konnen.

Beispiel. Fiir die auf [1, c0) nichtnegative und monoton fallende Funktion
f(x) = 1/x ergeben unsere Ergebnisse einen prizisen Zusammenhang zwi-
schen den harmonischen Zahlen H,, aus Abschnitt 3.8 und dem nattirlichen
Logarithmus:

|
H, = -, Inn = / —.
" k:zl k 1 X
So liefert (9.13) sofort die Existenz der Euler—Mascheroni-Konstanten39
0 < 9= lim (Hy—In(n+1)) < 1. (9.16)

39 Es ist v = 0.5772156649 - - - ; fiir die effiziente Berechnung dieser Dezimalziffern
siehe Abschnitt 15.4. Die Zahl v wurde erstmalig 1735 von Euler betrachtet. Es ist
bis heute nicht bekannt, ob - irrational oder gar transzendent ist. Zur Geschichte
und Bedeutung dieser bemerkenswerten Konstanten siehe das Buch [Havo7].
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Da wir aus (9.12) wissen, dass die diesem Grenzwert zugrundeliegende Folge
monoton wichst, erhalten wir als Verbesserung von (3.11) die Abschdtzungen

In(n+1) < Hy < y+In(n+1) (n € N).

Insbesondere gewinnen wir aus Inn — oo fiir 1 — co einen neuen Beweis
der Divergenz H,, — oo der harmonischen Reihe. Wegen

ln(n—i-l)—lnn:ln(l—l—i) — In1=0 (n — o)

konnen wir die Existenz der Zahl oy auch zu folgender einfachen asymptoti-
schen Entwicklung der harmonischen Zahlen ummiinzen (warum?):

H,=Inn+y+o0(1) (n — o). (9.17)

9.3 Produktdarstellung der Sinusfunktion

Polynome p € C[z] vom Grad 1 > 1 besitzen nach dem Fundamentalsatz der
Algebra Nullstellen in C und kénnen daher durch fortgesetztes Abdividieren
entsprechender Linearfaktoren (z — znusterle) auf die Form

p(z) =cn(z—21) - (2 = zn)

gebracht werden. Dabei hat p genau die Nullstellen zy,...,z, (mit ent-
sprechenden Vielfachheiten). Die Konstante ¢, # 0 ergibt sich aus einem
speziellen Wert p(z.) # 0. Ist dieser spezielle Wert p(0), d.h. sind alle
Nullstellen von Null verschieden, so konnen wir

schreiben. Euler hat diese Formel 1735 kiithn auf die Potenzreihe (9.6) des
Sinus (,,Polynom vom Grad o), geschrieben in der Form

=l-=4+=—-—=4--- (x € R),

verallgemeinert: Er schloss aus der Aufzahlung samtlicher Nullstellen, nam-
lich .
sin x

x =0 & x=kmmit0#£keZ,

und aus dem Wert fiir x = 0, also dem Grenzwert (6.19)
sin x

lim =1,
x—0 X
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ohne jeden Skrupel auf die Produktdarstellung°
si;lx _ (17%).(1+%)'(17%).(1+%).(173%)'(1+3in>“'

-3 (o) (o) f )

Dieser Analogieschluss ging selbst seinen Zeitgenossen zu weit. Sie bemén-
gelten, dass sein Argument schon bei reellen Polynomen versagen wiirde,
wenn man nur die reellen Nullstellen aufzidhlt und diejenigen in C \ R
ignoriert. Konnte es nicht sein, dass sin x Faktoren wie 1 + x? enthalt und
damit Nullstellen in C besitzt? Euler brauchte einige Jahre, um einen allseits
akzeptierten Beweis seiner Behauptung zu finden.

Wir verlassen jetzt den historischen Pfad und springen direkt zu dem
sehr einfachen Beweis [BMo4, §6.8], den der indische Mathematiker Ven-
katachaliengar 1962 als ,, Abfallprodukt” seiner Exploration der folgenden
Integralfamilie erhalten hat:

/2
Ii(x) = /0 cos(2xt) cos” tdt, (x e R, n € Np). (9.18)

Solche Integrale laden zur partiellen Integration formlich ein und Venkata-
chaliengar bekam induktiv die folgende Formel

1 x? x
sin(rx) = mx - [ | (1 - k2> . Zzgoi (9.19)

k=1

Ich rechne Ihnen das nicht vor, es geht beinahe rein maschinell und es steckt
wirklich keine weitere Idee dahinter. (Rechnen Sie doch mit Maple einfach
ein paar konkrete n durch, um sich von der ,Bauform” der Formel zu
tiberzeugen.) In (9.19) steht nun aber im wesentlichen bereits die Euler’sche
Produktformel der Sinusfunktion; wir miissen nur noch

. In(x)
A 1,(0)

=1 (x € R)

40 Fiir eine Zahlenfolge (a;) bildet man — analog zu unendlichen Reihen - die Folge
der Partialprodukte

n
Pn=4ai---an = Hak~
k=1
Konvergiert p, — p fiir n — oo, so heif3t
[oe]
p=1Ta
k=1

der Wert des aus (a;) gebildeten unendlichen Produkts.
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zeigen. Eine nichste Trainingseinheit im Abschitzen von Integralen liefert
zu diesem Zweck:

/2
0< I,(0) — Iy(x) = /0 (1 —cos(2xt)) cos" tdt

/2 /2 2x2
< 2x2 / 12 cos” t dt < 22 / tcos" 1t sintdt = %In(O). (9.20)
0 0

Dabei folgen die beiden Abschitzungen des Integrals aus den Ungleichun-
gen (9.3) und (6.18), also

1—coss <s*/2 (s€R), bzw. tcost<sint (0<t<m/2).

Die Gleichheit am Schluss ist ein Zwischenschritt bei der Herleitung
von (9.19), ldsst sich also mit partieller Integration zeigen. Zusammenfassend
gilt
2x? Iy (x)
1-— < <1, 21
L(0) 021

n

so dass wir in (9.19) den Grenziibergang n — oo vollziehen dtirfen und
schliefSlich die Euler’sche Produktformel der Sinusfunktion erhalten:

sin(7tx) = mx - ﬁ (1 - ;zi) (x € R). (9.22)

k=1

Wallis’sches Produkt

Setzen wir in (9.22) das spezielle Argument x = 1/2 ein, so erhalten wir

2k—1 2k+1
1 =sin(n/2) = H< 4k2>: 'H( 2k 2k >

und damit das Wallis’sche Produkt (1655)

NI

T (246 2 246 o
2 nse\1 35 2n—1357 2n+1
i (2020 2N
T s\l 35 2n—1 2n+1

2 2
= Pr :1 lim 71

Nk 2n+1 2 nve n

Dabei haben wir uns an die Abkiirzung p, aus (3.2) erinnert. Ziehen der
Quadratwurzel liefert die bereits in (3.3) und (3.4) formulierte Asymptotik

nlgrgojri vr, dh. pp~Vin (n— ),
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und somit die dort diskutierte grundlegende Asymptotik des zentralen

Binomialkoeffizienten:
2n 4"
(n > ~ (n — o). (9.23)

Partialbruchzerlequng des Kotangens

Logarithmisches Differenzieren der Venkatachaliengar’schen Formel (9.19)
liefert fiir x ¢ Z

1 & 1 1 I, (x)
t = — " . .
7T cot(7rx) x+k¥1(x+k+x—k)+lzn(x) (9-24)
Mit einer letzten Trainingseinheit im Abschdtzen von Integralen zeigen
wir, dass I},(x)/I,(x) — 0 fiir n — co. Denn Differentiation unter dem
Integralzeichen in (9.18) liefert

/ 7t/2 s n
L,(x) = —2/0 t sin(2xt) cos” tdt,

so dass wegen | sins| < |s| (vgl. (9.2)) und mit exakt der gleichen Abschiit-
zung wie im letzten Schritt von (9.20) gilt:

/2 4
11 (x)] <4|x|/O £2 cos” tdt < %IH(O).

Mit Blick auf (9.21) konvergiert daher fiir n — oo
| _ 4l 1)
Li(x)| = n |IL(x)

Wir diirfen demnach auch in (9.24) den Grenziibergang n — oo vollziehen

und erhalten so eine weitere wichtige Formel des grofsen Euler, ndmlich die
sogenannte Partialbruchzerlegung der Kotangensfunktion (1748):

ncot(nx)zi—i-];(x_li_k%—xik) (x € Z). (9.25)

— 0 (x € R).

Wir kennen jetzt drei fundamentale Darstellungsformen von Funktionen
durch Grenzwertbildung rationaler Ausdriicke:

e Potenzreihe,
e unendliches Produkt,
e Partialbruchzerlegung.

(Eine vierte Darstellungsform ist die Kettenbruchentwicklung, die wir in dieser
Vorlesung aber nicht behandeln werden.) Im néchsten Kapitel werden wir
sehen, dass ein Vergleich verschiedener Darstellungen ein und derselben
Funktion weitere interessante Ergebnisse zu Tage fordert, die wir etwa
zur Beschreibung des asymptotischen Verhaltens diskreter Grofien nutzen
kénnen.
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Aufgaben
1. Plotten Sie im Intervall [0, 677] den Verlauf der Funktion

X
: 5
Fx) = 0/ 100 — 99 sin(t)

Hinweis. Achten Sie auf evtl. Singularititen in der Stammfunktion, die IThnen Maple
liefert.

2. Berechnen Sie die Stammfunktion
X
/arctan(t)dt
0

auf zwei verschiedene Weisen:

a) Mit dem Risch’schen Algorithmus in Maple.

b) Indem Sie
ds

t
arctan(t) = /
®) 0 1452
einsetzen und die Integrationsreihenfolge vertauschen.

3. Driicken Sie die Differenz

f(b) = f(a)
durch die Ableitung f’ der Funktion aus. Verwenden Sie dazu den Hauptsatz und
die Mittelwertsdtze und vergleichen Sie Voraussetzungen und Ergebnisse.

4. Betrachten Sie fiir x > 0 die Funktionen

x 2 1 2 2
B o B X (1+#%)
flx) = (/ e dt) und  g(x) = 0/ e dt.

0

a) Zeigen Sie f + g = const. und berechnen Sie den Wert dieser Konstanten.

Hinweis. Differentiation. Fiir welches x lassen sich f bzw. ¢ besonders leicht
auswerten?

b) Berechnen Sie xhrrolo g(x) und — mit Hilfe von a) — den Grenzwert

/ e Pdt = [lim f(x)
0

¢) Warum ist die Gauf$’sche Fehlerfunktion

X
erf(x) = % /eiiz dt
0

so merkwiirdig normiert?
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f®

f(x)

Abb. 23. Skizze fiir Aufgabe 6.

5. Betrachten Sie die Potenzreihe

und berechnen Sie .
/f(t)dt bzw.  f(x)
0

durch gliedweise Integration bzw. Differentiation. Driicken Sie die Ergebnisse unter
Verwendung von f aus.

6. Es sei f : [x,00) — R stetig differenzierbar, streng monoton fallend und konvex.
Orientieren Sie sich an Abb. 23 und den Eigenschaften von f, um eine einfache
Abschitzung des Integrals

[ fieya
X
nach unten zu gewinnen. Wenden Sie diese Abschidtzung auf den Integranden
flx) = e an.
7. Schétzen Sie das Integral
o _p
/ e ' dt
X
nach oben ab und vergleichen Sie das Ergebnis mit der vorherigen Aufgabe.
Hinweis. Fligen Sie den Faktor ¢/x > 1 in den Integranden ein.
8. Untersuchen Sie die Konvergenz der uneigentlichen Integrale
(o) (e
/ sin(t?) dt, / sin(ef) dt.
J —00 J —00

Konnen Sie ggf. die Werte angeben?

Hinweis. Bringen Sie die Integrale mit einer geeigneten Variablensubsitution auf die
Form [(---)sinudu. Schreiben Sie das so erhaltene Integral durch Unterteilung des
Integrationsintervalls als eine alternierende Reihe — vgl. [BLWWo06, §1.8].
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8. Wenden Sie die Integralabschdtzungen der Vorlesung auf die Reihen

k=3 (s>1, meNN)

i
iyl

an und leiten Sie hieraus eine Einschlieffung von

(o)

is) =) Kk

=1

her. Bestimmen Sie ein geeignetes m, um {(3) auf wenigstens 5 Dezimalstellen genau
zu berechnen.

9. Finden Sie eine asymptotische Entwicklung der Form
0 2
Zeik/n:?—l—O(l) (n — o).
k=0
Hinweis. Integralabschiatzung. Nutzen Sie das Ergebnis aus Aufgabe 4.

10. Finden Sie — mit den Integralabschitzungen der Vorlesung — fiir die Hyperfakto-
rielle
Qn=1'.22.3...n—1)"1.n* (neN)

eine asymptotische Entwicklung ihres Logarithmus in der Form

In(Qy) = ? +O(nlnn) (n — o0).

11. Untersuchen Sie, fiir welche s € R die folgenden Reihen konvergieren:

1 1

kzzzk-(lnk)s' k;kink-(lnlnk)s'

1

k=216 k-Ink-Inlnk- (Inlnlnk)s"

12. Zeigen Sie, dass folgender Grenzwert existiert:

. . 1
')/—nlgr(}o (kg‘zklnk — lnlnn> .
Geben Sie eine einfache Einschliefung von ¥ an.

13. Eine weitere Asymptotik.

a) Diskutieren Sie den Verlauf der Funktion f(x) = x~! - Inx fiir x > 0. Wo liegen
die Maxima/Minima, wo wéichst bzw. fillt die Funktion monoton, wo ist sie
konvex, wo konkav?

b) Betrachten Sie die Folge
T, = 1V/1.21/2. 313 . yl/m (e IN).

Geben Sie mit Hilfe der Integration eine einfache Einschliefung von In 7, an.
Warum sind hierfiir die Kenntnisse aus a) wichtig?

c) Fiillen Sie das Fragezeichen in folgender asymptotischen Entwicklung:

Int, =?+0(1) (n — o0).
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Potenzreihen

Im vorangehenden Kapitel hatten wir die Funktionen 1/(1 + x), In(1 + x),
arctan x, sin x und cos x jeweils in eine Potenzreihe entwickelt:

[e9)
fx) = Zakxk:ﬂ0+ﬂ1x+ﬂ2x2+ﬂ3x3+--- (Jx| < 7),
k=0

Solche Entwicklungen haben — falls existent — zwei komplementdre Aspekte:

e Fiir ein gegebenes f will man die Entwicklungskoeffizienten (ay) berech-
nen. Die daraus aufgebaute Potenzreihe wird dann beispielsweise zur
Approximation der Funktion f herangezogen.

e Fiir eine gegebene Koeffizientenfolge (a;) mochte man die erzeugende
Funktion f finden. Aus den analytischen Eigenschaften von f lassen sich
beispielsweise das asymptotische Verhalten von g fiir k — co ermitteln.
Aus den funktionalen Beziehungen von f lassen sich oft Rekursionsfor-
meln oder gar geschlossene Ausdriicke fiir a; bestimmen.

Beide Aspekte sind fiir Informatiker interessant: Der erste ist wichtig fiir
die Numerik, der zweite fiir die Kombinatorik. Ich widme daher beiden einen
eigenen Abschnitt dieser Vorlesung.

10 Entwicklung von Funktionen in Potenzreihen

10.1 Die Taylor’sche Formel

Fiir eine differenzierbare Funktion f hatte ich die Ableitung f’(a) iiber die
eindeutige Steigung der bestmdoglichen linearen Approximation von f(x) in
der Ndhe x = a + h = a eines festen Punktes a eingefiihrt:

fla+h) = f(a)+ f'(a)h+o(h) (h —0).
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Es stellt sich die Frage, ob sich nicht durch geeignete Polynome hoherer
Ordnung in /1 bessere Approximationen erzielen lassen, etwa

f(x)=fla+h) = f(a) —|—f’(a)h—|—a2h2 + - 4 anh" +o(h") (h —0).

Wie miissen hierfiir die Koeffizienten a; gewdhlt werden? Wenn eine solche
Approximation vorliegt, so gilt nach der Definition von o(h"), dass

2 — lim fla+h)—f(a) — f'(a)h — aph®> — - - - —a, _1h"!
" h—0 h" ’

Dieser Grenzwert ist vom Typ ,0/0“, so dass wir zu seiner Berechnung
die 'Hospital’sche Regel anwenden wollen. Da der Nenner bis einschlief3-
lich zur n — 1-ten Ableitung nach h fiir 1 = 0 Null wird, miissen wir die
I"'Hospital’sche Regel n-fach anwenden und erhalten so — unter der Voraus-
setzung der n-fachen Differenzierbarkeit von f — schliefSlich

9 (Fla+h)— fla) — f/@)h—ah® — - —ay 10") _ F0)(a)
=0 o) o

Der ,, Witz” ist hierbei, dass die n-te Ableitung des Zahlers das dort stehende
Polynom vom Grad n — 1 hat verschwinden lassen. Zusammengefasst haben
wir fiir n-fach differenzierbares f die Taylor’sche Formel (1715) hergeleitet:

n k) (g
fla+h)= kZ: f k'( )hk + o(h") (h —0). (10.1)
—0 :

Das rechts stehende, approximierende Polynom vom Grad 7 in / heifit das
n-te Taylorpolynom um den Entwicklungspunkt a.

Restgliedabschitzung

Fiir viele Anwendungen bendtigen wir eine prazise Vorstellung des Rest-
glieds o(h") der Taylor’schen Formel (10.1).

Satz. Es sei f : I — R auf dem offenen Intervall I eine (n + 1)-fach stetig
differenzierbare Funktion. Dann gilt fiir x,a € 1

n_ g(k)
o =y @

o (=) + Ry(a,x) (10.2)

k=0

mit der Restgliedformeln (Cauchy 1821 bzw. Lagrange 1772)

x (n+1)
Ryt1(a,x) = %/a (x — )" F D (1) dt = f(n:_f)g!)hnﬂ

fiir ein gewisses ¢ zwischen a und x.


http://de.wikipedia.org/wiki/Brook_Taylor
http://de.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy
http://de.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange
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Beweis. Ich schreibe kurz i = x — a. Nach dem Hauptsatz gilt in einem
vorbereitenden ,nullten” Schritt
X
a) + / f/(t)dt
a

Dieses Integral formen wir jetzt durch wiederholte partielle Integration um:
In einem ersten Schritt erhalten wir

NS —/j(at(x—t)) 70 dt
= f Ot [0
~ flah+ [ "(H)f"(t) dt

und weiter durch partielle Integration der jeweils entstehenden Integrale
dann im k-ten Schritt:

[ e owa = [ (at(xf))f(k’(t)dt

(xft) k) |t u"’/ k+1)() dt

@) k- F =D an
=g h +/a T'f( )(t) dt.
Diese fortgesetzte partielle Integration erzeugt also in jedem Schritt einen
weiteren Summanden des Taylorpolynoms sowie ein aktualisiertes Restglied.
Nach dem n-ten Schritt dieser Prozedur erhalten wir die Taylor’sche Formel
mit dem Restglied in der Cauchy’schen Integralform.

Da (x — t)" fiir t zwischen a und x ein festes Vorzeichen besitzt, kon-
nen wir auf das Restgliedintegral den Mittelwertsatz der Integralrechnung
anwenden und erhalten fiir ein gewisses ¢ zwischen 4 und x, dass

l * _ p\n p(n+1) _ g(n+1) /x (x — t)n _ f(nJrl)(‘:) n+1
n! a (x t) f (t)dt_f (é) a n! dt = (Vl+1)' h !
womit auch die Lagrange’sche Form des Restglieds bewiesen ist. a

Bemerkung. Unter der Voraussetzung der (1 + 1)-fachen stetigen Differen-
zierbarkeit von f konnen wir demnach die Taylor’sche Formel (10.1) in der
Form

fla+h) 2 f A GO + O(W"*Yy  (h—0) (10.3)

verschéarfen.
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Beispiel. Aus (3.1) wissen wir, dass

1 n
e”_(1+n> ~e (n — o).

Ich mochte diese Asymptotik detaillierter untersuchen, um die Genauigkeit
der Approximation e, ~ e fiir grole n abschdtzen zu konnen. Um die
Taylor’sche Formel verwenden zu konnen, transformiere ich den Grenzwert
n — oo einfach zu x, = 1/n — 0 und fithre dazu die beliebig haufig
differenzierbare (warum?) Funktion f : R — R

e, x=0,

flx) =

(1+x)V* =exp(x'In(1+x)),  sonst,

ein, fir die ja e, = f(1/n) gilt. Taylorentwicklung um a = 0 liefert bis zur
Ordnung 4:

76 = £+ fOx+ e+ B0 o k-0

Zur Berechnung der Ableitungen verwende ich Maple, so etwa fiir f”(x):

> simplify(diff (exp(ln(1+x)/x),x$2));

1-2x

(1+x)~ (z In(14x)22+21In(1+x)x®—x2—323

+(n(1+2)%+2 (In(1+x)2x+ (In(1+x))? x2> x4

In dem Faktor vor der grofien Klammer erkennen wir f(x)/(1 + x)?, hinter

der grofen Klammer kommt aber noch ein Faktor x~*. Wir kénnen also
nicht einfach x = 0 in den Ausdruck einsetzen, es handelt sich fiir x — 0
um einen Grenzwert vom ,,0/0”-Typ. Wir miissten also zur Berechnung
von f”(0) die Regel von I'Hospital insgesamt viermal heranziehen; aber das
erledigt Maple fiir uns im Handumdrehen:

> £77(0)=1limit (%,x=0);

£1(0) = 3.

Tatsachlich kann man Maple gleich die ganze Taylorentwicklung bis zur
gewiinschten Ordnung durch den Befehl series berechnen lassen:

f(x)=series(exp(ln(1+x)/x),x=0,5);

flx) =e—gx+ o pa% - TRl o@x*)  (x—0). (10.4)

Dabei setzt Maple intern Verfeinerungen derjenigen Techniken ein, die wir
in Abschnitt 10.3 behandeln werden. Wie auch immer, wir erhalten mit
x = 1/n fiir unsere Ausgangsfragestellung die asymptotische Entwicklung
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1\" e 1le 7e 4
<1+n) =2 ToaE qep 1O (r—e) (105)
Die Folge der ¢, konvergiert also zu langsam gegen ¢, um etwa die ersten 10
Dezimalziffern von e mit vertretbarem Aufwand zu berechnen. Das gelingt
uns jedoch im néchsten Beispiel mit einer anderen Approximation von e.

Beispiel. Fiir f(x) = e¥ ist stets f(")(x) = e*, also insbesondere f(")(0) = 1.
Taylorentwicklung um a = 0 liefert bei Verwendung des Lagrange’schen
Restglieds demnach
2 3 n n+1

¥ I I S S

e —1+x+i—|—§+ +n!+€(n+1)!' (10.6)
mit einem gewissen ¢ zwischen 0 und x. Aus dieser Formel wollen wir
zwei niitzliche Dinge herleiten. Zum einen erhalten wir fiir x = 1 mit
1< e <e<3die EinschlieSung

"1 1 | 3
-+ <e< -+ .
kg’)k! (n+1)! kgék! (n+1)!

Die so erzielte Approximationsgenauigkeit ist ungleich besser als die des
vorangegangenen Beispiels: Bereits fiir # = 13 erhalten wir ndmlich

2.718281828458 - - - < e < 2.718281828481 - - -
und damit die ersten 10 Dezimalziffern von e:
e =27182818284 - - -

Zum anderen erinnern wir uns an die zum Schluss von Abschnitt 4.5
gezeigte Konvergenz der Reihe

o X
E(x)=) 7
k=0
fur alle x € R, woraus die Konvergenz des Restglieds in (10.6) gegen Null
folgt:

: |x|n+1
(n+1)!

|x\”+1

0<
¢ (n+1)!

< max(1,¢e")

— 0 (n—0).

Wir diirfen also in (10.6) den Grenziibergang n — oo vollziehen und erhalten
die Entwicklung der Exponentialfunktion in eine Potenzreihe (Euler 1748):

0 L,k
M x
et = ;;) o (x e R). (10.7)


http://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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Taylorreihe

Wie im letzten Beispiel folgt ganz allgemein fiir eine beliebig haufig diffe-
renzierbare Funktion aus der Taylor’schen Formel (10.2), dass

n—o0 k

o (k) (g
lim Ry(a,x) =0 = f(x) :kZ: f '( )(x—a)k.
—0 :

Man nennt die rechts stehende Reihe deshalb auch die Taylorreihe.

Beispiel. Die Voraussetzung lim,, .. Ry, (4, x) = 0 ist ganz wesentlich. So ist
fiir die auf R beliebig haufig differenzierbare Funktion

0, x =0,
f(x)={

exp(—1/x?),  sonst,

stets f (n) (0) = 0 (visualisieren Sie sich den Funktionsverlauf), aber natiirlich
© ¢(k)(Q
s+ L=z

Wir sehen also insbesondere, dass sich nicht jede Funktion in eine Potenzrei-
he entwickeln lasst. Wir brauchen dafiir einen ,,Gutartigkeitsbegriff”, der
tiber die beliebig hiufige Differenzierbarkeit hinausgeht: Funktionen, die
sich in der Ndhe eines Arguments x = a in eine Potenzreihe (d.h. in ihre
Taylorreihe) entwickeln lassen, heifien dort analytisch.

Beispiel. Bei fest gewdhltem a € R ist die Funktion f(x) = (14 x)? fur
x > —1 definiert und dort beliebig hdufig differenzierbar. Ihre Ableitungen
betragen

fM(x)y=a 1+x)*", a'=a-(a—1)-(a—2)---(a—n+1),

so dass mit dem allgemeinen Binomialkoeffizienten gilt:

f®©0) ek <a>

kK kT \k/)

Die Taylor’sche Formel (10.2) liefert daher

" /a

(1+x)"=) (k) x4+ R,y1(0,%) (x> -1).
k=0

Mit einigem Aufwand — vor dem ich Sie verschone — ldsst sich fiir |x| < 1

zeigen, dass das Restglied asymptotisch verschwindet: R,(0,x) — 0 fiir

n — oo.
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Es gilt also die Binomialreihe (Newton 1669)

o

(14+x)"=) (Z)xk (x| <1, a € R),

k=0
die den binomischen Lehrsatz
(1+x)”—i nxk—i ) 2k (n € N)
7k:0 k 7k:0 k

(letztere Gleichheit gilt wegen (;;) = 0 fiir k > 1) umfassend verallgemeinert.
Der Spezialfall a = —1/2 liefert beispielsweise die Potenzreihe

! 3 —§> ko (ZDF <2k) K
= xt = X x| <1),
V1tx k;() < k k;) 4k \ k (Il <1)
bzw. — bei Umkehrung der Betrachtungsweise — die erzeugende Funktion der
zentralen Binomialkoeffizienten

© ok .1
lg)(k)x Vi (lx| < 1/4). (10.8)

10.2 Potenzreihen im Komplexen

Wenn man das Konvergenzverhalten von Potenzreihen
(o]
Z akzk (10.9)
k=0

systematisch analysiert, so erlebt man eine Uberraschung: Sie konvergieren
nicht nur fiir reelle Argumente z € R mit |z| < r, sondern auch fiir komplexe
Argumente z € C mit exakt der gleichen Beschrankung.

Lemma. Zu jeder Potenzreihe (10.9) gibt es einen Konvergenzradius r > 0 (wobei
ggf. auch r = oo zulissig ist), so dass fiir alle z € C gilt:

(o)
lzl <r = ) ayz* absolut konvergent,
k=0

o
lzZ| >r = Zakzk divergent.
k=0

Der Konvergenzradius ist dabei durch die Cauchy—Hadamard’sche Formel
rl= lirknsup /|| (10.10)

gegeben (wenn wir ggf. 1/0 = oo und 1/00 = 0 setzen). Man nennt die Menge
der z € C mit |z| < r den Konvergenzkreis der Potenzreihe.


http://de.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
http://de.wikipedia.org/wiki/Binomischer_Lehrsatz
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Beweis. Das Wurzelkriterium koppelt das Konvergenzverhalten der Potenz-
reihe an den Vergleich der Grofie

p = limsup {/ |axz¥| = |z| - limsup \/ |ax| = |z| /7.
k—o0 k—o0

mit 1: Dabei impliziert p < 1, also |z| < 7, die absolute Konvergenz; p > 1,
also |z| > r, hingegen die Divergenz. o

Definition. Eine Funktion f(x) heif8t in x = 0 analytisch, wenn sie sich mit
positivem Konvergenzradius » > 0 in eine Potenzreihe entwickeln lasst.

Ist eine reelle Funktion f(x) in x = 0 analytisch, so besitzt sie nach dem
Lemma vermittels ihrer Potenzreihe eine analytische Fortsetzung f(z) fur
komplexe Argumente z aus dem Konvergenzkreis.

Beispiel. Die Entwicklung (10.7) der Exponentialfunktion in eine Potenzrei-
he konvergiert fiir alle reellen und somit — nach dem Lemma — auch fiir
alle komplexen Argumente. Wir definieren daher fiir z € C die komplexe
Exponentialfunktion e* tiber eben diese stets konvergente Potenzreihe

ik— (z € Q).

Als Beispiel fiir die Multiplikation von Reihen hatten wir gezeigt, dass
diese Potenzreihe die Funktionalgleichung (4.9) der Exponentialfunktion fiir
komplexe Argumente erfiillt. Also gilt

et = ¢ . " (z,we C)
und damit erst recht
etV =¥ e (x,y € R).

Fiir den zweiten Faktor erhalten wir aus der Potenzreihe durch Aufspaltung
in gerade und ungerade Summationsindizes die Euler’sche Formel (1743)

iy 00 (i_l/)k i Z 2k+l
e’ = = +
P k! P 2k+1
0 2k [eS) 2k+1
_ _1)k Y . _1)k Y
k:ZO( Ve * Ik:ZO( T

= cosy +isiny,

wobei wir im letzten Schritt von unserer Kenntnis der Potenzreihen (9.6)
und (9.7) Gebrauch gemacht haben. Da sich die Potenzreihen von sin und cos


http://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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— und damit alle trigonometrischen Funktionen — genauso in die komplexe
Ebene fortsetzen lassen, gilt ganz allgemein:

e =cosz+isinz  (z€CQ), (10.11)
bzw. durch Aufldsung dieser Gleichung und der entsprechenden mit —z:

eiz 4 efz'z ) ez’z _ efiz
08z = ——F— Sinz = ——7-— (ze€ Q). (10.12)

Also lassen sich die Exponentialfunktion, die trigonometrischen und die
hyperbolischen Funktionen durch Fortsetzung in die komplexen Ebene
wechelseitig ineinander umformen, z.B.

z cotz = iz coth(iz) (zeC\{km:keZ}). (10.13)

Bemerkung. Die Euler’sche Formel (10.11) und die zugehorige Fortsetzung
der Exponentialfunktion sowie der trigonometrischen Funktionen in die
komplexe Ebene sind nur der Anfang einer umfangreichen, eleganten und
niitzlichen komplexen Analysis, auch Funktionentheorie genannt. Diese lehrt
beispielsweise, dass auf dem Rand des Konvergenzkreises einer Potenz-
reihe eine Singularitdt der zugehorigen komplexen Funktion liegen muss.
Dieses Kriterium macht die Berechnung von Konvergenzradien oft extrem
einfach, sehr viel einfacher jedenfalls als die direkte Auswertung der Cauchy-
Hadamard’schen Formel (10.10).

10.3 Kalkiil der Potenzreihen

Wir kénnen mit Potenzreihen recht einfach rechnen (zumindest mit Maple
an unserer Seite), sofern wir wissen, ob die entsprechenden Operationen
zulassig sind. Ich mochte hierfiir die wichtigsten Resultate zusammenstellen,
wobei ich jeweils kurz die dahinterstehende Argumentation angeben werde.

Satz. Die Funktionen f, g seien in x = 0 analytisch, so dass sie sich also mit
positiven Konvergenzradien r¢, g > 0 in die Potenzreihen

f = Yok (xl<rp), g =Y bk (x| <o),
k=0 k=0

entwickeln lassen. Dann gilt:

e Differentiation: f’ ist in x = 0 analytisch; genauer:

[o0]

o)=Y (k4 Daga ¥ (1x[ <rp). (10.14)
k=0

Iterativ sieht man, dass f fiir [x| < rs beliebig oft differenzierbar ist.
Argumentation: Gliedweise Differentiation nach Abschnitt 6.4.
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Eindeutigkeit der Koeffizienten:

(k)
ay = f k|(0) (k S NO).

Argumentation: Taylor’sche Formel (10.1).

Integration: Stammfunktionen [ f(x)dx sind in x = 0 analytisch; genau-
er:

/Oxf(t) dt = kilakklxk (x| < rg).

Argumentation: Gliedweise Integration nach Abschnitt 8.4.
Summe: f + g ist in x = 0 analytisch; genauer:

[e9)

(f+8)(x) = kZ(ak +b)x* (x| < min(rg,rg)).
=0

Argumentation: Siehe den Anfang von Abschnitt 4.5.
Produkt: f - g ist in x = 0 analytisch; genauer:

[ee]

k
(f-8)x)=1Y, (Z(:)aj'bk]) «F (|x] <min(rs,rg)).  (10.15)
i=

k=0
Die Koeffizientenfolge von f - ¢ heifst Faltung oder Cauchy-Produkt derje-
nigen von f und g. Argumentation: Siehe (4.7).

Quotient: Falls ¢g(0) = by # 0, so ist f/g in x = 0 analytisch. Die
zugehorige Koeffizientenfolge (cx) ergibt sich rekursiv aus

k-1
Cp = % <ak — Z ¢ bk—j) (k S No). (10.16)
j=

Argumentation: Folgt mit (f/g) - ¢ = f aus dem Resultat tiber Produkte.
Komposition: Falls [g(0)| = |by| < rf, s0 ist f o g in x = 0 analytisch.
(Die Berechnung der zugehorigen Koeffizientenfolge fiihre ich besser
gleich an einem konkreten Beispiel vor.) Argumentation: Cauchy’scher
Doppelreihensatz aus Abschnitt 4.5.

Beispiel. Ich mochte die Taylorentwicklung (10.4) mit dem Potenzreihen-
kalkiil reproduzieren (und damit erkldren, was unter der Motorhaube von
Maple beim Ausfiihren des series-Befehls im wesentlichen tatsédchlich
passiert). Ich beginne mit der Potenzreihe (8.20) des Logarithmus, ndmlich

| 0 L xkH 2 3 A 5
n(l—i—x)—Z(—l)k+1—x—7+§—z+0(x) (|x| < 1),

k=0
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wobei ich in diesem Beispiel jeweils die ersten vier Summanden einer Pot-
renzreihe explizit ausschreibe. Division durch x zeigt, dass die Funktion
2 3

In(1+x) & ok x  xtox 4

in x = 0 stetig durch den Wert 1 fortgesetzt wird und diese Fortsetzung
dort dann sogar analytisch ist. Komposition mit der Exponentialfunktion
liefert, dass

2,3
f(x) =exp(In(l+x)/x) =exp (1 - % + % - xz + O(x4))

in x = 0 analytisch ist und dort den Wert f(0) = e besitzt. Insbesondere
sehen wir auf einen Blick, dass f(x) in x = 0 beliebig haufig differenzierbar
ist — ein Ergebnis, das Ihnen auf der Ebene des Beispiels in Abschnitt 10.1
vermutlich noch Schwierigkeiten bereitet hitte. Mit Hilfe der Exponentialrei-
he (10.7) erhalten wir schliefilich erneut die asymptotische Entwicklung (10.4)
fir x — O:

x x?28 4
exp(In(1+x)/x) = e-exp| —=+ = — —+0(x%)

2 3 4
2 e X x> K8 4 o3 x x?18 4
“Lalars-rrow) =rg(5ry-T) oW

indem wir sukzessive in jedem Schritt jene Summanden nicht mehr hin-
schreiben, die im Endergebnis ohnehin nur zu Termen der Ordnung O(x*)
fithren. (Uberzeugen Sie sich von der Richtigkeit jeder einzelnen dieser
Weglassungen. Das kompetente Weglassen solcher Terme geht am Anfang
gaaaanz langsam, mit etwas Ubung dann aber immer schneller. Ohne Ubung
geht es aber nun einmal nicht; Mathematik ist auch Handwerk.)

Gerade und ungerade Funktionen

Definition. Eine fiir |x| < r definierte Funktion f(x) heif8t gerade, falls
fl=x)=f(x)  (x[ <),

und ungerade, falls

fl=x)=—f(x) (x| <7),
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Diese Begriffsbildung wird fiir Potenzreihen f(x) = Y5>, axx* besonders
transparent. Denn aus der Eindeutigkeit der Koeffizienten folgt sofort:

fgerade < f(x Z aka (10.17)

[e¢]
fungerade <« f(x) =Y ayq ¥
k=0

10.4 Die Bernoulli’schen Zahlen

Dieser Abschnitt ist praktisch ein einziges lingeres Beispiel, eine grofs an-
gelegte explorative , Trainingseinheit” im Umgang mit Potenzreihen. Die
Ergebnisse dieses Trainings werden aber im Kapitel VII eine prominente
Rolle spielen.

Definition der Bernoulli’schen Zahlen

Wir beginnen mit der Potenzreihe (10.7) der Exponentialfunktion, ndmlich

e 2 3
Z Z Z
:} =1zt gt (ze€C),

aus der wir sofort

72 3

ef—1 s _1 C
Z’k+1 +2'+3'+4l+ (z2€C)

erhalten. Erkennen Sie hier im ersten Summanden den Grenzwert (3.10)
wieder? Da der Wert dieser analytischen Funktion fiir z = 0 demnach von
Null verschieden ist, diirfen wir den Kehrwert bilden und erhalten eine
Potenzreihe

_1 = Z B zF (Jz| < rp) (10.18)
mit einem gewissen*' Konvergenzradius rg > 0. Das Ganze ist so zu verste-
hen, dass diese Potenzreihenentwicklung die Zahlen By, definiert, sie heifsen
Bernoulli’sche Zahlen (Bernoulli 1705).

Wie lassen sich die By nun berechnen? Die Rekursionsformel (10.16) fiir
die Koeffizienten des Quotienten zweier Potenzreihen, hier also fiir

B & 1

LRt

=0 Lito *+1)!

4l Den genauen Wert ermitteln wir spéter, siehe (10.26).


http://de.wikipedia.org/wiki/Jakob_I._Bernoulli
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Tabelle 8. Die ersten Bernoulli’schen Zahlen By.

klo 1 23 4 5 6 7 8 9 1011 12
11 1 1 1 5 691

Bel1 —= = - — - = -

k 26 % 30w % % Y% O T

liefert uns By = 1 und weiter rekursiv

k—1 k!- B: 1 k—1 k+1
By = — = ( . )B- ke IN). (10.19)
k ];’)(k—]+1)!~]! k+1]§) j ] ( )

Daraus erhalten wir zum einen B, € Q und zum anderen die Werte in
Tabelle 8. Spatestens der merkwiirdige Bruch Bj; = —691/2730 macht jede
Hoffnung zunichte, eine einfache geschlossene Formel fiir die By zu finden.

Aber wir entdecken in Tabelle 8 gewisse Muster und verallgemeinern diese
kithn zu den beiden Thesen:

e Bis auf B sind die Bernoulli’schen Zahlen mit ungeradem Index Null:
Byyy1=0 fir k=1,23,... (10.20)

e Die Bernoulli’'schen Zahlen mit geradem Index besitzen ab B, alternie-
rendes Vorzeichen:

(=1)* By >0 fiir k=1,2,3,... (10.21)
Die erste These ist nach (10.17) genau dann richtig, falls die um den , Ausrei-
Ber” By z korrigierte Funktion

Z  _Bz=-—2_ 4%
ez—1 T er—1 2

eine gerade Funktion darstellt. Nun sehen wir aber leicht ein, dass

z z oz 41 z /242 4 z
62_1+5_5.ﬁ_§.m_5c0t}1§ (10.22)

tatsdchlich gerade ist — die These (10.20) ist daher korrekt. Von der Richtigkeit
der zweiten These (10.21) werden wir uns weiter unten iiberzeugen konnen.

Reihenentwicklung des Kotangens

Die Beziehung (10.22) und die Definition der Bernoulli’schen Zahlen (10.18)
liefern uns die Potenzreihe

z z_ v By x
ECOthE =) 2 (Jz| < rp).
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Mit z = ix und der Formel (10.13), also zcoth(z/2)/2 = xcot(x/2)/2,
erhalten wir

oo

Ecotfz —1kB2k x2k x| <rp).

peoty = LU gE ™ (<)
Da der Nenner von cot(x/2) = cos(x/2)/ sin(x/2) bei x = 27t Null wird
und Potenzreihen im Konvergenzkreis nicht singulér sein konnen, diirfen
wir auf die Einschrankung rg < 271 des Konvergenzradius schliefien. Tat-
sdchlich werden wir spéter sehen, dass rp = 27 ist. Etwas umgeschrieben,
erhalten wir zusammenfassend die Reihenentwicklung des Kotangens:

4 B
cotx = - — Z D222 21 (0 < x| < rp/2). (10.23)

(2Kt

Potenzreihe des Tangens

Aus einer der vielen niitzlichen trigonometrischen Identitaten, der Verdop-
pelungsformel tan x = cot x — 2 cot(2x), erhalten wir mit (10.23) die Potenz-
reihe des Tangens:

o 454" -1)B
tanx =) (- 1)k 1(7)2}{ k=1 (|x| < rg/4). (10.24)
= (2k)!
Auch wenn Sie es mir jetzt noch nicht glauben: Diese Reihe spielt eine grofie
Rolle bei der Beschreibung der Anzahl alternierender Permutationen.

Vergleich von Reihenentwicklung und Partialbruchzerlegung des Kotangens

Wir kennen jetzt zwei verschiedene Darstellungen des Kotangens: Die Rei-
henentwicklung (10.23) und die Partialbruchzerlegung (9.25). Aus dem
Vergleich sollte etwas Niitzliches entstehen. Die Idee besteht darin, die
Partialbruchzerlegung (9.25) in eine Reihe umzuformen und dann die Ko-
effizienten zu vergleichen: Mit geometrischer Reihe und Zetafunktion zur
Hand gilt fiir 0 < [x| < 1

1 &1 1 1 & 2
”COt(m)_x+,czl<x+k+x—k)_x+k21xz_kz

1 & 2x 1 1 ® 1 Xy
_E_k;ﬁ'm_i 21727
1 2 v 1 1 .- 2j+1
== _ 7 S ; j
X zx];x 1;:21 k2t2 x 2];)&2] +2)
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(die Summen vertauschen nach dem Doppelreihensatz), also nach Anpas-
sung von Argument und Summationsindex die Reihenentwicklung
1 ¢ 20(2k) o1
COtngfivx (0<|x|<7'[)
Ein Vergleich mit (10.23) liefert — zum einen — wegen der Eindeutigkeit
der Koeffizienten einer Potenzreihe eine weitere von Eulers triumphalen
Formeln (1755), ndmlich

_1\k— k
c(2k) = =V 21(%?2 Br ey (10.25)

— und daher mit den Werten aus Tabelle 8 beispielsweise die konkreten Fille

27_12 il_i ii_ﬂ
ST 6 kT M5 k2T 638512875

Insbesondere folgt aus {(2k) > 0, dass (—1)F"1By, > 0 fiir k € IN. Also ist
auch die These (10.21) korrekt.

Ein Vergleich des Konvergenzbereichs der beiden Reihenentwicklungen
liefert — zum anderen — die Abschidtzung 7w < rp/2, da rp ja den grofStmog-
lichen Konvergenzbereich beschreibt. Zusammen mit der oben bemerkten
Abschidtzung rp < 27 erhalten wir wie angekiindigt den prazisen Wert des
Konvergenzradius von (10.18):

rg = 27. (10.26)
Asymptotik der Bernoulli'schen Zahlen

Mit dem Grenzwert {(s) — 1 fiir s — oo (siehe (6.14) bzw. (9.15)) erhalten
wir aus (10.25) sofort die Asymptotik der Bernoulli’schen Zahlen:

. 2(2k)!
2k — (27_[) 2k
(Das ist wirklich ein massives Wachstum.) Wir konnen diese Asymptotik {ib-
rigens benutzen, um mit Hilfe der Cauchy-Hadamard’schen Formel (10.10)

den Konvergenzradius rg der Potenzreihe (10.18) ein weiteres Mal zu be-
rechnen:

=1 = limsu \/ Dl lBZk i
k~>oop k' k—>oo 2k k—»oo 27'[ 27'[.

Es passt also tatsdchlich alles ganz wunderbar zusammen, siehe (10.26).

(-1)F1B (k — o0). (10.27)

Ich kann Thnen nur raten, diesen wichtigen Abschnitt im Sinne des
eingangs erwdhnten Charakters als , Trainingseinheit” ein paar Mal zu wie-
derholen und dabei jede einzelne Rechnung und jedes einzelne Argument
ganz genau nachzuvollziehen.
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Das Konzept der erzeugenden Funktion (iibrigens eine weitere grandiose
Idee von Euler)

f) =Y a
k=0

einer gegebenen Zahlenfolge (ay) baut eine méchtige Briicke zwischen der
diskreten Mathematik auf der einen Seite und den Werkzeugen der Analysis
auf der anderen Seite. Hierzu gehort eine hochentwickelte Systematik, um
aus kombinatorischen Problemen die erzeugende Funktion zu gewinnen
und aus dieser dann interessante Riickschliisse auf das Ausgangsproblem
zu ziehen. Ich mochte mich auf zwei — wie ich finde — sehr instruktive, aber
typische Beispiele beschrianken, um Thr Interesse zu wecken. Sollte mir das
gelingen, so empfehle ich Ihnen zur weiteren Einfithrung das Kapitel 7 in
[GKP94] sowie zur Vertiefung — neben dem Standardwerk , generatingfunc-
tionology” [Wilo6] von Wilf — auch das umfassende neue Magnum opus
[FSo8] zur analytischen Kombinatorik von den theoretischen Informatikern
Flajolet und Sedgewick.

11.1 Beispiel 1: Das Geldwechselproblem

Ich beginne mit einem einfachen Beispiel, das bereits viele typische Elemente
fiir die Verwendung erzeugender Funktionen enthélt (Pélya 1956):

Wieviele Moglichkeiten g gibt es, einen Geldbetrag von k Cents in
Miinzen der Sttickelung 1, 2, 5, 10, 20 und 50 Cents herauszugeben?

Betrachten wir zur Einstimmung den Fall k = 10:

10 =10 (1)

= 8- +1.
D+2E
D+3E
D++E
= +5.
. +1.
(1) +1-(2) +1-
([ +2-(2) +1-(5)
= 2.

I
N R o

|
_ W
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Das macht insgesamt 11 Moglichkeiten, also a19 = 11. Es diirfte aber klar
sein, dass wir auf diese Weise kaum die Anzahlen ayq, 41009 oder gar
a10000 berechnen konnen: Wir brauchen einen systematischen Zugang zu dem
Problem. Der Fall k = 10 lehrt uns, dass wir im allgemeinen die Anzahl ay,
der 6-Tupel (jy, ..., jo) € IN§ bestimmen miissen, fiir die

k=j “|‘j2'+j3'+j4'+j5"|‘j6'
gilt. Damit konnen wir unter Verwendung der geometrischen Reihe die
erzeugende Funktion der Folge (a;) ohne grofie Miihe direkt angeben:

oo o0 o0

flx) =Y a i i i y Z 1122435+ 41045204650

k=0 0j4=0j5=0je=0
i Z x2 ]2 Z x5 ]3 Z xlo ]4 Z x20 ]5 Z x50 ]6
j1=0 j2=0 Jja=0 je=0

1 1 1 1 1 1

T 1ol 17— 125 1—x10 1—x20 1 _x50°

(Die Potenzreihen konvergieren fiir |x| < 1.) Die Bauart der erzeugenden
Funktion f(x) fallt ganz unmittelbar ins Auge und es sollte daher klar
sein, was passiert, wenn wir noch die Miinzen zu 1 und 2 Euro mit an
Bord nehmen; oder wenn wir bestimmte Miinzen, etwa die zu 1 Cent, nicht
zulassen wollen; oder wenn eine ganz andere Stiickelung vorliegt.

Mit der Taylor’schen Formel (10.1) sieht es nun auf den ersten Blick so
aus, als ob das Geldwechselproblem durch den Ausdruck

f(k)(o)_ldk(l 1 1 1 1 1)

%= TR Ak \T—xl T—x2 125 1—x10 1420 1 _x%0

x=0

prinzipiell gelost ware. Theoretisch schon, aber praktisch konnen wir a; fiir
groere k (wie etwa k = 100) so nicht wirklich ausrechnen: Der Aufwand fiir
die 100-fache Differentiation von f(x) als Formel wire astronomisch hoch
und wiirde jedes menschliche oder maschinelle Maf} an Speicherplatz und
Rechenzeit bei weitem sprengen. Stattdessen greifen wir auf den Potenz-
reihenkalkiil aus Abschnitt 10.3 zurtick; seine Implementierung in Maple
liefert sofort:

>f = x ->1/(1-x)/(1-x"2)/(1-x"5)/(1-x"10) / (1-x~20) / (1-x~50) :

> a :=n -> coeff(series(f(x),x=0,n+1),x"n):
> [’a[100] ’=a(100),’a[1000] *=a(1000),’a[10000] >=a(10000)1] ;
[111()0 = 4562, a1000 = 103119 386, a10000 = 8518079 396 351} (11.1)

Spétestens jetzt sollten Sie von der bemerkenswerten Potenz der Potenzrei-
hen restlos tiberzeugt sein.
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Eine Rekursionsformel

Die explizite Kenntnis einer erzeugenden Funktion fiihrt hdufig auf Rekur-
sionsformeln zur effizienten Berechnung der Koeffizienten aj. (Ein Beispiel
hierfiir haben Sie in Abschnitt 10.4 bereits fiir die Bernoulli’'schen Zahlen
By kennengelernt.) Eine solche Moglichkeit ist fiir die erzeugende Funktion
f(x) des Geldwechselproblems zunichst nicht ganz offensichtlich: Als Pro-
dukt von 6 geometrischen Reihen macht f(x) den Eindruck, als ob wir zur
Berechnung der Koeffizienten a; eine 6-fache Faltung (10.15) von Koeffizi-
enten geometrischer Reihen auswerten miissten — was sich nicht besonders
effizient anhort.

Da Summen von Potenzreihen wesentlich einfacher als Produkte zu
behandeln sind, mochte ich das Produkt f(x) in eine Summe umwandeln.
Das hierfiir geeignete Werkzeug ist die logarithmische Ableitung: Sie liefert
die Potenzreihe

f'(x) 1 2x 5x4 10x° 20x°  50x%

) 1oz T2 T8 T a0 1 2B T 50

= i (xk + 202Kl 5 Skb 102 10KH9 4 00 20KH19 1 50x50k+49)
k=0

o0
= Z bk xk
k=0
mit den Koeffizienten

b= Y me[m\(k+1)] (ke Np).
me{1,2,5,10,20,50}

Hierbei habe ich die Knuth’sche Indikator-Notation [GKPo4, S. 102] verwen-
det:

1, falls: m teilt k + 1,

[m\(k+1)] =

0, sonst.
Wenn wir jetzt die Faltungsformel (10.15) auf die Koeffizienten des Produkts
f'(x) = f(x) - T2 by x¥ anwenden, erhalten wir schlieflich wegen (10.14)
die gewtinschte effiziente Rekursionsformel

1 k
A1 = m];]aj by—j (k € No)

mit dem Startwert ag = f(0) = 1. Diese Formel lsst sich — vollig unabhingig
von Maples Moglichkeiten im Umgang mit Potenzreihen — ganz einfach
programmieren und auswerten; tun Sie es bitte und reproduzieren Sie damit
die speziellen Werte a; aus (11.1).


http://de.wikipedia.org/wiki/Donald_Ervin_Knuth
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11.2 Beispiel 2: Alternierende Permutationen

Angenommen, Sie interessieren sich fiir jenen speziellen Typ von Permuta-
tionen der Zahlen {1,2,3,...,n}, in denen das erste Element kleiner ist als
das zweite, dieses wiederum grofier ist als das dritte, welches dann selbst
kleiner als das vierte ist, usw. Wir beschranken uns auf ungerade Ordnungen
n = 2k + 1. Ein Beispiel mit n = 9 ist etwa die Permutation*

8 7 9 3

(4,8,6,7,59,1,3,2) = SN N N SN
4 6 5 1 2

deren Darstellung deutlich macht, warum solche Permutation in der Litera-
tur ,,Zickzack-Permutationen” genannt werden. Etwas wiirdevoller spricht
man auch von alternierenden Permutationen. Wir stellen uns nun dem Problem,
die Anzahl A, der alternierenden Permutationen der Ordnung n = 2k + 1
zu bestimmen.

Der Schliissel zur Loésung liegt hier darin, die kombinatorische Aqui-
valenz der alternierenden Permutationen mit vollen Max-Heaps* tiber
der Menge {1,2,...,n} zu erkennen. Partitionieren wir ndmlich eine al-
ternierende Permutation ¢ an der Position ihres maximalen Eintrags, also
o = (o, max(c),or), so erhalten wir rekursiv einen vollen Max-Heap, bei-

spielsweise 0
9 8 3
(4,8,6,7,5,9,1,3,2) = /N = / N\ /N
(4,8,6,7,5) (1,32) 4 71 2
VRN
6 5

Die Heap-Eigenschaft besagt gerade, dass jeder Knoten eine Zahl repra-
sentiert, die grofier als seine Abkommlinge ist. Man sieht sofort ein, dass
sich diese Konstruktion umkehren lisst, die Zuordnung von alternierenden
Permutationen zu vollen Max-Heaps ist also ein-eindeutig:

Es gibt genausoviele alternierende Permutationen der Ordnung n =
2k + 1 wie volle Max-Heaps tiber der Menge {1,2,...,n}. Diese
Anzahl bezeichnen wir mit A,,.

Die rekursive Definition voller Max-Heaps fiihrt uns sofort auf eine Rekursi-
onsformel fiir Ay 1: Nachdem wir das Maximum an die Wurzel des Heaps
gesetzt haben, verbleiben 2k Zahlen fiir die restliche Knoten. Von diesen
miissen wir 2j —1 (j = 1,2,...,k) fir den linken Teilheap auswahlen, die

42 Ich schreibe o = (4,8,6,7,5,9,1,3,2) fiir 0(1) = 4,0(2) =8,...,0(9) = 2.
43 Voller Max-Heap = monoton markierter voller Bindrbaum.
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tbrigen 2k — 2j + 1 Zahlen bilden den rechten Teilheap. Fiir den linken
Teilheap gibt es dann Aj; 1 Moglichkeiten, fiir den rechten entsprechend
Apk—2j+1- Wir erhalten auf diese Weise A; =1 und

k

2k

Ager1 =), <2j N 1) “Agj1Agk2j1 (KEN).
&

Diese Rekursionsformel wollen wir mit der Methodik der erzeugenden Funk-
tionen versuchen ,zu losen”. Die Summe in der Rekursionsformel sieht bis
auf den Binomialkoeffizienten bereits verdachtig wie eine Faltung (10.15) aus.
Mit etwas Erfahrung springt einem férmlich ins Auge, dass der Ubergang
zu den Grolen Ay 1/ (2k 4+ 1)! daraus tatséchlich eine Faltung macht:44

Ajpi1 & Ay - Axajn
(2k+1>(2k+1)!_]; -1 @2+ KEN)- (12)

Jetzt fithren wir die erzeugende Funktion dieser skalierten Grofsen ein,4>

v Ak
f&x) k;(Zk—l)!x ’

und erkennen, dass auf der linken Seite der Rekursion (11.2) wegen (10.14)
die Koeffizienten der Potenzreihe

= A
/ 2k+1 2k
(x)=) (2k+1) "+«
P = Faesn e
stehen, auf der rechten Seite hingegen wegen (10.15) diejenigen von

[k Ay, Agk—2j11
f)? =} (Z TRy T 1)!) a

=i

Beachten Sie bitte, dass die Summation einmal bei k = 0, das andere Mal
aber bei k = 1 beginnt. Mit diesem Detail im Hinterkopf und mit A; =1
konnen wir die Rekursion (11.2) in die Differentialgleichung

flx) =1+ f(x)? (11.3)

tibersetzen. Die erzeugende Funktion f ist also mit ihrer Ableitung in einer
ganz bestimmten Weise verkoppelt. Legt diese Verkopplung die Funktion f
bereits fest und konnen wir f daraus ggf. bestimmen?

4 Die GroRe A, /n! ist der Anteil der alternierenden Permutationen unter allen
Permutationen der Ordnung n und ist damit die Wahrscheinlichkeit, dass eine
zufillig gewdhlte Permutation der Ordnung n alternierend ist.

45 Man bezeichnet die so geformte erzeugende Funktion auch als die exponentiell
erzeugende Funktion der Zahlenfolge Ay_1.
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Im folgenden Kapitel VI werden wir lernen, dass stetig differenzierbare
Funktionen durch eine solche Differentialgleichung und durch einen be-
kannten speziellen Anfangswert f(xg), hier

f(0) =0,

eindeutig festgelegt sind. Auflerdem werden wir Methoden kennenlernen, um
die Losungen f solcher Anfangswertprobleme nach Moglichkeit auch konkret
auszurechnen. Fiir die vorliegende Differentialgleichung (11.3) kennen wir
aber bereits ,rein zuféllig” die Losung mit f(0) = 0: Ein Blick auf (6.21)
zeigt uns ndmlich, dass wegen der angekiindigten Eindeutigkeit

v Ax k1
flx) = k; k-1 X =tanx (11.4)

gelten muss. Wie ntitzlich, dass wir in Abschnitt 10.4 die Potenzreihe von
tan x bereits , ausgerechnet” haben: siehe Formel (10.24). Ein Koeffizienten-
vergleich liefert uns jetzt die folgende geschlossene Formel fiir die Anzahl
alternierender Permutationen der Ordnung n = 2k — 1 (André 1881):

4k (4k —1)By
Ay 1= (=1 k—1=* \* — 1)P2k
2%n-1=(-1) %
Fiir k = 6 entnehmen wir beispielsweise der Tabelle 8 mit den ersten Ber-
noulli’schen Zahlen B den Wert

45(46—1) 40964095 - 691
12 127 722730

(k € N).

Ay = — = 353792.

Asymptotik

Die Asymptotik (10.27) der Bernoulli’schen Zahlen impliziert nun sofort
auch die Asymptotik der Anzahl A, der alternierenden Permutationen der
Ordnung n = 2k — 1:

Agey ~ z(i)Zk.(zk—m (k — o).

Damit liegt der Anteil der alternierenden Permutationen unter allen Permu-
tationen der ungeraden Ordnung n asymptotisch bei

An

2 n+1
e 2 () (n ungerade — o). (11.5)

s

Diese Asymptotik ist tatsdchlich sogar bereits fiir kleine n eine ganz hervor-
ragende Approximation:

A11 2

12
0.008863235... = L ~ 2 Z = 0.008863218 - - -
11! T
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Bemerkung. Es gibt auch einen direkten, systematischen Weg zur Asympto-
tik (11.5), der ohne Kenntnisse iiber die Bernoulli’schen Zahlen auskommt.
Die in [FSo8] dargestellte analytische Kombinatorik lehrt ndmlich, dass die
Asymptotik einer Zahlenfolge (a;) unter recht allgemeinen Bedingungen
durch die Singularititen ihrer erzeugenden Funktion

fx) =Y at
k=0

auf dem Rand des komplexen Konvergenzkreises bestimmt wird. Im vor-
liegenden Fall, also f(x) = tanux, liegen diese Singularitdten genau bei
x = £7/2. In ihrer Néhe verhilt sich der Tangens asymptotisch wie eine
rationale Funktion, die sich recht einfach berechnen lisst:

o Azl 2k 8x =2\ 4
—_— =t ~ =) 2(—= +-).
,;(Zk—l)!x MY = T T2 k; ) * (x—=+7)
(Beide Potenzreihen konvergieren fiir |x| < 71/2). Die Theorie besagt nun,
dass wir erstaunlicherweise aus der asymptotischen Gleichheit beider Funk-
tionen (in allen Singularitdten auf dem Rand des Konvergenzkreises) auf die
asymptotische Gleichheit der Koeffizienten schliefen diirfen:

Agk—1 2)\*
Q-1 =2 (7‘() (k = co),
was ja genau die oben hergeleitete Beziehung (11.5) ist.

Alternierende Permutationen gerader Ordnung

Wie sieht es mit der Anzahl A, der alternierenden Permutationen gerader
Ordnung n = 2k aus? Ein dhnliches Arbeitsprogramm wie bei den ungera-
den Ordnungen liefert folgende exponentiell erzeugende Funktion (André
1881):
(e}
Ak ok _ 4

k;)(Zk)!x =secx  (|x| <E)'
Fir die Asymptotik wihle ich den kurzen Weg aus der Bemerkung oben:
Der Sekans secx = 1/ cos x besitzt auf dem Rand des Konvergenzkreises
die Singularitdten x = 471/2 und verhlt sich in ihrer Ndhe wie folgende
rationale Funktion (rechnen Sie das bitte nach):

secx o~ m:kZE)Z (71) x? (x—>:|:z).

Also gilt genau wie fiir alternierende Permutationen ungerader Ordnung
auch fiir gerade Ordnungen die Asymptotik

An

2 n+1
e 2 <> (n gerade — ).

7T
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Aufgaben

1. Mehrfache Nullstellen von Polynomen. Wenn xy € R Nullstelle des nichtkonstan-
ten Polynoms p € R[x] ist, so gibt es ein n € IN mit

p(x) = (x —x0)"q(x),  q(x0) #0,
wobei g € R[x]; n heifit dann die Vielfachheit der Nullstelle.

a) Stellen Sie einen Zusammenhang zwischen den Werten g(x) und p(™ (xg) her,
indem Sie sich beispielsweise tiberlegen, wie Sie

~ lim PR
EI(XO) - xhjr)}o (x _ xO)n
auswerten konnten. (Geben Sie auch eine ganz kurze Begriindung, warum diese
Gleichung fiir g(xg) tiberhaupt gilt.) Kommt Ihnen das nicht bekannt vor? Halt:
Schauen Sie nicht nur in Abschnitt 7.2 nach, sondern vor allen in Abschnitt 10.1.
Sehen Sie den Zusammenhang jetzt ,auf einen Blick”?

b) Berechnen Sie die Werte p’(xg), p” (x0), - .., PV (xg). (Wer hier viel rechnet,
hat in a) nicht griindlich nachgedacht.)

2. Begriinden Sie kurz, warum
X

sin x
in x = 0 analytisch ist. Leiten Sie danach unter Ausnutzung der Formel

X —Ecot<£)+ftan(§>
sinx 2 2 2 2/’

die Potenzreihe her und geben Sie den Konvergenzradius an.

3. Leiten Sie aus

arcsinx = j # dt
) V1—+t2
die Potenzreihe des Arkusinus her und geben Sie den Konvergenzradius an.
4. Genauigkeiten.

a) Schatzen Sie ab, wie grof3 n gewéahlt werden muss, damit

1 n
(1+7> s
n

auf m Dezimalziffern korrekt ist. Driicken Sie n asymptotisch als moglichst
einfache Funktion von m aus.

b) Wiederholen Sie die Uberlegungen aus a) fiir

R 1
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¢) Finden Sie eine einfache rationale Approximation von sin(1) und geben Sie auch
hier den asymptotischen Zusammenhang zwischen Aufwand und Anzahl der
korrekten Dezimalziffern an.

5.Esseiz=x+iy € Cmitx,y € R.
a) Berechnen Sie jeweils reelle Ausdriicke fiir die folgenden Real- und Imaginarteile:
Re(€?), Im(é?), Re(sinz), Im(sinz), Re(cosz), Im(cosz).

b) Berechnen Sie ¢™/2, ¢™ und ™.

6. Bestdtigen Sie die Identitat

i 1—ix
arctanx = 5 In

1+ix
durch Vergleich der Potenzreihen.
7. Einiges zum Geldwechsel und zu Partitionen.

a) Wieviele Moglichkeiten gibt es, 50 Eurocents in den Miinzen der Stiickelung zu
1, 2, 5, 10, 20 und 50 Cents herauszugeben?

b) Wieviele Moglichkeiten gibt es, 50 US-Cents in den Miinzen der Stiickelung zu
1 (penny), 5 (nickel), 10 (dime), 25 (quarter dollar) und 50 (half dollar) Cents
herauszugeben?

c) Wieviele Moglichkeiten gibt es, die Zahl 200 additiv in beliebige nattirliche Zah-
len zu zerlegen (wobei es wie beim Geldwechsel nicht auf die Reihenfolge der
Summanden ankommt)?

d) Allgemein bezeichnet man die Anzahl p(n) der Moglichkeiten, eine Zahl n € Ny
additiv in beliebige natiirliche Zahlen zu zerlegen, als Partitionsfunktion. Finden
Sie in Analogie zum Geldwechselproblem eine Rekursionsformel fiir p(n).

8. Die erzeugende Funktion der Anzahl a; an Moglichkeiten, k Cent in Miinzen
zu 1 Cent und zu 2 Cent herauszugeben, ist nach Abschnitt 11.1

1 1

f(x):kgo”k"k: I-x)-(1-2) (1-22-(1+x)

a) Bestimmen Sie fiir f(x) eine Partialbruchzerlegung der Form

A B C
flx) = (1—x)2+1—x+1+x'

Hinweis. Lassen Sie Maple mit dem Befehl convert (... ,parfrac)) fiir sich rech-
nen.

b) Bestimmen Sie die Potenzreihe von 1/(1 — x)? auf folgende zwei Weisen: Durch
Differentiation bzw. durch Quadrieren der geometrischen Reihe fiir 1/(1 — x).

c) Geben Sie eine explizite Formel fiir a; als Funktion von k an.
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9. Bestimmen Sie die erzeugende Funktion

fx) = Y Hy 2k
k=1

der harmonischen Zahlen. Geben Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe an.

10. Die Sekansfunktion.

a)

b)

<)

d)

e)

Begriinden Sie kurz, warum der Sekans

1
cos x

secx =

in x = 0 analytisch ist. Die zugehorige Potenzreihe

N
secx = — X
L

definiert die Euler’schen Zahlen E,;. Geben Sie eine Rekursionsformel fiir die
Zahlen Ey; an und berechnen Sie daraus die Werte Ey, Ey, E4, Eg, Eg, E1o. AuBern
Sie Vermutungen tiber die Eigenschaften der Folge Ey , k € IN.

Leiten Sie aus der Partialbruchzerlegung des Kotangens diejenige des Sekans
secx = 1/ cosx her:

ad k
msec(mx) = E(—l)k@kz:(_zl)ij_l)z}ﬂ'

Fiir welche x € R ist diese Entwicklung giiltig?

Hinweis. Benutzen Sie die trigonometrischen Beziehungen

x LT

5 = cot = — cotx, cosx =sin|——x).

sin x 2 2

Schreiben Sie ein paar Terme der unendlichen Reihen aus, um ggf. zu erkennen,
wie gewisse Terme geschickt zusammengefasst werden konnen.

Schauen Sie sich noch einmal an, wie wir in Abschnitt 10.4 die Werte {(2k)
bestimmt haben. Versuchen Sie analog, eine Formel fiir die Werte p(2n + 1)
(n € INg) herzuleiten, wobei

B = ¥ Al
= (2k+1)*
Uberpriifen Sie Thr Ergebnis anhand des Werts von (1) und bestimmen Sie den
Wert von B(7).

Bestimmen Sie die Asymptotik der Entwicklungskoeffizienten der Potenzreihe
des Sekans.

Zeigen Sie, dass der Sekans die exponentiell erzeugende Funktion der alter-
nierenden Permutationen gerader Ordnung ist. Deuten Sie das Ergebnis aus d)
kombinatorisch.
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11. Leiten Sie die erzeugende Funktion

kg%)f L )

der Fibonacci-Zahlen f; (also fo =0, fi = 1, fxa1 = fx + fk—1) her. Setzen Sie das
asymptotische Wachstum von f; mit den Singularitdten der Funktion in Beziehung.

12. Die Catalan’schen Zahlen C,, beschreiben die Anzahl der Bindrbdume mit n Knoten.
Die rekursive Definition dieser Baume liefert sofort auch eine Rekursion fiir ihre
Anzahl:

n
Co=1,  Cuy1=3 Cr-Cyg (n€Ny).
k=0

Wir wollen diese Zahlen jetzt genauer studieren:
a) Betrachten Sie die erzeugende Funktion

fx) = Y Gt
k=0

und geben Sie die Koeffizienten der Potenzreihe f(x)? an. Fallt Ihnen etwas auf?

b) Leiten Sie aus der Rekursionsformel fiir die C;, eine algebraische Gleichung fiir
f(x) her. Losen Sie diese, wobei Sie auf f(0) = Cy = 1 achten.

¢) Stellen Sie einen einfachen Zusammenhang zwischen f(x) und der Funktion

1 & (2,
14){—}2(]()3( (x| < 1/4)

her (vgl. (10.8)), um eine einfache geschlossene Formel fiir C;, herzuleiten.
/x dt
0 1—4t
als Funktion und als Potenzreihe.
d) Geben Sie eine einfache asymptotische Formel des Wachstums der C;, fiir n — oo
an.

Hinweis. Berechnen Sie

e) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der erzeugenden Funktion f(x) mit Hilfe
der Cauchy-Hadamard’schen Formel.

13. Losen Sie die spezielle Schroder’sche Funktionalgleichung
x +x? 1
£ = 3w,

indem Sie fiir die Koeffizienten des Potenzreihenansatzes

f) = Y a2
k=0

eine Rekursionsformel herleiten. Zeigen Sie, dass a7 = f'(0) frei gewéhlt werden
kann, die restlichen Koeffizienten dann aber festgelegt sind. Wihlen Sie f/(0) =1
und plotten Sie den Verlauf von f iiber dem Intervall [0,1/2]. Uberlegen Sie dabei
genau, nach wieviel Termen Sie die Potenzreihe zu diesem Zwecke abbrechen diirfen.
Berechnen Sie f(1/2) auf wenigsten 10 Dezimalziffern genau.


http://de.wikipedia.org/wiki/Eug%C3%A8ne_Charles_Catalan
http://de.wikipedia.org/wiki/Ernst_Schr%C3%B6der

VI

Differentialgleichungen

Eine der zentralen Einsichten Newtons hatte darin bestanden, dass sein
Kraftgesetz (,Kraft = Masse x Beschleunigung”) tatsdchlich die Form einer
Differentialgleichung besitzt, ndmlich

Zustandsdnderungsrate = gegebene , einfache” Funktion des Zustands.

Durch die Losung solcher Differentialgleichungen wurde es moglich, aus
dem aktuell beobachteten Zustand eines mechanischen Systems seine zu-
kiinftigen Zustdnde prazise zu berechnen.

Der durchschlagende wissenschaftliche und technologische Erfolg dieser
Methode diente als Vorbild fiir weitere quantitative Wissenschaften: Tatséch-
lich l&sst sich eine enorme Vielzahl von Phdnomenen mathematisch durch
Differentialgleichungen beschreiben (,,modellieren”): Satellitenbahnen und
GPS, Wetter und Klima, chemische Reaktionen und Molekiildynamik, elektri-
sche Schaltkreise und Chips, Finanz- und Wirtschaftskreislaufe, Ausbreitung
von Epidemien und Tsunamis, Planung medizinischer Operationen und von
Sportausriistung, u.v.a.m. Hochtechnologie ist stets auch Mathematik.

Die Losung von Differentialgleichungen erfolgt heute mit massiver Com-
puterhilfe, man spricht dann von der ,,Computersimulation” des durch die
Differentialgleichung beschriebenen Phianomens.4® In dieser Vorlesung kann
ich Ihnen aber leider nur einen ganz kleinen Einblick in diesen zentralen
Bereich der mathematischen Wissenschaften geben.

46 50 haben die USA 1992 ihre Atomwaffentests vor allem deswegen eingestellt, weil
sie diese kostengtinstiger hinreichend genau simulieren konnten. In der aktuellen
Topsoo-Liste der leistungsfahigsten Supercomputer der Welt (Juni 2008) befinden
sich unter den ersten 10 ganze sechs Systeme aus den USA, die neben militdrischen
Zwecken auch etwa Simulationen im Bereich der Molekularbiologie dienen. Der
leistungsfahigste Supercomputer in Deutschland (auf Platz 6) steht zur Zeit im
Forschungszentrum Jiilich, das ebenfalls aus der Kernforschung hervorgegangen
ist und sich heute mit Problemen aus Gesundheit, Energie und Umwelt befasst.


http://de.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
http://www.top500.org/list/2008/06/100
http://www.fz-juelich.de/portal/
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Konkret beschreibt eine gewohnliche Differentialgleichung einen Zustands-
vektor#” y(x) € R? in Abhangigkeit einer skalaren unabhéngigen Variablen
x € R (meist die physikalische Zeit), indem seine Anderungsrate y’'(x)
durch eine Gleichung der Form

y' (%) = f(x,y(x)) (12.1)

angegeben wird: Die ,rechte Seite” f der Differentialgleichung ist dabei
also eine explizit bekannte Abbildung. Die Losung der Differentialglei-
chung besteht nun in der Berechnung einer differenzierbaren Funktion
y : [x0, 1] — R?, welche (12.1) fiir alle x € [xq, x1] erfiillt. Wir werden se-
hen, dass eine solche Losung unter recht allgemeinen Voraussetzung bereits
durch die Angabe eines Anfangswerts

y(x0) = Yo

eindeutig festgelegt ist. Der Definitionsbereich QO C R x IR¥ der rechten Seite
f hei3t erweiterter Phasenraum; er liegt oft in der Form () = I x ()y vor und
wir nennen )y dann den Phasenraum der Differentialgleichung.

12.1 Erste Beispiele: Zuriickfithrung auf Integrale
Stammfunktionen

Mit Hilfe des Hauptsatzes kénnen wir fiir eine rechte Seite f : [xo, x1] — R,
die nur von x anhangt und stetig ist, das Anfangswertproblem

y(x)=fx),  y(xo) = o,

sofort durch Integration l6sen:

v =vo+ [ y®dt=yo+ [ fdr (e o))

Insbesondere zeigt sich, dass die Losung eindeutig ist. Die Berechnung von
Stammfunktionen ist also ein Spezialfall der Losung von Differentialgleichun-
gen.

Historisch gesehen war man anfanglich bemiiht, ganz allgemein die Lo-
sung von Differentialgleichungen auf die Berechnung von Stammfunktionen
zuriickzufiihren. Spater hat man dann gelernt, dass dies nur fiir die Klasse
der integrablen Systeme moglich ist.

47 Die Dimension d dieses Vektors kann in den Anwendungen betréchtlich sein:
Von etwa einigen 100 in der chemischen Reaktionskinetik, bis zu einigen 106 im
Chipdesign oder der Molekiildynamik.
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Charakterisierung der Exponentialfunktion
Die Exponentialfunktion y(x) = e* erfiillt das einfache Anfangswertproblem

y(x)=y(x), y(0) =1

Ich behaupte nun umgekehrt, dass die Exponentialfunktion tatsachlich sogar
die einzige Losung ist. Denn aus Stetigkeitsgriinden gilt fiir jede Losung fiir
x in der Nihe von xy = 0, dass y(x) > 0 und damit dort

Die linke Seite ist nun aber gerade die Ableitung von Iny(x), so dass wir
mit Hilfe des Hauptsatzes

Iny(x) =Iny(0 /1dt Inl+x=x

und daher nach Exponentiation y(x) = e* erhalten.
Trennung der Variablen

Unsere ersten beiden Beispiele sind Spezialfélle eines Anfangswertproblems
mit einer separierbaren rechten Seite:

y(x) = f(x)-gy(x),  y(x) = yo

(Die Funktionen f : R — R und g : R — R seien dabei als stetig vor-
ausgesetzt.) Gilt nun g(yo) # 0, so gilt aus Stetigkeitsgriinden fiir jede
differenzierbare Losung y(x) auch g(y(x)) # 0 fiir x in der Nahe von xj.
Division ,trennt” die Variablen y und x in der Form

(die y-abhéngigen Terme stehen jetzt links, die unmittelbar von x-abhangigen
rechts). Integration liefert sodann

sty = Lo

wobei wir auf das links stehende Integral sofort die Substitutionsregel an-

wenden konnen:
[k Lo

Mit den zugehorigen Stammfunkt1onen, nédmlich
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G =[5 Fo= [ s

erhalten wir daher fiir jede differenzierbare Losung y(x) des Anfangswert-
problems die Beziehung
G(y(x)) = F(x).

Falls nun die Umkehrfunktion G~1 existiert, so ist die Losung eindeutig
durch

y(x) = GT(F(x))
gegeben; die Losung des Anfangswertproblems ist also prinzipiell mittels
zweier Stammfunktionen berechenbar. Diese Losungstechnik fiir separierba-
re rechte Seiten heifst in der Literatur Trennung der Variablen. Ich empfehle
aber, sich nur die Grundidee (,,erst Division durch den y-abhingigen Term,
dann Integration tiber x) und nicht die Lésungsformel selbst zu merken: Im
konkreten Fall geht man einfach schnell den gesamten Weg wieder durch.

Beispiel. Die Differentialgleichung (11.3) fiir die exponentiell erzeugende
Funktion der Anzahl alternierender Permutationen ungerader Ordnung,
ndmlich (mit dem zugehorigen Anfangswert)

v (x) =1+y(x)%,  y(0)=0,

ist separabel, kann also mit Trennung der Variablen gelost werden. Division
durch den y-abhingigen Teil liefert

y'(x)
14 y(x)?

Integration iiber x (mit sofortiger Anwendung der Subsitutionsregel) ergibt

sodann
1dt,
/0 1+ 52 /

arctany = x.

also die Beziehung

Fir 0 < x < 71/2 lasst sich das eindeutig und stetig differenzierbar nach y
auflosen (vgl. Abb. 12):
y(x) = tanx.

Das ist genau die in Abschnitt 11.2 verwendete Losung. Maple beherrscht
natiirlich die Technik der Trennung der Variablen und wendet sie in diesem
Beispiel auch nachweislich an:

> infolevel[dsolve] :=3:
> dsolve ({D(y) (x)=1+y(x)~2,y(0)=0},y(x));
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Methods for first order ODEs:

--- Trying classification methods ---
trying a quadrature

trying 1st order linear

trying Bernoulli

trying separable

<- separable successful

y(x) = tanx.

Der durch infolevel [dsolve] :=3 ermoglichte Blick unter die Motorhau-
be zeigt, dass Maple verschiedene Zugénge ausprobiert: An vierter Stelle
wird auf Trennung der Variablen getestet, ihre erfolgreiche Anwendbarkeit
festgestellt und dann das Ergebnis berechnet.

In Maples Liste tauchen vor der Trennung der Variablen die Punkte ,qua-
drature”, ,,1st order linear” und ,Bernoulli” auf. Dabei bezeichnet ,,quadra-
ture” unser erstes Beispiel der direkten Berechnung von Stammfunktionen;
,1st order linear” bezeichnet lineare Gleichungen der Form

y'(x) = a(x) -y(x) + b(x),

die sich mit einer Technik, die ,, Variation der Konstanten” heifdt, ebenfalls
durch die (geschachtelte) Berechnung von Stammfunktionen 16sen lassen;
,Bernoulli” steht fiir die Bernoulli’sche Differentialgleichung

y'(x) =a(x) y(x) +b(x) -y(x)"  (x#1),

deren Losung sich schlielich durch die Transformation z = y!~% auf die
lineare Gleichung

Z'(x) = (1 - ) (a(x) - z(x) + b(x))

zuriickfiihren ldsst. Von dieser Art gibt es einen ganzen Zoo spezieller
Gleichungen und zugehoriger Losungstechniken, die von jedem besseren
Computeralgebra-System im Sinne eines ,Expertensystems” beherrscht
werden — wir kommen auf diesen Aspekt der symbolischen Losung ge-
wohnlicher Differentialgleichungen in Abschnitt 12.4 zurtick. Ich kann daher
keinen tieferen Sinn darin entdecken, Ihnen weitere Losungstechniken im
Detail beizubringen, und werde Sie folgerichtig damit verschonen.

12.2 Existenz und Eindeutigkeit

In den Beispielen des vorigen Abschnitts hatte sich die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung von Anfangswertproblemen stets aus der Riickfithrung
der Losung auf Integrale, also aus dem Hauptsatz ergeben. Im allgemeinen
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ist eine solche Riickfithrung aber nicht moglich und die Existenz und Ein-
deutigkeit muss mit anderen Methoden sichergestellt werden. Wir geben
hier ohne Beweis einen weitreichenden Satz an, der auf Picard und Lindelof
zuriickgeht.

Satz. Es sei die rechte Seite f des Anfangswertproblems

y'(x) = flxy(x),  y(x) =y,

auf dem erweiterten Phasenraum*® Q = (x,%) x Qg € R x RY mit (xq,yo) € O
stetig und beziiglich jeder Komponente der Zustandsvariablen y stetig differenzier-
bar. Dann besitzt das Anfangswertproblem eine in beiden Richtungen, d.h. fiir
x < xg und x > xg, bis an den Rand von Q) fortgesetzte Losung. Diese ist
eindeutig bestimmt, d.h. Fortsetzung jeder weiteren Losung.

Bemerkung. Bitte beachten Sie, dass die Voraussetzung der stetigen Diffe-
renzierbarkeit nach dem Zustand y sehr wichtig ist und nur unwesentlich
abgeschwicht werden kann. Ohne eine entsprechende Voraussetzung, also
allein aufgrund der Stetigkeit von f, kann zwar noch die Existenz, aber nicht
langer die Eindeutigkeit einer Losung gesichert werden (Satz von Peano).49

Was bedeutet nun aber die Fortsetzbarkeit ,bis an den Rand” genau?
Betrachten wir die Richtung x > xp. Dort besagt der Satz, dass es ein
maximales x; € (xo,¥] und eine eindeutige Losung v : [xo, x1) — R? gibt,
so dass genau einer der folgenden drei Fille vorliegt:

e Die Losung y(x) existiert ,bis zum Schluss”: x = X.

e Die Losung ,explodiert vorzeitig” (engl. Blow-up): x4 < ¥ und
Jim [ly(x)] = .

e Die Losung ,kollabiert vorzeitig”. Fiir Oy = (y,7 ) bedeutet das bei-
spielsweise, dass x; < X und ;
Jm y(x) =y oder lim y(x)=7.

Um diesen Fall vom Blow-up zu unterscheiden, muss natiirlich —oco <
y < ¥ < oo vorausgesetzt werden.

Fiir die Richtung x < xg gibt es dann ein x_ mit ganz analogen Aussagen,
deren Formulierung ich Thnen zur Ubung iiberlasse. Ich méchte aber jeden
dieser Félle mit einem Beispiel illustrieren.

48 Der Phasenraum Oy C R? muss dabei technisch als offen vorausgesetzt werden:
Das bedeutet, dass )y zu jedem Punkt y € Qg noch eine ganze Umgebung
B, (y) C Qy fiir ein gewisses r > 0 enthlt.

49 Fiir ein Beispiel siehe Aufgabe 3 auf S. 169.


http://de.wikipedia.org/wiki/Charles_%C3%89mile_Picard
http://de.wikipedia.org/wiki/Ernst_Leonard_Lindel%C3%B6f
http://de.wikipedia.org/wiki/Giuseppe_Peano
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Existenz bis zum Schluss

Auf dem erweiterten Phasenraum Q) = (x,% ) x R? betrachte ich das allge-
meine lineare Anfangswertproblem

y(x) = Ax)y(x) + f(x),  y(x0) =yo. (12.2)

Dabei setze ich die matrixwertige Abbildung A : (x,%) — R%*? und die
vektorwertige Abbildung f : (x,%) — R als stetig voraus. Ohne weitere
Annahmen lésst sich hier zeigen, dass Losungen weder vorzeitig kollabieren
(Qp = R? besitzt keinen Rand) noch explodieren kénnen (aufgrund geeigne-
ter Abschdtzungen der Losung, siehe [DB08, S. 48]). Damit ist die Existenz
einer eindeutigen Losung

y:(x,%) - R
auf dem gesamten zur Verfligung stehenden Intervall gesichert.
Blow-Up

Auf dem erweiterten Phasenraum () = R x IR betrachte ich das quadratische
Anfangswertproblem

Aus dem Grenzverhalten
lim y(x) = oo
x—1
50 Maple erhilt sie aufgrund der gewahlten Testreihenfolge ,bereits” als Losung
einer Bernoulli’schen Differentialgleichung:

> infolevel [dsolve] :=3:
> dsolve ({D(y) (x)=y(x)~2,y(0)=1},y(x));

Methods for first order ODEs:

--- Trying classification methods ---
trying a quadrature

trying 1st order linear

trying Bernoulli

<- Bernoulli successful
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schlieffen wir auf Blow-up und x = 1. Auf genau dem gleichen Phasenraum
besitzt unser guter alter Bekannter (11.3), also

Y () =1+y(x)?  y(0) =0,
fir —7r/2 < x < 71/2 die Losung y(x) = tan(x). Aus dem Grenzverhalten

lim = +oo
x—+7m/2
schlieffen wir auf einen Blow-up in beiden Richtungen und x4 = +7/2.
Wenn Sie sich jetzt vor Augen fiihren, dass die Differentialgleichungen
der chemischen Reaktionskinetik diverse quadratische Terme enthalten, dann
konnen Sie vielleicht , verstehen”, wie chemische Explosionen mathematisch
zu Stande kommen.

Kollaps

Auf dem erweiterten Phasenraum ) = R x (0, ) betrachte ich das An-
fangswertproblem

Trennung der Variablen liefert fiir —co < x < 2/3 die Losung>*
y(x) = (1—3x/2)%3.

Aus dem Grenzverhalten
li x) =0,
Jimy(x)
schliefen wir auf x; = 2/3: Die Losung kollabiert ,vorzeitig” in der Singu-
laritdt y = 0 der rechten Seite der Differentialgleichung.

Solche Differentialgleichungen beschreiben beispielsweise die Hohe ei-
nes Satelliten im Gravitationsfeld der Erde unter Berticksichtigung atmo-
sphérischer Reibung. Das Beispiel erkldrt daher, warum Satelliten ohne
Korrekturantriebe im Einflussbereich der Atmosphire irgendwann wieder
zur Erde stiirzen miissen.

12.3 Gleichungen hoherer Ordnung

Bislang haben wir gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung be-
trachtet, in denen also nur die erste Ableitung der gesuchten Funktion y(x)
auftauchte:

51 Welche Methode benutzt Maple? Uberprﬁfen Sie Thre Vermutung.
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Y (x) = f(xy(x)).
Wie steht es nun mit Differentialgleichungen n-ter Ordnung der Form
Y () = fxy(),y @),y (), y" D () (12.3)

(wiederum mit vektorwertigem Zustand y(x) € R) ? Vom Standpunkt
der Theorie stellen sie nichts wirklich Neues dar. Fiihren wir ndmlich den
n - d-dimensionalen Vektor

y(-D)

ein, so ldsst sich (12.3) wieder als eine Differentialgleichung erster Ordnung,
diesmal aber von der Dimension # - d, schreiben:

v vl
v'(2) e
1 Wy (X
w'(x)= Y (x) = 4: = g(x,w(x)).
S wa(x)

fx,wy(x), wa(x),..., wn(x))

(Dabei bezeichnet w; die ersten d Komponenten von w, wy die zweiten d
Komponenten, usw.) Diese Differentialgleichung benétigt zur eindeutigen
Losbarkeit einen Anfangswert w(xy), woraus folgt, dass wir der Differential-
gleichung (12.3) die Anfangswerte y(xq), ' (xo), ...,y (xo) mit auf den
Weg geben miissen. Jetzt ldsst sich der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir
Gleichungen erster Ordnung anwenden.

Beispiel. Die skalare, inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ord-
nung

Yy (@) epa(x) -y (@) - a(x) -y (0) +oo(x) y(x) = f(x)

mit stetigen Koeffizientenfunktionen ¢ : (x,%) — R und stetiger rechter
Seite f : (x,%) — R besitzt fiir jede beliebige Wahl der Anfangswerte

y(x0), ¥ (x0), -, ¥V (xo) (xo € (x,%))

—nach dem Beispiel zu linearen Differentialgleichungen erster Ordnung aus
Abschnitt 12.2 — eine eindeutige Losung y : (x,X) — R auf dem gesamten
Definitionsintervall ( x,X ) der Koeffizientenfunktionen cy(x). Denn die zu-
gehorige Differentialgleichung erster Ordnung der Dimension 7 ist ebenfalls
linear und damit von der Form (12.2).
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Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Nach dem letzten Beispiel besitzt die skalare, homogene lineare Differential-
gleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, also

Y () + euma Yy () ey (x) oo y(x) = 0

fiir jede Wahl des Anfangspunkts xg € R und der insgesamt n Anfangswerte
y(x0),y' (x0), ...,y D(xp) eine auf ganz R definierte eindeutige Losung
y : R — R. Als Geschmacksprobe der vielfédltigen Techniken zur Losung
spezieller Klassen von Differentialgleichungen hoherer Ordnung méchte ich
Ihnen zeigen, wie sich diese Funktion y(x) prinzipiell berechnen 14sst.

Der Schliissel liegt in dem Ansatz y(x) = e’ mit einer unbekannten
Konstanten A. Setzen wir diese spezielle Wahl in die Differentialgleichung
ein, so erhalten wir

(A" + g A" L A 4 go)eM = 0.

Fiir das in Klammern stehende Polynom n-ten Grades in A schreibe ich
p(A); es heilt das charakteristische Polynom der Differentialgleichung. Da
grundsitzlich e** # 0 gilt, muss also p(A) = 0 sein.5? Hier kommt nun eine
Subtilitat ins Spiel: Auch wenn das Polynom p reelle Koeffizienten besitzt,
so konnen doch sdmtliche Nullstellen in der komplexen Ebene C liegen.
Wir miissen also A € C zulassen. (Wie gut, dass wir in Abschnitt 10.2 die
Exponentialfunktion fiir komplexe Exponenten erklirt haben.)

Zu jeder Nullstelle A des charakteristischen Polynoms gehort also eine
(komplexwertige) Losung y(x) = e** der Differentialgleichung. Wir suchen
aber jene Losung, welche auch die vorgegebenen Anfangswerte annimmt.
Der Einfachheit halber setze ich jetzt voraus, dass p(A) genau n verschiedene
Nullstellen A4, ..., A, € C besitzt. Damit lautet — aufgrund der Linearitat
der Differentialgleichung — die allgemeine Losung

y(x) = are + -+ et

mit beliebigen Koeffizienten a4, ...,a, € C. Diese miissen nun so gewahlt
werden, dass die Anfangswerte angenommen werden. Ausgeschrieben fiihrt
das auf ein eindeutig 16sbares lineares Gleichungssystem in den Unbekannten
ai,...,a,. Betrachten wir ein

Beispiel. Fiir einen festen Parameter w > 0 suche ich die Losung des An-
fangswertproblems

52 Kommt Thnen das alles irgendwie bekannt vor? Dann schauen Sie sich nocheinmal
die Methode an, mit der Sie in den , Diskreten Strukturen” homogene lineare
Rekursionsgleichungen gelost haben.
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y'(x) + @ y(x) =0,  y(0)=0, y(0)=1. (12.4)
Das zugehorige charakteristische Polynom lautet
p(A) = A% + w?

und besitzt die Nullstellen Ay = iw und Ay = —iw. Die allgemeine Losung
der Differentialgleichung lautet also

y(x) = a1e’ + ae” 9%,

Die Anfangswerte erfordern, dass wir a; und a, als Losung des linearen
Gleichungssystems

0=y(0) =ay +a, 1=v(0) =iw(a; —ap),

wihlen. Maple liefert uns hierfiir

> solve({0=a[1]+a[2],1=i*omegax*(al[1]-a[2])}, [a[1],a[2]]);

a1 = 1 ar» = 1
1= %10’ ™™ T 2iw| |-

Damit erhalten wir schlieSlich die eindeutige Losung unseres Anfangswert-
problems (vgl. (10.12)):

elw¥ — e~iwx  gin(wx)

R).
2iw w (x €R)

y(x) =

Die komplexen Zahlen waren also nur ein Hilfsmittel auf dem Weg zur
Losung: Diese ist, wie vom Existenz- und Eindeutigkeitssatz garantiert,
zweifellos reell. (Wenn Sie an der komplexen Methode zweifeln, sollten Sie
das reelle Ergebnis zur Uberpriifung einfach in die Differentialgleichung
einsetzen.)

Maple beherrscht die vorgestellte Methodik fiir lineare Differentialglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten nattirlich auch direkt:

> infolevel[dsolve] :=3:
> dsolve ({(D@@2) (y) (x)+omega~2*y(x)=0,y(0)=0,D(y) (0)=1},y(x));

Methods for second order ODEs:

--- Trying classification methods ---

trying a quadrature

checking if the LODE has constant coefficients
<- constant coefficients successful
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12.4 Computergestiitzte Losung: numerisch/symbolisch

Das erste Beispiel in Abschnitt 12.1 hat uns gezeigt, dass das Losen von
Anfangswertproblemen

y'(x)=fxy(x),  y(x) =y,

die Berechnung von Stammfunktionen verallgemeinert. Und tatséchlich
befinden wir uns strukturell in der gleichen Position wie nach der For-
mulierung des Hauptsatzes: Zum einen garantiert der Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz zwar unter recht allgemeinen Bedingungen die eindeutige
Losbarkeit eines Anfangswertproblems, besagt aber nichts dariiber, wie wir
diese Losung berechnen konnen. Zum anderen stehen wir wieder grundsétz-
lich vor der Frage, in welcher Form wir die Losungsfunktion y(x) benétigen:

e Numerisch: Hier reicht uns ein Computerprogramm, dass fiir gegebene
Zahlen x den Wert y(x) innerhalb einer gewissen Genauigkeit berechnet.
Die Moglichkeit einer solchen Losung besteht prinzipiell immer, stellt
aber in der Praxis hohe methodische Anforderungen: So gilt es die in Ab-
schnitt 12.2 diskutierten Phdnomene des Blow-Up und des Kollaps genau
zu kontrollieren, mit hohen Systemdimensionen d zurechtzukommen,
und weitere Phdnomene wie das der sogenannten ,steifen” Anfangs-
wertprobleme zu beherrschen. Heutzutage stehen ausgefeilte Methoden
und Implementierungen zur Verfiigung, wobei die Auswahl probleman-
gepasster Verfahren doch einiges Wissen erfordert. Ich verweise hier auf
mein Lehrbuch [DBo8] zu diesem Thema. (Maple bietet {ibrigens eine
Schnittstelle zu einigen dieser Verfahren, die fiir kleine Systemdimensio-
nen d = 1,2,3 oder 4 recht brauchbar ist.)

e Symbolisch: Hier verlangen wir einen geschlossenen Funktionsausdruck, in
der x als Variable auftaucht. Da dies schon fiir Stammfunktionen nicht
immer moglich ist (in dem Sinne, dass sich Lésungen nicht durch bereits
bekannte Funktionen ausdriicken lassen), diirfen wir hier nicht zuviel
erwarten. Versuche lohnen eigentlich nur fiir die Systemdimension d = 1
und eine niedrige Ordnung n = 1,2 oder 3 der Differentialgleichung.

Beide Moglichkeiten haben ihre Bedeutung und wichtige Anwendungen.
So sind Sie bei der Computersimulation der Ausbreitung einer Viruserkran-
kung nur an Zahlen interessiert und werden daher {iber eine symbolische
Losung des Anfangswertproblems gar nicht erst nachdenken.>3 Auf der

53 Meine erste Aufgabe als studentische Hilfskraft am Berliner Konrad-Zuse-Zentrum
bestand 198y darin, die als Zahlenkolonnen abgelieferten Simulationsszenari-
en zur Ausbreitung von AIDS in Deutschland als Funktionsverldufe graphisch
darzustellen (u.a. fiir eine Enquéte-Kommission des Bundestags). Das Differen-
tialgleichungsmodell hatte eine Systemdimension von d ~ 1200 und erforderte
damals die modernsten numerischen Verfahren und einen Supercomputer.


http://www.zib.de
http://de.wikipedia.org/wiki/Enqu%C3%AAte-Kommission
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anderen Seite hétte uns in Abschnitt 11.2 die numerische Losung des An-
fangswertproblems

v'(x)=1+y(x)%,  y(0)=0,

wenig geholfen, etwas tiber die Asymptotik der Anzahl alternierender Per-
mutation zu lernen.>* Das prizise asymptotische Wissen (11.5) wurde erst
durch die symbolische Losung y(x) = tan x ermoglicht.

Bemerkungen zur symbolischen Losung gewdhnlicher Differentialgleichungen

Erinnern wir uns an den von Liouville eingefiihrten Begriff der elementaren
Funktion aus Abschnitt 8.3. Kénnen wir algorithmisch entscheiden, ob eine
skalare Differentialgleichung n-ter Ordnung

y (x) = fy(x), ¥ (x),y"(x),...,y" D (x)) (12.5)

fiir eine elementare rechte Seite f eine elementare Losung y(x) besitzt
oder nicht? Fiir die Berechnung von Stammfunkionen, also die Losung von
y'(x) = f(x), hatte die Antwort ,ja” gelautet: Der Risch’sche Algorithmus
trifft diese Entscheidung und kann im positiven Fall eine elementare Losung
auch berechnen.

Fiir die allgemeine Gleichung (12.5) ist das Problem hingegen vollig
offen. Es gibt eine Fiille von Klassen spezieller f, fiir die (partielle) Resul-
tate unterschiedlicher Komplexitat vorliegen.>> Oft haben die Losungen
besonders wichtiger Gleichungen nur einen Namen bekommen, wurden in
den illustren Kreis der speziellen Funktionen aufgenommen und eingehend
untersucht. Computeralgebra-Systeme wie Maple gehen all dieses Wissen
im Sinne eines Expertensystems in einer festgelegten Reihenfolge durch. Sie
versuchen auch, die vorgelegte Gleichung in systematischer Weise durch
Anwendung gewisser Symmetrien auf bekannte Klassen zu transformieren.
In jedem Fall gilt das gleiche wie bei der Berechnung von Stammfunktionen:
Wenn sich eine Gleichung mit dem heutigen Wissen tiberhaupt symbolisch
16sen ldsst, dann bestehen recht gute Chancen, dass Maple diese Losung
auch findet. In sehr schwierigen Féllen wird man zusétzlich noch Hand
anlegen miissen, aber ganz ohne ein Computeralgebra-System diirfte es
dann kaum gehen.

Beispiel. Angenommen, wir mochten die spezielle Abel’sche Differentialglei-
chung

y'(x) =2 +y(x)?

54 Ein wenig wire aber doch moglich gewesen, siehe dazu Abschnitt 13.1.
55 Diese Klassen tragen oft die Namen von Mathematikern: Bernoulli, Abel, Riccati,
Chini, Weierstrass, Jacobi, Bessel, Weber, Airy, Painlevé, etc.


http://de.wikipedia.org/wiki/Niels_Henrik_Abel
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symbolisch 16sen. (Wenn wir auf die Angabe eines Anfangswerts y(xg)
verzichten, so wird die Losung einen unbestimmten Parameter enthalten,
der dann an den Anfangswert angepasst werden mdiisste.) Maple liefert
hierfiir ...

> infolevel[dsolve] :=3:
> dsolve ({D(y) (x)=x"3+y(x)~3},y(x));

Methods for first order ODEs:
--- Trying classification methods ---
trying a quadrature
trying 1st order linear
trying Bernoulli
trying separable
trying inverse linear
trying homogeneous types:
trying Chini
differential order: 1; looking for linear symmetries
trying exact
trying Abel
trying inverse_Riccati
--- Trying Lie symmetry methods, 1st order ---
-> Computing symmetries using: way = 3
-> Computing symmetries using: way = 4
-> Computing symmetries using: way = 2
trying symmetry patterns for 1st order ODEs
-> trying a symmetry pattern of the form [F(x)*G(y), 0]
-> trying a symmetry pattern of the form [0, F(x)*G(y)]
-> trying symmetry patterns of the forms [F(x),G(y)] and [G(y),F(x)]
-> trying a symmetry pattern of the form [F(x),G(x)]
-> trying a symmetry pattern of the form [F(y),G(y)]
-> trying a symmetry pattern of the form [F(x)+G(y), 0]
-> trying a symmetry pattern of the form [0, F(x)+G(y)]
-> trying a symmetry pattern of the form [F(x),G(x)*y+H(x)]
-> trying a symmetry pattern of conformal type

. zwar kein Ergebnis y(x), aber dank infolevel[dsolve] :=3 eine Fiille
von Hinweisen>® darauf, welche Methoden man nicht mehr zu probieren
braucht. Darunter all jene Methoden, die sich in den géngigen Lehrbtichern
finden und viele weitere, die auch gut ausgebildete Mathematiker nicht
unbedingt kennen. Ich weifs wirklich nicht, ob diese Gleichung eine Losung
besitzt, die sich mit Hilfe des bekannten Kanons elementarer und spezieller
Funktionen symbolisch ausdriicken lasst.

Der Algorithmus von Kovacic
Jerry Kovacic hat 1980 fiir die extrem wichtige Klasse
y'(x) =r(x) -y (x) +9(x) - y(x)

linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit rationalen Koeffizi-
entenfunktionen r,g € C(x) das Analogon zum Risch’schen Algorithmus

56 Wem diese nicht reichen, bekommt mit infolevel [dsolve] :=6 ganze 160 Zeilen
voll detailreicher, aber oft kryptischer Hinweise: Da bleibt kein Auge trocken.


http://mysite.verizon.net/jkovacic/
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gefunden [Kovo1]: Es ist moglich, die Existenz elementarer Losungen y(x)
algorithmisch zu entscheiden und solche Losungen ggf. dann auch zu
berechnen. Diese Klasse von Differentialgleichungen ist deswegen so be-
deutsam, weil ihre Losungen die elementaren transzendenten Funktionen —
siehe etwa die Gleichung (12.4) fiir y(x) = sin x — sowie einen erheblichen
Teil der kanonisierten speziellen Funktionen>? erzeugen.

Beispiel. Maple liefert die Losung der Airy’schen Differentialgleichung
y'(x) = x-y(x)

> infolevel [dsolve] :=3:
> dsolve ((D0O2) (y) (x)=x*y(x),y(x));
Methods for second order ODEs:
--- Trying classification methods ---
trying a quadrature
checking if the LODE has constant coefficients
checking if the LODE is of Euler type
trying a symmetry of the form [xi=0, eta=F(x)]
checking if the LODE is missing ’y’
-> Trying a Liouvillian solution using Kovacic’s algorithm
<- No Liouvillian solutions exists
-> Trying a solution in terms of special functionms:
-> Bessel
<- Bessel successful
<- special function solution successful

y(x) =1 - Ai(x) + c2 - Bi(x)

in der Form einer allgemeinen Linearkombination5® der Airy-Funktionen
Ai(x) und Bi(x). Das ist zunéchst nicht weiter bemerkenswert, da diese Funk-
tionen genau als Losungen jener Differentialgleichung definiert sind. Das
Interessante teilt uns Maple dank infolevel [dsolve] :=3 mit: Es wendet
zuvor den Algorithmus von Kovacic an (der seit 1984 in Maple implemen-
tiert ist) und erhilt, dass die Differentialgleichung keine elementare Losung
besitzt (,no Liouvillian solutions exists”). Die Airy-Funktionen (Spezialfille
der von Maple nach Abschluss des Algorithmus von Kovacic an erster Stelle
getesteten Bessel-Funktionen) sind also tatsdchlich nicht elementar.

57 S0 etwa die nach Airy, Bessel, Kummer, Legendre und Whittaker benannten Funk-
tionen, die Coulomb’schen Wellenfunktionen, die Gaufi’sche hypergeometrische
Funktion und die parabolischen Zylinderfunktionen. All diese Funktionen fiillen
zusammen mit den elementaren Funktionen {iber 40% des 1000-seitigen Klassikers
[AS64] tiber mathematische Funktionen. Der Algorithmus von Kovacic erlaubt
daher festzustellen, ob eine solche spezielle Funktion fiir eine konkrete Instanz
ihrer Parameter elementar ist oder nicht: Man setzt dazu wie in den folgenden
beiden Beispielen den Algorithmus auf die zugehorige Differentialgleichung an.

% Die zwei freien Parameter c; und c; spiegeln wider, dass die Losung erst durch
die Vorgabe von Anfangswerten y(xp) und i’ (xo) eindeutig festgelegt wird. Wie
immer bei linearen Differentialgleichungen fithrt die Vorgabe von Anfangswerten
auf ein lineares Gleichungssystem fiir c; und cj.


http://de.wikipedia.org/wiki/George_Biddell_Airy
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Beispiel. Andererseits findet Maple als Losung des Anfangswertproblems

— eines Spezialfalls der Weber’schen Differentialgleichung — durch Anwen-
dung des Algorithmus von Kovacic die elementare Losung

> infolevel[dsolve] :=3:
> dsolve ({(D@@2) (y) (x)=(x"~2/4-3/2)*y(x) ,y(0)=0,D(y) (0)=1},y(x));
Methods for second order ODEs:
--- Trying classification methods ---
trying a quadrature
checking if the LODE has constant coefficients
checking if the LODE is of Euler type
trying a symmetry of the form [xi=0, eta=F(x)]
checking if the LODE is missing ’y’
-> Trying a Liouvillian solution using Kovacic’s algorithm
A Liouvillian solution exists
Reducible group (found an exponential solution)
Group is reducible, not completely reducible
<- Kovacic’s algorithm successful

y(x) = xe /4, (12.6)

Dieses Ergebnis ist keineswegs so selbstverstandlich, wie es zundchst aus-
sieht: Das Computeralgebra-System Mathematica 6.0 liefert hier stattdessen
die , parabolische Zylinderfunktion” y(x) = D;(x) und nur ein Experte fiir
spezielle Funktionen konnte auf den ersten Blick erkennen, dass es sich bei
dieser tatsdachlich um genau jene elementare Funktion aus (12.6) handelt.>®
Und jetzt stellen Sie sich bitte vor, y(x) wére die erzeugende Funktion eines
kombinatorischen Problems.

13 Anwendungen von Differentialgleichungen

13.1 Koeffizientenabschitzung fiir ,arme Leute”

In Abschnitt 12.4 hatte ich bereits darauf hingewiesen, dass uns die numeri-
sche Losung der Differentialgleichung (11.3) fiir die erzeugende Funktion
des Abschnitts 11.2 nicht erlaubt hétte, eine Approximation ihrer Koeffizien-
ten herzuleiten, welche von dhnlicher Prazision wie die Asymptotik (11.5)
wire. Ich mochte jetzt aber darlegen, dass numerische Losungen auch fiir

59 Aus diesem Beispiel konnen wir schliefen, dass Mathematica die Liste spezieller
Funktionen durchgeht, bevor es den Algorithmus von Kovacic aufruft. (Anders als
bei Maple sind die Details des Differentialgleichungslosers bei Mathematica nicht
offentlich dokumentiert.) Dieses Vorgehen ist zwar vermutlich oft schneller, birgt
aber offenbar die Gefahr, eine elementare Losung zu tibersehen.


http://de.wikipedia.org/wiki/Heinrich_Weber_%28Mathematiker%29
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solche Aufgabenstellungen keineswegs vollig wertlos sind. Die folgende
Betrachtung — die mir Gelegenheit gibt, verschiedene Faden der Vorlesung
zusammenzukniipfen, und Ihnen Mut zu groben Abschidtzungen machen
soll — ist immer dann von Bedeutung, wenn sich die Differentialgleichung
nicht symbolisch 16sen ldsst und man sie auch ansonsten nicht eingehender
analysieren mochte (oder kann).

Nehmen wir also an, wir kennen eine Differentialgleichung und den
Anfangswert y(0) = ag fiir die erzeugende Funktion

y(x) = Z ﬂkxk
k=0

einer uns interessierenden Folge nichtnegativer Zahlen a; > 0. Wenn wir nun
das zugehorige Anfangswertproblem numerisch 16sen und das gewdhlte
(exzellente) Verfahren uns dabei vor einem Blow-up der Losung an der
Stelle x & rnum > 0 warnt, so sind wir im Geschift: Fiir Potenzreihen mit
nichtnegativen Koeffizienten a; > 0 und einem endlichem Konvergenzradius
r > 0 gilt ndmlich, dass auf der reellen Achse bei x = r die erste Singularitat
liegen muss. (Anderenfalls wiirde wegen a; > 0 die Potenzreihe fiir alle
|z| < r absolut konvergieren und r konnte nicht der Konvergenzradius
sein.) Also gilt tatsdchlich r ~ rnum. Konnen wir aus dieser Kenntnis des
Konvergenzradius etwas tiber das Wachstum der Koeffizienten a; herleiten?

Die Cauchy-Hadamard’sche Formel (10.10) fiir den Konvergenzradius r
besagt, dass

limsup {/|a;| = L.
k—o0

Wenn nun der Limes superior im wesentlichen der Grenzwert tiber die
Teilfolge der von Null verschiedenen Koeffizienten ist, so gilt fiir diese
demnach die Approximation

ag| = ryl (fiir groBe k).

Leider reicht sie nicht aus, um auch |a| so richtig gut zu approximieren —
die k-te Wurzel vernichtet zu viel Information. So macht sie beispielsweise
aus |ag| ~ M -r~* die Asymptotik &/]ai| ~ r~1, in welcher die Konstante
M verloren gegangen ist. Tatsdchlich folgt aus der Cauchy-Hadamard’schen
Formel (10.10) ,nur” die durchaus niitzliche Abschitzung (Cauchy 1831)

a=0(p"")  (k— o),

mit beliebig, aber fest gewidhltem 0 < p < r. Dementsprechend schliefien
wir aus der Approximation r & rnum auf die folgende ,Abschitzung fiir
arme Leute”

lax| & O(raim) (k= o), (13.1)
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Sie erlaubt es zwar, die Grofsenordnung der Zahlen a; sehr einfach und
grob (,,quick 'n’” dirty”) abzuschétzen, ist jedoch wegen ihrer inhdrenten
Unfdhigkeit, Vorfaktoren zu ermitteln, sicherlich nie das letzte Wort.

Beispiel. Zuerst mochte ich die grobe Abschiatzung (13.1) an der Anzahl A,
alternierender Permutation aus Abschnitt 11.2 ausprobieren. Da wir fiir
dieses Beispiel bereits ,alles” wissen, ldsst sich die Leistungsfdhigkeit des
numerischen Zugangs etwas besser beurteilen als anderenfalls. Beginnen
wir also mit der numerischen Losung des Anfangswertproblems

y'(x) =1+y(x)%,  y(0)=0,

fur die exponentiell erzeugende Funktion
o A1 ok
y( x) — Z T x2k 1

Maple liefert auf die Vorgabe, das Anfangswertproblem bis x = 10 zu losen:

> sol:=dsolve({D(y) (x)=1+y(x)~2,y(0)=0},y(x) ,numeric,range=0..10,
relerr=1e-10);

Warning, cannot evaluate the solution further right of 1.5707959, probably a
singularity

sol :=proc(x_rkf45) ... end proc

Wir erhalten somit zwei Dinge: Zum einen die Information, dass das nu-
merische Verfahren bei rnum = 1.5707959 eine Singularitidt gefunden hat.
(Die Singularitit von y(x) = tanx liegt ja tatsdchlich bei r = 7/2 =
1.5707963 - - -) Zum anderen ist in der Variablen sol jetzt ein Programm
abgespeichert, welches die Weiterverarbeitung der numerischen Losung
gestattet. Da die rechte Seite der Differentialgleichung {tiberall definiert
ist, muss die Singularitdt nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz ein
Blow-up sein. Wir iiberpriifen das, indem wir die Losung plotten:

> with(plots):
> odeplot(sol, [x,y(x)],refine=2,view=[0..1.57,0..100]) ;

Das Ergebnis in Abb. 24a zeigt ganz klar den erwarteten Blow-up. Unsere
Abschdtzung (13.1) ,flir arme Leute” besagt nun also

Ay _
Pl 0((1.5707959)~") (n ungerade und grof).

Der Vergleich mit der prazisen Asymptotik (11.3), ndmlich

n
An 4 (i) (n ungerade — o),

n! T
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y(x) y(x)
100 ] 100
75t : 75t
50 : 50+
25 3 251
0 i X 0 ¢
0 1 1.57 0 0.25 0.4982
a Numerische Losung von i/ (x) = 1+ }/(x)z, y(0)=0 b Numerische Losung von i/ (x) = 3+ ]/(X)S, y(0)=1

Abb. 24. Numerische Losung zweier Anfangswertprobleme mit Blow-up

zeigt, dass das ,Grofs-Oh” unserer groben Abschidtzung im wesentlichen nur
einen Faktor 4/ 1 ~ 1.3 versteckt, der Ausdruck im Innern des , Grofs-Oh”
also nur um etwa 30% zu klein ausfillt und damit die Groffenordnung in
jedem Fall perfekt trifft; z.B.:

A
0.008863235 - - - = 1—11} ~ (1.5707959) ' = 0.006961176 - - - .

Das ist fiir eine so primitive Methode doch dufSerst respektabel.

Beispiel. Die exponentiell erzeugende Funktion y(x) der beriichtigten Bor-
nemann’schen Zahlenfolge (a;) =1, 1, 3, 15, 111, 963, 10629, ... erfiillt das
Anfangswertproblem

v(x)=2+y(x)?  y(0)=1,

zu jener Abel’schen Differentialgleichung, von der Sie in Abschnitt 12.4
gelernt haben, dass mir keine symbolische Losung bekannt ist. Also greifen
wir mutig zur Abschidtzung ,fiir arme Leute” und 16sen das Anfangswert-
problem numerisch:

> sol:=dsolve ({D(y) (x)=x"3+y(x)~3,y(0)=1},y(x) ,numeric,range=0..10,
relerr=1e-10):

Warning, cannot evaluate the solution further right of .49829040, probably a
singularity

Das Verfahren hat demnach bei rnym = 0.49829040 eine Singularitidt gefun-
den — einen Blow-up, wie der Plot der numerischen Losung in Abb. 24b zeigt.
Unsere Abschdtzung (13.1) ,fiir arme Leute” liefert schliefSlich (beachten Sie,
dass wir auch hier die exponentiell erzeugende Funktion betrachten)

a _
17]; ~ 0((0.4982904) %) (k groB).
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Wie gut ist jetzt diese Abschitzung? Eine Rekursionsformel® fiir die a;
liefert

aypp = 9405340392 - - - «167 Ziffern weggelassen» - - - 86706 09375

=940--- x 108
100!

~ — 188
~ (gassao0) — 166 X 10,

d.h. der Ausdruck im Innern des , Grof3-Oh” iberschitzt die Koeffizienten
nur etwa um den Faktor 18 — ein immer noch sehr respektables Ergebnis.

13.2 Funktionalgleichungen des Typs f(x +y) = F(f(x), f(y))
Beginnen wir mit einem klassischen Beispiel als Aufwarmiibung.
Cauchy’sche Funktionalgleichung

Wir suchen (wie Cauchy 1821) alle differenzierbaren Losungen f : R — R der
Funktionalgleichung

faty)=f)+fly)  (xyeR). (13-2)

Derartige Funktionalgleichungen lassen sich oft dadurch losen, dass man sie
in eine Differentialgleichung tiberfiihrt. Ein niitzlicher Start besteht darin,
der Funktionalgleichung den Wert von f(x) fiir wenigestens eine Stelle x zu
entlocken. Im vorliegenden Fall bietet sich x = 0 an:

f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) = 2f(0), also  f(0) = 0.

Differentiation der Gleichung (13.2) nach x liefert

fllx+y) =f(x)  (xyeR).

Wenn wir hier die Variable y durch y = —x spezifizieren und die Abkiirzung
f'(0) = a verwenden, so erhalten wir das sehr einfache Anfangswertproblem

flx)=a,  f(0)=0.

%0 Eine solche ergibt sich mit dem Kalkiil fiir Potenzreihen auch direkt aus der
Differentialgleichung. Maple kann alle hierfiir notwendigen Rechnungen in einem
Aufwasch erledigen:

> dsolve ({D(y) (x)=x"3+y(x)~3,y(0)=1},y(x) ,series,order=8);

B 3, 55,374, 321 5 1181 ¢ 308 , o
Y() =T xd oxt 4 o3 4 g g gy Y g Y 0,


http://de.wikipedia.org/wiki/Funktionalgleichung
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(Achtung: Die gesuchte Funktion heifit jetzt f(x) und nicht y(x). Wir miissen
beginnen, nicht zu sehr an einer Notation zu kleben.) Es handelt sich also
um die Stammfunktion der Konstanten « und wir erhalten daher durch
Integration sofort die eindeutige Losung

f(x):f(0)+/0xocdt:1x'x (x € R).

Der Parameter « = f/(0) € R kann natiirlich frei gew&hlt werden. Fazit:
Die Cauchy’sche Funktionalgleichung besitzt auSer den offensichtlichen
Losungen f(x) = a - x keine weiteren differenzierbaren Losungen. Es gibt
hier also keine Uberraschungen.®*

Eine eigentiimliche Gruppe

Jetzt wird es spannender. Die Zahlen des Intervalls (—1,1) bilden unter der
Verkiipfung®?

eine abelsche Gruppe. Warum? Nun, wir kénnten durch langweilige und
langliche algebraische Umformungen die Gruppenaxiome im Einzelnen
nachrechnen.®3 Aber haben wir dann wirklich verstanden, warum diese
Verkniipfung eine Gruppe bildet?

Eleganter ist der folgende Zugang: Wir fassen a o b als eine ,Verzer-
rung” der Addition x + y reeller Zahlen auf. D.h., wir suchen eine bijektive
Abbildung f : R — (—1,1), so dass die Funktionalgleichung

fory) =0 o f) = LIS wyeR) a39)

erfiillt ist.>4 Um ein solches f konkret ausrechnen zu kénnen, verlangen wir
zusitzlich noch die Differenzierbarkeit und gehen dann analog zur Losung
der Cauchy’schen Funktionalgleichung vor.

1. Schritt. Fiir y = 0 erhalten wir

)4 £
O =150

61 Allerdings hat Hamel 1905 gezeigt, dass es des weiteren noch unendlich viele
unstetige Losungen der Cauchy’schen Funktionalgleichung gibt.

62 Diege Verkniipfung a o b ist tibrigens das bertihmte ,Additionstheorem” kollinea-
rer Geschwindigkeiten a und b in der speziellen Relativitdtstheorie (wenn man
die Lichtgeschwindigkeit auf ¢ = 1 normiert).

63 Diese Zahigkeitsiibung hatte ich als eine Aufgabe eines ,Online-Ferien-Vorkurses”
fur zukiinftige Mathematikstudenten gefunden.

64 Nach einem Satz [Acz61, §2.2] iiber stetige Gruppen reeller Zahlen muss es in
jedem Fall eine stetige bijektive Abbildung f mit f(x +y) = f(x) o f(y) geben.


http://de.wikipedia.org/wiki/Georg_Hamel
http://de.wikipedia.org/wiki/Relativistisches_Additionstheorem_f%C3%BCr_Geschwindigkeiten
http://www-sb.ma.tum.de/schulportal/ferien_vorkurs/gruppen/gruppen_auf.pdf
http://www-sb.ma.tum.de/schulportal/ferien_vorkurs/
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und daher, nachdem wir alles auf einen Nenner gebracht haben:

fO(f(x)?~1)=0  (x€R).
Da |f(x)] < 1 sein sollte, muss f(0) = 0 gelten. (Aber offenbar sind die
Konstanten f(x) = 1 und f(x) = —1 auch Losung der Funktionalgleichung.)

2. Schritt. Setzen wir y = —x in die Funktionalgleichung (13.3) ein, so
erhalten wir )+ F(—x)
x)+ f(—x
0=f(0)=f(x—x)=
SO =100 = 1576 )
und daher f(—x) = —f(x). Losungsfunktionen miissen demnach stets

ungerade sein.
3. Schritt. Schliefilich differenzieren wir die Funktionalgleichung (13.3)
nach x:

Flaty) = —L0 SO+ FWIFWf(x)
1+ f(x)f(y) 1+ f(0)f(v)?

Um daraus eine Differentialgleichung fiir f(x) machen zu kénnen, miissen

wir fiir die unabhdngige Variable y spezielle Werte einsetzen. Ein erster

Versuch mit y = 0 scheitert kldglich, da wir wegen f(0) = 0 nur die vollig

nutzlose Gleichung f/(x) = f'(x) bekommen. Also versuchen wir es mit

y = —x und erhalten mit der Abkiirzung « = f/(0) das Anfangswertproblem

flx)=a-(1-f(x)?),  f(0)=0.
Maple liefert mit Trennung der Variablen als eindeutige Losung dieses
Anfangswertproblems:

> infolevel[dsolve] :=3:
> dsolve({D(f) (x)=alpha*(1-£f(x)~2),f(0)=0},f(x));

Methods for first order ODEs:

--- Trying classification methods ---
trying a quadrature

trying 1st order linear

trying Bernoulli

trying separable

<- separable successful

f(x) = tanh( ax). (13.9)
Im Innern steht hier die Losungsfamilie « - x der Cauchy’schen Funktio-
nalgleichung (13.2) — was zu erwarten war, da wir zunéchst die additive
Gruppe der reellen Zahlen in sich selbst transformieren kénnen, bevor wir
sie zur Verkniipfung a o b ,verzerren”. Das Ergebnis (13.4) besagt nun, dass
der einzig mogliche Kandidat einer solchen ,Verzerrung” der Tangens hy-
perbolicus ist. Und tatsdchlich 16st diese Funktion die Funktionalgleichung
auch (wir miissen also noch ,,die Probe machen”), denn ihr Additionstheorem

lautet: h(x) h(y)
_ tanh(x) + tanh(y
tanh(x +y) = 1+ tanh(x) - tanh(y) (xy € R).
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Aufgaben

1. Das separable Anfangswertproblem (f und g stetig)

y'(x) = f(x)-g(y(x)),  y(x0) =vo,

kann ja fiir g(yp) # 0 mit Trennung der Variablen gelost werden. Wie lautet eine
Losung im Fall g(yg) = 0? Unter welchen zusitzlichen Bedingungen an f und g ist
diese Losung dann eindeutig?

2. Verhulst hat die zeitliche Verdnderung y(x) der GroBe y einer Population unter Be-
rticksichtigung beschrénkter Resourcen durch das Modell (,logistische Gleichung”)

y'(x) = (a—By(x)) -y(x),  y(0)=yo>0,
mit den Parametern «, § > 0 beschrieben.

a) Berechnen Sie die Losung y(x) und begriinden Sie, warum diese eindeutig ist.
b) Berechnen Sie limy_. y(x). Was bedeutet die Existenz eines solchen Grenzwerts?

c) Diskutieren Sie Monotonie und Extremstellen von y(x) fiir x > 0.

3. Das Anfangswertproblem

besitzt die einparametrige Losungsschar
Ya(x) = max(x — a,0)? (x>0).
Warum widerspricht dies nicht dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz?

4. Betrachten Sie das Anfangswertproblem

<y1<x>>’ (o ) (yl(x)> < 0 ) (y1(0)> (o)
= . + , =
y2(x) 10 y2(x) f(x) 12(0) 1

fiir jeden der Falle

- 7
COs X

Ermitteln Sie durch eine kurze Uberlegung — und nicht durch eine lange Rechnung —
das jeweils grofitmogliche offene Intervall I mit 0 € I, fiir das eine eindeutige Losung
y: I — R? existiert.

5. Losen Sie das Angangswertproblem

y'(x) = y(x),  y(0)=0,y'(0) =1

Falls Sie Maple benutzen, sollten Sie genau erkldren konnen, was das Computeralgebra-
System im Einzelnen tut.


http://de.wikipedia.org/wiki/Pierre_Fran%C3%A7ois_Verhulst
http://de.wikipedia.org/wiki/Logistische_Gleichung
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6. Finden Sie alle Anfangswertprobleme der Gestalt
V') +a-y(x)+b-y(x) =0, y(0)=c y'(0) =4,
mit der eindeutigen Losung y(x) = e*.

7. Man kann nachrechnen, dass jede Losung des , Rauber-Beute-Modells”

vi(x) = (x)(2(x) = 1), ¥1(0)
() (1-yi(x),  y2(0)

Il
)

7

1/e,

<
NS
P
=
Na¥
Il

die Gleichung
1

yity2—In(y o) =e+ -
erfiillt. Begriinden Sie, warum hieraus folgt, dass fiir x > 0 und fiur x < 0 die
eindeutige Losung ,bis zum Schluss” existiert, also y : R — R? gilt.
Hinweis. Lassen Sie sich von Maple die durch die Gleichung gegebene Kurve plotten.
Sind Blow-up oder Kollaps tiberhaupt moglich?
8. Riccati’sche Gleichung.

a) Losen Sie das Anfangswertproblem

v(x)=x*+y(x)?  y(0)=1

indem Sie fiir die Koeffizienten a; des Potenzreihenansatzes

X a
yx) = Y Bt
k=0 "

eine Rekursionsformel herleiten. Bestimmen Sie die ersten 10 Koeffizienten und
vergleichen Sie mit dem Ergebnis der series-Option im Maple-Befehl dsolve.
b) Zeigen Sie, dass alle a; € IN.

¢) Benutzen Sie die (geeignet abgebrochene) Potenzreihe, um y(1/2) auf zwei Dezi-
malstellen genau zu approximieren. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem aus
einer symbolischen bzw. numerischen Losung in Maple.

d) Geben Sie eine grobe Asymptotik von gy, fiir k — co an und vergleichen Sie diese
flr a1pp mit dem tatséchlichen Wert.

9. Bestimmen Sie alle differenzierbaren Losungen f : R — R der Funktionalgleichung

fa+y) =fO)+fy)+f(0O)f(y)  (vyeR).
Hinweis. Bestimmen Sie f(0) und driicken Sie f(—x) sowie f'(x) durch f(x) aus.

10. Bestimmen Sie alle differenzierbaren Losungen f : R — R der Parallelogramm-
gleichung
faty) +flx—y) =2f(0)f(y)  (vyeR).

Hinweis. Bestimmen Sie zunéchst die Werte f(0) und f’(0). Finden Sie dann eine
Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir f(x).


http://de.wikipedia.org/wiki/Jacopo_Riccati

VII

Asymptotik

Jetzt geht es darum, asymptotische Beschreibungen ,komplizierter” Zah-
lenfolgen a,, fiir n — co konkret zu berechnen. D.h. wir suchen nach einer
»einfachen” Zahlenfolge b;, so dass zumindest die asymptotische Gleichheit

ay =~ by (n — o0)
gilt oder, wenn moglich, eine prézise asymptotische Abschitzung der Form
an = by +0(p(n))  (n— o),

wobei wir Einfluss auf die Genauigkeit des Fehlerterms O(¢(n)) der asym-
ptotischen Beschreibung nehmen wollen. (Je genauer die Beschreibung, desto
aufwendiger wird allerdings meist das b,,.) Hierbei kann a,, beispielsweise
die Anzahl der Operationen eines Algorithmus fiir Eingaben der Grofie n be-
deuten; ihre asymptotische Vereinfachung b, erlaubt dann die Klassifikation
und den Vergleich mit anderen Verfahren.

Leider gibt es zur Berechnung einer Asymptotik keine universelle Me-
thode, dazu hingen die Ergebnisse zu stark von der tatsachlichen , Natur”
der Folge a, ab. Man muss sich hier durch Ubung Kompetenzen in der
Auswahl und dem Einsatz bewéhrter Methoden erwerben und wird dann
dennoch héufig noch die Literatur zu Rate ziehen miissen. Ich beschrénke
mich auf ein paar grundlegende Techniken, die zum einen sehr niitzlich sind,
mir aber zum anderen auch erlauben, die Werkzeuge der vorangehenden
Kapitel im konkreten Einsatz zu zeigen. Zur weiteren Vertiefung und zum
Nachschlagen empfehle ich die Biicher [GKPo4, Kap. 9] und [FSo08], zu deren
Autoren auch theoretische Informatiker gehoren.

Eine grundlegende Technik haben wir bereits im Kapitel V mit den
Werkzeugen der Taylor’schen Entwicklung und des Potenzreihenkalkiils
kennengelernt. Ist ndmlich

an = f(1/n)
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fiir eine in x = 0 beliebig haufig differenzierbare Funktion f(x), so erhalten
wir (fiir beliebiges, aber festes k € IN) die asymptotische Entwicklung

@ m+...+m+o(n—"‘l) (n — oo).

an = f(0)+ 202 Kl

+
Ich erinnere daran, dass wir diese Entwicklung meist nicht wirklich iiber die
Ableitungen von f berechnen, sondern mit dem Kalkiil aus Abschnitt 10.3
(also etwa mit dem series-Befehl von Maple). Auf diese Weise hatten wir
beispielsweise die asymptotische Entwicklung (10.5), ndmlich

1\" e 11e 7e
14-) —e— 4 ¢ 22 4
(+n> ¢~ Tomz s TOT) (n—e),

aus der Betrachtung von f(x) = exp(In(1 + x)/x) gewonnen.®

In vorliegenden Kapitel werden wir nun einige Situationen néher stu-
dieren, in denen eine solche Funktion f(x) entweder in x = 0 eine echte
Singularitdt besitzt (Abschnitt 14.1) oder gar nicht erst sinnvoll angegeben
werden kann (Abschnitt 14.2). Letzteres ist beispielsweise fiir jene Summen

der Fall, fiir die sich keine einfache geschlossene Formel der Form a,, = f(n)
finden ldsst. (Das ist genauso moglich, wie es keine geschlossene elementare
Formel fiir eine Stammfunktion zu geben braucht.)

14 Zwei asymptotische Tricks

In diesem Abschnitt werde ich Sie anhand von Fallstudien konkreter Proble-
me mit zwei wichtigen Grundtechniken der Asymptotik vertraut machen.
Diese Fallstudien sind bewusst als , Entdeckungsreisen” angelegt, um Ih-
nen zu zeigen, wie man sich solchen Problemen schrittweise und — im
eigentlichen Sinne des Wortes — analytisch ndhern kann.

14.1 Bootstrapping

Ich mochte die Losung x,, der transzendenten Gleichung (fiir eine Motivation
im Zusammenhang mit der Asymptotik von Primzahlen siehe S. 176)
" lnxy,

(14.1)

65 Die Stelle x = 0 ist dabei keine Singularitit von f(x), da sich In(1 + x)/x fiir x = 0
durch den Wert 1 analytisch fortsetzen ldsst, sieche Abschnitt 10.3.
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Abb. 25. Der Verlauf von f(x) = x/Inx.

fiir n — oo studieren. Nun, zundchst sollte ich genauer sagen, was ich unter
,der” Losung x, verstehe. Ein Blick auf Abb. 25 oder die Techniken der
Kurvendiskussion sowie der Zwischenwertsatz lehren uns niamlich, dass es
fiir n > e genau zwei Lésungen x,, < e und x,, > ¢ gibt mit

/ /1
x, — 1, bzw. x,, — o0 (n — o0).

Mich interessiert die Asymptotik der ins Unendliche wachsenden, grofseren
der beiden Losungen: x, = x;,.
Wir schreiben jetzt die Gleichung (14.1) in der Form einer Fixpunktgleichung
x = F(x):

Xy =n-Inxy,. (14.2)

Wichtig ist hierbei, dass die linke Seite in x,, schneller wichst als die rechte
Seite. Dann kann man nidmlich die Idee des asymptotischen , Bootstrap-
pings“66 anwenden:

Beginnend mit einer ganz einfachen Wachstumsabschitzung fiir
x;, erhdlt man schrittweise bessere Abschidtzungen, indem man die
jeweils letzte Abschitzung fiir x, in die rechte Seite der Fixpunkt-
gleichung (14.2) einsetzt.

Damit steht unser Arbeitsprogramm fest; lassen Sie es uns mit Leben fiillen.

Der Startschritt: Die einfache Abschiitzung. Wir benétigen eine Asympto-
tik des Wachstums von In x,,. Dafiir logarithmieren wir die Fixpunktglei-
chung (14.2), also

66 ,Bootstraps” bezeichnen im Englischen eigentlich die Stiefelschlaufen. Die Re-

dewendung ,Pulling oneself up by one’s own bootstraps” heifit soviel wie , sich
aus eigener Kraft hocharbeiten”. In einem Aufsatz in den Communications of the
Association of Computing Machinery aus dem Jahre 1958 wurde daraus dann das
Verb ,,to bootstrap”, mit dem man heute in der Informatik und Mathematik Me-
thoden bezeichnet, die aus ,wenig” sukzessive , viel” machen. Das ,Booten” eines
Computers hiefs tibrigens zunichst ,,to bootstrap the system from disk”.
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Inx, =Inn+Inlnx,, (14.3)

und sortieren danach x;, und n auf verschiedene Seiten:

Inx, (1 — lnlnxn> =Inn,
In x,

Wegen x,, — oo gilt

Inlnx,
nx, — 0 (n—>oo),
also |
nn
Iy = gy =lnn-(1+o(1)) - (n — o). (14.4)

In der letzten Gleichheit haben wir stillschweigend die Stetigkeit der Funkti-
on f(h) =1/(1 — h) verwendet, ndmlich in der Form

1
Ubrigens reicht (14.4), also In x;,, ~ Inn, noch nicht aus, um durch Exponen-
tiation eine entsprechende Asymptotik der Form ,x; >~ ?” zu erhalten: Man
gelangt so nur zu

X, = elnn(1+o(1)) _ ,140(1) (n — ).

1. Einsetzungsschritt. Setzen wir (14.4) jedoch in die rechte Seite von (14.2)
ein, so erhalten wir

xy =nlnn+o(nlnn) (n — o0), (14.5)
oder — vollig dquivalent — die asymptotische Gleichheit
Xy, ~nlnn (n — ).

2. Einsetzungsschritt. Da es gerade so gut lduft, setzen wir (14.5) in die
rechte Seite von (14.2) ein und erhalten so mit den Rechenregeln des Loga-
rithmus und wegen der Stetigkeit In(1 + 0(1)) = o(1)

xy =nln(nlnn-(1+0(1)))
=nlnn+nlnlnn+nin(l+0(1)) =nlnn+nlnlnn+o(n). (14.6)

3. Einsetzungsschritt. Einen letzten Schritt gonnen wir uns und setzen
auch noch (14.6) in die rechte Seite von (14.2) ein. Jetzt erhalten wir, indem
wir den Ausdruck im Logarithmus wieder in ein Produkt umformen, fiir
n — oo
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Xy =nln(nlnn+nlnlnn+o(n))

Inlnn 1
=nIn{nlnn(1+ +o| —
Inn Inn

Inlnn 1
=nlnn+nlnlnn+nln {1+ 4o —
Inn Inn

Inlnn n
=nlnn+nlnlnn+n o —i—o(m). (14.7)

Dabei haben wir in der letzten Gleichheit die Taylor’sche Entwicklung
In(1+h)=h+0MH)  (h—0)

und die asymptotische Beziehung
Inlnn\? o 1 (1 — oo)
= —_— —
Inn Inn

Beispiel. Sehen wir uns einmal eine konkrete Zahl an, etwa n = 10'°. Ein
numerisches Verfahren zur Nullstellenbestimmung liefert im Vergleich zu
den asymptotischen Abschitzungen (14.5), (14.6) und (14.7):

benutzt.

Xy = 2.62952 - x 101,
nlnn = 230258 - x 1011,

nlnn+nlnlnn = 2.61624--- x 101,

Inlnn
nlnn+nlnlnn+n
Inn

=2.62986 - - - x 1011

Beachten Sie aber bitte, dass die verschiedenen asymptotischen Abschét-
zungen zundchst nur in dem Sinne besser werden, dass der relative Fehler
fiir wachsendes n jeweils schneller klein wird. Falls ein konkrete feste Zahl n
zu klein ausfillt, braucht diese Verbesserung unter Umstdnden gar nicht
sichtbar zu sein.

Ausblick: Asymptotik der n-ten Primzahl

Sie diirfen die Fallstudie der Gleichung (14.2) nicht dahingehend missver-
stehen, dass wir fiir konkrete n die Losung x, mit den ermittelten asym-
ptotischen Formeln approximieren wiirden. Das {iiberldsst man schneller
und genauer einem numerischen Verfahren. Der Zweck dieses Beispiels
war, Ihnen das , Bootstrapping” an einem Fall vorzufiihren, der nahe genug
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an einem wirklich sehr interessanten Problem liegt: der asymptotischen
Beschreibung der n-ten Primzahl®7 p,,.

Eine Verfeinerung des Primzahlsatzes besagt namlich [GKPo4, (9.31)],
dass p; fiir n — oo die asymptotische Entwicklung

Pn 2! pn (k—=1)! pn < Pn )
np?  p T gk O\ npe

erfiillt, die sich als Storung der transzendenten Gleichung (14.2) auffassen
lasst. Wir erwarten daher p,, = x,, und tatsdchlich liefert die , Bootstrapping”-
Methode im wesentlichen mit den gleichen Schritten (aber etwas mehr
Rechenaufwand) statt des Ergebnisses (14.7) die Asymptotik [GKPo4, (9.48)]

n=-Ln
Inp,

T

Inlnn n
pn—nlnn+nlnlnn—n+nm +O(m). (14.8)

(Der Unterschied zu (14.7) besteht nur im zuséatzlichen Term ,,—n*” und einem
Grof3-Oh statt eines Klein-Oh fiir den Approximationsfehler.) Was kann man
mit einem solchen Resultat so alles anfangen? So lehrt uns etwa ein Vergleich
mit der Asymptotik (9.11) von In(n!), d.h. In(n!) = nlnn —n + O(Inn),
sofort, dass zum einen zwar p, ~ In(n!) fiir n — oo, zum anderen aber

pn > In(n!) (fiir fast alle n € IN).

Und fiir die konkrete Zahl n = 10! hilft einem beispielsweise jetzt auch
kein numerisches Verfahren (sondern nur sehr tiefliegende approximative
Methoden der analytischen Zahlentheorie, siehe [CPo5]) mehr, um

110000000000 = 252 097 800 623

auf einem Computer exakt zu bestimmen; Maples ithprime-Befehl ist hier
tibrigens vollig hilflos. Die Asymptotik (14.8) liefert jedoch fiir n = 1010 mit

Inlnn
Inn

die korrekte Groflenordnung und sogar die ersten 3 Dezimalziffern von p,;
und das bereits auf jedem Taschenrechner mit einer 1n-Taste.

= 252986 - - x 101

nlnn+nlnlnn—-—n+n

14.2 Trading Tails
Jetzt sind wir endlich soweit, die Asymptotik der Summe
~ (3n
w2 (%)
k=0
aus dem Beispiel in Abschnitt 1.1 in Angriff nehmen zu kénnen.

67 Wie Sie vielleicht wissen, spielen Primzahlen eine prominente Rolle im RSA-
Verfahren der , Public-Key-Kryptographie”.


http://de.wikipedia.org/wiki/Primzahl
http://de.wikipedia.org/wiki/Primzahlsatz
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a  Binomialkoeffizienten by = (Sk") (blau) fiir n = 64 b Summanden aj (blau) im Vergleich zu 27k (rot) fiir n = 64

Abb. 26. (Logarithmisches) Wachstumsverhalten der Summanden (3,(”) bzw. a;

1. Schritt: Exploration und eine erste Vermutung

Fiir festes n wachsen die Binomialkoeffizienten (3,? ) monoton, wenn k von 0
bis n 1auft.®® Wir kénnen die Summe A, ganz einfach durch den grofiten
ihrer Summanden nach unten abschitzen, namlich

Ay > (3:) (n € N).

Aber sehen wir uns die Summanden in Abb. 26a (in logarithmischer Skala)
fiir n = 64 genauer an: Der Vergleich mit der gestrichelten Geraden zeigt,
dass es ein 6 ~ 2 gibt mit

(3;) < gk (3:> (k=0,...,n).

(Machen Sie sich bitte wirklich klar, dass es genau diese Ungleichung ist, die
Sie in der Abbildung ,sehen”.) Also lasst sich A, durch eine geometrische
Reihe nach oben abschitzen:

n n o0
A, < (311) Zek_n _ (311) Ze_k < (371) Ze_k _ 0 (371).
n) = n)= n) = 0—1\n

Wenn wir die graphische Darstellung fiir verschiedene n wiederholen wiir-
den, so wiirden wir erkennen, dass diese Konstante 6 ~ 2 sehr wahrschein-
lich von n unabhéngig gewahlt werden kann. Also gilt vermutlich fiir alle n

3n 0 3n 3n
< < — ~ . .
(1) <ae g () =) w49

68 Ganz allgemein wichst () fiir k = 0,...,[n/2] monoton, um dann fiir k =
[n/2],...,n wieder monoton zu fallen.



178 14 Zwei asymptotische Tricks

Die Summe ldge demnach in der gleichen Gréfienordnung wie ihr grofster
Term. Mit etwas Gliick miisste sich also eine Asymptotik der Form

n=20- (3:) (n — o0) (14.10)

fiir eine gewisse Konstante 1 < ¢ § 2 herleiten lassen.
2. Schritt: Skalierung und Umordnung der Summe

An dieser Stelle empfehle ich, den n-abhidngigen Teil der vermuteten Asym-
ptotik abzudividieren und die Summe so anzuordnen, dass die Summanden
mit wachsendem k kleiner werden:

3n

Ap i (k)

T T &
¢ n!(2n)!
_kg')(n—k)!(szrk)!

“oon-(n=1)---(n—k+1)
= (2n+1)-(2n+2)---(2n+k)

Hierbei benutzen wir die Schreibweise der auf- und absteigenden Fakto-
riellen [GKPoy4, (2.43/44)]. Mit relativ trivialen Abschdtzungen fiir diese
Faktoriellen, ndmlich

k=n-(n—1)---(n—k+1) <nf (14.11)
und
Qn+1)fF=@n+1)-@n+2)---2n+k) = @n+ 1Dk > 2n)F, (14.12)
erhalten wir die Abschétzung (vgl. Abb. 26b)
nk n
(2n + 1)k S (2n)k

a = =27k (14.13)

Damit gilt

n <)
l=ay<sp <)y 27F< )y 27F =2,
k=0 k=0

womit bereits der erste Teil (14.9) unserer Vermutungen als richtig nachge-
wiesen ist.
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3. Schritt: Asymptotik der Summanden ay

Es liegt nahe, die Asymptotik der Summe s, aus einer Asymptotik der Sum-
manden gy herleiten zu wollen. Bei letzterer miissen wir dann aber auch
sorgféltig die Fehlerterme kontrollieren, da sich diese ja zum Approximati-
onsfehler der Summe aufaddieren.

Die Asymptotik von a; setzen wir aus derjenigen von Zihler und Nen-
ner zusammen. Da wir mit (14.11) und (14.12) bereits tiber Abschitzungen
in einer Richtung verfiigen, deren Quotient zumindest fiir kleine k den
Summanden a; exzellent approximieren (vgl. Abb. 26b), versuchen wir
Abschitzungen der gleichen Gréfienordnung in der anderen Richtung zu
gewinnen: In naheliegender Verallgemeinerung der Bernoulli’schen Unglei-
chung erhalten wir (vgl. Aufgabe 5 auf S. 19)

nk:nk~<1_1>...(1_k_1>
n n
>nk<1_1 ..... k_1>:nk<1_k(k—1)>.
" n 2n
Mit der Ungleichung (3.8) erhalten wir andererseits
k 1 k
e =k (14— ). (142
(2n+1)" = (2n) (+2n> <+2n>

< (2n)k'eXP (2171 4+ ;;) = (2n)k-exp (k(k;— 1)> .

Da uns n — oo interessiert, reicht es, die quadratischen Terme in k asympto-
tisch zu

kkx1) ok*n™t)y  (K¥n'—0)

zu vereinfachen.®? Mit der Taylor’schen Entwicklung exp(h) = 1+ O(h) fiir
h — 0 erhalten wir insgesamt

Af(1+0(nY),  @n+1)f < @)Fa+0orn),
d.h. mit (14.11) und (14.12)
nk=nf1+0(¥nY),  (@n+1)F=@)F(1+0rn)),
und daher schliefSlich die gewtinschte Asymptotik der Summanden a;:

=271 +0(KnY))  (K¥n~' —0). (14.14)

69 Wobei k?n~1 — 0 bedeutet, dass mit n — oo zwar auch k — oo erlaubt ist, aber
nur so langsam wie k = o(n!/2).
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Im letzten Schritt haben wir {ibrigens zum wiederholten Male die Taylor’sche
Entwicklung 1/(1+h) =1+ O(h) fir h — 0 verwendet.

Was bedeutet (14.14) nun konkret? Der Summand a; verhilt sich fiir
grole n (und fiir im Vergleich zu /7 sehr viel kleinere k) wie 2¥. Genau
das sehen wir in Abb. 26b — wobei wir zusitzlich noch erkennen kénnen,
dass 27 keine gute Approximation mehr an a; darstellt, sobald k in die
GroBenordnung von +/n gelangt.

4. Schritt: Summation tiber den Giiltigkeitsbereich der Asymptotik

Die Bedingung k = o(n'/2) ist beispielsweise fiir k < k, = [log, ] erfiillt
(Vgl. Abb. 26b). Wenn wir nur iiber diese k summieren, gilt fiir n — oo

Zak 22 (1+0O(k 22 -(14+0((Inn)*nY)). (14.15)

Was machen wir aber mit dem Rest (engl. ,tail”)

n

L
k=ku+1
der Summe s, ? Hier kommt der Titel des Abschnitts ins Spiel: Der Rest ist
so unwichtig, dass wir ihn schadlos durch den ebenfalls bedeutungslosen
Rest der Summe iiber die 2~ austauschen (engl. ,to trade”) konnen. Diese
wichtige asymptotische Technik geht auf Laplace (1782) zurtick.

5. Schritt: Trading Tnils
Wegen (14.13) gilt ndmlich

n n o]
0 < 2 ﬂk < 2 2—]( < 2 z—k — Z—kn g 2—log2n — n—ll
k=kn,+1 k=kn,+1 k=kn,+1
d.h. die Reste der beiden Summen sind asymptotisch kleiner als der Appro-
ximationsfehler des Summenanfangs in (14.15). Es ist also einerlei, welchen
Summenrest wir verwenden. Auf diese Weise erhalten wir fiir n — oo

n

n kn
Sy = Zak: Zuk—i- Z ay
k=0

k=0 k=ky+1
kn n
=Y 2k 4 Y g +0((Inn)?nt)
k=0 k=k,+1
kn oo
=Y 2"+ ¥ 27F+0m ) +0((Inn)*nt)
k=0 k=ky+1

= iZ*k—i—O((lnn)%fl) =2+ 0((Inn)*nt). (14.16)


http://de.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_Laplace
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Beachten Sie bitte, dass ich k;, innerhalb der durch k;, = o(nl/ 2) gegebenen
Freiheit gerade so gewahlt habe, dass der zugehorige Fehler O(n~1) des
Austauschs der Summenreste mit dem zugehorigen Approximationsfehler
O((Inn)?n~!) des Summenanfangs asymptotisch in etwa ausbalanciert ist.

Zusammenfassung

Die Asymptotik (14.16) besagt kurz s, ~ 2 und demnach

Ap = f (3,? > ~ 2(3:) (n — o0) (14.17)

k=0

— womit sich auch unsere Vermutung (14.10) als richtig erwiesen hat. Diese
Formel stellt zwar schon eine wesentliche asymptotische Vereinfachung der
Summe dar, ist aber noch nicht jenes tibersichtliche Ergebnis (1.1), welches
ich zu Beginn der Vorlesung angekiindigt und benutzt habe.

Hierzu benétigt man noch die Stirling’sche Formel, ndmlich

mzv@agf (Fiir 11 — oo),

mit deren Hilfe wir unmittelbar folgende einfache Asymptotik des Binomi-
alkoeffizienten erhalten:

3n (3n)! 1 /3 [27\" (11— o)
= " Y — _— — i .
n n!- (2n)! 2V tn \ 4
Also gilt tatsachlich wie versprochen (1.1), d.h.

27\"
Ay =~ % (4> —0(675") (1 — oo).
Die Methodik zur Herleitung der Stirling’schen Formel wird uns im an-
schlielenden Abschnitt 15 ausfiihrlich beschéftigen.

Bemerkung. Der Vollstandigkeit halber mochte ich noch kurz erklidren, wie
die wesentlich einfachere, zweite asymptotische Formel in (1.1) zustande
kommt, namentlich

1 n_ R n — oo
fan =~ %(6.85410--) =0((6.85410---)")  ( )

mit den Fibonacci-Zahlen f,. Sie ist eine unmittelbare Konsequenz der
expliziten Formel

I P 1445
o= @00, 9=

die Sie beim Losen linearer Rekursionsgleichungen (etwa in einer Vorlesung
,Diskrete Strukturen”) kennengelernt haben: ¢* = 6.85410 - - - .


http://de.wikipedia.org/wiki/Stirling-Formel
http://de.wikipedia.org/wiki/Fibonacci-Folge
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15 Euler-Maclaurin’sche Summenformel

In Abschnitt 9.2 hatten wir fiir monotone Funktionen f gelernt, dass sich
Summe und Integral wechselseitig abschatzen lassen; so etwa fiir monoton
wachsende f in der Form

b

bZlf(k)é/'bf(x)dxg Y f(k)  (a,beZ a<b).
k=a Ja k

=a+1

Daraus hatten wir bereits so einfache asymptotische Formeln wie (9.9), (9.11),
(9.15) und (9.17) gewonnen. Diese Technik soll jetzt wesentlich verfeinert
werden, indem wir die Abweichung

b b
YA = [ fx)ax
k=a a
zwischen Summe und Integral sehr viel eingehender studieren.

15.1 Der Operatorkalkiil von Lagrange

Wir beginnen mit Polynomen f € C[x], da sich hier jene Abweichung zwi-
schen Summe und Integral sogar exakt beschreiben ldsst. Das gelingt beson-
ders elegant mit dem kiithnen Operatorkalkiil, den Lagrange 1772 fiir seinen
algebraischen Zugang zur Analysis entwickelt hat. Wir betrachten auf dem
Polynomring C[x]| den Ableitungsoperator D und den Differenzenoperator A,

Df(x)=f'(x),  Af(x) = f(x+1) - f(x),
sowie den Integraloperator [ und den Summenoperator’® Y, definiert durch
X x—1
[fo=[ fwd, L) =Y fk) (xeZx>a).
a k=a

Beachten Sie, dass leere Summen stets als Null definiert sind: }_ f(a) = 0.
Wegen des Hauptsatzes ist der Integraloperator in folgendem Sinne der
inverse Operator des Ableitungsoperators:7*

D[f)=fx, [Dfx)=f

wohingegen man das analoge Resultat fiir Summe und Differenz unmittelbar
ausrechnen kann:

5 (15.1)

70 Dieser ist zunichst nur fiir x € Z mit x > a definiert, liefert dort aber ein Polynom,
das sich dann natiirlich auch fiir alle x € R auswerten lasst.
71 Zur Erinnerung: f|Z = f(x) — f(a).


http://de.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange
http://de.wikipedia.org/wiki/Polynomring
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AY fx)=f(x), Y Af(x)=f[.

Wir miissen also zwischen dem links- und dem rechtsseitig inversen Ope-
rator unterscheiden und vereinbaren, dass die Schreibweisen D! und A1
den rechtsseitig inversen Operatoren vorbehalten bleiben:

D= / A=Y
Operatorinterpretation der Taylor’schen Formel

Fiir ein Polynom f vom Grad m gilt nach dem Satz tiber das Restglied in
der Taylor’schen Formel (10.2) wegen D¥f(x) = 0 fir k > m, dass

- , " (x) Fm () fm)(E )
flr+1) = f) +f () + 5+ + = —
—f(x)+f’(x)+f"2(f)+...+f(’2!(x)

k o
= 2w = ¥ 2 A,

Die letzte Summe ist dabei nur formal eine unendliche Reihe: Tatséchlich
ist sie eine endliche Summe, fiir die wir uns nur ersparen, den oberen Sum-
mationsindex genauer zu spezifizieren. Indem wir diese Reihe wegen der
Potenzreihe (10.7) als Exponentialfunktion abkiirzen,

flx+1) =€ f(x)  (f €Clx]),

gelangen wir nach Subtraktion von f(x) zu folgender Darstellung des Diffe-
renzenoperators durch den Ableitungsoperator

Af(x) = (P =1) f(x)  (f € Cla)). (15.2)

Ganz allgemein vereinbaren wir fiir eine durch die Potenzreihe
[ee]
F(z) = Y a2
k=0

gegebene Funktion F, dass der Operator F(D) auf einem Polynom f vom
Grad m durch

m

mwm=émwm:2me

k=0

definiert ist. Da es sich hierbei stets um eine endliche Summe handelt, spielt
der Konvergenzradius der Potenzreihe keine Rolle.
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Darstellung des Summenoperators

Bilden wir nun auf beiden Seiten von (15.2) die rechtsseitige Inverse und
wenden dann den Ableitungsoperator D von links an, so ergibt sich

DATIf(x) = D ~1)f(x) = L 5D (f £Cle,

wobei wir uns an die exponentiell erzeugende Funktion (10.18) der Ber-
noulli’schen Zahlen erinnern. Wichtig ist auch hierbei die Einsicht, dass die
,Operatorpotenzreihe” auf dem Polynom f nur eine endliche Summe dar-
stellt und die im Potenzreihenkalkiil manifestierte algebraische Beziehung von
(10.18) zur Exponentialfunktion (10.7) vollig ausreicht, um diese Gleichung
zu rechtfertigen. Unter Beachtung der Struktur (10.20) der Bernoulli’schen
Zahlen erhalten wir demnach

DA"Lf(x) = (1— ;D—kki gi’;!DZk> fx)  (fech)).

Nun wenden wir noch den Integraloperator [ von links an und gelangen so
unter Beachtung der Invertierungsregeln (15.1) — fiir Polynome f € C[x] —
wegen A~1 =Y zur Formel

x—1 )

= [Crai- 35+ Lo 2k

(xeZ,x>a).

Schliefllich sorgen wir noch durch Addition von f(x) dafiir, dass Summe
und Integral die gleichen Grenzen besitzen, ndmlich 4 und x. Setzen wir
sodann ein konkretes x = b € Z (b > a) ein, so haben wir fiir Polynome
f € C[x] vom Grad m — auf dem gleichen Weg wie Lagrange — die Euler—
Maclaurin’sche Summenformel

b |m/2]

+ f(b B k b

2 /f dt-l—f()z ()+ Z 2 Zk 1)|a (153)
k=a

hergeleitet (Euler 1738, Maclaurin 1737).7> Wem das Lagrange’sche , Operator-

Voodoo”73 nicht ganz geheuer war, dem wird vielleicht das folgende Beispiel

helfen, wieder Vertrauen zu fassen:

72 Da fiir Polynome f vom Grad m gilt, dass fU) |Z = 0 fur j > m (warum?), lauft
die Summe nur iiber jene k, fiir die 2k — 1 < m — 1 ist, also k < [m/2].

73 Der Operatorkalkiil ist — ich betone es nochmals — auf dem Polynomring C|[x]
deswegen vollig korrekt, weil die beteiligten Operatorpotenzreihen tatsachlich
nur endliche Summen sind. Sie brauchen kein weiteres Wissen, nur Mut.


http://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
http://en.wikipedia.org/wiki/Colin_Maclaurin
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Beispiel. Wenn wir die Euler-Maclaurin’sche Summenformel (15.3) auf das
spezielle Polynom f(x) = x™ (m € IN) anwenden, so erhalten wir mit a = 0
und b = n, sowie wegen

FED )y =m(m—1) - (m— 2k +2)n" 2+ (k< |m/2))

und wegen f(0) = f/(0) = --- = fm=1(0) = 0 als Verfeinerung der
Asymptotik (9.9)

n
Y K" = / t’"dt—i—
k=1

nm+1 nm 1 Lm/zj (m + 1) sz ) TlerliZk.

mi1 2 Tmrt 2\ %

[m/2]
— 1) (m—2k +2) - pm2H

(15-4)

=1

Dies ist gerade die berithmten Formel aus Jakob Bernoullis 1713 posthum
publizierter Schrift Ars Conjectandi tiber mathematische Gewinnstrategien
fiir beliebte Gliicksspiele des Barocks. Ihretwegen tragen die Zahlen By
heute Bernoullis Namen. Sie ldsst sich auch ohne die Euler-Maclaurin’sche
Formel induktiv mit Hilfe der Rekursionsformel (10.19) beweisen [GKPog4,
S. 283f.].74 Fiir m = 1,2,3,4 und m = 12 gelangen wir beispielsweise zu den
bekannten konkreten Formeln

Y= nntl)
= 2 2 2
ik2:n73+nj+ﬁzn(n+1)(2n+1)
= 3 2 6 6
n n4 n3 n2 nZ(n+1>2

B=at et —=——"7
k; 1 T2ty 4 7
ik4_15+£4+13_£_n(n+1)(2n+1)(3n2+3n—1)
= 5 2 3 30 30 '

bzw. (vielleicht weniger bekannt)

Zku £+7+n 111° +22n7 3B’ +@ _ 691n
B 2 6 7 10 3 2730°

Wesentlich ist hier wie bei der Euler-Maclaurin’schen Summenformel (15.3)
selbst, dass die Anzahl der Summanden auf der rechten Seite unabhingig ist
von der Anzhl n der Summanden auf der linken Seite. Stattdessen ist die
rechte Seite eine feste Funktion der Summationsgrenze n.

74 Da die Monome f(x) = x™ eine Basis des Polynomrings C[x] bilden, folgt aus der
Giltigkeit der Bernoulli’schen Formel (15.4) {ibrigens durch Linearkombination
auch umgekehrt sofort die Giiltigkeit der Euler-Maclaurin’schen Formel (15.3).


http://de.wikipedia.org/wiki/Jakob_I._Bernoulli
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15.2 Die Summenformel mit Restglied

Fiir allgemeine, hinreichend hiufig differenzierbare Funktionen f ist die
Summenformel (15.3) selbst dann nicht mehr richtig, wenn wir die Sum-
me auf der rechten Seite zu einer unendlichen Reihe machen: Es ist im
allgemeinen

b

Lsh) # [ soare LR 3 S

k=a

schon allein aus dem schlichten Grund, dass die rechts stehende unendli-
che Reihe so gut wie nie konvergiert. Nichtsdestotrotz kann fiir geeignet
gewdhltes m die Approximation

%/bf(t)di’—i-f() +iB2k 2k1|Z

von exzellenter Qualitit sein — ein Umstand, dessen tieferes Verstindnis die
Mathematiker einige Zeit gekostet hat. Seit Poisson (1827) und Jacobi (1834)
betrachtet man die Differenz der beiden Seiten, das sogenannte Restglied
Roy(a,b), und schitzt es soweit grob ab, dass die Summenformel noch
niitzlich bleibt. Dieses Restglied wird spéter fiir die Fehlerterme , O(- - - )"
jener asymptotischen Entwicklungen verantwortlich sein, welche wir als
Anwendung der Summenformel erhalten. Genauer gilt folgender

Satz. Fiir das Restglied Ry, (a,b) der Euler—Maclaurin’schen Summenformel

_ [ f@)+£(b) | ¥ Bak k-1)b
k - m a/
L7 | pwyar+ 202 + Y i S+ Ranla)
(15.5)

gqilt:

(a) Falls f : [a,b] — R eine 2m-fach stetig differenzierbare Funktion ist, so gilt

B
‘Rzm(ﬂb ‘\ | 2m|/ |f2m) ‘dt

(b) Falls f : [a,00) — R eine vollmonotone?s hihere Ableitung f*0) besitzt, so gilt
ab dieser Ableitungsstufe die ,Leibniz-Eigenschaft alternierender Reihen”: Das

75 Eine beliebig haufig differenzierbare Funktion g : [2,00) — R heift vollmonoton

fallend, falls
(—1)”g(") (x)=0 (neN,x >a).

Sie heifit vollmonoton wachsend, falls —g vollmonoton féllt. Diese Definition kommt
recht natiirlich ins Spiel, wenn man Ableitungen g¢(¥)(x) mit festen, also von x
unabhéngigem Vorzeichen braucht. Aufgabe 8 auf S. 86 zeigt namlich, dass dieses
Vorzeichen mit wachsender Differentiationsstufe k alternieren muss, sobald — wie
im folgenden Korollar vorausgesetzt — g(¥) (x) — 0 fiir k — co gilt.


http://de.wikipedia.org/wiki/Sim%C3%A9on_Denis_Poisson
http://de.wikipedia.org/wiki/Carl_Gustav_Jacob_Jacobi
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Restglied ist betragsmiifiig nicht grofSer als das erste weggelassene Reihenglied
und besitzt das gleiche Vorzeichen wie dieses. D.h., fiir 2m + 1 > ko gilt

B
Rop(a,b) =0 %]‘(2’”“) ]Z fiir ein gewisses 0 < 0 < 1. (15.6)

Bemerkung. Da fiir ein vollmonotones f die Ausdriicke f(2~1) |Z also stets
das gleiche Vorzeichen besitzen, erben in diesem Fall die Terme der Summe

.
—_

die alternierenden Vorzeichen (10.21) der Bernoulli’schen Zahlen B,y.

In der konkreten Auswertung der Summenformel (15.5) konnen die
Terme, welche die untere Summationsgrenze a enthalten, sehr lastig werden.
Die Summenformel wird daher meist in der Form des folgenden Korollars
verwendet.

Korollar. Wenn die hihere Ableitung f*0) der Funktion f : [1,00) — R einge-
schrimkt auf [ng, 00) vollmonoton ist und zusitzlich

lim f(x)=0 (k> k)

X—00

gilt, so gibt es eine Konstante C (die Euler—-Maclaurin’sche Konstante von f),7° fiir
welche mit beliebig gewihltem n > ng und 2m + 1 > ko die Summenformel in der
Form

- _ " f(n)
L0 = c+ [ rmar+ 52

m
Bok  c2k-1) Bom+2  comi1)
mit einem gewissen 0 < 0y, < 1 gilt.

76 Fiir ko = 0 zeigt der Beweis, dass wegen f(n) — 0 fiir n — 0

n n n—1 n
C = lim k) — t)dt | = lim k) — t) dt
M(k;ﬂ) /1f()> M(k;f() /1f())

gilt und C daher genau die in (9.13) eingefiihrte Konstante ist. Konvergiert nun
die Reihe Y2 ; f(k), oder dquivalent — wegen des Integralkriteriums — das unei-
gentliche Integral [;* f(t) dt, so ist insbesondere

C=Y f— [ fltya
L= [ s
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Beweis. Ich betrachte der Einfachheit halber nur den Fall ky = 0. Die Voraus-
setzungen an f haben zur Folge, dass fiir b — co und k € Ny gilt [GKPoy4,

S. 479t
() -0,  Rom(n,b) — Rop(n,00).

Weiter folgt aus Grenzwertbildung in den beiden Ungleichungen in (15.6),
dass es ein 0 < 0, < 1 gibt mit

B m
RZm(n,OO) = *Gn,m%]ﬁ(2 +1)(n)' (15.8)

Die Euler-Maclaurin’sche Summenformel (15.5) liefert daher fiir a = n > ng
und b — o

b b
lim (Y £(K) —/ F(t)dt
b—oo k= n
Da der Grenzwert auf der linken Seite somit existiert, existiert auch
b b n—1 n
C:blim (Zf(k)—/n f(t)dt) + Zf(k)—/1 f(t)dt
% \k=n : k=1

Losen wir die letzten beiden Gleichungen nach der Summe Zl’(’;ll (k) auf,
so erhalten wir schlieSlich

:C+/1nf(t) fT i FE D (1) — Roy(n, 00),

f £ (1) 4 Ry (1, 00).

und damit wegen (15.8) die Behauptung, sobald wir auf beiden Seiten noch
f(n) hinzuaddiert haben. d

15.3 Strategien zur Anwendung der Summenformel

Unter den Voraussetzungen des letzten Korollars ldsst sich die Summenfor-
mel (15.5) in zweierlei Hinsicht anwenden (Beispiele folgen in den Abschnit-
ten 15.4 und 15.5):

Berechnung der Euler—Maclaurin’schen Konstanten

Mit dem Ausdruck

CEM(n,m) = if(k) M- Ly Ba gy

besagt das Korollar ndmlich
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CEM(n,m) < CEM(n,m+1) = CEM(n,m)<C < CEM(n,m=+1).
(15.9)
Fiir verhdltnisméfig kleines n und m stimmen die Grenzen dieser Einschlie-
Bung oft bereits auf sehr viele Dezimalstellen {iberein, so dass man auf
diese Weise die entsprechenden Dezimalstellen der Konstanten C bequem
berechnen kann.”” In jedem Fall erhalten wir sehr brauchbare Grenzen

c<Cc«C.

Der Ausdruck CEM lésst sich in Maple ganz einfach realisieren:

> CEM := (f,n,m) -> evalf(

> sum(f (k) ,k=1..n) - int(f(x),x=1..n) - f(n)/2

> - sum(bernoulli (2xk)/(2*k) !*(D@@(2*k-1)) (f) (n) ,k=1..m));
Abschiitzung der Summe Y, f (k) fiir grofies n

Mit dem Ausdruck

EM(n,m) = /1”f(t)dt+f(2n)+k’_”zi (I;ii;!f(zk—l)(n)

gilt nach dem Korollar und mit einer Einschlieffung C < C < Cvon C

EM(n,m) < EM(n,m+1) =
n
EM(n,m)+C < Y f(k) < EM(n,m=+1)+C.
k=1

Da die Anzahl der Terme in EM(n, m) nur von m und nicht von n abhingt,
lassen sich hiermit gute Abschédtzungen fiir grofie n gewinnen, meist sogar
asymptotische Entwicklungen fiir n — oco. Auch der Ausdruck EM lésst sich
in Maple ganz einfach realisieren:

> EM := (f,n,m) ->
> int(f(x),x=1..n) + f(n)/2
> + sum(bernoulli (2xk)/(2xk) ! *(D@Q(2*k-1)) (f) (n) ,k=1..m);

15.4 Harmonische Zahlen und die Euler’sche Konstante

Als erste Anwendung der Euler-Maclaurin’schen Summenformel (15.5)
betrachten wir die harmonischen Zahlen aus Abschnitt 3.8, also

2"21
H,o=Y -,
! k:lk

77 Das ist natiirlich kein Zufall: Fiir festes m gilt ja stets lim,_.co CEM(n,m) = C und
ftir wachsendes m wird diese Konvergenz typischerweise signifikant schneller.
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die Summe zur Funktion f(x) = 1/x. Anhand ihrer hoheren Ableitungen

£ (x) = (—1)kx% (k=1,23,...) (15.10)

sehen wir sofort, dass f : [1,00) — R vollmonoton fillt und die Vorausset-
zungen des Korollars in Abschnitt 15.2 mit ky = 0 erfiillt. Die Konstante C
ist dabei gerade die in (9.16) eingefiihrte Euler-Mascheroni-Konstante 7.
Wir folgen nun den Strategien des vorangegangenen Abschnitts 15.3.

Berechnung der Euler—Mascheroni-Konstante

Mit Hilfe der auf S. 189 definierten Maple-Funktion CEM erhalten wir fiir
n=6undm==6

> Digits:=15:

> f :=x -> 1/x:

> [CEM(f,6,6) ,CEM(£,6,7)];

[.57721566490061, .57721566490167]

und damit wegen (15.9) bereits ganz schnell die ersten 11 Dezimalziffern
von 7y:

v = 0.57721566490 - - -
Mit n = 25 und m = 30 erhalten wir entsprechend (wenn wir Maple mit
Digits:=55 zum Rechnen mit sovielen Dezimalen zwingen) die ersten 51
Dezimalziffern:

v = 0.57721 56649 01532 86060 65120 90082 40243 10421 59335939923 - - -

Wir werden weiter unten eine Situation kennenlernen, in der wir diese
Genauigkeit fiir v auch tatsdchlich benétigen.

Asymptotische Entwicklung der harmonischen Zahlen

Die Euler-Maclaurin’sche Summenformel (15.5) liefert uns wegen (15.10)
die Abschédtzung

1 By _ B o
anlnn—l—’y—ﬁ—ﬂ—z 2k ), 2k en,mﬁn =2 (0 < Oy < 1)

(15.11)
und damit in weitreichender Verallgemeinerung unseres bisherigen Resul-
tats (9.17) die asymptotische Entwicklung

1 B
Hn—lnn—ﬁ—'y—i—ﬂ— Z 2k =2k L O(n=2m-2) (n—o0) (15.12)

fuir beliebiges, aber fest gewédhltes m € IN. Fiir m = 4 erhalten wir beispiels-
weise entweder hieraus mit Hilfe der Tabelle 8 oder besser gleich direkt mit
der auf S. 189 definierten Maple-Funktion EM:
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> f :=x -> 1/x;
> H[n] = gamma + EM(f,n,6) + 0(n~(-10)) assuming n>=1;
1 1 1 1 1 10
H, =1 — — - (@) .
n=In Ayt o = 52 T To0nt ~ 25206 T+ 2a0m8 T O )

Wir erkennen dabei deutlich das fiir vollmonotone Funktionen notwendig
alternierende Vorzeichen der einzelnen Entwicklungsterme.

Die kleinste natiirliche Zahl n mit H, > 100

Ich mochte die Gelegenheit nutzen und Thnen erkldren, wie man mit Hilfe
asymptotischer Abschatzungen ganzzahlige Losungen eines Problems exakt
berechnen kann. Konkret suche ich fiir 4 > 1 nach derjenigen eindeutig
definierten Zahl n,, € IN, fiir die (vgl. S. 38)

H”;lfl < M g Hn/u (1513)

ist. Fur m = 1 spezialisiert sich die Abschédtzung (15.11) zu

1 1 1
Q(n):lnn—i—'y—i—%—@anglnn—i—fy—i—ﬂ. (15.14)

Ziehen wir von der oberen Abschitzung 1/ ab, so erhalten wir

1 _
H,_ 1 <Inn+vy— i $(n). (15.15)

Eine einfache Kurvendiskussion zeigt sofort, dass die beiden Hilfsfunktionen
¢(x) und ¢(x) fiir x > 1 monoton wachsen. Damit gelangen wir zu den
Implikationen

nze™" = Hy,>¢(n) =) >ypu,
n<e " = H, 1 <¢n) <P ) <u.
Also muss fiir 1, notwendigerweise
ny—1<e™ 7 <n,+1

und daher
Le}l_’YJ g ny < [eﬂ—’Y"

gelten. Wir haben die Berechnung der natiirlichen Zahl 1, demnach auf die
Auswahl aus zwei explizit gegebenen Zahlen eingeschrankt. Betrachten wir
nun den konkreten Fall y = 100. Ich behaupte, dass hier die kleinere der
beiden Moglichkeiten zum Zuge kommt:

nygp = LelOO_VJ = 15092 688622113788 323 693 563 264 538 101 449 859 497.
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(Fur die Auswertung dieser Zahl benétigt man ungefahr 50 Dezimalziffern
von . Wie gut, dass wir oben bereits erklidrt haben, wie das geht.) Es ist fiir
so grofies n natiirlich vollig unmoglich, H;, erst als Summe auszurechnen
und danach die definierende Beziehung (15.13) zu tiberpriifen. Stattdessen
konnen wir (mit Maple) aber ausrechnen (auch hierfiir benétigt man etwa
50 Dezimalziffern von ), dass

$(n100) <100,  P(n100) > 100.

Mit den Abschitzungen (15.14) und (15.15) gilt daher wie gewtinscht

Hyygo—1 < ¢(11100) < 100 < ¢(11100) < Hinygy-

15.5 Die Stirling’sche Formel
Asymptotische Entwicklung von In(n!)

Als zweite Anwendung der Euler-Maclaurin’schen Summenformel (15.5)
greifen wir die Summe

n
In(n!) = ) Ink
k=1

aus Abschnitt 9.2 wieder auf. Auch bei der hier zugrundeliegenden Funktion
f(x) = Inx erkennen wir anhand ihrer hoheren Ableitungen

£ (x) = (_1)k71(k—1)! (k=1,23,..)

xk

sofort, dass f : [1, o) — R vollmonoton wichst und die Voraussetzungen
des Korollars in Abschnitt 15.2 mit kg = 1 erfiillt. Die Euler—Maclaurin’sche
Summenformel (15.5) liefert damit — fiir fest gewdhltes m € IN — wegen

N
/ Intdt =nlnn—n-+1 (15.16)
J1

fiir n — oo die folgende asymptotische Entwicklung (vgl. das elementare
Resultat (9.11):

By

—2m—1
2k(ak — 1)1 T O

1 m
In(n!) :nlnn—n—kilnn—i—a—i—k;

wobei wir in ¢ = C + 1 die Euler-Maclaurin’sche Konstante C aus dem
Korollar mit der , 1 aus dem Integral (15.16) zusammengefasst haben.”® Fiir
m = 4 erhalten wir beispielsweise entweder hieraus mit Hilfe der Tabelle 8
oder besser gleich direkt mit der auf S. 189 definierten Maple-Funktion EM:

78 Wir konnten jetzt genau wie bei der Euler-Mascheroni-Konstanten in Ab-
schnitt 15.4 ganz einfach die ersten Dezimalziffern von ¢ ausrechnen (machen Sie
das bitte zur Ubung). Wir verzichten aber darauf, da wir ¢ in Kiirze sogar exakt
bestimmen werden.
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> f :=x -> 1n(x);
> In(n!) = sigma - 1 + EM(f,n,4) + 0(n~(-9)) assuming n>=1;
1 1 1 1

1n(n!):nh1nfn+11nn+a+—f + —
2 12n 360n3 = 1260m°  1680n”

+0(n™?).
Asymptotische Entwicklung von n!

Ist diese Asymptotik von In(n!) prazise genug, um auch etwas fiir n! selbst
herleiten zu kénnen? Nun, Exponentiation liefert sofort
1 1 1
= Inn — -1 —_——— -
n! = exp (n nn—n+olnnt ot — 203 +0(n ))

— o m (Y. 1 1 -5
*e\/ﬁ(e> eXp<12n 360 1+ O )

e 1 1 139 L
= Y (1 _
¢ ﬁ(e) ( + 120 2882 ~ 518803 T O ) )

wobei wir fiir die letzte Gleichheit folgende Taylor-Entwicklung benutzt
haben:
> series(exp(x/12 - x~3/360 + 0(x"5)),x=0,5);
1 1 5 139 ;4 571

U+ 5%+ 588% ~ 51sa0™ 2488320

4+ 0(x5).

Insbesondere gilt demnach

n! ~e’\/n (Z)n (n — ), (15.17)

ein Ergebnis, das — ebenfalls ohne genauere Kenntnis der Konstanten ¢ —
zuerst de Moivre (1730) gefunden hatte.

Bestimmung der Konstanten o

Der Beitrag von Stirling zum Thema hatte darin bestanden (auch 1730), die
Konstante o zu bestimmen. Wir folgen im wesentlichen seinem Weg, wenn
wir die asymptotische Formel fiir n! mit unserem alten Bekannten (9.23),

also
2n 4n (n 00)
~ —
n \n ’

vergleichen. Mit (15.17) erhalten wir dann ndmlich
2\ _ (2n)! Ne,‘,\/zn 2n\ > (E)Zn R \F
n (n!)2 — n e n n’

1
e’ = V2, o= 5 In(271) = 0.9189385332 - - - .

also


http://de.wikipedia.org/wiki/Abraham_de_Moivre
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Stirling.html
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Zusammenfassung

Als Hohepunkt — und Abschluss — unserer asymptotischen Bemiihungen
haben wir damit insgesamt die Stirling’sche Formel

n! ~ \/ﬂ(g)n (n — o0)

bzw. — ausfiihrlicher und préziser — die asymptotische Entwicklung

ny\n 1 1 139 4
t= vamn (2) (14 — - 0 ,
" o (e) < + 127 T 28802 ~ 51sa0m T O )) (n = eo)

systematisch aus der Euler-Maclaurin’schen Summenformel hergeleitet.
Beispiel. Fir n = 100 ist
100! = 9332621544 39441 - - - «138 Ziffern weggelassen» - - - 00000
=9.33262154439441 - - - x 10"’

Die Stirling’sche Formel liefert die richtige GrofSenordnung und zwei giiltige
Dezimalziffern:
n\”
2o ()

wohingegen die ersten vier Terme der asymptotischen Entwicklung bereits
beeindruckende 10 giiltige Dezimalziffern liefern:

2 ()" (1 g
e 12n  288n2 5184013 /|, _100

= 9.332621544 41508 - - - x 1017,

—9.32484 - - - x 10'%7;
n=100

Beispiel. Mit der gleichen Technik wie am Ende von Abschnitt 15.4 lassen
sich jetzt auch Fragen nach der exakten Berechnung konkreter nattirlicher
Zahlen beantworten — wie etwa diese hier: Was ist die kleinste nattirliche
Zahl n, fiir die n! mindestens eine Milliarde Dezimalziffern hat? Die Antwort
lautet

n = 130202809;

rechnen Sie das bitte zur Ubung nach (siehe auch Aufgabe 10 auf S. 196).

Bemerkung. Die Euler-Maclaurin’sche Summenformel ist auch jenseits dieser
und verwandter asymptotischer Probleme [GKP94, §9.5] ein sehr méchtiges
Werkzeug der klassischen Analysis und besitzt vielfiltige Querbeziige zu
anderen Techniken wie den Summenformeln von Poisson, Abel und Plana
oder der Mellin-Transformation [FSo8, Anhang B]. Sie wirkt auch in der
numerischen Mathematik, beispielsweise als Motor der Romberg-Integration
oder in einem kiirzlich entwickelten, duflerst leistungsfahigen Verfahren zur
schnellen numerischen Approximation unendlicher Reihen [BLWWo6, §3.5].


http://de.wikipedia.org/wiki/Poissonsche_Summenformel
http://mathworld.wolfram.com/Abel-PlanaFormula.html
http://de.wikipedia.org/wiki/Mellin-Transformation
http://de.wikipedia.org/wiki/Romberg-Integration
http://www-m3.ma.tum.de/bornemann/Numerikstreifzug/Chapter3/Matlab/SummationFormula.m
http://www-m3.ma.tum.de/bornemann/Numerikstreifzug/Chapter3/Matlab/SummationFormula.m
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Aufgaben

1. Fiillen Sie die Fragezeichen in den asymptotischen Abschitzungen fiir n — oo:
a) 1+ % +0(n?) = (1 + %) (1+0(2))

b) exp((1+0(n71))?) =e+0(?)

¢ (n+2+0mM))" =2-(1+0(n")

2. Bestimmen Sie die ersten beiden Terme der asymptotischen Entwicklung (fiir
n — o) von derjenigen Losung x; der Gleichung

x,% —Inx, =mn,
fiir welche x;,, — oo gilt.

3. Bestimmen Sie die ersten beiden Terme der asymptotischen Entwicklung (fiir
n — oo) von derjenigen Losung x,, der Gleichung

xpel/ X = e,
fiir welche x;,, — oo gilt.

4. Zeigen Sie fiir die absteigende Faktorielle die asymptotische Entwicklung
nk = nk (1 - @ n okt n*z)) (K*n=' —0).

Gewinnen Sie hieraus und aus der analogen Entwicklung fiir die aufsteigende
Faktorielle n* die asymptotische Entwicklung

£0)-()C-2eow) oo

k=0

5. Fiillen Sie das Fragezeichen in der asymptotischen Entwicklung

Y8 ow ) ().
k=0 =

6. Es sollen einfache asymptotische Formeln folgender Summen bestimmt werden:
"2k " 2n
w2 () =)
k=0 k=0

a) Begriinden Sie anhand einer Graphik, dass sich zwar s, aber nicht ¢, wie in
Abschnitt 14.2 behandeln ldsst. Bestimmen Sie die Asymptotik von s;,.

b) Bestimmen Sie die Asymptotik von t;, indem Sie einen Zusammenhang herstel-

len mit )
" (2n .
Z(k)fzx.

k=0
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6. Die Euler-Maclaurin’sche Summenformel liefert fiir die harmonischen Zahlen H,
bei fest gewédhltem m die asymptotische Entwicklung (15.12), also

Hy,=Inn+y+ ﬂ - Z Ba n~ L 0(m722)  (n — o).

Zeigen Sie, dass hingegen fiir festes n der Grenziibergang m — oo nicht vollzogen
werden darf, da ndmlich

1 Bk n2k
Hy#Inn+oy+ o — Z

Hinweis. Benutzen Sie die Asymptotik von By, und die Stirling’sche Formel, um
zu zeigen, dass die Reihe auf der rechten Seite fiir jedes n € IN tatsédchlich sogar
divergiert.

7. Berechnen Sie mit Hilfe der Euler-Maclaurin’schen Summenformel

{(3) = Zk% und hm <Zk [y lnlnn)

auf wenigstens 10 Dezimalstellen genau.
Hinweis. Stellen Sie jeweils den Zusammenhang mit der Euler-Maclaurin’schen
Konstanten C einer geeigneten Funktion her.
8. Bestimmen Sie die asymptotische Entwicklung der Hyperfaktoriellen
Q,=1.22.3%...4"
in der Form
Qu="7-(1+0(m") (1)
Berechnen Sie die dabei auftretende Konstante auf wenigestens 10 Dezimalstellen
genau.
9. Bestimmen Sie die asymptotische Entwicklung der Zahlenfolge
7, = 1V/1.91/2 .31/3 . y1/n

in der Form

T=72-1+0m"' Inn)) (n — o).
Berechnen Sie die dabei auftretende Konstante auf wenigestens 10 Dezimalstellen
genau.

10. Gibt es eine nattirliche Zahl n € IN, fiir die n! aus genau einer Milliarde Dezimal-
ziffern besteht?

11. Der berithmte und enigmatische indische Mathematiker Ramanujan hat in seinem
zweiten Notizbuch behauptet, dass die kleinste Zahl n € IN, fiir die
n

1
Z;k lnk>5

ist, in etwa ,,13049 Quadrillionen” betrdgt. Korrigieren Sie sein Ergebnis (es sind
nicht alle fiinf Ziffern korrekt), indem Sie n sogar exakt ausrechnen.


http://de.wikipedia.org/wiki/S._A._Ramanujan
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