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Formelsammlung zu Kap. 4: Frequenzdarstellung realisierbarer

LTI-Systeme

Die Abschn. 4.1-4.8 beinhalten eine Frequenzdarstellung fiir Signale endlicher
Dauer. Die Abschn. 4.9-4.11 erweitern die Betrachtung auf Signale unendlicher

Dauer.

Abschn. 4.1, 4.2: z-Transformation und Ubertragungsfunktion

z—Transformation

Ubertragungsfunktion

sinusformig auf-— oder
abklingende Anregung

Faktorisierung eines
FIR-Filters,
Teilsystem

Verzégerungsglied

Differenzierer

Faltungssatz

x(k) — X(z) = Zx(i)zfi

z—Transformierte der Impulsantwort:

H(z):= Zh(i)zf"

Anregung eines FIR-Filters mit .
x(k) = r* - cos[27 fk + o] liefert fiir z = r- el 27/

y(k) = |H(z)| - 7* - cos[2m fk + P +arg H(z)].
Fiir x. (k) = r* - el 27/k+®0 fol gt

ye(k) = xc(k)-H(z) , z=r-el 2/,
Z=2  Z—Zn

H(z) =z Mh(ky)

Der Faktor (z — z9) /z fiir eine Nullstelle zp = z; ist die
Ubertragungsfunktion des Teilsystems mit

(k) = 8(k) — 208 (k — 1).

Fiir eine nichtreelle Nullstelle ist die Impulsantwort
komplexwertig. In diesem Fall erhédlt man durch Zu-
sammenfassung der Teilsysteme zu den Nullstellen
20 , %, das FIR-Filter mit

ha (k) = 8(k) — 2Re [20] 8 (k — 1) + |z0[* (k — 2).

H(z)=z¢
1 z—1

H(z)zl—z Z

y=xxh=Y(z)=X(z) -H(z)



Formelsammlung zu Kap. 4

11

Abschn. 4.3, 4.4: Fourier-Transformation und Frequenzfunktion

Fourier—Transformation

Realteilfunktion

Imaginirteilfunktion

Amplitudenfunktion

Phasenfunktion

Frequenzfunktion eines
FIR—Filters

sinusformige Anregung

Gruppenlaufzeit

Verzogerungsglied

Gleitender Mittel-
wertbilder

121-Filter

Differenzierer

Die Fourier-Transformation ordnet einem Signal x
seine Frequenzfunktion wie folgt zu:

*F(f) :Zx(i)e*jz”f" =X(z=¢&l?™),

Betrachtetl werden nur reellwertige Signale.
Re [+ (f)] = Zx(i) cos[27 fi]
Im[x" (f)] = — Y x(i) sin[27 fi]

(Al = \/IRe[xF(f)H“rIIrn[)cF(f)]l2

D(f) = arglx” ()]

Normierung: —w < @(f) <7

Zur Bestimmung des Arguments s. den Abschn.
Uberblick und Konventionen des Buches.

Fourier—Transformierte der Impulsantwort:
H(f)

Die Anregung eines FIR—Filters mit
x(k) = cos[2m fk + Py] liefert

y(k) = W (f)] - cos[2m fk + Do+ ().
Fiir x. (k) = el 27/%+ %o folgt

ye(k) = xc(k) - h" (f).

w(p) = -2V

Interpretation: T,(fy) ist die Verzogerungszeit fiir

[~ fo, wenn @(f) = @(fo) + D' (fo) - (f — fo)

niherungsweise erfiillt ist.
hF (f) _ efj 2nfe

y(k) =1/3-[x(k—1)+x(k) +x(k+1)]:
W (f) = 1/3- {1+ 2cos]2xf]}.

(k) = 1/4- [x(k — 1)+ 2x(k) +x(k + 1)]:
h* (f) = cos?[mf]}.

hF(f) = 2sin[xf] - el [x/2-nf]
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Eigenschaften der Frequenzfunktion eines Signals endlicher Dauer

Periodizitat

Symmetrie

Frequenzen f =0, 1/2

Stetigkeit

Riicktransformation

mit der DFT

durch Integration

Eigenschaften der
Fourier—Transformation
Abschn. 4.5

Die Frequenzfunktion sowie die Real- und Ima-
gindrteilfunktion, die Amplitudenfunktion und Pha-
senfunktion sind periodisch mit der Periodendauer 1,
d.h.es giltz. B. xf'(f + 1) = xF (f).

Die Frequenzfunktion ist konjugiert gerade, d. h. es
gilt xF (=) = [xF ()]

Die Amplitudenfunktion und Realteilfunktion sind
gerade, die Imaginérteilfunktion ist ungerade.

Die Phasenfunktion ist pseudo—ungerade:

Fir —7 < &(f) < 7w gilt ®(—f) = —D(f).

Fiir @(f) = 7 gilt &(—f) = 7.

Die Frequenzfunktion ist an den Frequenzgrenzen
szundf: 1/2 durch

Zx xF(1/2) Zx
gegeben. Dle Frequenzfunktmn ist an den Frequenz-
grenzen daher reellwertig ( x reellwertig).

Die Frequenzfunktion ist beliebig oft differenzierbar
und damit insbesondere stetig. Phasenspriinge sind
bei einer Frequenz f mit x'(fy) = 0 moglich (s. Orts-
kurve).

Fiir das Signal x endlicher Dauer mit Einschaltzeit-

punkt k; und Ausschaltzeitpunkt ky gilt
=
= Z X (f)el ik <k<k,

To—szlirl fi=i/Ty.
=[x (e

~1/2

s. Buch, Tab. 4.5, S. 136
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Ortskurve
Abschn. 4.6

symmetrische FIR-Filter
Abschn. 4.7

Achsensymmetrie

Punktsymmetrie

Linearphasigkeit

Gruppenlaufzeit

Einschriankungen

Phasenfunktion fiir
f—0

Ubertragungsfunktion

13

Die Ortskurve eines FIR-Filters weist keine Knick-
punkte auf. Bei einem Nulldurchgang fiir f = fy
kann ein Phasensprung um 7 auftreten, denn es ist

o(f) = —qu(f — fo) + qn/2 - sgn(f — fo) +
arg[hy (f)]-

Hierbei ist ¢ die Vielfachheit der Nullstelle
z0 = el 27/0 der Ubertragungsfunktion

H(z) = [(z—20)/2)* - H1(2).

h(k) = +h(2ko — k)
Symmetriezentrum: ko = (k; +k2)/2

h(k) = h(2ko — k)

Typ 1: kg ganzzahlig,

Typ 2: kg nichtganzzahlig (z. B. 0.5,1.5)

h(k) = —h(2ko — k)

Typ 3: ko ganzzahlig,

Typ 4: ko nichtganzzahlig
D(f)=Pr/2—2nfko+m(f) &

mit P = 0: Achsensymmetrie, P = 1: Punktsymme-
trie.

m(f) ist ganzzahlig und fiir Phasenspriinge um 7 ver-
antwortlich, wenn die Ortskurve durch den Nullpunkt
geht.

T4 (f) = ko (frequenzunabhingig)
Typ 2: h¥(1/2) =0

Typ 3: h¥ (0) = hF (1/2) =0

Typ 4: hF (0) =0
Achsensymmetrie: @(f) — 0, +7
Punktsymmetrie: O(f) — £m/2

Die Nullstellen von H(z) liegen entweder auf
dem Einheitskreis oder sie treten in Gruppen
20, 24, 1/20, 1/2{ auf (s. Buch, Anhang A.2).
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Abschn. 4.8: charakteristische Gleichung eines realisierbaren LTI-Systems

charakteristische Glei-
chung

Zusammenhang mit
Eigenbewegungen

Eigenbewegungen

Faktorisierung

Invertierung

Stabilitét

Die charakteristische Gleichung A(z) = 0 lautet
ausfiihrlich:

ZN+111ZN71 +---+ay=0.

Hierbei ist a; := a(i) gesetzt.

Die Anregung des FIR-Filters mit der Impulsantwort
a mit yo(k) = ¥ liefert das Ausgangssignal

¥() = yo(k) -A(z).

Folglich ist yo (k) = pk fiir A(pg) = O eine Eigenbewe-
gung des realisierbaren Systems a*y = b*x, d. h. es
gilt axyp = 0 (s. Abschn. 3.9, 3.10).

Fiir jede Wurzel py = |pol| - e/ 2*/0 der Vielfachheit ¢
ergeben sich die folgenden Eigenbewegungen:

Fiir eine reelle Wurzel:

yo(k) =k -pk,0<i<qg-—1.

Fiir eine nichtreelle Wurzel:

y1(k) = ki -|po|* - cos[27 fok] und

ya(k) = k- |pol* - sin[27 fok].

Die Ubertragungsfunktion einer normierten Impuls-

antwort a kann wie folgt faktorisiert werden:

Az) = Z—P1  Z—PN
2z Z

Eine normierte Impulsantwort a besitzt die inverse

Impulsantwort

a”! (k) = [e(k)pi] -+ [e(k)py]-
Durch Zusammenfassung der Faltungsfaktoren zu

den Wurzeln py , p; erhilt man die reellwertige Im-
pulsantwort

B sin[27 fo(k+ 1)]
hy (k) = 8(k)|p0|k ' W

Aus der Darstellung von a~! folgt das Stabilititskri-
terium

lp1l, -5 lpnl < 1.
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Riickkopplung 2. Ordnung

charakteristische
Gleichung

Fille

Wurzeln

Eigenfrequenz

Impulsantwort

Stabilitét

15

Z2+a1z+a2 =0

1. Kriechfall: a2 /4 —ap >0
2. Aperiodischer Grenzfall: a? /4 —a; = 0
3. Schwingfall: a3 /4 —ap < 0 //

ai

ai
= —— 2+ ——
P12 > 4 ap

Kriechfall: Beide Wurzeln sind reell und verschieden.
Aperiodischer Grenzfall: Beide Wurzeln sind reell
und gleich.

Schwingfall: Wurzeln sind zueinander konjugiert
komplex mit p; > = /a3 - eti2nfo,

Fiir den Schwingfall ist die Eigenfrequenz geméaf

27 fo = arg p; definiert.

Kriechfall: . ol
h(k) = e(k)22—L1_
P2 —P1

Aperiodischer Grenzfall:

h(k) = e(k)p} - (k+1)

Schwingfall:
sin27 fo(k+1)]

h(k) = e(k e——

Fiir ay = 1 ist |p;| = 1 und es liegt der Fall einer un-

gedampften Schwingung vor.

ar—1:a1>0

1>a2>{—a1—1:a1§0
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Abschn. 4.9: z-Transformation fiir Signale unendlicher Dauer

z-Transformation

Konvergenzbereich

Ubertragungsfunktion

Kriterium fiir
z-Transformierbarkeit

Faltungssatz

Umkehrsatz

Frequenzfunktion

Die z—Transformation eines Signales x kann mit Hilfe
zweier Potenzreihen gemif3

i=0 i=—00
definiert werden.
Mit 1/r; bzw. r, wird der Konvergenzradius der ers-
ten bzw. zweiten Potenzreihe bezeichnet.
ry ist die untere und r, die obere Konvergenzgrenze,
denn die beiden Potenzreihen konvergieren (absolut)
fiir r; < |z| < r» und divergieren fiir |z| < r; und
|Z | > 1.
Einschaltvorgang: r, = co.
Signal endlicher Dauer: r; =0, rp = oo.

Die Ubertragungsfunktion eines Faltungssystems ist
die z—Transformierte seiner Impulsantwort.
Beispiel Summierer:

W) =e(k) = H(@) = —5 , |dl > 1.
Beispiel Riickkopplung 1. Ordnung:
h(k) = e(k)AX = H(z) = z—iﬂ, |zl > AL

(k)| <C(r)-r*, n<r<n
C(r) bezeichnet eine Konstante, die von r abhéngig
sein darf.

Fiir zwei Einschaltvorginge x und / mit der unte-
ren Konvergenzgrenze ry(x) bzw. ri(h) ist das Fal-
tungsprodukt y = x*h ebenfalls z—transformierbar mit
Y(z) =X(z) - H(z) fiir |z| > r; = max{r(x), ri(h)}.
Der zu einem Einschaltvorgang a inverse Einschalt-
vorgang y = a~! ist ebenfalls z—transformierbar mit
Y(z) = 1/A(z).

Aus der Bedingung r; < 1 < ry folgt, dass die Fre-
quenzfunktion gemiB x’' (f) = X (z = el?™/) gebildet
werden kann, also durch Auswertung von X(z) auf
dem Einheitskreis. Aus der Bedingung folgt, dass das
Signal x (beidseitig) exponentiell abklingend ist. Es
ist daher insbesondere absolut summierbar.
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Abschn. 4.10: Ubertragungsfunktion realisierbarer LTI-Systeme

(s. Abschn. 3.9, 3.10, realisierbare LTI-Systeme)

Ubertragungsfunktion

Beispiele

nichtreduzierbar

Konvergenzbereich

Faktorisierung

Stabilitét

Invertierung

Partialbruchzerlegung

H(Z):f;g

s. Buch, Tab. 4.10, S. 184

Die Bedingung fiir eine nichtreduzierbare DGL

axy = bxx beinhaltet, dass A(z) und B(z) keine ge-
meinsamen Nullstellen besitzen. In diesem Fall sind
die Nullstellen p; , ...py von A(z) (die Wurzeln
der charakteristischen Gleichung) die Polstellen der
Ubertragungsfunktion.

Der Konvergenzbereich ist durch den Polradius r;
gemif
lz| > r1 =max{|p1], ..., |pn|} gegeben.
Z—Zl.“Z—Zn. Z Z

Z Z —=pt  Z—pN’
21, Zn : Nullstellen von B(z) bzw. H(z).

H(z) =z "b(ky)

Das System ist genau dann stabil, wenn alle Polstellen
im Innern des Einheitskreises liegen, d. h. es gilt fiir
den Polradius r; < 1.
Die Ubertragungsfunktion des inversen Systems ist

1 A(z)
—— = ——, |g| > maxq|Z1|, --- , |2N]|]-

Bei einer Partialbruchzerlegung der Ubertragungs-
funktion treten Funktionen der Form

Hu(z) = <Z_p0>m ,m>0

auf. Sie konnen als Ubertragungsfunktion des Teilsys-
tems mit der Impulsantwort

() = (k) - & 1)(}1;'%!”1 —

interpretiert werden.
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Abschn. 4.11: Frequenzfunktion realisierbarer LTI-Systeme

Frequenzfunktion

Bedingung

Grenzverhalten

Filterwirkung

Allpass

- b" (f)
W (f)=H(z=el?™) =
() = H( )=
Um die Frequenzfunktion bilden zu kénnen, muss das
System stabil sein (s. Stabilitét).

Bei Anregung des Systems mit dem Einschaltvorgang
x(k) = e(k)el 27k

nihert sich das Ausgangssignal dem Signal

Yoo (k) = x(k) - hF (f) fiir k — oo.

Ein kleiner Abstand der Nullstellen und Polstellen der
Ubertragungsfunktion vom Einheitskreis verursacht
kleine bzw. gro3e Werte der Amplitudenfunktion.

Ein System mit der Amplitudenfunktion |2 (f)| = 1
ist ein Allpass.

Kriterium fiir ein realisierbares LTI-System:

Das System ist stabil und a(k) und b(k) sind zueinan-
der symmetrisch: b(k) = ta(c — k) fiir ein ¢ > N.
Ein Allpass ist durch die Lage der Nullstellen und
Polstellen der Ubertragungsfunktion charakterisiert
(s. Buch, Anhang A.2).



