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Kapitel 14

Partielle Ableitung, Totales Differential und Gradient
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Zunichst eine kurze Wiederholung der Funktionen mehrerer Variablen. Diese Kenntnisse
brauchen Sie, um das neue Kapitel verstehen zu konnen.

Berechnen Sie die Funktion

z=f(x,y)=+/9—-x2 -2 an den Punkten

P =(1,2) und P, =(2,0).

Die partielle Ableitung der Funktion f (x,y)= +\/1—x2 - y2 ist jetzt schon mehrfach
vorgekommen,. Sie miifite Ihnen bekannt sein.

P —
Gesucht ist f, im Punkt P =(l, 0). Sie miissen nun einsetzen in f, die Werte x =1 und
y=0.

Hinweis: % = oo, Im Zweifel Skizze im Lehrschritt 21 einsehen.

f(LO= ...
> 27
grad f = g_{cé" +g—/;é’y
grad f =(—g£~, %) oder grad f =(f, fy)

Gegeben sei die Funktion

f ) =x"+y%
Gesucht ist
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f(1,2)=9-1-4 =2
£(2,0)=4/9-4-0=4+5=2236

A2

3 Skizzieren Sie die Fliche z =9 —x2 — 2 .

Hinweis: Die Steigung der Tangente in y-Richtung ist unendlich, die

Tangente verliuft parallel zur z-Achse. Im Zweifel in Skizze im
Lehrschritt 21 verifizieren.

Jx(1,0) =00

Nun berechnen Sie fiir die gleiche Funktion der Halbkugel die Steigungen in x-Richtung
und in y-Richtung fiir den Punkt P = (¥Z,0). f =z=+J1-x> -y’

fe=(Z,00=
fy=C(Z, 0=

grad f =2x¢é, +2y ¢, =(2x,2y)

Beschiftigen wir uns jetzt mit dem Gradienten in drei Dimensionen.
Gegeben sei das skalare Feld

f(X,y,Z)z_xz _y2 +z
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Die Funktion z=+9-x2 -2 stellt eine Halb-

kugelschale iiber der x-y-Ebene dar.

Y
Berechnen Sie das Vektorfeld
A A(x,y,2)=3(xy,12)
Sl fiir den Punkt P =(1,1,1) und zeichnen Sie den
‘ Vektor 4 (1,1, 1) ein.
S B ) S e,
1 Y
: > 4
¥ X
- . & 2
fr =—F———= abogilt f,=(5,0=——F==-1
#yfI=x? =y 2-J1
fy=——2— alogilt £, =(32,0=0

+\]1—x2 —y2

Im Lehrbuch wurde die mehrfache partielle Ableitung f,, gebildet fir die Funktion

i (x,y,2)=%+2z .Eswar f,, — O

7
Berechnen Sie die Ableitung f, fiir die Funktion f = §+ 2z
Sy = ssvvasiaisnion
Sind f,, und fy, gleich oder ungleich? > 29
grad [ =(g—£, g—i,%)z:) =(-2x,-2y,1) oder grad f=-2xe, —2y§y +16é,

Gn.du'lnl'
Falls Sie das obige Ergebnis nicht haben, fithren
g pee Sie selbstindig eine Fehleranalyse durch.

Die Skizze veranschaulicht dieses Vektorfeld.
Zwei Aquipotentialfldchen sind eingezeichnet.

 J
w
v

54
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3

A(1,,1)=(5,3,3)

Welches der folgenden Vektorfelder ist homogen und welches ist radial-symmetrisch?

a) x? +y2 +2° (1,2,7) b) (x,y,2)- x? +y2 +z°

¢ (1,7,23/2) d) (253,2)

e) (=5,-3,—1 £y _ra

homogen sind: ............ radialsymmetrisch sind: ............ ====memmes > 5

3 (9N — 1
Fy‘(_a;)_fyx“_'yT

T = f yx
Diese Aussage gilt fiir die meisten in der Physik vorkommenden Funktionen (Thre partiellen
Ableitungen miissen stetig sein).

Gilt auch . = f,, fiir die Funktion f (x,,2) =~ +2z"?
y

Bilden Sie die Ableitungen

Berechnen Sie den Gradienten fiir das skalare Feld @ (x,y,z) = x2 4+ y2 .

grado=............... Fertigen Sie eine Skizze fiir grad ¢ an.
AZ
4
” >y
=
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homogen: c), €) radialsymmetrisch: b), f)

Hatten Sie Schwierigkeiten grundsétzlicher Art, also keine Fliichtigkeitsfehler, so wire es
angebracht, jetzt noch einmal das Kapitel 13 zu wiederholen. Im folgenden wird némlich
vorausgesetzt, daB Sie das Kapitel kennen. Fehlt Grundlagenwissen, scheint das Neue oft

unverhiltnismiBig schwierig zu sein.

Sz =0

S =0
Das Ergebnis einer mehrfachen partiellen Ableitung ist unabhéngig von der Reihenfolge
der Ableitungen. (Stetigkeit der 1. Ableitung und Existenz der 2. Ableitung vorausgesetzt).

Entscheiden Sie selbst, wie Sie vorgehen:

Weitere Ubungsaufgaben > 31
Nichster Abschnitt > 33
grad @ = (2x, 2y, 0) A




KAPITEL 14 PARTIELLE ABLEITUNG, TOTALES DIFFERENTIAL ... SEITE 38

[6]

Rechnen Sie beim Durcharbeiten des Lehrbuchabschnittes auf einem Zettel die beiden
Beispiele nach. Bilden Sie die entsprechenden partiellen Ableitungen der Funktionen:

= 1
z= 1+x2+y2

Partielle Ableitung, totales Differential und Gradient

und u=%+2z
y

Wir erinnern uns doch: Das Mitrechnen iibt Rechentechniken und zeigt Thnen Ihre
Wissensliicken und Schwierigkeiten rechtzeitig.

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 14.1 Partielle Ableitung
14.1.1 Mehrfach partielle Ableitung
Lehrbuch, Seite 27 - 30

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 7

Gegeben sei f (x,y) = x2y + y2x +2%x

'y
!

Sy = e
Hilfe zur Zwischenkontrolle Threr Rechnungen:

S =2xy+y2 +22
Sy = x? +2xy
Sz =2zx

Wir wollen uns jetzt weiter mit dem Begriff Niveaufldche befassen.

Gegeben sei das skalare Feld ¢ (x,y,z) = 2 - y2 +z
Berechen Sie nach folgendem Losungsschema die Niveauflidche: ¢ =¢
1. Schritt: @ (x,y,2)=c¢ C= i,

2. Schritt: Auflésen nach z T e
3. Schritt: Ist die Funktion z = f (x,y) bekannt?
Welche geometrische Bedeutung hat f (x,y)
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Die Symbole fiir die partielle Ableitung einer Funktion f(x, y) nach x sind

............... und ...l
> 8
Sz =22
S =22
Sy =2x 42y
fix =2x+2y
> 33
1. Schritt: @ =(x,y,2)=c¢ ¢ =—x? —y2+z
2. Schritt: Auflosennachz: z=x> +y* +c
3. Schritt: Diese Gleichungen beschreiben

Paraboloide mit Scheitelpunkt

beiz=c.

Berechnen Sie jetzt die Niveaufliche ¢ =2 fiir das Potential

- b =
(P=(X,y,2)—m (b>0) A
Losung > 60
Erlduterung oder Hilfe > 58
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o
ox

of

P fx g’ fy

Bilden Sie die partielle Ableitung nach x von der Funktion z = f (x, y) = x? + y2 :

I

3y
Losung gefunden > 10
Erliuterung oder Hilfe erwiinscht > 9

Das totale Differential

Vergessen Sie bitte nicht, die Beispiele im Text sollten auf einem Zettel mitgerechnet
werden.

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 14.2 Das totale Differential
Lehrbuch, Seite 31 - 34

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 34

Hier zunichst eine andere Aufgabe: Berechnen Sie die Niveaufliche fir das Potential
p=-4

¢ (X,y,Z) =x2 —y2 +ZZ

1. Schritt: 4= ...............
2.Schritt: 22 = ..o,
2T i,
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Bei der partiellen Ableitung nach x werden alle Variablen aufier x als Konstante betrachtet.
y2 ist also hier als Konstante zu behandeln. Konstante fallen beim Differenzieren weg.
Beispiel: f (x,y)=x+y.

Beim Differenzieren nach x wird y als Konstante behandelt und fillt weg.

o _
ox

Berechnen Sie die partielle Ableitung nach x von f (x, y) = 2+ y2 ;

Das totale Differential einer Funktion f (x,y,z) ist wie folgt definiert:

1. Schritt: —4 = x> —y2 +2?

2. Schritt: z* = —x* +y* -4 z= ,/_xz +y? -4

Dies ist die Gleichung eines Rotafionshyperboloids:

a) In der x-y-Ebene (x = 0) erhalten wir eine Hyperbel
2-yt=—4

b) Schneiden wir mit einer Ebene parallel zur

x-z-Ebene, im Abstand y =3, erhalten wir einen Kreis

2 2

22 =—x2+9-4 also 22 +x2=5

TR e
(x2+y2+22)32
A > 60

Berechnen Sie die Niveaufliche ¢ =2 fiir ¢ =(x,y,2) =
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af_a 2 2y _
a"a (x y)=2x

Hinweis: y2 wurde als Konstante behandelt. Die Ableitung einer Konstanten ist Null.

Berechnen Sie gl von z=f (x,y)= x? +y2 +5
Yy
I _
oy
Losung gefunden > 15
Erlduterung oder Hilfe erwiinscht > 11

of of of
df ==—dx+—dy+—d
4 ox +8y y+az :

Berechnen Sie das totale Differential der Funktion:

f(xy,n)=2+z
y

Losung > 37
Erlduterung oder Hilfe erwiinscht > 36

[} (x,y,Z) = W =2 Auﬂbsung nach z: i = i"(%)y} —x2 —y2

Die Niveauflidchen sind Kugelflichen mit dem Radius R = (%)l/ 3

Gegeben sei das skalare Feld ¢ (x,y,z)=x+y—z.
Die Niveauflichen sind Ebenen, die einen Winkel
von 45° mit der x-Achse und mit der y-Achse
einschlieBen. In der Skizze ist: 9 =0

Rechnen und skizzieren Sie:

E

1
a) Niveauflache fir o=-2: z=............... E
b) Gradient: grado=............... 4 1

Loésung > 64
Erlauterung oder Hilfe > 61
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Bei der partiellen Ableitung nach y werden alle Variablen auffer y als Konstante betrachtet.
Betrachten wir ein Beispiel:

S (x,y)=2x+5y+10

Wenn wir nach y differenzieren, miissen wir x als konstant betrachten.
i(2x+5y+10) =5
oy

Berechnen Sie nun

i(x2 +y2 +5) = i
dy

Losung > 15

Weitere Erlduterung oder Hilfe > 12

Das totale Differential einer Funktion f (x,y,z) ist definiert als

o . o, of
df =YL ax+Zay+Za
et A N A

Zuerst miissen alle partiellen Ableitungen berechnet werden.

dy+

Beispiel: Es gilt fur f (x,y,z) = X% + y+z

ox oy oz
Einsetzen in die Definition liefert das Ergebnis: df =2xdx+dy +dz.

Berechnen Sie nun das totale Differential fiir f (x,y,z) = Xz
y

Gegeben: ¢ (x,y,2)=x+y—z.

In der Aufgabe war die Niveaufliche Az
fiir ¢ =—2 zu berechnen.

Wir berechnen hier zunéchst die Niveaufliche fiir ¢ =2
1. Schritt: @ =2 2= ¥ 5

2. Schritt: Nach z auflsen. Z= i y

b1

3. Schritt: Niveauflidche skizzieren.

Hinweis: Um Punkte der Fliche zu finden, setzen wir
: ~ : x
einmal z=0, x=0 dasergibty=2 _2#
z=0, y=0 dasergibtx=2
x=0, y=0 dasergibtz=2 > 62
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Hier finden Sie noch einmal die Rechenregel fiir die partielle Differentiation. Gegeben
seien eine Funktion f der zwei Variablen x, y.

a) Zu bilden ist g—{c . L. Schritt: Wir betrachten alle y als Konstante.
2. Schritt: Wir differenzieren nach x.
Die Regeln sind in Kapitel 5 — Differentialrechnung — behandelt.

b) Zu bilden ist g—{) . 1. Schritt: Wir betrachten alle x als Konstante.

2. Schritt: Wir differenzieren nach y. Hier konnte fiir Sie eine

Schwierigkeit liegen. Um nach y zu differenzieren, betrachten wir
y als Variable und wenden die Differentiationsregeln, die wir sonst
auf x anwenden, hier auf y an. Beispiel:

f o =x2+y %(x2+y)=1
fxy)=x+y2 %(x+y2)= .........

df:%’—'i-dy +dz

Noch Schwierigkeiten?

Nein > 39

Ja > 38

2=x+y-—-z

Auflosen nach z ergibt die Niveaufliche z=x+y-2

Jetzt miissen wir noch den Gradienten bilden. grad o =...... z

Ersteht............... auf der Niveaufliche. 3

Skizzieren Sie den Gradienten. 2 :
|
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d
oGty =2y
Y

Berechnen Sie die partiellen Ableitungen von der Funktion f (x,y)=2x+4 y3 :

Bearbeiten Sie den Abschnitt 14.2 noch einmal im Lehrbuch. Berechnen Sie dabei das
totale Differential der folgenden Funktionen und vergleichen Sie Ihre Resultate mit den
Losungen unten.

a)  f(xy)=xt+2xy+)?

B Sy =T Hayez

Losungen:
a) df =Qx+2y)-dx+Q2x+2y)dy

b) df:(y—xiz)dx+xdy+dz

Hinweis: Der Gradient wird von dem skalaren Feld ¢ = x +y —z gebildet:

: gradg=(32,92 90, _ 1,1
In diesem Fall ist der Gradient fiir alle
¥ Raumpunkte konstant. Er ist damit auch
unabhingig von der Niveaufldche. Der
Vektor (1, 1, -1) steht senkrecht auf der
Ebene z=x+4y—2 und zeigt schrig nach

unten.

Losen Sie jetzt nach dem gleichen Muster
die urspriingliche Aufgabe.

BLATTERN SIE ZURUCK UND BEARBEITEN Sie Lehrschritt > 60
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s _,
ox

af 2
— =12
dy 3

Berechnen Sie nun

'a—(x2 P hBi= seassaies
dy

Die Definition der Hohenlinie ist wichtig. Daher die Fragen:
a) Hohenlinien sind
O Linien im Raum
O Linien in der x-y-Ebene
b) Linien gleicher Hohe auf einer Fliche und Hohenlinien sind
[0 identisch
OJ nicht identisch

¢) Die Gleichung der Fliche z = f (x,y) enthilt die Variablen x, y, z . Die Gleichung der
Hohenlinie enthilt die Variablen ...............

Niveaufldche: z=x+y+2

Gradient grad p=(1,1,-1)

Der Gradient steht senkrecht auf der Niveaufldche.
Er zeigt hier schridg nach vorn und nach unten.
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a) Hohenlinien sind Linien in der x-y-Ebene.

b) Linien gleicher Hohe und Héhenlinien sind nicht identisch. Vergessen Sie dies nicht.
Es verhindert viele Mifiverstindnisse.

Aus Linien gleicher Hohe gewinnt man die Hohenlinien durch Projektion auf die x-y-
Ebene.

¢) Die Gleichung der Hohenlinie enthélt nur die Variablen x und y.

Hinweis: Die Begriffe skalares Feld und Niveaufliche sind deutlich zu unterscheiden:
Gegeben sei ein skalares Feld durch die Gleichung ¢ = (x,y,2).
Wir haben dann zwei Operationen.

a) Bildung der Niveauflichen @ = (x,y,z) = ¢ . Aufldsen nach z gibt die Niveaufliche.

9 d9 do
ox’ dy’ oz
Der Gradient ist ein Vektor, der senkrecht auf den Niveaufl4chen steht.

b) Bildung des Gradienten: grad ¢ = (
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aZ 2
—=3x"+5
ox * Y
oz

__=5x....

ay Y

Fiir eine Funktion z = f(x, y) werden die Linien gleicher Hohe durch folgende Gleichungen
beschrieben: z=c¢ und ¢ =/f(xy)

Die zugehorigen Hohenlinien ergeben sich durch Projektion auf die x- -Ebene; die
Hohenlinien werden also beschrieben durch f(x,y) = ¢ . Das folgende Schema zeigt noch
einmal, wie man bei der Berechnung der Hohenlinien vorgehen kann: Gegeben ist die

Funktion: z= " 1. Berechnet werden soll die Hohenlinie fiir z=2.
X2y

1

1. Schritt: Wir setzen z=f (x,y) =2, Wirerhalten 2= T—x2-y2

2. Schritt: Wir formen um: ~ x* +y2 = % .

3. Schritt: Wir interpretieren: Die Gleichung X%+ y2 =% beschreibt einen

Kreis mit Radius ‘/% .
> 42

Anwendungsbeispiel: In einem elektrischen Feld der Feldstirke E wirkt auf ein Teilchen

mit der Ladung g die Kraft F =gE . Elektrische Felder bestehen zwischen geladenen
Metallkorpern. (Platten, Kugeln, Drihte). Fiir geladene Metallkorper lft sich das
elektrische Potential @ (x.y,z) bestimmen. Daraus 148t sich die elektrische Feldstarke E

berechnen gemiB E = —grad @ (x,7,2) .

Ein Teilchen mit der Masse m und der Ladung g fliegt durch eine elektrisches Feld mit dem
Potential @ (x,y,z) =k (x> —y%) (k= Kkonstant)

Berechnen Sie die Beschleunigung, die das Teilchen an der Stelle Py =(2,1,1) erféhrt.

Lodsung > 68
Erlduterung oder Hilfe Y
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0

%2 = 6x’sin 2y = =4x? cos2y
) oy

z

Bilden Sie noch die partiellen Ableitungen von: u = x> —siny-cos z.

Berechnen Sie die Héhenlinien der Funktion

z=x+y fir z=c¢ Y=

Skizzieren Sie die Hohenlinien fiir

c=-1, c¢=+l, ¢=0

Losung

Erlduterung oder Hilfe

> 44

> 43

Hinweise zur Losung:

1.

Stellen Sie die Newtonschen Bewegungsgleichungen auf.

Sie lauten allgemein: F=mF.

Bestimmen Sie mit Hilfe der gegebenen Information die fehlenden Bestimmungsgrofen.

Lesen Sie bei anhaltenden Schwierigkeiten im Lehrbuch den Abschnitt 14.3. Suchen Sie
sich die zur Aufgabenldsung wesentliche Information heraus, indem Sie selektiv lesen.
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du Ju du _ . .
=2x — =—COSy COSZ a—zsmy sinz
z

x ay

Beschreiben Sie in Stichpunkten folgende Begriffe:

1. Geometrische Bedeutung der partiellen Ableitung gi

X

2. Geometrische Bedeutung der partiellen Ableitung gi
Y

3. Symbole fiir die partiellen Ableitungen einer Funktion f (x,y) nach x und y.

4. Rechenregeln fiir partielles Differenzieren nach x und y.

Gegeben war: z=x+y Gesucht: Hohenlinien fir z=c¢

1. Schritt: Wir setzen ein z=c¢; FErgebnis: c=x+y

2. Schritt: Aufldsen nach y ergibt: y=c—x

3. Schritt: Die Hohenlinien sind Geraden. Zeichnen Sie die Geraden ein fiir:
¥ c==1, c=+4], ¢c=0

4qk 24k
m > m 3

a=(%75,7)=( 0)
Hinweise zum Losungsweg:
1. Die Newtonschen Bewegungsgleichungen lauten allgemein: F=mF.

mx =F, my = F, mz = F,
2. Bestimmung der Komponenten von F
ﬁ=qE E z—grad(P(xay,Z)
grad @ =k (2x,—2y,0) F =gk (2x, -2y, 0)
3. mk=—qk2x; my=qk2y; mz=0

Einsetzen der Koordinaten des Punktes P, fiihrt zur Losung.
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of . . . . R
™ gibt den Anstieg der Tangente in x-Richtung an die Flache z = f (x,y).
X

2. gl gibt den Anstieg der Tangente in y-Richtung an die Flache z = f (x,y).

'y
of of

3. =— - .
ox’ S oy’ I

4. z=f (x,y) wird partiell nach x differenziert, indem man y als Konstante auffafit und

die gewohnliche Differentation nach x ausfiihrt. Bei der partiellen Ableitung nach y fafit
man x als Konstante auf und differenziert nach y.

Gegeben ist die Flache z =4/1- x2 - y

Gesucht ist die Hohenlinie z = % YT i

Losung gefunden > 46

Erlduterung oder Hilfe erwiinscht > 45

Jetzt folgen Aufgaben zum ganzen Kapitel.

Gegeben sei die Funktion f (x,y,z) = 2xy22 .
Geben Sie die partiellen Ableitungen an:

fom o Fy= e, fom
Wie lauten die partiellen Ableitungen im Punkt p=(1,-1,— 1)?

@ -L=-D=....

fHL-L=-D= ...

A, -L=D= ...
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Im folgenden wollen wir uns am Beispiel der Einheitskugel die geometrische Bedeutung
der partiellen Ableitungen f, und f,, nochmals verdeutlichen.

Sie wissen bereits: Sehr vielen Menschen
verhilft die geometrische Veranschaulichung
L1 eines mathematischen Sachverhalts ent-
scheidend zum Verstindnis des Problems.
Skizzieren Sie zunichst die obere Hilfte der
Einheitskugel. Zeichnen Sie die Tangenten in
x- und y-Richtung am Nordpol ein.

Nordpol: P=(0,0,1).

Az

Y

1? Eine Funktion z=f(xy) stellt eine Fliche im
E-kxy) dreidimensionalen Raum dar. Die Linien gleicher
tree Wohe Hohe sind diejenigen Linien auf der Fliche, die

inie “h;h,,,, 1ec von der x-y-Ebene die konstante Entfernung

/ (Hohe) z = ¢ haben. Diese Linien kénnen wir uns

>\_A > als die Schnittschnelle der Fliche z=/f(x,y) mit
‘7L/ " i der Ebene z = c vorstellen. Die Ebene z =c liegt
Rl parallel zur x-y-Ebene und hat den Abstand ¢ von
ihr. Die Hohenlinie ist dann die Projektion der

Linie gleicher Hohe auf die x-y-Ebene.

Gegeben: z =41 —x? —yz Gesucht: Héhenlinie fiir z =-21-
Y= s v
> 46
fx=2y2z fy =42z fr =202
fx(,-1,-D)=-2 fy(,-1,-1)=4 fz(,-1,-1)=2

Berechnen Sie die zweifachen partiellen Ableitungen fiir f (x,y,z) = 2xyzz




KAPITEL 14 PARTIELLE ABLEITUNG, TOTALES DIFFERENTIAL ... SEITE 53

Se

Korrigieren Sie gegebenenfalls
[hre Zeichnung — oder zeichnen
Sie diese Figur ab!

Berechnen Sie die Steigung der Tangente in x-Richtung im Punkt P =(0,0). Dazu
berechnet man die partielle Ableitung nach x und setzt in f, den Punkt (0, 0) ein.

Gleichung der oberen Hilfte der Einheitskugel z = +\h wgd = y2 o L0 0) = vavovan

Losung gefunden > 23
Erlduterung oder Hilfe erwiinscht > 22

y= %—xz Die Hohenlinie ist ein Kreis mit Radius R = E = g i

Rechengang: 1. Schritt:  z=41-x2 -2 =%

2. Schritt: Umformung x2 + y2 :% y= \E = izg-

i gleihee Wahe Die Skizze zeigt fir z =1 die

T Linie gleicher Hohe und
& — =5y die Hohenlinie.
= "1 t
Ualen Lini e
! b 47
fxx=0 fxy=4yz fxzzzyz
fﬂ=4xy fyy=4xz fzz=0

Berechnen Sie das totale Differential
u=f (x,y,z2)=x+2y+z+1
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Gegeben: z=f(x,y)= +\/1 -x? —y2

Gesucht: S = g_z im Punkt P = (0, 0)
x

Die Steigung der Tangente in x-Richtung ergibt sich zu

_ 0z _ —x

fr=tm——
ox /1 —x2 —y2
Um die Steigung der Tangente in x-Richtung im Punkt P =(0,0) zu erhalten, mufl
eingesetzt werden: x =0, y=0

[O0,0= ...l
> 23
Der Gradient

Der Abschnitt 14.3 ist zu lang, um ihn in einem Zug durchzuarbeiten. In der Regel wird die
Einteilung Threr Arbeit vom Leitprogramm gesteuert. In Threm weiteren Studium werden
Sie umfangreiche Lehrbiicher studieren. Auch dort mufl die Arbeit in optimale Abschnitte
eingeteilt werden. Teilen Sie sich die Arbeit jetzt selbst in Abschnitte ein.

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 14.3.1 Gradient bei Funktionen zweier Variablen

14.3.2 Gradient zweier Funktionen dreier Variablen
Lehrbuch, Seite 34 - 39

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 48

df = fydx+ f, dy+ f, dz=dx+2dy+dz

Gesucht ist die Hoéhenlinie fiir die Funktion

z=f(x,y)=4x2 +4y2 und z=16
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fx(0,0)=0

Die Tangente hat also den Anstieg Null, sie verlduft horizontal. Dieses Resultat liefert uns
aber auch die Anschauung, wenn Sie die Zeichnung im Lehrschritt 21 betrachten.

Berechnen Sie die Steigung fiir die Tangente in y-Richtung im Punkte P = (0, 0)

fy=0,0=...............
Losung gefunden > 25
Erlduterung oder Hilfe erwiinscht > 24

Geben Sie drei Eigenschaften des zweidimensionalen Gradienten an!
Stichworte geniigen.

y1=+\/4—x2, y2=-—\/4—x2

Es handelt sich um einen Kreis mit Radius 2

Das Diagramm zeigt die Hohenlinien einer
Funktion z = f (x,y).

Zeichnen Sie fir die Punkte FPy(xg,y9) und
Py(xy,y) die Vektoren grad fein.

|
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Gegeben:  z=+y1— x? —y2

Gesucht: Steigung der Tangente in y-Richtung im Punkt (x =0; y = 0)
Hilfe: Steigung der Tangente in y-Richtung
oz -y

Jetzt miissen wir die Koordinaten des Punktes x =0, y =0 einsetzen, denn gesucht ist die
Steigung in diesem Punkte.

Eigenschaften des zweidimensionalen Gradienten:

1. Erist ein Vektor und er steht senkrecht auf den Hohenlinien.

2. Fr zeigt in die Richtung der groBten Veranderung der Funtionswerte.
3. Sein Betrag ist ein MaB fiir die Anderung der Funktion.

Gegeben sei z = f (x,y). Geben Sie zwei Schreibweisen fur den Gradienten an:

gradf=...............

gradf=...............
Erlauterung oder Hilfe > 50
Lésung > 51

2
a) Welche Niveauflachen hat das skalare Feld ¢ (x,y,z) = % + y—4— + %.

b) Geben Sie den Gradienten der folgenden Funktion im Punkte P =(1,2) an.
fEy =557
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fy =(0,00=0
Berechnen Sie nun fiir dieselbe Funktion f (x,y) =z =+1- x2 - y2 die Steigung der

Tangente in x-Richtung fiir den Punkt P = (1, 0).
Hinweis: Es ist die Tangente an die Halbkugel in der x-y-Ebene im Punkt x =1, y=0.

)
S (L0)= i(1, (1)
ox
Losung gefunden > 27
Erlduterung oder Hilfe erwiinscht > 26

Die Definition des Gradienten miissen Sie auswendig lernen.
Fiir z = f (x,y) ist grad f =gl§x .
X

Der Gradient ist ein Vektor, daher die Einheitsvektoren nicht vergessen.
Andere Schreibweise:

a) Die Niveauflichen sind Kugelschalen mit dem Radius 2 - JE und dem
Mittelpunkt x =y =z =
=81
b) grad £ (1,2) = & (-1, - 1)

_ -4
Rechengang: grad f(x,y) z((1+2x§iy2)2 , (l+2x2{y2)2)

Setzt man ein: x = 1 und y = 2 ergibt sich das Resultat.

Das Wochenpensum ist geschafft. .

dieses Kapitels erreicht.






