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Oberfléichenintegrale
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Der Vektorflufl durch eine Fliche

Dieses Kapitel sétzt voraus, daf} Sie das Kapitel 13 bearbeitet haben. Funktionen mehrerer
Variablen, skalare Felder und Vektorfelder miissen Thnen bekannt sein. Auch eine kurze
Wiederholung des Kapitels 13 konnte fiir Sie niitzlich sein.

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 17.1 Der VektorfluB durch eine Fliche
Lehrbuch, Seite 80 - 82

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt >

Leider falsch!

Suchen Sie sich aus dem Lehrbuch die Konvention iiber die Richtung der Flachenvektoren
fir den Fall geschlossener und nichtgeschlossener Fliachen heraus und notieren Sie sich
diese.

Die orientierten Flichenelemente stehen
a) senkrecht auf der Oberfldche
b) zeigen bei geschlossenen Flichen immernach...............

§F‘-d2=§%=4nR2 - =4n

Gegeben ist ein radialsymmetrisches Kraftfeld F (r):

F(r)=r%-é, é =

~

Wie groB ist der FluB des Kraftfeldes F (r) durch eine Kugelfliche, die den Abstand R
vom Kraftzentrum hat (das Kraftzentrum liegt bei » = 0)?

Losung gefunden > 45

Erlduterung oder Hilfe erwiinscht > 44
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In Abschnitt 17.1 wurden mehrere neue Begriffe definiert.
Welche waren es? An vier von ihnen sollten Sie sich erinnern. Schreiben Sie sie auf:

| N
e
K J N
A
> 3
auflen

Dies war die Konvention: Die Richtung der orientierten Fldchenelemente steht senkrecht
zum Flichenelement und zeigt bei geschlosssenen Flachen nach aufen.

Das Kraftfeld ist F(r) =48, mit &, =L
Gesucht §13d;4'

1. Hinweis: Es handelt sich um ein radialsymmetrisches Feld der Form F=f()- é.

2. Hinweis: §F‘d;l fiir den obigen Fall ist allgemein gegeben auf Seite 87 des Lehrbuches.
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Stromdichte ;
Strom I

Vektorielles Flichenelelement A4

FluB eines homogenen Vektorfeldes F durch eine Fliche A .

Versuchen Sie zundchst aus dem Gedéchtnis, dann anhand Ihres Exzerptes die Bedeutungen
und Definitionen sinngemf zu reproduzieren.

Schreiben Sie Bedeutungen und Definitionen auf einen Zettel und bearbeiten Sie erst dann

Berechnung des Oberflichenintegrals fiir Spezialfiille
Der Fluf eines homogenen Feldes durch einen Quader

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 17.3.1 Der FluB} eines homogenen Feldes
durch einen Quader

Lehrbuch, Seite 85 - 86

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 25

- - 4na
a z = e = 2. = 2..4a _
§r3 G di=§f ()& di=4m R2-f (R)=47R a -

2

ng D 4 6
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Stromdichte j : Der Betrag von j gibt die durch eine Querschnittsfliche 4 hindurchflieBende
Menge pro Zeiteinheit und Querschnittsfldche an:

j= Menge
Zeit X Querschnittsfliche

Strom I Er ist die durch einen Querschnitt hindurchflieBende Menge pro Zeit.

Vektorielles Fldchenelement: A ist ein Vektor, der senkrecht auf der Flidche steht und
dessen Betrag gleich dem Flicheninhalt A4 ist.

Flup eines homogenen Vektorfeldes F durch eine Fliche A ist gegeben durch F- 4 .

Entscheiden Sie bei den folgenden Vektorfeldern, ob sie homogen oder inhomogen sind.
Falls Sie die Definition des homogenen Vektorfeldes nicht sicher erinnern, wiederholen Sie
die Definition, indem Sie im Register die Seitenzahlen ermitteln und nachlesen.

homogenes Vektorfeld

ja nein
1. F:chfyy—;zz O O
2. F=(1,0,x) O O
3. F=(y,z,%) O O
4. F=(6,3,5) O O
5. F=(2,0,0) O O

Die Berechnung des Oberflichenintegrals im allgemeinen Fall

Im Abschnitt 17.4 wird beschrieben, wie das Oberflichenintegral im allgemeinen Fall
berechnet wird. Dieser Abschnitt ist etwas formal und schwieriger. Dennoch lohnt es sich,
den Abschnitt zu bearbeiten, wenn Sie nicht gerade unter Zeitdruck stehen oder mit dem
Lehrstoff grole Schwierigkeiten haben. Aber entscheiden Sie selbst.

Mbchte den Abschnitt 17.4 tiberschlagen und sofort weitergehen =~ ---------------- > 54

Mochte den Abschnitt 17.4 studieren. Dann

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 17.4 Die Berechnung des Oberfldchenintegrals im
allgemeinen Fall
Lehrbuch, Seite 88 - 91

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 47
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Gesucht ist der FluB eines Vektorfeldes durch eine ebene quadratische Fldche mit dem
Flicheninhalt A. Die Fliche A liege in der y-z-Ebene. Die Flussigkeitsstromung treffe in
einem Winkel f, B <7, auf die Fliche.

Der iiberall konstante Stromdichtevektor sei j = (—j, Jys0)

-] 1 - Wir zerlegen die komplexe Aufgabe in Teilaufgaben.
— — — — 1. Wir bestimmen zuerst 4 mit | 4= 4
rad Fad rad e - -
e RO . _» 2. Wir berechnen den FluB} ;- 4.
- = = Der FluB betrdgt I=...............
— — 1 Y
] ad
X
Losung gefunden > 11
Erlduterung oder Hilfe erwiinscht > 6
F homogen:
ja nein
1 0 £ Y
2. 0O K .
3.0 R
4 0
5 O
keine Fehler gemacht > 30
Fehler gemacht > 27

Eine rechteckige Flache A sei gegeben durch die
Punkte Py, =(0,0,0), P =(4,0,0) und
P; =(4,0,3). Das nichthomogene Vektorfeld sei
gegeben durch F = (0, 2x, 0).

X - -
Berechnen Sie [FdAd= ...............
4

Losung gefunden > 53

Erlauterung oder Hilfe erwiinscht > 48
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6]

Wir beachten, daB die quadratische Flidche in der z-y-Ebene liegt. Also hat 4 die Richtung
der x-Achse.

A= A(+1,0,0) oder A= A(-1,0,0) A -

Beginnen wir mit der Bestimmung des vektoriellen Flichenelementes A4 .

Die Richtung von A legen wir so fest, daB sie mit j

einen Winkel einschlieft, der kleiner ist als % .

Alsogiltfir 4: A=............... -
sogiltfiir 4: A4 1 ]Y
"

Es ist in diesem Fall zweckmiBig, den Abschnitt iiber homogene Vektorfelder zu
wiederholen. Die Aufgaben war nur mit Verstindnis zu 1§sen. Rechenfehler sind nicht gut
moglich.
1. Im Register das Stichwort homogene Vektorfelder suchen (Vektorfelder, homogene)
2. Nachlesen und danach ankreuzen.

homogen nicht homogen

o (1,2,3)
F=(l 1.1
2~F_(xay>z) D |:|
3. F=(1,0,0) a a
4. F =(x,0,0) O O
F=(,11) O O > 28

Hier handelt es sich um ein inhomogenes Feld, das — und damit wird die Sache einfacher —
nur eine Komponente in y-Richtung hat. Das Feld dndert sich in x-Richtung wegen

F =(0,2x,0).

Hilfe und Erlduterung > 49
Losung > 51
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A= A(-1,0,0)
Alles klar > 9
Weitere Erlduterung > 8

homogen nicht homogen

1 U K]
2 O
3 M |
4 O £
5 i O
Alles richtig > 30
Noch Fehler gemacht > 31

Die Teilaufgabe war, F und d4 zu bestimmen fiir den Ausdruck 7 = jﬁ dA
A

Schwierigkeiten kann es geben bei der Bestimmung von dA . Die Fliche A liegt in der x-z-
Ebene und das vektorielle Flichenelement zeigt demzufolge in die y-Richtung.

Ein differentielles Fldchenelement ist fiir kartesische

Koordinaten hier gegeben durch |dZ|= dx-dz.

Vektoriell geschrieben erhalten wir dann ein vektorielles
Flachenelement in y-Richtung mit dem Betrag dx dz also:
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Die Fldche liegt in der z-y-Ebene. Die gerichtete Fliche A hat nur eine Komponente in x-
Richtung. Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten: 4 = 4(1,0,0) oder A= A(-1,0,0). Weiter

miissen wir die Konvention beriicksichtigen, daB 4 mit j bis auf einen Winkel

iibereinstimmt, der kleiner ist als % . z)
In unserer Aufgabe ist die x-Komponente 1 s
von j negativ. Also zeigt auch A in of
Richtung der negativen x-Achse. ‘_{
Also gilt 4 =(~1,0,0) ‘ -
3 1
X > 9

Haben Sie wirklich iiber das Register das Stichwort Vektorfelder, homogene gesucht?

Aber wie auch immer — jetzt ist es wirklich notwendig, die Aufgaben in Lehrschritt 25 und
27 anhand des Lehrbuchabschnittes iiber homogene Vektorfelder, zu 16sen.

Zu bestimmen war der Strom [ = jﬁ dA .
A

Setzen Sie ein und rechnen Sie unter dem Integral das Skalarprodukt aus
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Wir hatten den Flichenvektor A bestimmt:

A=A(-1,0,0)

Jetzt konnen wir den FluB / von j durch die Fliche A bestimmen.

i

.}::(_jx’ jy90)
I=F-A=...............

Losung gefunden
Erlduterung oder Hilfe erwiinscht > 10

Sehr gut so!
Wie grof ist der FluB des Feldes F (x, v,z) =(1, 4, 3) durch einen Quader, dessen

Seitenkanten parallel an den Koordinatenachsen liegen?

FluB 7 des Vektorfeldes F durch den Quader:
I=......

x b
Losung > 32
> 31

Hilfe und Erlduterung

jﬁ‘d;i=j'2xdxdz

A A
Es handelt sich hier um ein fiir die Fliche A auszufiihrendes Integral. Es ist korrekt

geschrieben ein Doppelintegral. Setzen Sie die Grenzen ein, die durch unsere Fliche A4

gegeben sind.
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Das Skalarprodukt zweier Vektoren a =(ay,a,,a;) und b= (by, by, b,) ist definiert
durch

a-b=asb,+a,b, +a,b,

Damit wird

J A= (s Jy 0 (=4,0,00= ...l

Hinweis: F = (1,4, 3) Dies ist ein homogenes Vektorfeld und damit gilt die Regel 17.7 auf
Seite 86 des Lehrbuches.

Wie grofB3 ist der FluB des Feldes F (x,y,2)=(1,4,3) durch einen Quader, dessen
Seitenkanten parallel an den Koordinatenachsen liegen?

4 3
[2xdedz= | [2xdxdz
A

x=0 z=0

Das Doppelintegral konnen Sie losen. Sie haben dies in Kapitel 15 in Abschnitt 15.6
gelernt. Notfalls dort nachsehen.

4 3
I=[2xdcdz= | [2xdvdz=...............
A

x=0 z=0
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I=jx'A

Die Begriffe

,vektorielles Flichenelement®,
,»Fldchenvektor®,

norientierte Fliche*

sind gleich-bedeutend. Geben Sie
die Fliachenvektoren zu den vier
Fldchen an. Flicheninhalt 4.

I=0
Fiir welche Fliche hat der FluB des homogenen Feldes F =(0,1,0) einen von Null
verschiedenen Wert. Die Flichen sind geschlossen.

Kreuzen Sie an:

Quader Kugel Ellipsoid Hantel
O O
i - |
il > 33
I=[Fdi=48
A4

Ganz herzlichen Gliickwunsch, daB Sie sich durch diese etwas schwierigen Uberlegungen
hindurchgearbeitet haben.

&
54
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Es gibt jeweils zwei Losungen, die sich durch das Vorzeichen unterscheiden. Hier ist kein
Vektorfeld vorgegeben, das die Richtung bestimmt hitte.

1. A= 4(0,0,1) oder A=A4(0,0,-1)
2. 4 =%(1, 0,1) oder T( 1,0,—1)
,?1=—‘/4_-(111) oder 2:%( 1,-1,-1)
4. A= J_(l 0,1) oder %( 1,0,-1)
Alles richtig gemacht > 16
Noch Fehler gemacht oder Erlduterung gewiinscht > 13

Fiir keine Fldche. Der FluB verschwindet in allen Fillen. Das Vektorfeld ist homogen, die
Fldchen sind geschlossen.

Verschwindet der FluB des Feldes F (x,y,z) = —222 _ durch eine Kugeloberfliche?

x2 4yt ezt
O ja O nein

Lésung gefunden > 36

Hilfe und Erléuterung > 34

FluB} des elektrischen Feldes einer Punktladung
durch eine Kugeloberfléiche mit Radius R.

Hier wird die Anwendung von Abschnitt 17.3.2 auf ein physikalisches Problem dargestellt.

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 17.5 FluB3 des elektrischen Feldes einer Punktladung
durch eine Kugeloberfliche mit Radius R

Lehrbuch, Seite 92

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 55
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A muB senkrecht auf 4 stehen.

Also suche man zunéchst einen
beliebigen Vektor, der senkrecht
auf der Fliche steht.

a = unbestimmte Konstante.

1. A=a(0,0,1)

2. A=a(1,0,1)
3.A=a(......... )
4.2=a( ......... )

Die Kugeloberfliche ist geschlossen.

Gegeben ist das Vektorfeld F (x,y,z) = % . Es ist nicht homogen.
X" +y +z

“ Zeichnen Sie die Vektoren des Vektorfeldes F
entlang der Achsen in das Koordinatensystem.

Hier ist wenig abzufragen.

Die Rechnung in 17.5 erklért sich selbst. Hier liegt einer der Fille vor, daB durch das
Einsetzen der physikalischen Grofen die Ausdriicke einfacher werden.

Das ist kein Zufall.

Bei der Definition der physikalischen Gréfen ist das in diesem Fall beabsichtigt gewesen.




KAPITEL 17 OBERFLACHENINTEGRALE SEITE 130

1. A=a(0,0,1) 2. A=a(1,0,1)
3.4A=a (1,1, 1) 4. A=a(1,0,1)

A muB den Betrag A haben: |2|= A.
Dafiir muB3 a jeweils geeignet gewihlt werden. Fiir die erste Aufgabe ist unmittelbar klar,
daB gilt: A= A4(0,0,1) alsoista=1.

Fir die zweite Aufgabe gilt A= %(l, 0, 1) . Verifizierung: A2 = ATZ(I +1)

Fiir die dritte Aufgabe gilt: A=... 1,1, 1)

;

/ Mit Vektoren auch in anderen Richtungen als
-~ . entlang der Achsen, sieht das Feld so aus, wie es
- ¥ links unten gezeichnet ist.

1 Denken Sie sich jetzt eine Kugel. Das Feld
durchstofit die Kugel tberall von innen nach
auflen.

Kann der Flu durch die Kugeloberfliche ver-
schwinden?

Vor dem Abschluf3 noch eine kurze Wiederholung des ganzen Kapitels.
In einem Vektorfeld F befinde sich eine quadratische Fliche 4 mit dem Flicheninhalt 2.
a) Geben Sie den Fldchenvektor A an. A= ...

b) Zeichnen Sie den Fldchenvektor ein.
z

>
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d= %(1, L1 Verifizierung: (4)2 = ATZ(I +1+1) = 42

Systematischer Lésungsweg: A=a (ay, ay, a,)

2

Forderung: I;I|= A oder (;1)2 =42  Also gilt: A? =a2(a,zc +a, +a22)

A

a= [ 2+a? +a?
a;+a,+a;

Hier ist kein Vektorfeld vorgegeben, durch das die Richtung des Flichenvektors festgelegt
wire. Man kann in diesem Fall beim Flichenvektor die Vorzeichen vertauschen.

NEIN.

F=_(xy2)
4y 4z

Kugeloberfliche = verschwindet  keineswegs.

Uberall tritt das Vektorfeld aus der
Kugeloberflache heraus.

Der FluB von durch eine

Z

a) A=(0,+2,v2) oder 4=+2(0,1,1) b)

A
Y
Berechnen Sie nun fiir diese Flidche 4
den FluB [ fiir drei Vektorfelder X
F, =(0,6,0) 1= i,
F =(0,2,1) Ip= oo,
F3 =(6,0,0) I3= oo,
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Das Oberflichenintegral

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 17.2 Das Oberflicheninteral
Lehrbuch, Seite 82 - 84

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 17

Ein Vektorfeld ist radialsymmetrisch, wenn es
1. radiale Richtung hat und
2. sein Betrag nur von r abhingt.

Entscheiden Sie, ob folgendes Vektorfeld Radialsymmetrie hat:

Fyn=—t2d - r

x2 4yt 422 P
Losung gefunden > 40
Erlduterung oder Hilfe erwiinscht > 38
I =642 I, =32 ;=0

Gegeben sei ein radialsymmetrisches Vektorfeld ;

|j| sei konstant. Wie grof ist der FluB 7 von j durch eine Kugel mit dem Radius R?
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Das folgende Integral heifit ...............
I=§F-dd

Der Kreis in dem Integralzeichen §F -dA symbolisiert, da3 die Integration iiber eine
............... Fliche erstreckt wird.

Skizzieren Sie in das Koordinatensystem auf den Koordinatenachsen einige Vektoren des
Feldes F = %
,

Az

I=[jdAd=4nR?|j|

Wie groB ist der FluB ¢ des Vektorfeldes
F=(1,0,0) durch den gezeichneten Quader mit
den Kantena=6, b=1,c=3.
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Oberflichenintegral
geschlossene

Geben Sie mindestens drei Beispiele fiir geschlossene Fldchen an.

So konnte Thre Zeichnung aussehen. Die Vektoren
zeigen nach auflen in die Achsenrichtung

Wegen #3 im Nenner nehmen die Betrige mit .
dem Abstand vom Ursprung ab. Auch an Stellen,
- die nicht auf den Koordinatenachsn liegen, zeigen

-~ die Vektoren des Feldes A in radialer Richtung,

- A g Wegen |(x,y,z)|=r wird

Flo_ (y2) _r_ 1
3 3

dh. F hingt nur von r ab. Somit ist das
| Vektorfeld F

$=0

Gegeben sei F=(05, 0,-0,5)
Geben Sie den FluB3 an fiir drei Flidchen.

A; =(1,1,0) Ii= oo,
Ay =(1,0,1) L= ...
Ay =(1,1,1) I3= oiiiiinininns




KAPITEL 17 OBERFLACHENINTEGRALE SEITE 135

Priifen Sie Ihre Beispiele anhand der Definition (17.5) des Lehrbuches und mit Hilfe der im
Lehrbuch angefiihrten Beispiele.

Diese Art der Selbstkontrolle liefert Thnen keine sichere Antwort, ob Sie den Begriff
geschlossene Fldche richtig erfaBt haben. Man verwendet diese schwierigere und
umsténdlichere Art der Selbstkontrolle immer dann, wenn bei Aufgaben keine Losungen
vorliegen.

Dies ist die allgemeine Situation in der Forschung und in der Praxis. Dort kann man sich
auch auf keine Autoritdt verlassen und muf sehr, aber auch sehr genau priifen, ob die
eigenen Uberlegungen korrekt sind.

> 20

F ist radialsymmetrisch.

(x,3,2)

Begriindung: F = ——‘/—ﬁ
x“+y“+z

zeigt in radiale Richtung und |F|= lz héngt nur von r ab.
r

Il=0,5 12=0 ]3=O

Hinweis zur Arbeitstechnik Informationssuche.

In diesem Leitprogramm wiederholte sich die Aufgabe: Suchen Sie im Register ein
Stichwort.

Dies ist Absicht. Registerbenutzung mufS zur Gewohnheit werden. Niemand kann alles
behalten — und niemand kann von allem wissen, wo es ausfiihrlich steht.

Aber fast alles steht im Register.

Stoppen Sie einmal die Zeit, die Sie brauchen, um das Stichwort Zylindersymmetrie im
Lehrbuch tiber das Register anzusteuern.

10 sec 20 sec 40 sec 80 sec 160 sec
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Die Richtung des vektoriellen Flichenelementes oder der orientierten Flidchenelemente ist
bei geschlossenen Flichen

eindeutig definiert =~ ---------- > 21

nicht eindeutig definiert —---------- > *22

*Ab Lehrschritt 22 geht es weiter auf der Mitte der Seiten.
Lehrschritt 22 finden Sie unterhalb Lehrschritt 1. BLATTERN SIE, bitte, ZURUCK

Der Fluf} eines radialsymmetrischen Feldes durch eine Kugeloberfliche.

Hier wird die Berechnung von Oberflidchenintegralen radialsymmetrischer Felder iiber eine-
Kugelschale gezeigt. Das ist ein fiir die Physik sehr wichtiger Sonderfall.

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 17.3.2 Der FluB eines radialsymmetrischen Feldes
durch eine Kugeloberfliche

Lehrbuch, Seite 87

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 42

Normale Suchzeiten liegen bei 10-30 sec. Das ist nicht viel.

Wer unbekannte oder vergessene Begriffe iiberliest und darauf wartet, da3 sie ihm spéter
von selbst klar werden, wartet meist vergebens (Beckett hat dies gestaltet in ,,Warten auf
Godot®).

Oft verursachen vergessene Begriffe Lernschwierigkeiten, die Sie mehr Zeit kosten, als
rasch im Register nachzusehen und die Begriffskenntnis aufzufrischen. Man kann es sich
angewohnen, bei unbekannten Begriffen aufzumerken, innezuhalten und im Register oder
in einem Lexikon nachzuschauen.. Es ist eine gute Angewohnheit und per saldo auch eine
zeitsparende Angewohnheit.
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Richtig! Bei geschlossenen Flichen ist das Vorzeichen eindeutig definiert.

Bei geschlossenen Fldchen ist die Richtung so festgelegt, daB} die Flichenvektoren nach

............... zeigen.

Berechnen Sie das Oberflichenintegral § 7 -dA des Feldes F :% mit é, =§ tiber eine
Is

Kugeloberfliche mit dem Radius R.

Zu berechnen ist also der FluB von F durch die Kugeloberfliche.

> 43

Die Tendenz, Unverstandenes zu iiberlesen ist natiirlich, weit verbreitet und tiberlebens-
notwendig. Niemand kann alles verstehen. Wenn wir aber beim Lesen nicht einmal mehr
merken, daf3 uns Worter und Begriffe unbekannt sind, kann dies sehr unerwiinschte Folgen
haben. Trainieren Sie daher Ihre Fhigkeit, Unbekanntes als unbekannt wahrzunehmen und
bauen Sie selbst Thre Hemmschwelle ab, Lexika, Worterbiicher und Register zu benutzen.
Als Faustregel konnte wihrend Ihres Studiums gelten, mindestens einmal am Tag ein
Lexikon, Worterbuch oder Register benutzen

Sie haben das U dieses Kapitels erreicht.

lal'l




