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Kapitel 18

Divergenz, Rotation und Potential
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18 Divergenz

Mit der Einfithrung des Begriffs Divergenz schlieBen wir unmittelbar an das vorhergehende
Kapitel 17 "Oberflachenintegrale”" an. Rekapitulieren Sie, bitte, kurz den letzten Abschnitt 17.5.

STUDIEREN Sie im Lehrbuch 18.1 Divergenz eines Vektorfeldes
18.2 Integralsatz von Gaul3
Lehrbuch Seite 95 — 99

BEARBEITEN Sie danach Lehrschritt >2

Bxyz) =2 (or2) 20

47, (sz +y° +zz)!

Jetzt ist die Feldstirke im Inneren der Kugel zu ermitteln.
Wir betrachten eine Kugeloberflédche im Inneren mit Radius R,,,,,,, ,
berechnen die eingeschlossene Ladung,

wenden den Gauf3’schen Satz an und

setzen schlie8lich den Ausdruck fiir die Gesamtladung Q der urspriinglichen Kugel ein.

E o=+ttt

Hilfen und detaillierte Rechnung erwiinscht e >21

Losung gefunden e > 24

¢ =mgz 39

o, :mg(z+10)

Q= mg(z—90)

Ermitteln Sie fiir alle drei Fille das Gravitationsfeld F .
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F sei ein Vektorfeld. 2

Ergénzen Sie die Definition:

>3
Die Kugeloberfliache im Inneren schliefit folgende Ladung ein: 21
Qiron e
L
/\‘@ 3
) 5
Fyﬁ//
=/ > 22
F,=F,=F;=(0,0,mg) 40

Im Lehrbuch (Seite 108) wird das Gravitationsfeld einer Masse M betrachtet, die homogen eine
Kugel mit Radius R ausfiillt. Es gilt aulerhalb der Kugel:

.X,y,Z
L/xz +y'+ 27 )

Vereinfachen Sie mit 7 = (x, y,z)

Fg(x,y,z):—}/-M
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~ OF
divF:ﬂ+—y+E 3
ox Oy Oz

div F ist ein Skalarfeld.

Berechnen Sie die Divergenz fiir das Vektorfeld '?
F= (x, y+b, —2%)

- ¥
divE = . /
Geben Sie an, wo gegebenenfalls Bereiche von —
Quellen und Senken liegen. x

>4
0, = [par =22, -p 2
3
Jetzt wenden wir den GauB’schen Satz an, wobei div E = £ .
80

E-di= [ divE-dv
Oberfliche Volumen
Wir berechnen beide Integrale:
a) Cf E-dA= ..................

Oberfliiche
b) [ dvE-dV= ...
Volumen
Eingesetzt in den Gaul8’schen Satz erhalten wir: ~ ..................... S
---------------- >23

= F 1 7
Fg = _'}/Mf3 = _‘YMFT; 41

Jetzt berechnen wir das Potential ¢ =— J-F“ dr fiir einen Integrationsweg in radialer Richtung.

Dann gilt Zdr=dr.
r
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divF =(1+1-2z)=(2-2z)=2(1-z) 4
Fiir die Ebene z =1 ist das Feld frei von Quellen und Senken.

Der Raum oberhalb dieser Ebene, z > 1, besteht aus Senken.

Der Raum unterhalb dieser Ebene, z <1, besteht aus Quellen. /

x
Alles richtig, weiter e >7
Noch eine Ubung mit Erlduterungen e >5
a) JE-di=E-4n R}, b) jdivE-dV:ﬂ-ﬂ-Rfm 23
g 3
Eingesetzt in den Gaul3’schen Satz erhalten wir: ‘E‘ 47 Rizmerl -P. 4? . Rfﬂm
€

Also: ‘E‘ :gﬁ%
0

Um den Vektor E zu erhalten, muss noch die Richtung beriicksichtigt werden (wieder mit 7 = H ):

E=|E|-

~ |

* Beachten Sie: =R

innen

---------------- > 24
"odr 17 42
M- 2
o(r)=7 Jrz Y L}
1 1
qO(r) r |:r0 }":|

Wir kénnen das Potential des Gravitationsfeldes der Masse M so normieren, dass es fiir » — o«
Null wird oder so dass es fiir die Oberfliche mit r =r,,,,;.,, Null wird.
Im Lehrbuch ist der erste Fall erldutert. Im Leitprogramm haben wir ein Beispiel fiir den zweiten

Fall gerechnet.
Geben Sie das Potential an fiir den ersten Fall, sodass es im Unendlichen verschwindet.
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Keine Quellen und Senken gibt es, wenn div F =0 ist.
Fiir das vorhergehende Beispiel war das der Fall fiir

divF =2(1-z)=0. Y

Die Gleichung 1—z =0 oder z =1 beschreibt eine Ebene

(9]

parallel zur x-y-Ebene. Fiir z > 1 ist div F negativ. Das
besagt, dass der Raum oberhalb der Ebene z =1 aus Senken
besteht.

Unterhalb der Ebene z=1 ist div F positiv und dem-
entsprechend besteht der Raum aus Quellen.

x ¥

Berechnen Sie die Divergenz fiir das Vektorfeld F = (xz +1, y, z+ 5):

Geben Sie an, wo gegebenenfalls Quellen oder Senken liegen und wo das das Feld frei von Quellen
und Senken ist.

Einncn = 24
3

Zum Abschluss ersetzen wir p durch die Gesamtladung Q der urspriinglichen Kugel mittels der
bekannten Beziehung

4z
O=p—FR
3
Boom
---------------- >25
1
@ ==y M- 43
P
Alles richtig ~ memeemeemee- > 46

Erlduterung erwiinscht ~ —emmmememeee > 44
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divF =2x+1+1=2(x+1) 6

Fiir die Ebene x =—1 ist das Feld frei von Quellen und Senken.
Der Raum links von dieser Ebene, fiir den gilt x <—1, besteht aus Senken.

Der Raum rechts von dieser Ebene, fiir den gilt x > —1, besteht aus Quellen.

:~.: %\\%\1‘
== Cﬁ -
Vi ZEA N
Weiter T e >7
7 0
= (X, 9,z 25
innen 471"80'R3 ( y )

Falls Sie Schwierigkeiten hatten, noch einmal im Leitprogramm ab Lehrschritt 9 arbeiten und
dabei gegebenenfalls in das Lehrbuch schauen.

_‘1"_““1- NS 1<) e — >26
Das Potential des Gravitationsfeldes war  ¢(r)=y-M .[—2 =y M| —-=
o nor

Die Forderung war ¢(r =)=0
. . . . 1
Dann muss die Klammer zu Null werden. Das erreichen wir, wenn wir setzen — =0 oder r =
o
Verstindnisschwierigkeiten kénnen auftreten, weil 7, die untere Integrationsgrenze ist und wir die

untere Integrationsgrenze schlecht gegen o gehen lassen kénnen, wenn die obere Integrations-
grenze endlich bleiben soll. Das Problem 16st sich auf, wenn wir die Integrationsrichtung vertau-
schen und von r bis 7, integrieren.

Dann wird (p(r):}/-M‘[d—Z:—%M R T R
r r
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Berechnen Sie die Divergenz fiir das 2 7
Vektorfeld F = (x3, v, —32) 4
Geben Sie an, wo gegebenenfalls p
Quellen und Senken liegen. /

+

X

------------------ >8

18.3 Rotation eines Vektorfeldes %6
18.4 Integralsatz von Stokes

In diesem Abschnitt wird der Begriff der Rotation eines Vektorfeldes eingefiihrt. Bitte, rechnen Sie
die Ableitungen und die Beispiele parallel auf einem Zettel mit. Génnen Sie sich eine kleine
Kaffeepause, wenn Sie den Abschnitt 18.3 geschafft haben.

STUDIEREN Sie im Lehrbuch 18.3 Rotation eines Vektorfeldes
18.4 Integralsatz von Stokes
Lehrbuch Seite 99 — 106

Bearbeiten Sie danach Lehrschritt s >27
(a(r):y.M{]_l} 45
n r

Jetzt konnen wir ohne Probleme 7, gegen unendlich gehen lassen und erhalten wie oben

1
Q==y M-
r

Weitere Probleme konnen entstehen, wenn die Vorzeichen vertauscht werden.
Bitte Vorzeichenprobleme nicht unterschétzen und sorgfiltig rechnen!
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divﬁ:3x2+3y2—3=3(x2+y2—1) 8

Quellen und Senken verschwinden fiir x>+ y* =1.

Das ist ein Kreis mit Radius 1 unabhéngig von z, also ein Zylinder um die z-Achse.
Innerhalb des Zylinders ist div F negativ, der Raum also voller Senken.
AuBerhalb des Zylinders ist div F positiv, der Raum also voller Quellen.

------------------ >9
Fiir ein wirbelfreies Vektorfeld F, gilt: ............ = 27
Fiir ein Wirbelfeld F, gilt: ... =

---------------- > 28
Jetzt wollen wir den zweiten Fall behandeln und diesmal das Potential des Gravitations- 46
feldes fuir die Oberflache der Erde gleich Null setzen.

Es war (o(r):y.M{I_I:|

n r

Die Hohe z iiber der Oberflache ist gegeben durch » =7, + z

Damit wird (p(z)
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Im Lehrbuch wird der Nabla-Operator fiir zwei Dimensionen in Kapitel 14, Seite 36,
eingefiihrt. Es handelt sich um eine zunéchst formale neue Schreibweise. 9
g-[2, 2
G oy
Die Ubertragung auf drei Dimensionen ist unmittelbar analog moglich.
Schreiben Sie fiir drei Dimensionen:
Vs e
---------------- > 10
Feld wirbelfrei: Cf F,-ds=0 28
Wirbelfeld:  F,-ds#0
Es ist gut, wenngleich nicht ganz einfach, die Definition der Rotation im Kopf zu haben,
oder wenigstens mit der Definition ror F= V x F rekonstruieren zu kénnen.
rot F= ...
---------------- > 29

(/)(f)=7-M{1— ! } 47

n Ktz
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g (8 & & 10
& & &

Mit Hilfe des Nabla-Operators lassen sich der Gradient eines Skalarfeldes f (x, y,z) und

die Divergenz eines Vektorfeldes F(x, y,z) vereinfacht schreiben.

Wir beginnen mit der Bildung der Gradienten:

gradf(x,y,z):§~f(x,y,z) e

---------------- >11
8k, _oF, 29
oy Oz
rot F =| O _OF:
oz  ox
8F, _&F,
ox Oy
Schreiben Sie als Determinante:
rot 1:" ettt
---------------- > 30
Néherung: _ ~ 1{1 - Z} 48
7, [1 + ZJ G %
o
z
p(z)=r-M =

0

Fiir den Fall der Erde mit Masse M und Radius r, entspricht das genau dem Potential, das wir
in den Lehrschritten 38, 39 und 40 benutzt haben. Dort galt: ¢(z)=(0,0,g-z)=g -z

L . . z .
Dies ist identisch mit (p(z) =y-M— , wenn wir setzen




KAPITEL 18 DIVERGENZ, ROTATION UND POTENTIAL SEITE 18-12

gradf(x,y,z)zﬁ-f(x,y,z):%-éx+%~Ey+%~é: 11

V ist ein Vektor. Hier wird das Produkt mit einem Skalar gebildet, ndmlich der Funktion f (x, y,z).
Das Ergebnis ist, wie das Produkt eines jeden beliebigen Vektors mit einem Skalar, ein Vektor.
Er ist oben einmal abgekiirzt und einmal ausfiihrlich geschrieben.

Jetzt betrachten wir die Bildung der Divergenz eines Vektorfeldes F (x, ¥, z) :
. - oF,
divF :V-F(x,y,z) = oF, +—y+£
ox Oy Oz
Hier wird V wieder als Vektor betrachtet und das innere Produkt aus V und dem Vektor F
gebildet, der das Feld F' beschreibt. Das Ergebnis ist ein Skalar.

Bilden Sie V- ¢(x, y,z) fir p=(x*+y*+2°): grad =V -@ =.....cccc.ceevviiiiiiiiiaiiiii..

Bilden Sie V- F fiir F =(x?,y%,2%): divE =V-F =,
---------------- >12
éx Ey é‘Z 30
rotF=|2 2 2
ox Oy oz
FoF K
Multiplizieren Sie die Determinante aus und geben Sie noch einmal an:
rot F = (@
............... §
bl’
---------------- >31
M
g=r— 49
r()
NPT
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grad 9=V -p=(2x,2y,2z)=2xé,+2yé +2z¢.. 12

(Der Vektor grad ¢ kann abgekiirzt oder ausfiihrlich geschrieben werden.)

divF =V -F=2x+2y+2z

----------------- >13
E — SFV 31
oy oz
o i
o6z ox
8F, _GF,
ox Oy
Das Geschwindigkeitsfeld einer Wasserstromung sei gegeben durch v =(1, Inz, 0)
Berechnen Sie:
divV =i
FOIV = ..
----------------- >32
Zum Abschluss des Kapitels wiederholen wir noch einmal wesentliche Inhalte. 50

Geben Sie die Definition der Divergenz eines Vektorfeldes F an:
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Auf'S. 98 im Lehrbuch wird ein Ergebnis aus der Elektrodynamik angegeben: Fiir eine 13
Kugel mit homogener Ladungsdichte p, der Gesamtladung Q und dem Radius R ist
das elektrische Feld auBerhalb der Kugeloberfldche gegeben durch:

E-(x’y’z): Q (x,y,z)

4re, ( lxz +y2 +Zz)!

Berechnen Sie, moglichst ohne in das Buch zu sehen, die Divergenz von E auBerhalb der
Kugeloberfliche:

AIVE =
---------------- > 14
- - 1
divv =0 rotv=_(-—,0,0) 32
z
Nichste Aufgabe: Es sei F(x,v,z)=(5,0, z°) z4
Berechnen Sie das Linienintegral 1ings des Rechtecks in
der y-z-Ebene mit den Seiten a und b fiir einen vollen ) C
Umlauf. +
—— 1rb FS
4 Fds=.........c.c.o.
a | i
/ r ’
x
---------------- >33
_ oF .-
dlszaF‘-i-—y-i-aE: F 51
ox Oy Oz
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Bei Schwierigkeiten im Lehrbuch Seite 98, Beispiel 3, erneut studieren.

Im Inneren der Kugel ist das elektrische Feld gegeben durch

E(xayaz):WQﬁ(x’yaz)
0

Berechnen Sie die Divergenz innerhalb der Kugel:

AVE =i
---------------- >15
Man sieht sofort: Das Feld ist wirbelfrei, also ist 3
dF-ds=0
---------------- >34
: .2 2 4
div F=x"+y —z 50

Keine Quellen und Senken fiir
div F =0: Das ergibt 0=x> + y* —z oder
z=x"+y*. Das ist ein Rotationsparaboloid

um die z-Achse. i
Innen befinden sich Senken, auBen Quellen. '

Geben Sie den Gaul3’schen Satz an:
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divE=—32 __P 15
drg,R° ¢,
. L . 3 s . 0 .
Bei Schwierigkeit bedenken Sie, dass Z” R’ =V istund dass v =p gilt
Geben Sie den Integralsatz von GauB aus dem Gedéchtnis an.
Nl
........................................................ ?j?!ﬁ;h :l
) A\
........................................................ /ﬂO /
a"-———./ )
........................................................ B Ni“/A
M‘./ *
&

---------------- > 16
18.5 Potential eines Vektorfeldes 34
STUDIEREN Sie 18.5 Potential eines Vektorfeldes

Lehrbuch Seite 106 — 108
---------------- > 35
[divF-av = F-di 3
;

Volumenintegral = Oberfldchenintegral

Definition der Rotation eines Vektorfeldes F :

roth?xF: ..................................
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jdivﬁdV: cfﬁ% 16
14

A(V)

Wir werden jetzt den Gaul3’schen Satz benutzen, um das angegebene elektrische Feld
innerhalb und auferhalb der Kugel zu berechnen.

Berechnen Sie das elektrische Feld aulerhalb der Kugeloberfliache.

:;:\[ Aufgabe gelost e > 20
= =S > I Hilfe und Erlduterung erwiinscht >17

Im Lehrbuch wurde als Beispiel das allgemeine radialsymmetrische Gravitationsfeld

einer Kugel mit der Masse M betrachtet. 3

Der vertraute Fall dafiir ist die Erde. Auf der Erdoberfliche rechnen wir oft mit der
Vereinfachung eines homogenen Gravitationsfeldes.

Die x-y-Ebene liege dann parallel zur Erdoberfldche. Die z-Achse weise nach oben, und
der Nullpunkt falle mit der Erdoberfldche zusammen. Dann ist die Kraft fiir eine Masse
m gegeben durch:

OF. _OF, 54
dy oz
OF. OF,
5z Ox
OF, _OF,

ox Oy

rot F =

Eine Wasserstromung sei gegeben durch

7= 0, 0)
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Im Lehrbuch, S. 98, ist das elektrische Feld einer Kugel (Radius R, Ladungsdichte p)
angegeben. AuBlerhalb der Kugel gilt:
E(x,y,z)z Q (xayaz)

4rs, ( lxz +y2 +Zz)!

Wir konnen diesen Ausdruck mit Hilfe des Satzes von Gaull gewinnen. Der Mittelpunkt der Kugel
liege im Nullpunkt des Koordinatensystems.

17

Zuniéchst berechnen wir die Ladung Q der Kugel mit Kugelradius R . Die Ladungsdichte im
Inneren sei p.

Im Fall des Gravitationsfeldes ist die Kraft F das Produkt aus der Masse m des betrachteten
Korpers und der Feldstirke F . des Gravitationsfeldes. Die Gravitationsfeldstérke ist in diesem Fall
F,=-g-¢.=(0,0-g)

Im Folgenden werden wir Felder und ihre Feldstérken betrachten. Die Betrachtung gilt auch fiir
Krifte in statischen elektrischen Feldern. Dort ist die Kraft das Produkt aus der Ladung Q und der

elektrischen Feldstirke £: F=0Q-E
Das elektrische Feld wird vollstindig charakterisiert durch die Feldstirke E .

Priifen Sie, ob das Gravitationsfeld F B wirbelfrei ist.

rot Fy =, Folglich gilt: F, ist...............ccooo.v.

rot(z7,0,0)=(0,2z,0) 55

Geben Sie den Satz von Stokes an.
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4
= dv="210p.R’ 18
0 Ip V=P

Viugel

Jetzt berechnen wir das elektrische Feld aulerhalb der Kugel.

Wir betrachten eine Kugeloberflidche auflerhalb und wenden den Gauf3’schen Integralsatz an:
deﬁdV: c}f F-dd

v AV)

Aus der Elektrodynamik wissen wir, dass der Fluss der elektrischen Feldstirke durch eine
geschlossene Oberfliche proportional zur eingeschlossenen Ladung Q ist:

Fai-2
Oberfliche gl)
Berechnen Sie fiir alle Kugelflichen auerhalb mit dem Radius R,
JE-dA= -2
g()
---------------- > 19
rot F L =rot(0,0,-—g)=0. Folglich gilt: F, ist wirbelfrei, also ein konservatives Feld. 37

Ermitteln Sie das Potential von F =m - F -

Beachten Sie die Konvention in der Physik, dass bei einem Kraftfeld F . das Potential die Arbeit

ist, die auf dem Integrationsweg gegen das Kraftfeld geleistet wird.

---------------- > 38
Wir fassen zusammen 56
Integralsatz von Stokes Integralsatz von Gauf3
J.rotF'-ElZ: Cﬁﬁ% Idivﬁ-de Cf F-dA
4 C(4) v AV)
Oberflachenintegral = Linienintegral Volumenintegral = Oberfldchenintegral

Die Sitze von Gaul3 und Stokes sollte man schon im Kopf haben, um sie spiter problemlos
anwenden zu konnen und vor allem, um zu verstehen, wenn sie in physikalischem Kontext
benutzt werden.

Sie haben hiermit einen guten
Schritt voran getan und das Ende
des Kapitels 18 erreicht.

nq,
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[E-dd=|E|-4n-R, -9 19
80

aufen

0
&g, 4R’

auflen

Daraus erhalten wir ‘E ‘ =

Wir haben eine kugelsymmetrische Anordnung. Der Feldvektor weist nach auflen und seine

Richtung ist gegeben durch den Einheitsvektor. (Erinnerung: Wir setzen » = H )

(x,y.2)
Y+
Damit erhalten wir mit » = R = /x> + > +2°

7
r

o
g4nR” 1
---------------- > 20
(o(x,y,z)=m~g«z+C 38

Das Potential ist bis auf die Integrationskonstante C bestimmt.
Legen Sie ¢(x,y,z) und damit C fiir drei verschiedene Randbedingungen fest:

1) g, =0 fir z,=0

P = e

2) ¢, =0 fiir den Keller eines Hochhauses mit z, =—10
Py =i

3) ¢, =0 fiir das Dach eines Hochhauses mit z, =90
Oy =i




