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Kapitel 24

Laplace-Transformationen
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24.1 Laplace-Transformationen

Im ersten Arbeitsabschnitt wird der Grundgedanke der Laplace-Transformation ent-
wickelt. Die Definitionen werden gegeben, und es ist zweckméBig, hier und in den
folgenden Abschnitten die Definitionen und Ergebnisse auf einem separaten Zettel zu
notieren, damit sie leicht verfiigbar bleiben und Sie nicht dauernd nachschlagen miissen.

STUDIEREN Sie 24.1 Integraltransformationen, Laplace-Transformationen
Lehrbuch Seite 199 - 201

Danach > 2

sinzt:%[l—cos 2] 50

Die zu transformierende Originalfunktion war f(z)=3sin*(2¢).
Daraus wird, wenn die obige Bezichung benutzt wird:

f(t):3%[l—cos4t]

Diese Originalfunktion kénnen wir gliedweise transformieren und erhalten

LB(l —cos 4;)} e

> 51

24.4 Losung von simultanen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
99

LESEN Sie 24.4 Losung von simultanen Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten
Lehrbuch Seite 210 - 212

> 100
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Geben Sie die Definition des Laplace-Integrals an:
2
LIFO]= oo
Benennen Sie
F(e) heiBt ..o
L[f()] heiBt ..o,
> 3
3 31 3 s
L\ =(1-cos4t)|==-——=-
[2( )} 25 2 s+ 4 .
311 s
2|ls sT+4
_3 52 +16—s’
2| s(s?+ 16;
3.8 24
s(s2 + 16) s(52 +16)
> 52
100
Das Losungsverfahren verstanden und
alle Beispiele im Lehrbuch mitgerechnet > 138
Erlduterungen zum 1. Beispiel im Lehrbuch > 101

Erlduterungen zum 2. Beispiel im Lehrbuch > 121
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©

LIfO)= [£@)-ear 3

0

£(¢) heiBt Originalfunktion

L[7(¢)] heift Bildfunktion

Wenn die Bezeichnungen sicher und geldufig sind, hat man weniger Schwierigkeiten
beim Studium der Texte.

Das Symbol
L7[F(s)] heiBt .....cc.ooooviieiiie,

Ergénzen Sie die Gleichung

L[F(s)] =......

> 4
Noch zwei kleine Ubungen zur Anwendung der Tabelle der Riicktransformationen.

52
Gegeben sei die Bildfunktion
4
Fl(s)=
)

Suchen Sie die Originalfunktion
Y S
Losung gefunden > 54
Hilfe erwiinscht > 53
Beim 1. Beispiel war folgendes Gleichungssystem gegeben:
3x+2x+y=1 firt=0:x,=y,=0 101

xX+4y+3y=0

1. Schritt: Fithren Sie die Laplace-Transformation fiir beide Gleichungen durch, setzen Sie die
Anfangsbedingungen ein und fassen Sie zusammen. Gegebenenfalls in das Lehrbuch schauen.
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Das Symbol E’I[F(s)] heiBt

inverse Laplace-Transformation oder Umkehrintegral oder Riicktransformation

Bevor Beispiele flir den Nutzen der Laplace-Transformationen gegeben werden konnen, ist eine
gewisse Durststrecke zu tiberwinden, in denen Regeln fiir die Transformationen gelernt und notiert
werden miissen.

> 5
Riickzutransformieren ist: F(s)= 4 53
sis2 + 4)
In der Tabelle finden Sie
1 1
Fl(s)= mit der Riicktransformierten t)=—1—coswt
Konstante Faktoren bleiben erhalten.
Setzen Sie fiir unseren Fall ®* =4 und @ =2, so erhalten Sie:
SO = oo,
> 54
(Bs+2) £ [f]+s £ []=2 100
s
]=0

+s- L [x]+(4s+3) L [y =

2. Schritt: Nun ist das Gleichungssystem nacheinander nach £ [x] und £ [y] aufzulosen. Wir
beginnen mit £ [x] und eliminieren £ [y] Dafiir multiplizieren wir die obere Gleichung mit
(4s +3) und die untere mit (—s). Das ergibt:

(35 +2) L[] (45 + 3)+ s(4s +3) L] = 22

- s> L[x] —s(4s+3)L[y]=0
Die Gleichungen werden addiert und ergeben

> 103
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24.2 Laplace-Transformationen von Standardfunktionen und allgemeine Regeln
5
Ableitungen, bitte, mitrechnen und Ergebnisse auf separatem Blatt notieren.
STUDIEREN Sie 24.1 Laplace-Transformationen von Standardfunktionen
und allgemeine Regeln
Lehrbuch Seite 201 — 204
Danach > 6
4
f(t)=Z(I—COSZt)=1—COSZI 54
Nun noch eine Aufgabe:
Gegeben sei
FO)= )
s —4s+3
Dann ist die Originalfunktion
FEO)=ii
Losung gefunden > 57
Hilfe > 55
£[x]-[(3s+2)-(4s+3)—s2]:M 103
s

Jetzt muss umgeformt werden, damit Ausdriicke entstehen, die wir mit Hilfe der Tabelle auf Seite
214 riicktransformieren kénnen. Wir beginnen mit dem Term auf der linken Seite und
multiplizieren aus:

£[x]-(12s2 +9s+8s+6—s2)= Lx ](1 1s> +17s + 6)

Um einen Ausdruck der Form A(s +a)-(s +b) zu erhalten, klammern wir 1/ aus, 16sen die
quadratische Gleichung und erhalten

L] 11 (e | )= ds+3 > 105

Weitere Hilfe > 104
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Gegeben sei f(7)=
Versuchen Sie, die Berechnung fiir F(s) selbstindig anzugeben 6
F (s) OO
Losung gefunden > 8
Hilfe erwiinscht > 7

2

Zu l6sen sei Fls)=
() is2—4s+3i >3
In der Tabelle finden Sie

F (s) = m mit der Originalfunktion ‘ f(t) - - i p [e"' _ e”’]

Wir konnen den Nenner so umformen, dass die Tabellenlosung anwendbar ist. Fiir die quadratische
Gleichung im Nenner sind die Nullstellen:

> 56

4s+3

Zu I6sen und umzuformen ist: £[x]- (1 Is* +17s + 6) = 104

11

17 6)_4s+3
S

Wir klammern /7 aus und erhalten: £ [x]-11- (s IETRAETID

Wir 16sen nun die quadratische Gleichung (s + gs + 6 j

172 289 — 264 6
(2-11y TR 11 (2-11y 2. 11 (2-11y 2. 11 211 11
5

211 211 2-11

8, =—

Damit kénnen wir schreiben £[x]- 11- [S + %s + 161] £[x] . 11-( .............. ) ( ............. ) =
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Gegeben: Originalfunktion f (t) =C
Gesucht: Bildfunktion F(s). Diese wird ermittelt wird durch die Ausfihrung der 7
Laplace-Transformation.
F(s)= J.e’s’ - f(t)-dt
0
Mit f(¢)=C ergibt sich
F(s)= J‘e’” -C-dt
0
Die Konstante C ausklammern, das Integral 16sen, und Integrationsgrenzen einsetzen:
F(s)= J.e’s' cCodt= i
0
> 8
=3 =1
s, S, 56
Damit kénnen wir die quadratische Gleichung als Produkt von Linearfaktoren schreiben:
s? —4s+3=(s—3)~(s—1)
Es war
1 1
F _ t)= at _ bt
(S) (S—a)'(s—b) f() a—b[e € ]
Also gilt fiir unsere Bildfunktion — F(s)= = 3)2 1)
die folgendeOriginalfunktion f (t)= ...............................
> 57
L[x]= 11~(s+])~[s+161j =L[x]-(s+1)-(11s +6)= ds+3 105
s

Aufgelost nach L[x] ergibt dies: L[x]= ds+3 1 (4s+3)

s(s+1)-(11s+6) II.S(S+1)(S+16J

Den Bruch zerlegen wir in drei Partialbriiche, deren Nenner die drei Linearfaktoren des obigen
Bruches sind. Nach einer etwas miihseligen Rechnung, in die sich leicht Fliichtigkeitsfehler
einschleichen, erhalten wir: £[x]=............cccoiiiiiiiiiiine,

Rechnung gliicklich gelost > 112

Hilfe und Erlauterung > 106

Hinweis: Die Rechnung kann auch durchgefiihrt werden fiir den gleichwertigen Ausdruck

L [x] = (45 +3) Das Ergebnis ist das Gleiche.

11~(s(s+1)~(s+161j]
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In der gleichen Weise ermitteln wir die Laplace-Transformation einer Exponentialfunktion.
Gegeben: f(r)=e"

Gesucht: Berechnung von F(s)=.......

Berechnung gelungen >10
Hilfe erwiinscht > 9
2
f(f)=5[e3’ -] 57
Weitere Ubungen und Lésungen finden Sie im Lehrbuch.

Erinnerung: Ubungen machen umso mehr Freude, wenn sie leicht sind. Ubungen sind aber umso
wichtiger, wenn sie schwer erscheinen.

> 58
4s+3
Zu zerlegen ist der Bruch ——————
g s(s+1)-(1s +6) 106
Wir setzen Partialbriiche mit den drei Linearfaktoren im Nenner an:
4s+3 _4 N B C
s(s+1)-(11s+6) s

(+1) (ls+6)

Jetzt bringen wir die Partialbriiche auf den Hauptnenner zuriick, um Bestimmungsgleichungen fiir
A, Bund C zu erhalten.
4s5+3

s(s+1)-(11s+6)  s(s+1)-(11s+6)

> 107
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Gegeben: f(t)=e"
Gesucht: Laplace-Transformierte F(s).
Wieder miissen Sie die Laplace-Transformation ausfithren.

LU= Fls)= fe-1(e)-dr

Wir setzen das gegebene f (t) ein:

L[1()]=F(s)= J.e"" e - dt

0
Im Exponenten klammern wir ¢ aus. Dann entsteht ein Integral, das wir schon oft geldst haben.
SchlieBlich setzen wir die Grenzen ein.

Im nichsten Abschnitt kommen wir zu den Anwendungen. Dabei werden algebraische
Umformungen von Briichen durchgefiihrt. Es handelt sich um die 58
Partialbruchzerlegung. Sie ist im Lehrbuch im Anhang dargestellt. Falls Ihnen die
Partialbruchzerlegung unbekannt ist, studieren Sie zunichst den Anhang im Lehrbuch,
Seite 228 - 231.

Danach > 61
Partialbruchzerlegung bekannt > 59

4s+3 :A~(s+1)~(11s+6)+B-s(lls+6)+C-s(s+l)
s(s+1)-(11s+6) s(s+1)-(11s+6) 107

Wir multiplizieren die Ausdriicke im Zahler aus und ordnen nach Potenzen von s:

4s+3 sz( .................... )+s-( .................... )+ ..........

s(s+1)-(11+6) s(s+1)-(11s +6)

> 108
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F(s)= O].e’(“)dt :{ et )I e i " 10

0 —(s—a

Die Laplace-Transformation trigonometrischer Funktionen wird wie folgt ermittelt.
Wir beginnen mit der Sinusfunktion:

f(t)=sinwt
Llsinwt]=...............

Hinweis: Mit Hilfe der Eulerschen Formeln lésst sich sin @¢ durch Exponentialfunktionen
ausdrticken.

Losung gefunden ~ ceeemeemeemeeeeee > 13

Hilfe erwiinscht ~ coemmmemeee > 11

59

Zerlegen Sie noch den folgenden Bruch (Nullstellen sind reell und mehrfach):

] 1 -
fZ(x):xj—3x2+4 :(x+1)~(x—2)2 )

Zerlegen Sie nun als Letztes (eine reelle und zwei komplexe Nullstellen):

_2x°—13x+20 _
x(x’—4x+5)

fi(x)

> 60

45+3 s (11A+11B+C)+5(174+6B+C)+64 108
s(s+1)-(11s+6) s(s+1)-(11s+6)

Die Koeffizienten von s miissen jeweils gleich sein. Damit erhalten wir drei
Bestimmungsgleichungen fiir 4, B und C.

Konstante Glieder 3=64
fiir s: 4=174+6B+C
fiir 57 0=114+11B+C

Daraus erhalten wir =, B=............ C=............

Loésung > 111

Ausfiihrliche Rechnung > 109
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Gesucht ist die Laplace-Transformation der Sinusfunktion £(¢)= sin cr .
Bekannt ist die Transformation der Exponentialfunktion 1
L] Fls)-——
s—a
Hinweis: Sie sollten diese Ergebnisse auf einem separaten Blatt notiert haben, um schnell
nachschlagen zu konnen.
Wir erinnern uns an die Eulerschen Formeln
e =isinot +coswt
e =—isin ot + cos ot
Damit lisst sich sin @ als Differenz der Exponentialfunktionen darstellen. e’ —e™ =............
--------------------- > 12
f(x): Sx+11 _ Sx+I1l 1 N 9
T 6x+ 8 (x+2)(x+4) 2(x+2) 2(x+4) 60
1 1 1
e (x) = + - 2
9(x+1) 3(x=2) 9(x-2)
4 -2x+3
X)=—+—5"—"—
f3( ) x X +4x+5

Sie kennen gliicklicherweise die Partialbruchzerlegung und koénnen sofort mit dem néchsten
Abschnitt beginnen.

> 61

Falls Sie allerdings Schwierigkeiten hatten, ist es sinnvoller, jetzt doch noch den Anhang im
Lehrbuch, Seite 228 - 231, zu studieren oder zu rekapitulieren und dort die Beispiele zu rechnen.
Sie ersparen sich damit kiinftige Schwierigkeiten.

Zu 16sen sind drei Gleichungen mit drei Unbekannten
) 3=64 109
2) 4=174+6B+C
3) 0=114+11B+C
Gleichung 1): A= %
. . . 11 17
Gleichung 2) minus Gleichung 3): 4= 5 11B-C+ Y +6B+C
Gleichung 3) 4=3-5B
Das ergibt B=.
A und B in Gleichung 3) eingesetzt: 0= % - 15—1 +C
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iot

i . . 1
e —e ' =2isinawt Daraus folgt sinwt = ?(e

iot _e—iwl)
1

12

Da wir die Exponentialfunktionen bereits transformieren konnen, ist das Problem gel6st.

Es bleibt nur ein wenig Rechenarbeit.

Bekannt ist:

E[e‘”]:F(s):L
s—a

Eingesetzt erhalten wir:

£[sina)t]:F(s):l[ ! }

2ils—iw s+iw

Jetzt bringen wir die Briiche in der Klammer auf den Hauptnenner und erhalten

> 13

Losung von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
61

Nachdem Sie die nicht ganz einfachen Vorbereitungen erfolgreich gemeistert haben,
kommen nun Anwendungen, die fiir manche Miihe entschidigen kénnen. Rechnen Sie
die Beispiele mit und schlagen Sie gegebenenfalls in der Tabelle Seite 214 nach.

STUDIEREN Sie 24.3 Losung von linearen Differentialgleichungen mit

konstanten Koeffizienten
Lehrbuch Seite 208 - 210

Danach > 62

1 33
B=—— c=-22
5 10 110

Damit ist die Partialbruchzerlegung abgeschlossen:

> 111
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. l|s+io—-s+io
Llsinwt|=Fls)=—| ———F—
[ ] ( ) 2i |: PR :| 13
Oder vereinfacht
@
Lisinwt|=Fls)=
finor]= F)=| 2
Die Laplace-Transformation der Kosinusfunktion wird in der gleichen Weise gewonnen.
Versuchen Sie das Problem selbstindig zu 16sen.
Llcosot]=F(s)= oooooiieiiiiiiiiieee
Losung gefunden > 18
Hilfe erwiinscht > 14
62
Alle Beispiele mitgerechnet und verstanden > 86
Hilfserldauterungen und detaillierte Berechung der Beispiele > 63
1 1 33 1
L[x]=—- -=. 111
25 S(s+1) 10 (11s+6)

Umgeformt

ettt 3.1

2s 5'(s+1)_10'(S+6]

11

3. Schritt:

Jetzt konnen wir die Riicktransformation unter Benutzung der Tabelle auf Seite 214 durchfiihren
und erhalten

> 112
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Zu bestimmen ist £[cos ot ]. i
Zuerst miissen wir wieder cosawf mit Hilfe der Eulerschen Formeln als Summe oder
Differenz von Exponentialfunktionen ausdriicken.

Die Eulerschen Formeln waren:
e =
€
Damit l4sst sich die Kosinusfunktion ausdriicken als cosar=.......................
> 15
Eine erste Schwierigkeit konnte darin bestehen, dass in diesem Abschnitt die
Originalfunktion als y(¢) und dementsprechend die Ableitungen als y'(¢) und y'(¢) 63
notiert werden. Das ist gleichwertig zur Notierung f (t), f'(¢) und f"'(¢) wie in den
vorhergehenden allgemein gehaltenen Abschnitten, aber das wurde bereits erwéhnt.
Schwierigkeiten beim ersten Beispiel > 64
Schwierigkeiten bei anderen Beispielen > 74
6
le—l-e"—?’-e“l 112
2 5 10

Jetzt ist noch y zu berechnen. Dazu miissen wir das gegebene Gleichungssystem nach der

Transformation nach £[y] auflésen und £|[x]eliminieren.
Es war:

(3s+2) L[x] +s Eb/]z
+s£[x] +(4s+3) L b}]:

S v | =

Um L [x] zu eliminieren multiplizieren wir die obere Gleichung mit —s und die untere mit

(35 +2), um sie spiter zu addieren.

> 113
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€' =isin wt + cos ot s
e = —jsin wt + cos ot

cosat = %[e”"’ + e""‘”]

Jetzt konnen wir bilden:

. By
= 202, . Losung gefunden > 18
/{\@}ﬁ 5 Noch eine Hilfe erwiinscht? > 16

Das erste Beispiel war die Differentialgleichung 4y + y’' =™ A

Die Anfangsbedingungen waren ¢=0,y,=5

Als ersten Schritt fithren wir die Laplace-Transformation der Differentialgleichung gliedweise
durch und erinnern uns an die Transformationen

Lly]=F(s)
Ly]=s-Fls)-

1

s+a
Die Transformierte der gegebenen Differenzialgleichung ist:.......................

L [e"” ] =

Kontrollieren Sie, bitte, gegebenenfalls in der Tabelle Seite 213 das Ergebnis der gliedweisen
Transformation der obigen Gleichung.

—s(3s+2)- L]x] —s*-L[y]=-1

s(3s+2) L[x]+ (45 +3)-(3s+2)- L[y]= 113

Jetzt addieren wir beide Gleichungen und erhalten

Lly]|(as+3)-B3s+2)-5*|]=-1
Ausmultipliziert ergibt das: £ [y] (1 Is> +17s + 6): -1

Die quadratische Gleichung haben wir schon im Lehrschritt 104 geldst mit dem Ergebnis
s =— s s, =—1

1’

Also wird L[ y]=

> 114
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Die Aufgabe ist, die Laplace-Transformation durchzufiihren fir f (t) =cosat . 6
Lcoswt]= j e cos widt
0
L . ot 1
Wir wissen bereits £ [e ]: —
s—a
. . 1 it —iot
Wir wissen auch cos @t = 5 [e +e ]
Das setzen wir oben ein und erhalten
L [cosar]=L B (e"”' +e )} S
> 17
1 .
4F (s)+s-F(s)-y, = 3 Anfangsbedingung  y, =5 65
s+
Als zweiten Schritt 16sen wir die obige Gleichung nach F(s) auf und setzen y, =35 ein.
F (s): ....................................
> 66
L]y]= S 114
(s+1)-(11s+6)
Wir zerlegen den Bruch wieder in zwei Partialbriiche und erhalten
Llyl= i,
Losung gefunden > 118

Hilfe und detaillierte Rechung > 115
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s—iw S+iw

E[cosa)t]: £ ;[ei(ut+eiwt:|:;|: 1 4 l :| 17

Umgeformt und auf den Hauptnenner gebracht erhalten wir schlielich:

5 1
G rrwr g e ey %

Wir kénnen schon den dritten Schritt, die Riicktransformation durchfiihren. Die Riicktransformation
wird fiir beide Terme nacheinander ausgefiihrt. Die Originalfunktion y ist dann die Summe der
beiden Teiloriginalfunktionen y, + v, .

Schlagen Sie die Tabelle auf Seite 214 auf und suchen Sie die Teiloriginalfunktionen fiir

Fls)=~ i - Py = e
(s):m Py = oo
Ergebnis gefunden > 69
Hilfe erwiinscht > 67
In Partialbriiche zu zerlegen ist: m 115
-1 A B

St ) i1s56) (5+1) (1s+6)

Wir bringen auf den Hauptnenner:

-1 A5 +6)+ B(s +1)
(s+1)-(11s+6)  (s+1)-(11s+6)

Ausmultipliziert und nach Potenzen von s geordnet erhalten wir

=1 e

(s+1)-(11s+6) (s+1)-(115+6)

> 116
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s
Llcoswt|=F(s)=
[eost]=F(s)=—— I8
Bestimmen Sie die Bildfunktionen F(s) von f (t)=5-sin4t
F (s) e
> 19
In der Tabelle auf Seite 214 werden die Terme in allgemeiner Form angegeben.
67
Sie finden nicht F(s)= > 2 sondern F(s)= L mit der Originalfunktion e
s+ -
Das entspricht dem Ausdruck der Tabelle, denn der konstante Faktor 5 bleibt bei der
Transformation unverdndert erhalten.
Wir setzten a = —4
Also wird die Originalfunktion fiir F(s)= 2 ZU Py =i
s+
> 68
-1 _s[114+ B]+64+B
(5+1)-(15+6)  (s+1)-(Ils+6) 16

Das ergibt die Bestimmungsgleichungen fiir 4 und B

—-1=64+B
0=114+B

Daraus erhalten wir

> 117
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5-4

F(s)=

( ) s 116 19
Bestimmen Sie die Bildfunktionen F(s) von f (¢)=5-cos4t
F (s) PN

> 20
=5 e 63
1
Bleibt noch, die Teiloriginalfunktion y, zu finden fir F(s)= ——F——
¢ & R e N ey
In der Tabelle finden Sie F(s)= L mit der Originalfunktion
(s—a)(s—b)
— eul _ebl
y=——le—e")
Mit a =-2 und b =—4 wird die Teiloriginalfunktion zu:
Vg = ettt
> 69
11
A== B=——
5 5 117

> 118
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(s) _ 5-s
s +16 20
Berechnung der Laplace-Transformation einer linearen Funktion f(r)=C ¢
Gesucht: L[C -t]= F(s)
F (s) S
Losung gefunden > 22
Hilfe gewiinscht > 21
v: = %[6’2’ -] 69
Bereits gefunden ist: y, =5-¢™
Jetzt fassen wir die beiden Teile der Originalfunktion zusammen und erhalten
V=V F Yy = s
> 70
1 11 1
Lly|= -—
b 5(s+1) 5 (Ils+6) 118

oder

Lb]zs(s1+1)_;(s+16j

1

3. Schritt: Riicktransformation

> 119
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Die Herleitung der Laplace-Transformation einer linearen Funktion ist im Lehrbuch auf
Seite 202 dargestellt. Studieren Sie, bitte, Abschnitt 24.2.4 erneut und rechnen Sie alle 21
Umformungen mit. Gegebenenfalls schlagen Sie die partielle Integration nach.

Losen Sie parallel zum Lehrbuchtext

Lcd]=
5 e
Q\:j/ '\_‘_\ ;{Pf;fﬁt. /;'\T;I
- S ™y,
7 \\ BT i )\f
5 a0 B
N wﬁ“ & Ny
o ) @é
N A 2
y=35: e+ % [6721 - 674’]: %e’Z’ + 56—4/ -

Im Lehrbuch ist die Bildfunktion in etwas anderer Weise umgeformt.

Mochte auch die Umformung im Lehrbuch erklért haben > 71

Mochte weiter gehen ﬁ%;@ - > 74

6 6
y(f)=;-e"—l~e”’=l[e"—e“/J 119

Die meisten Schwierigkeiten entstehen bei den algebraischen Umformungen, weil sich leicht
Schreibfehler einschleichen, die dann nur schwer zu entdecken sind.

> 120
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Lle-d-Flo)= »

Gegeben sei

1(e)=5-1

> 23
R . . 5 1
Die Bildfunktion (Lehrschritte 66) war F(s)= + 71
s+4 (s+2)~(s+4)
Im Lehrbuch ist die Bildfunktion auf den Hauptnenner gebracht: F (s) = _ s+l
(s + 2) . (s +4 )
Wir zerlegen den Bruch in Partialbriiche, um einfachere Terme zu erhalten.
S5s+11 A B
Ansatz: = +
(s+2)-(s+4) s+2 s+4
5s+11  As+4A+Bs+2B

Bestimmung von 4 und B. Wir bringen auf den Hauptnenner: (S " 2). (s " 4) = (s " 2). (S " 4)

Koeffizientenvergleich: Die Zdhler miissen fiir alle Werte von s gleich sein. Also gilt
55+11=(A+B)-s+44+2B
Daraus folgen die Bestimmungsgleichungen fiir 4 und B:. 5=A4+B und 11=44+2B

A=, B=.iiiiei, > 72

Falls Sie Schwierigkeiten mit der Partialbruchzerlegung hatten, studieren Sie im Lehrbuch noch
einmal den Anhang Seite 228 - 231 und 16sen Sie parallel die obige Aufgabe

120

Keine Schwierigkeiten mit Beispiel 2 im Lehrbuch > 138

Ausfiihrliche Darstellung von Beispiel 2 im Lehrbuch > 121




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-24

Fls)== 23

> 24

72

N o

Damit wird die Bildfunktion zu:

55411 1 9
M2 e ) 26+2) 269

Die Riicktransformation fithren wir wieder durch mit Hilfe der Tabelle im Lehrbuch Seite 214.

Y s
> 73
Beispiel 2: Zu 16sen ist das Gleichungssystem
121
X+2x-y=1 Fir t=0: x, =1, Xo=Yy=0,=0
X+y+2y=0

1. Schritt: Laplacetransformation und Einsetzen der Anfangsbedingungen.
Ergebnis:

|
‘ > 122




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-25

£[f( —a)]:e_””-F(s) 24

Wir betrachten wieder die Gerade durch den Koordinatenursprung: f (t) =5t
5

Ihre Transformierte kennen wir bereits: F (s) ==
s

Jetzt betrachten wir die Gerade f/(¢)=5¢—25

Es ist die um 5 nach rechts verschobene Gerade, denn f(¢)=5(¢—5)=5¢ 25

Geben Sie die Transformierte fiir diese Gerade mit Hilfe des Verschiebungssatzes an.

AR LB 28y

9
eyl
y ) 73

_1
2

Das Ergebnis ist das gleiche. Bei der Umformung der Gleichung F(s) im Bildbereich sind

unterschiedliche Wege moglich. Mit Geschick und etwas Ubung muss man einen Weg suchen, um
Terme zu finden, fiir die man die Riicktransformation durchfithren kann. Dabei hilft oft die
Partialbruchzerlegung, die im Lehrbuch im Anhang auf Seite 228 erldutert ist.

> 74

(s° +2) L[x]-5 z[y]zéﬂ 122

s£[x]+(sz +2) Lly]=x,=1

2. Schritt: Auflgsung nach £[x] und Eliminierung von £ [y]
Dafiir multiplizieren wir die obere Gleichung mit (sz + 2) und die untere mit 5. Dann addieren wir,
£ [y] fillt heraus.

Wir erhalten

> 123




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-26

L5t-5)=¢>-= 25

Mit Hilfe des Verschiebungssatzes konnen wir beliebige lineare Funktionen, die nach rechts
verschoben sind, transformieren.

Gegeben sei

ft)=a-1=b

1. Schritt: Formen Sie so um, dass Sie die Transformation durchfiihren konnen

FEO) =
> 26
Bestimmen Sie den Fortgang Threr Arbeit selbst 74
Schwierigkeiten bei Beispiel 2 > 75
Schwierigkeiten bei Beispiel 3 > 78
Schwierigkeiten bei Beispiel 4 > 84

Wy
W Weiter, keine Schwierigkeiten gehabt > 86
) > L] P42 2
E[x]-(s +2) +s :7+s(s +2)+s 123
s

Wir formen die rechte Seite um und bringen sie auf den Nenner s. Auf der linken Seite
multiplizieren wir aus:

> 124




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-27

1. Schritt: f(¢)=a- (t - b) Damit ist die Gerade um b nach rechts verschoben. 26
a a
b
. . .o —f
2. Schritt: Das Ergebnis der Laplace-Transformation ist F(s)= % e

“

Gegeben sei die Gerade f(¢)= 5t 50

Formen Sie so um, dass Sie die Laplace-Transformation durchfiihren kénnen

> 27

Beispiel 2 war: y''+5y'+4y =0 Anfangsbedingungen: ¢ =0 Y, =0 V=3 75

Die Losung erfolgt immer in den drei Schritten:

1. Schritt: Transformation in den Bildbereich. Einsetzen der Anfangsbedingungen.

2. Schritt: Umformung der Gleichung im Bildbereich.
Auflosung nach F(s) und Vereinfachung.

3. Schritt: Riicktransformation
Gegebenenfalls lesen Sie noch einmal im Lehrbuch den ersten Abschnitt von 24.3 nach.
Im Beispiel 2 sind alle Schritte im Lehrbuch ausfiihrlich gerechnet.

3

Schwierigkeiten konnten entstehen bei der Umformung von F(s)= I
s”+5s+4

Wir 16sen die quadratische Gleichung im Nenner und bestimmen die Nullstellen. Dann stellen wir
F(s) als Produkt von Linearfaktoren dar.

4 2
£[x]-[s4+5s2+4]:% 124

st +4s7+2

Das ergibt aufgelost L|x|=

Bibtauteelist L= )
Um eine Partialbruchzerlegung durchzufiihren, mit der wir riicktransformierbare Terme erhalten,
miissen wir die Klammer in ein Polynom der Form (sz + a)- (s2 + b) bringen. Dazu 16sen wir die

Gleichung s* +5s” + 4 nach s> auf. Im Hinblick auf s ist dies eine quadratische Gleichung.
Das ergibt
2 p—

Losung gefunden > 126

Losung der Quadratischen Gleichung > 125




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-28

f(t)=5t-50=5(t-10) >

F(s)= iz e
s

Dimpfungssatz: Gegeben seien eine Funktion £(¢) und ihre Transformierte F(s)

Dann gilt F(s+a)=........ccooviiiiiaaieeeeen..

> 28

s =—4 s;=-1 F(S):m 76

Dieser Ausdruck fiir F (s) kann mit Hilfe der Tabelle riicktransformiert werden

Die weitere Vereinfachung ist bereits in Lehrschritt 71 fiir die folgende Funktion erklart.
Gegebenfalls dort nachsehen

S5s+11
=6+

> 77

Nach s? aufzulosen ist: s* +5s> +4=0 125

Wir l6sen die quadratische Gleichung. Also: s* = 3 *, }é -4 = _3 + 2 = 3 + 3
2 4 2 V4 2 2

> 126




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN

SEITE 24-29

Fls+a)= £le™ - £(0) 28
(=)
oo X
<,
&

G 7

3 { J
2 JL Beweis im Lehrbuch verstanden > 30

'd i

_ﬁsa - w10 .. :
"L Zusitzliche Erlduterung zum Beweis > 29
— e—t _e—4r
7 77
Schwierigkeiten bei Beispiel 3 > 78
Schwierigkeiten bei Beispiel 4 > 84
Weiter > 86
2 2
=-1 =4
N %2 126
st +5s7 +4=(s2 +l)-(s2 +4)
st +4s7+2

Damit wird L]x]= W

Jetzt zerlegen wir in Partialbriiche, die spéter riicktransformiert werden konnen.

Die Nullstellen sind konjugiert komplex, so sind sie fiir (sz +1 ) =0:s,=+i und s, =—i.

4 2
Dabher gilt der folgende Ansatz: sHds+2 A BtBs CFCs
s<s2 +I)~(s2 +4) s (sz +1) (sz +4)
Wir bringen die rechte Seite wieder auf den urspriinglichen Hauptnenner
s'+4s°+2
s(sz +])-(s2 +4)




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-30

Zu beweisen ist, dass gilt: F(s+a)= L [e’”’ f (t)] 29

Wir suchen die Laplace-Transformierte der Funktion e™ - f (t) .
Dabei sei die Transformierte von f(¢) bekannt als F(s) .

©

Wir schreiben die Formel fiir die Laplace-Transformation auf: £ [e"” -f (t)]: j e e f(t)dt

0

Unter dem Integral vereinfachen wirzu L [e"” . f(t)]: _[e’(”")’ - f(¢)dr
0

Das Integral ergibt die bereits als bekannt vorausgesetzte Transformierte F (s + a)

Damit ist bewiesen, dass £ [e"” ~f(t)]: F(s+a)

> 30

Drittes Beispiel:
78

Zu 16sen ist die folgende Differentialgleichung: y''+8y'+17y =0
Anfangsbedingungen: t=0 y,=0 '/ =3
1. Schritt: Die Transformation der Differentialgleichung in den Bildbereich folgt den
gegebenen Regeln und fithrt zu: ... =0

> 79

st 45742 B A(s" +557 +4)+B,s(s2 +4)+st2 (5‘7+4)+C]s(s‘7+1)+C2s2 (s2 +1) 127
s(sz+1)~(s2+4)_ s(s2+1)~(sz+4)

Wir multiplizieren im Zéhler aus, ordnen nach Potenzen von s und vergleichen die Zahler.

> 128




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-31

Gegeben sei f(¢)=3-sin2¢-e™ 20
Gesucht die Transformierte F(s)
F (s) T
Losung gefunden > 33
Hilfe erwiinscht > 31
F(s)-s* = f, = f'y=sfy +8F(s)-s —8f, +17F(s)=0 9
2. Schritt: Einsetzen der Anfangsbedingungen (¢ = 0, y, = 0,)', = 2) und Auflgsung nach F(s).
F (s) =
> 80
s*+4s +2=5"(A+B, +C,)+5 (B, +C,)+5*(54+4B, + C,)+s(4B, + C, )+ 44 s
Die Faktoren der Potenzen von s miissen gleich sein.
Damit gewinnen wir funf Bestimmungsgleichungen fir 4, B,,B,,C, und C,.
Aufgelost ergibt das:
A=........ B=.... B,=.......
C=.... C,=.......
Losung gefunden > 130

Hilfe und ausfiihrliche Rechnung > 129




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-32

Gegeben war f(¢)=3sin2¢-e™

31
Wegen des Diampfungsgliedes e konnen wir den Dampfungssatz anwenden.

Zuerst berechnen wir die Transformierte von

[[3sin 21]: ..............................

Hinweis: Die Formel wurde bereits abgeleitet. Gegebenenfalls in Thren Notizen oder im Lehrbuch
nachschlagen.

L[38I02¢]= F($) = evvrioiiiaiiieie e

> 32
3
Fls)=————

( s*+8s+17 80
In der Tabelle ist die Originalfunktion fiir die folgende Bildfunktion angegeben
F(S):ilz 5 y=l-e"’-sina)t

(s—a) +o @
Damit entsteht die Aufgabe, den gegebenen Nenner unserer Bildfunktion so umzuformen,
dass die obige Beziehung angewandt werden kann.
3
Das gelingt mit  F(s)=
geimne () (s+4)* +1
Dem entspricht mit @ = —4 und @’ =1 die Originalfunktion
y(t) el
> 81
Koeffizientenvergleich fiir Potenzen von s
129

s* 445 +2=5"(A+B, +C,)+5’(B,+C,)+5*(54+ 4B, + C, )+ s(4B, + C,)+ 44

Koeffizienten von s*: 1=A4+B,+C,
Koeffizienten von s*: 0= B, +C,
Koeffizienten von s*:  4=54+4B,+C
Koeffizienten von s': 0=4B,+C,
Koeffizienten von s°: 2=44

Wir 16sen auf, beginnend mit 4, und erhalten

> 130




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-33

3:2
L|3sin2t|=F(s)=
Bsin2]=Fls)= 5= 32
Zu berechnen ist jedoch L[f(1)]= £ l3 sin 2z - e"”J
Jetzt wenden wir den Dampfungssatz an
Ll -3sin2t|= F(s+a)
L[e"” -3sin 2t]: ................................
> 33
=3.¢™ .sint
Y 81
Wir hitten die Bildfunktion F(s) auch anders umformen kénnen.
Das ist im Lehrbuch im Beispiel 2 gezeigt. Dann wird die Wurzel der Gleichung im Nenner
bestimmt, und die folgende Form entsteht:
3
Fls)=7——F——
( ) (s—a)-(s—b)
Will auch diese Umformung kennen lernen > 82
Schwierigkeiten bei Beispiel 4 > 84
Weiter > 86
130
A= l B =0 B, = l
2 3
1
C =0 C = s
4 2
Damit wird £[x]= o 4+ 4s 2+ 2 zu
sis +557 + 4)
Llx]=iiiiiiei

> 131




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN

SEITE 24-34
3.2
Lle™* 3sin2t|=——
[ ] (s+4) +4 33
Gegeben: f(t)=e™ -cosmt
Gesucht: I[e’z’ -Cos m]: .................................
Losung gefunden > 35
Hilfe erwiinscht > 34
Gegeben ist die Bildfunktion: F(s)= B ]2
s> +8s+17
Losung der quadratischen Gleichung im Nenner ergibt:
8] = e
8y = e
> 83
131
L[x]:LﬁL1 ZS +l 2S
25 3(s°+1) 6(s>+4)

3. Schritt: Riicktransformation

Unter Benutzung der Tabelle im Lehrbuch, Seite 214, erhalten wir

> 132




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-35

Wir gehen vor wie bei der letzten Aufgabe, bestimmen
L[cos z] und wenden dann den Dampfungssatz an. 34

Lcosat]= =

Der Dampfungssatz war L [e"” f (t)] =F(s+a)

Damit wird L[e_z' -cosm‘]:

> 35
s, =—4+i
s, =—4—1i 83
Damit wird F(s) zu F(s)= 3
(s+4+i)(s+4-i)
Jetzt haben wir eine andere Form, die wir ebenfalls 16sen kénnen.
3
Fls)=7———F—
( ) (s—a)~(s—b)
| R
=—-le —e -3
y=gl )
Mit Benutzung der Eulerschen Formel erhalten wir das bereits bekannte Resultat
y=3-e* sint
Schwierigkeiten bei Beispiel 4 > 84
Weiter > 86
X = l+lcost+lcos2t
'3 6 132

Damit ist der erste Teil von Beispiel 2 geschafft. Bleibt noch die Bestimmung von £ [y] und y(t).
Das bereits transformierte Gleichungssystem war:

(sz+2) Lx] -8 L[y]zéﬂ-s
s£[x]+(s2 +2) Ly]

1
Um £ [x] zu eliminieren, multiplizieren wir die obere Gleichung mit (— s) und die untere mit
(s2 + 2) und addieren sie. Das ergibt

> 133




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-36

s+2

.E[e’z' -cos ﬂ't]: m

35

Der Linearititssatz diirfte weder beim Verstdndnis noch bei der Anwendung Schwierigkeiten
bereiten.
Suchen Sie die Bildfunktion fiir

f(t): 2cos2nat +sin2nt:
£[2 cos 27t + sin 27rt] s

Hinweis: Alle Transformationen sind bereits behandelt. Gegebenenfalls in Thren Notizen oder im
Lehrbuch nachschlagen.

> 36

Beispiel 4 war: y"+6y =t mitden Anfangsbedingungen: r=0 y,=0 ' =1

1 1
Transformation und Umformung ergeben F(s)= +
gcre () sT+6 szis2+6i

84

Schwierigkeiten kénnen nur bei der Riicktransformation entstehen. Aber in der Tabelle finden wir
fiir beide Terme die Teiloriginalfunktion.

1 1
Mit @* = 6 erhalten wir y=——sin/6-1+——(J/6 -t —sinv/6-¢
s 6\%( )

Das ergibt y(£)=oocoovveeerrrrerreereane.

‘/F;) > 85

£[y]-((s2+2)2+s2)=1 133

Wir multiplizieren aus und 16sen auf nach £ Ly]

> 134




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-37

. 36
L[2cos 2t +sin 2] = 28 + m___ 2s4am

F+@r) s +@rf s +@a)

- > 37

y(t)zl t+isin\/gt 85
6 6

Weiter > 86

Lly]= ! 134
is“ +55° +4i

Den Klammerausdruck haben wir schon in den Lehrschritten 125-127 aufgelost zu (s2 + 1)- (s2 + 4).
Bleibt nur noch die Partialbruchzerlegung, um riicktransformierbare Terme zu erhalten.

1 __4 B
(s2+1)-(s2+4)_s2+1 st +4
1 _Als* +4)+ B(s* +1)_ s*(4+B)+44+ B

(s2 +1)-(s2 +4) (sz +1)~(s2 +4) B (s2 +l)-(s2 +4)

Daraus folgt in bekannter Weise
A+B=0 TV
44+B=1 B=.. ...

> 135




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-38

Laplace-Transformation von Ableitungen
37
Dies ist nun der letzte Abschnitt mit Vorbereitungen fiir die Anwendung der Laplace-
Transformationen. Wie schon oft gesagt, es ist niitzlich, alle Ergebnisse und Regeln auf
einem separaten Blatt zu notieren. Das spart Zeit beim Nachschlagen.
STUDIEREN Sie 24.2.8 Laplace-Transformation von Ableitungen
24.2.9 Laplace-Transformation von Potenzen
Lehrbuch Seite 205 - 207
Danach > 38
Jetzt missten Sie die folgende Aufgabe 16sen konnen.
86
y'-6y'+8y =4 Anfangsbedingungen: t=0 y,=0 »'/=0
1. Schritt: Laplace-Transformation der Differentialgleichung
> 87
A=— B=- 1

Eingesetzt erhalten wir

1
3(s* +4)

i

3. Schritt: Riicktransformation unter Benutzung der Tabelle auf Seite 214 des Lehrbuchs:

> 136




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-39

In diesem Kapitel gilt fiir die Notierung des Wertes der Originalfunktion f (t) und aller
ihrer Ableitungen an der Stelle 7 =0 folgende Schreibweise:

38

st(s)—syo —y'0—6sF(s)+ 6y, + 8F(s) = ]7

NN

Hinweis: Die Konstante 4 auf der rechten Seite der Gleichung ist kein konstanter Faktor und muss
ebenfalls transformiert werden.

2. Schritt: Einsetzen der Anfangsbedingungen (= 0,y, = 0,1', = 0) und Auflésung nach F(s):

it

Rl _;,_,‘,\_,{_'7:' e > 88

y(t):%sint—ésinZt 136

Jetzt folgt noch eine Ubung. Die Losung diirfte Thnen nicht schwer fallen, nachdem Sie die
vorausgehenden Beispiele durchgearbeitet haben.
Die Losung erfolgt nach dem nun schon gewohnten Schema der drei Schritte:

- Laplace-Transformation

- Aufldsung nach £ [x] und £ [y] und Umformung in eine fiir die Riicktransformation
geeignete Form

- Riicktransformation

> 137




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-40

10)= 1, 7(0)=, 39
r0=r, y'(0)=y'
70)=r1" 7"(0)=»",
Der Nutzen dieser abgekiirzten Schreibweise wird sich allerdings erst zeigen, wenn demnéchst
Differentialgleichungen zu lsen sind.
Gegeben sei die Originalfunktion f(f)=1-¢
Gesucht: L] =i
Losung gefunden > 43
Hilfe erwiinscht > 40
4

F(s)=
(S) sis2 —6s5 +8i 88

Umformung in eine fiir die Riicktransformation geeignete Form durch Partialbruchzerlegung

F (s) =
Losung erfolgreich gefunden > 96
Hilfe und Erlauterung > 89
Gegeben seien die zwei simultanen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten: 137
4x-y+x=1 Fir =0 gilt: x,=y,=0
4x—-4y—-y=1
x(t) S
Losung gefunden > 142

Schrittweise Auflgsung mit Angabe der Zwischenergebnisse > 138




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-41

Im Lehrbuch ist die Transformierte der Ableitung einer Bildfunktion zu f (t) angegeben: 0
LF()=- £l 1)
In unserem Fall kennen wir die Bildfunktion F(s) fir f(t)=e ™ =.........ccceevvvrrrrrnn.
In Thren Notizen, im Lehrbuch oder in der Tabelle im Lehrbuch Seite 213 nachsehen.
> 41

Es ist umzuformen
4 89

F(s)=
(S) sis2 —6s+8i

Die Klammer im Nenner kann in folgende Form gebracht werden:

(sz —6s+8):(s—a)~(s—b)

Hinweis: Entweder probieren oder die quadratische Gleichung s° —6s+8=0 Idsen.

> 90
Gegeben 138
4x-y+x=1 Fur r=0:gilt x, =y, =0
4x—-4y—y=1

1. Schritt: Laplace-Transformation und Einsetzen der Anfangsbedingungen ergibt

> 139




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN

SEITE 24-42

41

Es war die Ableitung einer Bildfunktion zu f (t):

PG £l 0]

Wir betrachten F (s) =

Dann I6sen wir i[F (s)] =
ds

= (s + a)_l

Hoffentlich tiberfliissiger Hinweis:
s+a

>42

90

Jetzt kann der Bruch durch Partialbruchzerlegung aufgeldst und in die folgende Form gebracht

werden, die dann riicktransformiert werden kann.
4 A B C

S5-2)(-4) s (5-2) (s-4)

4 =
B A B
Losung gefunden > 95
Hilfe > 91
4s Ll]-s L[]+ Llx]=2 139
s
4s L]x]-4s L[y]- L[y]= 1
s
2. Schritt: Auflssung nach £L[x]:
Llx]= o
VXY > 140




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-43

d -1
L IF(s)]=
JFGs)] ra) Y
Damit wird
d 1
—|F(s)|=- =— L |t-e”
Urol— = e
Somit ist die Transformierte der Originalfunktion 7-e * gefunden:
L [t : e’”’]: ..............................
> 43
Unser Ansatz zur Partialbruchzerlegung ist:
91
4 _A4 N B N C
s(s—2)-(s—4) N (s—2) (s—4)
Zu bestimmen sind 4, B und C.
Wir bringen die Partialbriiche auf der rechten Seite der Gleichung auf den Hauptnenner und
erhalten
4 _ (cerereeerereneeeeeee )
s(s—2)~(s—4) s(s—2)~(s—4)
> 92

- 140
5-12(s+1)-(s+1j
6 2

> 141




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-44

L [t e ] = s _Ia)z 43
Gegeben sei: f(t)=1’
Gesucht: F(s)=......
> 44
4 _A-(s-2)-(s—4)+B-s(s—4)+C-s(s-2)
s(s=2)-(s—4) s(s—2)-(s-4) 92

Beide Zghler miissen gleich sein. Die rechte Seite wird ausmultipliziert und nach Potenzen von s

geordnet.
G e
— —_— =
S
— — E__} B
_—4‘:0.1/@1_‘,(‘11@5
AT (AT
> 93
1 3 1 1 1

e 141

> 142




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-45

f)=r Fls)===— 44

Weiter > 45

4=5*[A+B+C|+s[-64-4B-2C]+84 03

Die Gleichung ist nur dann erfiillt, wenn die rechte Seite unabhingig von s und s° ist. Das ist der
Fall, wenn beide Klammern gleich 0 sind. Daraus gewinnen wir die Bestimmungsgleichungen.
4=84

0=4+B+C

0=-64-4B-2C

Bestimmen Sie 4, Bund C

A=
B=..
C=eea
Losung gefunden > 95
Letzte Hilfe > 94
3 L1 L
x(t)zl—zeﬁ—z-ez 142

Es bleibt noch die Berechnung von £ b}] und y.

Die Laplace-Transformation haben Sie bereits im Lehrschritt 139 durchgefiihrt mit folgendem
Ergebnis:

4s Llx]-s L[]+ z[x]zé
45 L[x]- 45 L]y]- £Ly]=§

Berechnen Sie nun: y(£)=..........ccccoeeviiniiionin,

Losung gliicklich gefunden > 147

Schrittweise Losung mit Angabe der Zwischenergebnisse > 143




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-46

Gegeben sei: f(¢)=3sin’(2¢) 45
Gesucht: F(s)= ..o,
Losung der etwas kniffeligen Aufgabe gelungen > 51
Hilfe gewtinscht > 46
Aus der ersten Bestimmungsgleichung folgt 4 :% 94

. |
Wir setzen AZE ein in: A+B+C=0 und —-64-4B-2C=0

Daraus folgt: %+B+C:O und -3-4B-2C=0
Wir formen um und addieren
2B+2C=-1
—4B-2C=+3
Daraus folgt: B=.....cccecvrrnnen. und C=...

Nach L[y] aufzulésen ist:
4s L[x]-sL[y]+ £ [x]=

1 143
4s£[x]—4s£b]— £[y]=§

Wir eliminieren in bekannter Weise £ [x] und erhalten

> 144




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-47

Wir finden die Transformierte weder in der Tabelle noch in unseren Aufzeichnungen.
Daher miissen wir versuchen, die Funktion f(¢)=3sin’(2¢) so umzuformen, dass wir die 46

Laplace-Transformation durchfiihren kénnen.

Wir formen mit Hilfe der Additionstheoreme und des Satzes von Pythagoras so um, dass keine
Quadrate von trigonometrischen Funktionen mehr vorkommen.

SIN(26) = .eoooiiiiee e
Losung dieses Zwischenschritts gefunden > 50
Weitere Hilfe erwiinschst > 47
A=— B=-1 C= 1

Lly]= - 144

12[+éj(+;j

Damit kommen wir zur Partialbruchzerlegung um riicktransformierbare Terme zu erhalten:

[ -1 4, B C_
prafls) ™ ) [03)
s 12 s+— || s+— S+— S+ —
6 2 6 2
Das ergibt:
A=, B=. C=

> 145




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-48

Wir erinnern uns an das Additionstheorem  cos(n2+ m) = cos - cos m —sin n - sin m
47

Damit wird cos(t+¢)=cos2¢=.......................

> 48
1 1 1 1
Fls)=—-—F+—=+—
(5) 2s (s=2) 2(s—4) 96
Jetzt konnen wir den dritten Schritt, die Riicktransformation, durchfiihren.
Mit Benutzung der Tabelle Seite 214 erhalten wir:
P(E) = oo
> 97
3 1 145
A=-12
Damit wird

-1

Lly]= e
s-12(s+éj.(s+;j

> 146




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-49

cos2t =cos’ t—sin’¢
48

Jetzt verwenden wir den Satz des Pythagoras.
Wegen cos” ¢ =1—sin”¢ kénnen wir cos’ ¢ eliminieren
COS2f=iiiiiniininiinens

> 49

| 2t
t)J=—+—e —e

we)=5+3 97

Eine letzte kleine Aufgabe, die Thnen aus der Physik gut bekannt sein diirfte, betrifft die Bewe-
gungsgleichung im Gravitationsfeld auf der Erdoberfléche.

Wie allgemein in der Physik iiblich, bezeichnen wir die Zeit durch ¢ und die Ableitung nach der
Zeit durch y . Die y -Koordinatenachse weise nach oben. Dann ist die Beschleunigung nach unten

gerichtet und damit negativ.
y=-g

Laplace-Transformation ................cccevvviiiiininnnn...

Auflgsung nach F )

Riicktransformation y(t)z ..................................
> 98

146

1 3 1 11
Llyl=—=+2 -
] s+2( 1) 2( 1)
S+— s+
6 2

Jetzt folgt die Riicktransformation mit Hilfe der Tabelle, denn niemand kann alle Formeln im Kopf
haben. Das Ergebnis ist:

> 147




KAPITEL 24 LAPLACE-TRANSFORMATIONEN SEITE 24-50

cos2t=1-2sin’¢

49

Damit sind wir am Ziel und kénnensin® ¢ angeben

= > 50

s2~£(s)—sy0—y0=% 98

2

£(s):¥+&+&
S N N

O s
Das ist die bekannte Gleichung fiir den freien Fall.

t t
y(t)=—1+§~eé—ge2 147

Damit haben wir die vollstindige Losung des Gleichungssystems ermittelt zu
! t

! t
x(t):l—;(e(’ +€2J y(t):—l+eig —e?

Sie haben erfolgreich das Ende dieses nicht ganz leichten Kapitels erreicht und diirfen sich
gratulieren, dass Sie durchgehalten haben!

¥
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