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Kapitel 20

Lineare Gleichungssysteme und Determinanten
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Lineare Gleichungssysteme
Gauly’sches Eliminationsverfahren, Schrittweise Elimination der Variablen
Gauf-Jordan Elimination

In den nichsten Abschnitten des Lehrbuchs werden verschiedene numerische Beispiele
durchgerechnet. Versuchen Sie, die Beispiele jeweils selbst anhand des vorher im Text
erklidrten Losungsverfahrens zu 16sen

STUDIEREN SIE im Lehrbuch  20.1 Lineare Gleichungssysteme
20.1.1. GaulB3’sches Eliminationsverfahren
20.1.2 GauB-Jordan Elimination
Lehrbuch, Seite 136 - 139

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 2

1 1 0 3|1 0 0 O

o . {12 -1 510 1 0 O
A|E ist eine 4 x 8 Matrix A|E = 01 0 110 01 0
3 521210 0 0 1

Zunichst berechnen wir die inverse Matrix 4. Dafiir muB 4|E so verindert werden, daB
der erste Teil zu einer Einheitsmatrix wird. Dann ist der zweite Teil 4™ .

El47! =

Losung gefunden

Erlduterung oder Hilfe erwiinscht > 16

Existenz von Losungen

Im Lehrbuch sind zwei ausfiithrliche Beispiele durchgerechnet. Dabei wird die
Matrixschreibweise benutzt. Bei Verstdndnissschwierigkeiten hilft es, die vollstindigen
Gleichungen hinzuschreiben und an ihnen die Umformungen der Beispiele durchzufiihren.

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 20.1.4 Existenz von Losungen
Lehrbuch, Seite 142 - 145

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 30
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Losen Sie das folgende Gleichungssystem entweder nach dem Gauf3’schen oder dem GauB-
Jordan’schen Eliminationsverfahren

X1 +2)C2 =3

—2x1 + Xy =4

Wir gehen von A4|E aus. Der erste Teil soll E werden.

1. Schritt: Elimination der Elemente in der ersten Spalte unterhalb a; :

1103|1000 Zeile : a;; ist bereits 1.

AE = 12-15|0100 Zeile 2: Zeile 1 abziehen.
010 1{0010 Zeile 3: a5 ist bereits 0
35-212(0001

Zeile 4: 3 x Zeile 1 abziehen.

Das Ergebnis ist:

A) Zu losen seien 4 nicht homogene lineare Gleichungen mit 6 Variablen.
Hochstens ............... Variablen kénnen bestimmt werden.
Mindestens ............... Variablen sind unbestimmt und frei wéhlbar.

B) Zu 16sen seien 4 homogene lineare Gleichungen.
Triviale Losung:

Falls eine nicht-triviale Losung existiert:
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X1= -1 Xy =2

Losen Sie jetzt

X1 +2x2 +3X3 = 6
—le + Xy —6X3 =-7
2x1 —6JC2 + 12)C3 = 4

Losung gefunden > 5

Erlauterung oder Hilfe erwiinscht

1 1 03/ 1000

. . . 01-12|-1100
Die verdnderten Elemente sind fett gedruckt 01 01/l 0010
0 2-2 3(-3 001

2. Schritt: Elimination der Elemente unterhalb und oberhalb a,,: Zeile 1: Zeile 2 abziehen
Zeile 3: Zeile 2 abziehen
Zeile 4: 2 x Zeile 2 abziehen.

Ergebnis:

A) Hochstens 4 Variablen kénnen bestimmt werden. Mindestens 2 Variablen sind
unbestimmt und frei wéhlbar.

B) Triviale Losung: x; =0 j=1,2,3,4

Falls eine nichttriviale Lésung existiert, ist sie nicht eindeutig und hat mindestens eine
frei wihlbare Variable.

Bei praktischen Rechnungen ist es empfehlenswert, vorweg zu priifen, ob Losungen
existieren und ob sie eindeutig sind. Fithrt man die GauB-Jordan Elimination durch, zeigt
die Losung klar ihre Struktur.

Nun haben Sie sich eine PAUSE verdient!
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Anstatt einer Hilfe nur ein Hinweis. Es kann hier keine grundsétzlichen Verstindnis-
schwierigkeiten geben.

Losen Sie die Gleichung anhand des im Lehrbuch Seite 137 demonstrierten Beispiels.

Das beste wiire, Sie losten danach dieselbe Aufgabe auch anhand des im Lehrbuch auf Seite
138 demonstrierten Beispiels. Dann hétten Sie die beiden Beispiele durchgespielt.

10 1 1( 2 100

. . . 0 1 -1 2|-1 1 00
Die verinderten Elemente sind fett gedruckt 00 1-1 1 -11 0
00 011 -20 1

3. Schritt:
Elimination der Elemente unterhalb und oberhalb von a;;:  Zeile 1: Ziele 3 abziehen

Zeile 2: Zeile 3 addieren
Zeile 4: ay, ist bereits 0

Ergebnis:
> 19
Determinanten

In diesem Abschnitt sollen Sie den Begriff ,,Determinante und deren Eigenschaften
kennenlernen, sowie iiben, die Determinanten von 2 X 2 und 3 X 3 Matrizen auszurechnen.

STUDIEREN SIE im Lehrbuch  20.2 Determinante
20.2.1 Einfithrung
20.2.2 Definition und Eigenschaften der n-reihigen
Determinanten
Lehrbuch Seite 145 - 151

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 33
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W=

Hier im Leitprogramm wird jetzt die allgemeine Losung fiir zwei Gleichungen mit zwei
Unbekannten nach dem Gauf3’schen Eliminationsverfahren berechnet. Allgemeine
Rechnungen sind oft schwerfilliger als Zahlenbeispiele.

Entscheiden Sie selbst:

Mochte Rechnung kennenlernen > 6

Maochte weiter zum néchsten Thema iibergehen > 13

1 00 2 1 0-10
. . . /o010 1, 0 0 10
Die veranderten Elemente sind fett gedruckt: 00 1 -1 1 -1 10
00 0-1]-1-2 011
4. Schritt: Elimination der Elemente oberhalb ay,:
Zeile 1: 2 x Zeile 4 addieren Zeile 2: Zeile 4 addieren
Zeile 3: Zeile 4 subtrahieren Zeile 4: mit (-1) multiplizieren

Ergebnis: Ej4™ =

Gegeben sei die Determinante der Thnen von vorhergehenden Ubungen bekannten Matrix:

11 0 3
12 -1 5
detA—OlO1
35 =212

Geben Sie die Unterdeterminante fiir a5 ...............
Schreiben Sie das algebraische Komplement auf:

Ap =

Im Zweifel im Lehrbuch nachschauen. > 34
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[6]

Gegeben sei ein System von zwei linearen Gleichungen
anx; +apx; =b
ay X +anx; =b,

Berechnen Sie die Losung mittels der Gau3’schen Elimination.

X = i
Xy = i
Losung gefunden > 11
Erlduterung oder Hilfe erwiinscht > 7
1000 1-4-1 2
1.0 100/ -1-2 1 1
E47=10 0 10]2 11 -1

00011 2 0 1

Nachdem wir A4|E in E|4™ transferiert haben, konnen wir A separat hinschreiben.

A=

Uberpriifen Sie das Resultat und berechnen Sie 4™ - 4= .......... A- A=

1 -1 5
Unterdeterminante fiir aj5:{0 0 1

3212
1 -1 5
Algebraisches Komplement 4, =(—1)1+2- 0 0 1
3 -2 12

Rechnen Sie nun das algebraische Komplement aus. Benutzen Sie einmal die allgemeine
Methode (Entwicklung nach einer Zeile) und einmal die Sarrus’sche Regel:

1 -1 5§
A12=—0 0 1=
3 -2 12| |.. ... ..
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Gegeben ist
anx; tapx; =b; (1)

e . a b
Erster Schritt: Wir teilen Gleichung (1) durch ay;: x1+ Flixz = a—l
11 11
Wir eliminieren X, in Gleichung (2) : 0+ |:a22 _— = 2o jl xy =by —b; ?
11 11
Fithren Sie den zweiten Schritt aus:
XS
Xy = i
Weitere Hinweise > 8

1 -4 -1 2
a_|(-1-=2 1 1
A7=1 5 1 12

1 2 0 -1

Wenn kein Rechenfehler gemacht wurde, miifiten Sie erhalten AV A=A4-47"=E

Kehren wir zuriick zu unserem Gleichungssystem von Lehrschritt 14: Ax =5

12 -1 5 x|_|25 . . ) - |12 41 s
01 0 1 x =73 Die erweiterte Matrix A|bist: A|b= 01 o0 1
35212 x,) \04 35 o1

Entwicklung nach der ersten Zeile

1 -1 5
Ap=-]0 0 1|=—(1-2-(-D(=3) =1
3 -2 12

Die Benutzung der Sarrus’schen Regel ergibt natiirlich das gleiche Ergebnis.

Entwickeln Sie zur weiteren Ubung einmal nach der 2. Zeile und dann noch einmal nach
der 1. Spalte. Da das Ergebnis bekannt ist, haben Sie selbst gleich die Kontrolle.
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Das Ergebnis des ersten Schrittes war:

Xpto— Xy =o— 1

a1z 4y

a s
0+(a22— )‘x‘2 =b2—b1-a—”- (2)

Zweiter Schritt: Elimination von x, in Gleichung(1)
Dafiir muB Gleichung (2) nach x, aufgelost werden.

Xy = i
> 9
11 0 3|16
12 -1 5|25
Alb_01018

Losen Sie das Gleichungssystem mit der GauB3-Jordan Elimination.
Das entspricht der Transformation des Teils 4 in eine Einheitsmatrix genau wie eben bei
der Ermittlung von A", Einziger Unterschied ist, daB hier die Erweiterung aus b besteht.

xl E iiiieesecnsnnnne

x2 S teeetersevsenns

X3 =i,

...... X4 =i
Losung gefunden > 24
Erliuterung oder Hilfe erwiinscht > 23

A, =1 Das Ergebnis ist immer gleich, der Rechenaufwand nicht.

Der Rechenaufwand bei der Bestimmung von Determinanten groflerer Matrizen kann ganz
erheblich reduziert werden, wenn man die Eigenschaften der Determinanten geschickt zur
Vereinfachung ausnutzt.

11 0 3

. 12 -1 5

Gegeben sei det A = 01 0 1
35212

Benutze Regel (6) — Addition von Vielfachen einer Zeile zu einer anderen:

detd = > 37




KAPITEL 20 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME UND DETERMINANTEN SEITE 169

(o]

—p,
by = b, ay ay by —ay by

Xy = =
Y% gay —apa

ayp === 11922 — 4124y

Dies ist bereits die Losung fiir x,.

Um x, zu erhalten mufl nun noch x, in Gleichung (1) eliminiert werden.

. b
Gleichung (1) war xj + 212, x, = 2L
g 17a, 72 T ay,

Nach Elimination von x, erhalten wirx; =...............

> 10

Bei der Berechnung der Inversen haben wir die erweiterte Matrix A|E so transformiert, da3
wir E|A'1 erhielten. Jetzt ist die erweiterte Matrix 4|6 so zu transformieren, dal wir E|x
erhalten.

Die Transformationsschritte sind die gleichen wie in den Lehrschritten 16-20. Nur die
rechte Seite ist verdndert. Es handelt sich um die GauB-Jordan Elimination in einer
abgekiirzten Schreibweise. Fiihren Sie die Transformation anhand der Lehrschritte 16-20
durch. Dafiir miissen Sie zurtickblattern

=
)
|

Elx=

=
w
I

Es gibt viele Moglichkeiten. Eine davon wére

11 0 3 11 03
12 -1 5| Subtraktionvon Zeilel _ {0 1 -1 2
01 0 1 o1 01
3 5 =2 12| Subtraktionvon3x Zeilel [0 2 -2 3

Die Vereinfachung entspricht im {ibrigen genau den Operationen der Gauf3-Jordan
Elimination. Jetzt braucht nur noch das algebraische Komplement 4, berechnet zu werden.
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_ b, ap (byay —bay)
Xy =—-—"
ay ay (@apnaxp-—ajay)
Dieser Ausdruck 14t sich auf die gleiche Form bringen, wie der fiir x,. Dann ergibt sich die
vollstdndige Losung zu

P o

Yo = ay by—ay b,

2 a1 Gyp—ay; dy

> 11

1000 4| x =4
0100 6| x,=6
0010 1| x3=
0001 2 x 2

Bei der Ausfithrung der Transformationen mufl man aufpassen, aber prinzipiell sind sie
nicht schwierig. Die Matrixschreibweise und die schrittweise Durchfilhrung der
Transformationen anhand der erweiterten Matrix A|b sparen Schreibarbeit und helfen damit,
Fehler zu vermeiden.

Detd =ay1-A11 =-1

Vereinfachen Sie die Determinante derselben Matrix, indem Sie Vielfache einer Spalte zu
einer anderen addieren und dann ausrechnen:

11 0 3

12 -1 5|_ -

01 o0 117 T
35-212
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byay-b,ay byay—byay
x‘l_ xz—

a1 a0 Ay a1 Ap=ap Gy

Nun losen Sie ein Zahlenbeispiel:

X1 +X2 =

|
\S]

2x1+5x, =

X T

X

> 12

Jetzt folgt eine Aufgabe, wie sie in Anwendungssituationen auftreten kann. Die
Zahlenrechnungen konnen nicht mehr im Kopf durchgefiihrt werden, es muf ein
Taschenrechner benutzt werden. Systematisches Vorgehen hilft, Fehler zu vermeiden, die
bei diesen Zahlenrechnungen sehr leicht auftreten konnen.

2,15x; +1,05x5 +0,56x3 = 3,25 X] =i
3,80)6] +0,95.X'2 —0,98)&‘3 =-9,50 Xy Teeeiinns
4,90x, +2,05x3 = 0,05 X3 =i
Losung gefunden > 28
Erlduterung oder Hilfe erwiinscht > 26
11 0 3 10 00
. . qr2 -1 5|_j1 1 =12
Eine mogliche Vereinfachung: o1 o0 117lo1 o0 1|7 1
35212 3223
RS NS
oder eine andere Vereinfachung: = 01 00 =(C-D-1 -1 3|=-1
3527 327

Weitere Ubungsaufgaben finden Sie im Lehrbuch, Seite 157. Im Leitprogramm iiben wir
nicht weiter, hier ist nur eine erste Orientierung beabsichtigt.
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W | —

Xy =

N | —

X1 =

Das Zahlenbeispiel machte viel weniger Schreibarbeit als die Ableitung der allgemeinen
Losung. Die allgemeinen Losungen fiir Gleichungssysteme mit drei und mehr Variablen
sind noch viel schwerfilliger und aufwendiger. Die Durchfithrung des Lésungsverfahrens
ist demgegeniiber einfach und folgerichtig. Daher ist das Verstindnis der Logik des
Losungsverfahrens so wichtig, nicht die Kenntnis der Losungsformel. Weitere Ubungen
sind im Lehrbuch auf Seite 157 zu finden.

> 13

Schwierigkeiten macht bei dieser Aufgabe vor allem die Schreib- und Rechenarbeit. Das
Losungsverfahren ist bekannt. Zur Kontrolle ist das Gleichungssystem nach Elimination der
Variablen x; in der ersten Spalte dargestellt. Natiirlich in Matrix-Schreibweise. Die
Rechnungen sind mit einen Taschenrechner durchgefiihrt. Bei Schwierigkeiten studieren
Sie im Lehrbuch noch einmal die Abschnitt 20.1.2 und 20.1.3 und rechnen Sie die Aufgabe
anhand des Lehrbuchs.

1 0,488372 0,260465| 1511628
0 0905814 1969767 | 15,244185

0 490 2,05 0,05
Losung gefunden > 28
Erlduterung oder Hilfe erwiinscht > 27

Rang einer Determinanten und einer Matrix

Anwendungsbeispiele

Cramer’sche Regel

Der Rang einer Matrix und ihrer Determinanten bestimmt die Struktur der Losungen eines

linearen Gleichungungssystems. Rechnen sie die ausfiihrlichen Beispiele im Lehrbuch mit
und, besser noch, versuchen Sie, die Beispiele zunichst selbstindig zu 16sen.

STUDIEREN SIE im Lehrbuch ~ 20.2.3 Rang einer Determinanten und einer Matrix
20.2.4 Anwendungsbeispiele
20.2.5 Cramersche Regel
Lehrbuch Seite 153 - 156

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 41
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Matrixschreibweise linearer Gleichungssysteme und Bestimmung der inversen Matrix

Die Losung linearer Gleichungssysteme wird durch die Matrixschreibweise erleichtert. Das
wird flir die GauB-Jordan Elimination gezeigt. Die inverse Matrix, die im vorhergehenden
Kapitel bereits erwdhnt wurde, kann mit Hilfe der GauB-Jordan Elimination berechnet
werden.

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 20.1.3 Matrixschreibweise linearer Gleichungssysteme
und Bestimmung der inversen Matrix
Lehrbuch, Seite 139 - 142

BEARBEITEN SIE DANACH Lehrschritt > 14

Hier ist — wieder in Matrix-Schreibweise — der Stand der Rechnung nach der Elimination
der Variablen x, in der zweiten Spalte notiert. Aufgrund von Abrundungen kénnen bei
Thren Rechnungen Abweichungen in der letzten angegebenen Ziffer auftreten.

1 0 -0,801540 | 6,707317 \(_,‘,gf;?“ o
0 1 2,174583 | 16,829267 s
0 0 8605456 | 82,413409 Fed &ch
,s:fl’ 73
WL,
l-“ q

A,
”vpé' L > 28

Beim Studium des Lehrbuchs haben Sie Beispiele ausfiihrlich durchgerechnet. Weitere
Beispielaufgaben finden Sie in der letzten Ubungsaufgabe im Lehrbuch Seite 157. Uben Sie
nach Threm Bedarf. Die Cramersche Regel ist vor allem theoretisch interessant. Fiir
praktische Anwendungen empfiehlt es sich immer, die GauB3-Elimination oder die GauB-
Jordan Elimination durchzufithren. Dabei ergibt sich im tibrigen der Rang der
Koeffizientenmatrix automatisch.

Aus diesem Grund werden wir hier keine weiteren Beispiele zur Cramerschen Regel
rechnen.
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Gegeben sei ein System lineaer Gleichungen 4 x = b
x + x + 0 + 3x 16
x, + 2x, - x3 t+ 5x; = 25
0o + x, + 0+ x, = 8
3x, + 5x, — 2% + 12x, 64
Die erweiterte Matrix A|E isteine ... X ... Matrix.

-

Losung in Matrix-Schreibweise:

1 00| 0968940 x; = 0,969
0 1 0 |-3,996449 Xy =-3,996
001/ 9576879 x3= 9577

Im Ergebnis sind die Zahlen gerundet. Ergebnisse sollten immer mit der Genauigkeit
angegeben werden, die durch die zugrundeliegenden Daten begrenzt sind.

Sie haben das




