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auch in diesem Kapitel sind die Lehrschritte im Leitprogramm wie im vorhergehenden
angeordnet. Die Lehrschritte sind kapitelweise durchnummeriert.

Liebe Leserinnen und Leser,

Der Pfeil unten zeigt auf die Nummer des jeweils folgenden Lehrschritts.

Das skalare Produkt in Komponentendarstellung

Die Berechnung des inneren Produktes vereinfacht sich sehr, wenn die Komponenten-
darstellung benutzt wird. Schreiben Sie sich neue Regeln heraus.

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 1.3 Skalares Produkt in Komponentendarstellung
Lehrbuch, Seite 41-42

BEARBEITEN SIE danach Lehrschritt > 42

Vektorprodukt oder dulleres Produkt
M=FxF M= [F, F] Hinweis: Des Kreuzes wegen sagt man auch Kreuzprodukt.

Die zwei Vektoren @ und 4 liegen in der x-y-Ebene
und schliefen den Winkel o ein. Das vektorielle Produkt

¢ =axb hat folgende Eigenschaften:
. Betrag | =...............

-

Die Richtung steht senkrecht auf @ und &
Die Richtung von ¢ geméf der Rechtsschrauben-
regel ist

O g O &

Ly I

=
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Eine nicht nur von Engldndern geschitzte Maxime bei der Vorbereitung von Vortrigen
lautet:

Tell, what you are going to tell,

tell,

tell, what you have told.
SinngemiB heif3t das:

sage am Anfang worum es gehen wird;
sage was zu sagen ist;
sage am SchluB zusammenfassend was Du gesagt hast.

Befolgt man diese Maxime, erleichtert man es dem Zuhérer, etwas zu lernen und zu be-
halten. Befolgt man diese Maxime, werden die wichtigsten Punkte ... mal wiederholt.

> 3

Gezeichnet sind hier die Einheitsvektoren in Richtung der Koordinatenachsen.
|2 Geben Sie an:

e, By €)= it

le| = |ax 8| =la|- |- sin i=5

Geben Sie die Richtung des Vektorproduktes axb an. @ und b liegen in der x-y-Ebene.

£

~<w
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Dreimal

Die Maxime ist aus einem weiteren Grund niitzlich. Wenn man die wichtigsten Punkte am
Anfang und am Ende wiederholen will, muB man sich dariiber klar werden, was die
wichtigsten Punkte sind. Man muf} Prioritéten setzen.

Genauso niitzlich ist es beim Lernen, die wichtigsten Punkte des vorangegangenen Kapitels
jeweils vor Beginn des neuen zu wiederholen. Schreiben Sie auf einen Zettel in Stich-
punkten — schreiben Sie keine Abhandlung — die Hauptpunkte des letzten Kapitels.

Brechen Sie die Wiederholung nach 6 Minuten ab.

éx.éx=1 éyéx=0
ey -8y, = e,-e,=1
é,-e, =0 e,-e, =0
Alles richtig > 47
Fehler oder Schwierigkeiten > 44
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Thre Stichworte konnen sich sehr unterscheiden. Auf Ihrem Zettel kénnte stehen:

Vektoren haben Betrag und Richtung; Darstellung durch Pfeile.

Geometrische Addition: Man bildet eine geschlossene Kette.

Geometrische Subtraktion: Addition des Gegenvektors.

Projektion eines Vektors a auf einen Vektor b : Man fillt vom Anfangs- und Endpunkt
von a die Lote auf die Wirkungslinie von 5 .

Komponentendarstellung:

Komponenten sind die Projektionen eines Vektors auf die Koordinatenachsen.

Addition von Vektoren in Komponentendarstellung & +5 = (a, +b, ,a, +b,,a, +b;)

= 1/a,% +a +a?

Einheitsvektor in Richtung von @: &, =2

a
Betrag eines Vektors @ =(ay,a,,a,): a=|a

N

> 5

Betrachten wir die gleiche Uberlegung im Zweidimensionalen. Die Einheitsvektoren haben
den Betrag 1 und die Richtung der Koordinatenachsen.

e, -&, ist die Multiplikation des Einheitsvektors
y mit sich selbst. Beide Vektoren haben die gleiche

Richtung. Ergebnis é, -e, =1

€, €, beide Vektoren stehen senkrecht

aufeinander. Ihr inneres Produkt ist daher 0.

A <> - X ey - éy =0
€x Ergénzen Sie jetzt selbst
€y 8 = it
€y .o,

Keine Fehler, Rechtsschraubenregel kann angewandt werden > 89

Fehler gemacht oder ausfiihrliche Erlauterung erwiinscht > 85
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Thre Formulierungen brauchen nicht mit diesen iibereinzustimmen. Thre Formulierungen
konnen viel knapper sein. Thre Formulierungen kénnen auch andere Begriffe enthalten wie:
freier Vektor, gebundener Vektor, Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar,
Ortsvektor, Koordinate.

Wichtig ist, daB Sie sich bei dieser Zusammenfassung die Zusammenhidnge
vergegenwirtigen.

Bevor erfahrene Studenten ein neues Kapitel beginnen, rekapitulieren sie, ob sie das
vorhergehende noch im Kopf haben. Das neue Kapitel setzt nimlich voraus, da man die
im vorhergehenden Kapitel dargestellten Sachverhalte gelernt hat.

éy 'éy =1
ey e, =0
Hier noch einmal die Sache im Drei-
7 dimensionalen. Geben Sie die Produkte der
Einheitsvektoren an:

Das Ergebnis des Vektorprodukts @ x b ist ein neuer Vektor ¢ .

@ und b definieren eine Ebene. ¢ steht senkrecht auf dieser Ebene.
Die Orientierung von ¢ wird nach der Rechtsschraubenregel festgelegt.

' Handlungsvorschrift: Man drehe den 1. Vektor — hier ist
: es a — auf kiirzestem Weg so, daf} er auf den 2. Vektor
b fillt. Die Richtung des Vektorprodukts ist dann diejenige
[
P |

Richtung, in die sich bei dieser Drehung eine
Rechtsschraube bewegen wiirde. Um diese Richtung zu
bestimmen, muB man also diese Drehung immer in

Gedanken durchfiihren. Am besten fithrt man die
3 Bewegung mit der Hand andeutungsweise aus. Dann hat
man die Richtung einer Rechtsschraube im Griff.
b
o § > 86




KAPITEL2 SKALARPRODUKT, VEKTORPRODUKT SEITE 60

(6]

Im folgenden Kapitel wird vorausgesetzt, daB Sie wissen, was Sinus und Kosinus eines
Winkels sind.

Die meisten werden sich aus der Schule noch daran erinnern, wie sin(ct) und cos(a) in
einem rechtwinkligen Dreieck definiert sind.

Fiir diejenigen, fiir die das nicht zutrifft, folgt eine kurze Erlduterung, die ausreicht das
Kapitel zu verstehen.

Erlduterung von sin(a) und cos(a) > 7

Definition von Sinus und Kosinus bekannt > 11

€, e, = Die Vektoren stehen senkrecht aufeinander

e, -e,=0 Die Vektoren stehen senkrecht aufeinander

€8 =1 Die Vektoren haben die gleiche Richtung
Hinweis:

Vergleichen Sie noch einmal mit der Zeichnung

b Zeichnen Sie die Richtung von &=5bxa ein.
Wichtig ist es, darauf zu achten, daB immer der
a im Produkt zuerst stehende Vektor in den zweiten

Vektor hineingedreht wird. Das bedeutet namlich,
da das Produkt von der Reihenfolge der

Vektoren abhéngt.

Zeichnen Sie die Richtung von d =b xa. Hier

b ist die Reihenfolge der Vektoren a und b
&ve vertauscht.
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Wir betrachten ein rechtwinkliges Dreieck. Es heiflen
Seite c¢: Hypothenuse
Seite a: Ankathete
¢ Seite b: Gegenkathete

a

Sinus und Kosinus des Winkels o sind definiert durch das Verhiltnis der Katheten zur
Hypothenuse. Das Verhiltnis héngt nur vom Winkel ab, nicht von der GroBe des Dreiecks.

. . . b Gegenkathete
Definition des Sinus: sin (o) = == Thpothenuse
e : . — _‘1 — _ Ankathete
Definition des Kosinus: cos (o) = = = Typothenuse
Schreiben Sie, bitte, die Definition mit der Zeichnung auf einen Merkzettel, auf den Sie
noch zuriickgreifen werden. > 8

Gegeben sei

Berechnen Sie G D= i,

Die Richtung des Vektorprodukts héngt von der
Reihenfolge der Faktoren ab.

Das ist anders als beim inneren Produkt. Fiir das
innere Produkt gilt:

@b)=-a
Fiir das vektorielle Produkt gilt:
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Die Werte fiir sin(o.) und cos(at) bestimmt man mit dem Taschenrechner oder entnimmt
sie Tabellen.

Sehr einfach ist es, Dreiecke zu betrachten, deren Hypothenuse die Linge 1 hat. Dann
konnen Sie angeben:

a-b=13+4-1=7

Gegeben sei

a=(ay, ay, a;)
¢ =(cx, Cy, Cz)

BerechnenSie a-¢= ...............

axb=-bxa

Bei der Ermittlung der Richtung des Vektorprodukts also so vorgehen:
1. Ersten Vektor suchen.
2. Ersten Vektor auf kiirzestem Weg in den zweiten Vektor hineindrehen.

3. Die Drehung als Drehung einer Rechtsschraube auffassen. Die Bewegung der
Rechtsschraube ist die Richtung des Produkts.

1 1
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(2]

sin(o)=b
cos(o)=a

A Ein Kreis mit dem Radius 1 wird Einheitskreis

. genannt.
<ind Die Projektion des Radius auf die x-Achse hat den
@ - Betrag: o).
cos (¥ 1 Tx & COS( )

Die Projektion des Radius auf die y-Achse hat den
Betrag: sin(at)

Hinweis: Wenn wir in der Figur den Punkt P in den zweiten Quadranten wandern lassen,
wird o groBer als 90° und der Kosinus wird negativ.

Ubertragen Sie die Figur auf Ihren Merkzettel. > 10

a-c =aycy +a,c, +ac,

A
P, Eine Masse wird von P, nach P, bewegt.

Kraft: F=(0, -5N)
Ortsverschiebung: 5 = (3m, 3m)

P, Gesucht: Arbeit bei Ortsverdnderung von P nach

=
I
I
!
(=1}
[

> 50

Hier ist ein rdumliches Koordinatensystem.
Eingezeichnet sind die Einheitsvektoren in
Richtung der Koordinatenachsen. Das vektorielle
pe: Produkt

€y X e, hat den Betrag .....

v
!

€x
Wir kénnen diese Aufgabe sogar vollstdndig 1sen
X und die Richtung des Produktvektors angeben:

ey Xe,=....
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Kennt man in einem rechtwinkligen Dreieck den Winkel o und die Hypothenuse, lassen
sich Ankathete und Gegenkathete ausrechnen.

Gegenkathete: b =c-sin(a)
Ankathete: a=c-cos(a)

Auch diese Umformung sollten Sie auf Ihr Merkblatt schreiben. Das Merkblatt werden Sie
brauchen, wenn Sie das Kapitel studieren.

W=0-3m+(-5N-3m)=—15Nm Hinweis: Der Korper verliert Energie.

A 45, Gegeben ist die Kraft F= (O, - SN).
Berechnen Sie die Arbeit fiir die
Ortsverschiebungen

51 =(2m, —1m)

) 2 Geben Sie  das  Vektorprodukt  der
Einheitsvektoren an:
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Das Skalarprodukt

Jetzt folgt zunichst die Arbeit mit dem Lehrbuch. Rechnen Sie die Umformungen auf
einem Zettel mit. Schreiben Sie sich neue Begriffe und Rechenregeln heraus.

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 2.1 Das Skalarprodukt
2.2 Kosinussatz
Lehrbuch, Seite 37-41

BEARBEITEN SIE danach Lehrschritt > 12

Wl = SNm

W2 = 0

W, =—10Nm

Alles richtig > 57
Weitere Ubungen erwiinscht oder Fehler gemacht > 52
ey, xey =—¢,  (Umkehrung von ¢, xe,)

ey Xe, =—e,

ey Xy =&

Alles richtig > 95

Fehler gemacht oder Erlduterung gewiinscht > 92
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Das innereoder............... Produkt zweier Vektoren 148t sich angeben,
wenn von beiden Vektoren die ............... undder............... gegeben ist.
> 13
YA -
P, Betrachten wir eine Kraft F'
F=(F,F)
= (20N, 0)
s Die Kraft greife an einem Gegenstand an, der von
P, nach P, bewegt werde. Die Ortsverschiebung s
P habe die Komponenten s, Ey
R 5=(8,5,)
> = (2km, 2km)

Es konnte sich hier also um einen Radfahrer handeln, der bei schrig von hinten
kommendem Wind von P, nach P, fihrt. Die vom Wind geleistete Arbeit ist dann:

Der Umgang mit Einheitsvektoren will geiibt sein. Auch hier handelt es sich vor allem um
die Richtungsbestimmung. Das vektorielle Produkt von Einheitsvektoren ist wieder ein
Einheitsvektor. Die Vektoren haben den Betrag 1. Sie stehen aufeinander senkrecht. Also
ergibt das vektorielle Produkt wieder einen Vektor vom Betrag 1.

Die Richtung gibt uns die Rechtsschraubenregel.
Z éz X éy B i
€, Xey = ittt
1 = =
eZA fz X ef S tecerersersnnen
—74_. y €y Xey = ...,
el V! 3 X5 =
/] X ey ey = ettt escssssecenne
X
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skalare Produkt
Betrédge
eingeschlossene Winkel

o
Geben Sie die Formel fiir das innere Produkt der
Vektoren @ und 5 aus dem Gedéchtnis an:

F.5 =(F, s, + Fysy) Hinweis: Der Radfahrer — das betrachtete System —
hat Arbeit gewonnen. Das wird positiv gezihlt.
=QR0N-2km+O0N -2 km)

=40 N km
=40 000 Nm
oo Betrachten wir eine andere Ortsverdnderung s
bei gleicher Windkraft.
s F  =(20N, 0)
5 =(-2km,2km)
P 3 Die vom Wind geleistete Arbeit ist dann:
F'§ =
- > 54
€, xe, =-e, Hinweis: Zwei Vektoren stehen nicht senkrecht aufeinander, weil
e, xe, =e, zweimal ein Vektor mit sich selbst multipliziert wird.
e, xe, =0 Daher ist das duflere Produkt = 0.
ey Xeéy =—¢,
e,xe, =0
Weitere Erlduterungen erwiinscht > 94

Keine Fehler > 95
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a-b =|a}|b| cosa

Das skalare Produkt zweier Vektoren a und b ist A

gleich dem Produkt von
Vektor @ mit der
Projektion von ..........

Ergénzen Sie die Skizze so,
daB sie den Satz darstellt.

=Y

F.5 =-40Nkm
=-40 000 Nm

Hinweis: Der Radfahrer hat Arbeit abgegeben.
Das wird negativ gezihlt.

YA

12

=Y

|
o

1
(NS

Betrachten wir die Aufgabe e, x e, =

In dem Koordinatensystem muf} &, in €, gedreht

werden. Eine Rechtsschraube wiirde sich in
Richtung der negativen x-Achse fortbewegen. Der

Vektor e, xe, zeigt in die Richtung der

negativen x-Achse. Da er den Betrag 1 hat, ist es
ein Einheitsvektor. Der Einheitsvektor e, zeigt in
Richtung der positiven x-Achse. Wir miissen also
den Gegenvektor bilden. Daraus ergibt sich:

e, Xe, =—¢e,
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"

Das skalare Produkt zweier Vektoren @ und b
ist gleich dem Produkt von

Vektor a mit der
Projektion von b auf @ .

=Y

Im obigen Beispiel ist das Vorzeichen des Skalarproduktes

O  positiv
O  negativ

> 16
ab=2-2=0

Zeichnen Sie die beiden Vektoren a = (4, 1), b= (-1,4) in das Koordinatensystem ein.
Die beiden Vektoren stehen ............... aufeinander.

)“P

3.

=Y

Und hier geht es weiter.
0 o Cos O an o
C

la| =4 0=0,00 0° = (pl = ‘8
1;| -y 50,52 30° 0,87 0,5
o =30° £=0,78 45° 0,71 0,71

x| = ....... =105 | 60° 0,50 | 087

=156 90° 0 1




KAPITEL2 SKALARPRODUKT, VEKTORPRODUKT SEITE 70

Negativ. Hinweis: coso. ist negativ, weil o > 90°. Die Projektion von 5 auf a
hat entgegengesetzte Richtung zu a .

Das skalare Produkt der Vektoren @ und b A
ist auch gleich dem Produkt von

Vektor b mit der Projektion

Die Vektoren @ und 5 sind die gleichen
wie im vergangenen Beispiel. Ergénzen Sie
die Skizze fiir diesen Fall.

Skalarprodukt der beiden Vektoren

O positiv [J negativ

Senkrecht

1 2 3 4 5 %
Schreiben Sie aus dem Gedéchtnis die Formel fiir das innere Produkt der beiden Vektoren

F =(Fx:Fyan)
5 = (5 Sy 5)
F'§ =i,

Priifen Sie im Zweifel selbst anhand des Lehrbuches, ob Ihre Formel richtig ist.

> 57

lax5|=|5|-|5|-sinoc
=4.2.05=4

Der Betrag des vektoriellen Produkts hat eine geometrische Bedeutung. Es ist ein
Flicheninhalt. Zeichnen Sie die durch @x b gegebene Fliche!

4
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negativ

=Y

Entscheiden Sie selbst:

Alles richtig

Fehler gemacht oder ausfiihrliche Erlduterung erwiinscht

Vom Vektor ¢ sind die Komponenten gegeben:
c=(@3,2,-2)
¢ hat den Betrag

[

axXb

) L

!
|
I
l
]

Die Formel I& xb | =a-b sin o ist wichtig. Man kann sie auf zweierlei Weise lernen:

1. Man lemt die geometrische Bedeutung. a X b ist der Flacheninhalt des von & und b

aufgespannten Parallelogramms.

Oder man prigt sich die Bedeutung anhand des Drehmomentes ein.

Dann kann man sich anhand dieser Bedeutung durch wenige Uberlegungen die Formel

immer rekonstruieren.
2. Man prigt sich die Formel ged4chtnisméfig ein.

Das erste Verfahren ist Lernen mit Einsicht. Das zweite Verfahren ist Auswendiglernen.

Lernen mit Einsicht ist sicherer.

> 98




SEITE 72

KAPITEL2 SKALARPRODUKT, VEKTORPRODUKT

Um das innere Produkt zu verstehen, mul man wissen, was die Projektion eines
Vektors a auf einen Vektor 5 oder die Projektion des Vektors 5 auf den Vektor @ ist.

1.

Gegeben seien @ und b . Zeichnen Sie die A
Projektion von & auf b : @, y
ay hat den Betrag ap=..........
b
. Zeichnen Sie die Projektion
von b auf a: b,

b, hat den Betrag b, =.......... >
> 19

E=9+4+4=4/17=412

Berechnen Sie das Skalarprodukt der beiden Vektoren :
a =@,-2)
b =(1,1,5)
i

Das dufBlere Produkt hat den Betrag |Zi xb | =

a-b

Das innere Produkt ist ein Skalar

Versuchen Sie beide Formeln aus ihren Bedeutungen heraus abzuleiten.

99




KAPITEL2 SKALARPRODUKT, VEKTORPRODUKT SEITE 73

n ay, =|a|cosa 2)

. ]

Die Linge der Projektion eines Vektors hingt vom eingeschlossenen Winkel ab. Der
projizierte Vektor wird um den Faktor cosa verkiirzt. Ist der eingeschlossene Winkel

grofer als 90°, hat der Kosinus ............... Vorzeichen.
> 20

b=0 o =90°
und b stehen senkrecht aufeinander.

QR

Uberpriifen Sie das Ergebnis geometrisch, indem Sie @ und b in das Koordinatensystem

einzeichnen. y
|
i=@3,-2,)

‘ b=(1,19

3 9

21

1
+ X

1 2 3 4
> 60
|c‘z><5| =|a]-|5|sin I a-5=|a|-|5|coscp

Die zwei Konstruktionen unten zeigen noch einmal inneres und duferes Produkt.
mal Betrag der Projektion von b auf a

Inneres Produkt: a
@ mal Betrag der Projektion von 5 auf die Senkrechte zu a .

AuBeres Produkt.
=.5 |a xb | = e,

> 100

<
oY
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negatives

Bestimmung des inneren Produkts:

e Wir wihlen 5 als Bezugsvektor und

projizieren @ auf b
e Wir bilden das Produkt aus dem Betrag von 5
und dem Betrag der Projektion von @ auf b . Y

=Y

Hinweis: Auch a kann Bezugsvektor sein.

\4

Ergénzen Sie die Zeichnung mit a als .
Bezugsvektor. > 21

-~ e~

Das innere Produkt verschwindet fiir Vektoren, die senkrecht aufeinander stehen. Dieses
macht man sich zunutze, wenn man iiberpriifen mochte, ob zwei Vektoren senkrecht
aufeinander stehen. Man bildet das innere Produkt und priift, ob es verschwindet.
Gegeben sei a =(ayay) Senkrecht auf a stehen:

al = ('ax’ 'ay)

Gy =(-ay @)

53 = (ay, -ax)
as = (-a, a) > 61
100
ab =|Zz‘|-|_| cos o
|ﬁxl;|=|c'i|-|l;| sin o

> 101
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™ |

Bilden Sie die Projektion von @ auf b :

YA

=Y

Senkrecht auf a stehen a3 und ay.

Gegebensei ' =(1N,-1N,2N)
Welche Ortsvektoren stehen senkrecht auf F?
5; = (2m, Im, Im)
5, =(=1m, Im, Im)
53 = (lm, Im, —2m)
54 =(3m, Im, —1m)

Senkrecht auf F stehen: ...............

> 62

axa=0
-~ _ 2
a-a=a
Der Vektor g xa hat einen Namen. Esistein............... Vektor.

101

> 102
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Y

A
Bilden Sie die Projektion von 5 auf @ analog
und priifen Sie nun selbst, ob alles richtig ist:

Y

Alles richtig > 65
Hilfe und Erlduterungen erwiinscht > 63
102

Nullvektor

e > 103
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In der Literatur wechseln die Symbole fiir das skalare Produkt: Drei der unten angefiihrten
Bezeichnungen sind Bezeichnungen fiir das skalare Produkt. Suchen Sie die richtigen
Bezeichnungen heraus.

0 a-b
O 1a,b] O axb
O <ab> O (a,b)

Das innere Produkt von Vektoren, die senkrecht aufeinander stehen, ist 0. Diesen Satz
benutzen wir fiir die Priifung, ob F und 5 senkrecht aufeinander stehen.

Gegeben sei F = (IN, -1N, 2N)
Gefragt ist, ob 5 = (2m, 1m, 1m) senkrecht auf F steht.
Priifung: Wir bilden das innere Produkt:

F -5 =2Nm - INm + 2Nm = 3Nm

Ergebnis: Das innere Produkt ist nicht 0. Also steht F nicht senkrecht auf 5 .

> 64

103

Jetzt ist wieder eine kurze Pause angebracht. Sie wissen doch noch, vor Beginn der Pause
sollten Sie zwei Dinge tun:

> 104
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Ein Gegenstand wird um den Weg 5 verschoben. Dabei greift an ihm die Kraft F an.

Gesucht ist die von F geleistete Arbeit. MaBeinheiten sind anzugeben.

Gegeben:  Kraft |F | F =6N A
Weg |s]:5=2m
eingeschlossener Winkel o = 60°

Die Arbeit betrigt F-5= ...............

F

60°

4

Hinweis: cos 60° =0,5

In dieser Weise miissen wir fiir jeden der vier Vektoren der Aufgabe priifen, ob F-5=0

ist. Dann und nur dann stehen F und 5 senkrecht aufeinander. Es sei denn, einer der
Vektoren ist ein Nullvektor. Im Raum gibt es beliebig viele verschiedene Vektoren, die auf

F senkrecht stehen kénnen.

Kleine

a%@

104

1. Wiederholen, ob Inhalt des Arbeitsabschnittes verstanden ist.
2. Ende der Pause festlegen oder festlegen, wann mit der Arbeit fortgefahren wird.

Beides muB zur Gewohnheit werden. Nicht nur hier, sondern iiberall, wo Sie ein Lehrbuch
planmiBig studieren.

e Zihlen Sie in Gedanken die Stichworte des bearbeiteten Abschnitts auf.
e Schreiben Sie auf einen Zettel, wann Sie mit der Arbeit fortfahren werden.

NACH DER PAUSE > 105
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F-5=6 N-2m-cos 60° =6 Nm

F=6N \A
s=2m
Eingeschlossener Winkel 120°

- o
Gesucht ist die von F geleistete Arbeit: : 120

Das Vektorprodukt
Das Drehmoment
Das Drehmoment als Vektor

Hinweis: Wer den Sinus erst im Leitprogramm kennengelernt hat, sollte seinen Merkzettel
wihrend der Arbeit mit dem Lehrbuch benutzen.

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 2.4  Das Vektorprodukt
2.4.1 Das Drehmoment
2.4.2 Das Drehmoment als Vektor
Lehrbuch, Seite 43-44

BEARBEITEN SIE danach > 66

105

Ja, nun geht es weiter. Vergleichen Sie Zeit und Datum des Arbeitsbeginns jetzt mit dem
Termin auf Threm Zettel.

> 106
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F-5s=-6 Nm

Entscheiden Sie selbst:

Alles richtig > 31
Bezeichnungen unklar, Erlduterungen erwiinscht > 27
Begriff der mechanischen Arbeit unklar, Erlduterungen erwiinscht -------------------- > 29

Die Kraft F greife im Punkt P an einem Korper an, der sich um die Achse 4 drehen kann.

F und 7 schlieBen den Winkel a ein. Um das Drehmoment zu ermitteln, wird die Kraft in
eine Komponente senkrecht zu 7 und in eine Komponente in Richtung von 7 zerlegt.

/
/
/

Zeichnen Sie in die Skizze beide Komponenten
von F ein.
Die zu ¥ senkrechte Komponente hat die Grofle

|Fg= o

Allgemeine Fassung des Hebelgesetzes

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 3.4.7 Aligemeine Fassung des Hebelgesetzes

Lehrbuch, Seite 46-47

BEARBEITEN SIE danach Lehrschritt
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Fiir alle GréBen in der Physik und Technik mufl man Maf3zahl und MaBeinheit angeben.

Bei Vektoren kommt die Richtungsangabe hinzu. Die MaBeinheiten werden bei den
Rechenoperationen als Faktoren mitgefiihrt.

Beispiele:  Kraft : Newton .

Geschwindigkeit : m/s; km/h A

Ortsverinderung :mm, m = 20N

Elektrische Feldstirke : V/m
Die Kraft habe einen Betrag von 20 N. Die -
Ortsverdnderung ist durch den Vektor § K =4m
gekennzeichnet. Betrag der Ortsver- _
dnderung 4 m. Der eingeschlossene Winkel x
betrage 60°. (cos 60° = 0,5)
Von der Kraft geleistete Arbeit: W= ........... > 28

Die Komponente von F in Richtung von 7 trégt
zum Drehmoment nichts bei. Es braucht nur die
Komponente F, beriicksichtigt zu werden.

Daraus ergibt sich der Betrag fiir das Drehmoment
oder kurz Moment zu

107

Der kleine Abschnitt im Lehrbuch sollte zeigen, wie elegant sich der allgemeine Fall des
Hebelgesetzes darstellen 14t.
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W=20N:4m-0,5=40Nm

Das wichtigste war hier, die Mafleinheiten nicht zu vergessen.

AN

Begriff der mechanischen Arbeit unklar, Erlauterungen erwiinscht = ------------------- > 29

Keine Schwierigkeiten > 31

M=|F|-|F‘|sinoc

,/ Zeichnen Sie in die Skizze die Zerlegung von 7
)/ in eine Komponente senkrecht zu F und eine
________ &) Komponente parallel zu F ein. Die Komponente

senkrecht zu F hat den Betrag

108

Vektorprodukt in Komponentendarstellung

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 2.5 Vektorprodukt in Komponentendarstellung
Lehrbuch Seite 47-48

Rechnen Sie dabei die Umformungen auf einem Zettel mit. Sie wissen doch, gerade
uniibersichtliche Rechnungen versteht man besser, wenn man sie mitrechnet.

BEARBEITEN SIE danach Lehrschritt > 109
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Die physikalische Arbeit ist das Produkt aus
Weg und Kraftkomponente in Richtung des Weges oder, das ist gleichwertig,
Kraft und Wegkomponente in Richtung der Kraft.

Man zihlt die Arbeit positiv, wenn Kraft und Weg gleiche Richtung haben. Dies entspricht
der Rechenvorschrift des inneren Produkts. Daher nennt man das innere Produkt auch
Arbeitsprodukt. Berechnen Sie jeweils die von der Kraft geleistete Arbeit.

F=1N, s=1m cos 30° =0,87

Y, ) Y, by ¥

302
o 150°
F| |s F S£30° F\/s V\SQ_'
- 5

W1=1100 W2=-~.- W3=-~-~ W4=--.- W5=-.-. ----D 30

7/ Auch durch diese Uberlegung wird das Problem
’ auf den Sonderfall zuriickgefiihrt, dal Kraft und
o /CA R wirksamer Hebelarm senkrecht aufeinander
T JF stehen. Auch hier ergibt sich der Betrag flr das
Drehmoment zu
M=...............
> 70

Berechnen Sie anhand des Lehrbuchs oder IThrer Aufzeichnungen das Vektorprodukt & x b
fur
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W,=1Nm; W,=0; W,=0,87Nm; W,=0,87Nm; W;s=-0,87 Nm

Hinweis: Positives Vorzeichen der Arbeit bedeutet: Der Korper, an dem die Kraft
angreift, gewinnt Energie.
Negatives Vorzeichen bedeutet, der Korper,an dem die Kraft angreift, verliert
Energie.

M=|F||F| sin o

Bei der Berechnung des Drehmoments werden die Vektoren nicht als freie Vektoren
betrachtet. Sie diirfen nur in ihrer Wirkungslinie verschoben werden.

Parallelverschiebung der Vektoren ist hier nicht erlaubt.

Das Drehmoment ist ein [0 Skalar
O Vektor

110

axb=(1-1-2-Deg +(-1-2) g, +(4+D g

=-12, -3¢, +5¢,

In Komponentenschreibweise iibertragen:
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Das innere oder skalare Produkt ist eine Rechenoperation, die hier zundchst anhand eines
Beispiels aus der Physik, ndmlich der Ermittlung der Arbeit, gewonnen wurde. Héufig
finden Sie in der Literatur auch den Namen Arbeitsprodukt anstatt inneres Produkt.

Gegeben  |a|=2

7 cos o sin o
= o
Ibl ! ¢ €os @ sin @
eingeschlossener Winkel o 0=10,00 0° 1 0
o= 45° a-b= 1=0,52 30° 0,87 0,5
- 2=0,78 45° 0,71 0,71
o =135 ab=............... =105 60° 0.50 0.87
Hinweis: cosal =—cos(180°-a) 5156 90° 0 !
> 32

Vektor

Berechnen Sie das Drehmoment.
4 Betrag: e
Richtung von M :
¥ 1. Msteht............... auf 7 und F.

2. Dreht man 7 im Sinn einer Rechtsschraube

! so, daB 7 auf F fillt, bewegt sich die Rechts-
schraube in die Richtung

111

axb=(-1,-3,5)

Ein Kérper rotiere um die x-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit @ = (, 0, 0)
Welche Geschwindigkeit hat der Punkt P = (1, 1, 0)?

Hinweis: Es gilt V=OXT
Dabei ist 7 der Ortsvektor zum Punkt P.
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i-b=2-1-cos45 =2-0,71=142
a-b=2-1-cos 135° =2-(—cos 45°) =—-2-0,71 = —1,42

Alles richtig > 36

Erlduterung gewiinscht oder Fehler gemacht > 33

M =|F||]7" | sin o.; senkrecht; M

Die Rechtsschraubenregel ist sprachlich schwer zu formulieren. Sie ist leichter zu zeigen.
Um die Richtung zu bestimmen, geht man so vor:
1. 7 und F werden durch Verschiebung in ihrer Wirkungslinie auf den gleichen
Anfangspunkt gebracht.
2. T wird auf kiirzestem Wege so gedreht, daB 7 auf F fillt.
3. Diese Drehung wird aufgefafit als Drehung einer Rechtsschraube.
Jeder Mensch hat das Rechtsgewinde im Gefiihl, wenn er haufiger mit
. .4 Schrauben zu tun hat. Um die Richtung von M zu ermitteln, drehe
e man andeutungsweise die rechte Hand in dem durch die Vektoren
gegebenen Drehsinn. Dann ergibt sich sofort die Richtung. Das

Drehmoment A =7 x F weist [] NACHOBEN [J NACH UNTEN
> 73

112
v =(0,0,w)

Jetzt folgen einige Ubungen zum gesamten Kapitel.

Gegeben seien @ und b und der eingeschlossene Winkel c.

Geben Sie an:  Betrag des dufleren Produktes IZi xb | U

inneres Produkt @Xb =...............
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Vermutlich hatten Sie Schwierigkeiten mit der Bestimmung von cos 135° anhand der
Tabelle.

Aus der Abbildung links konnen Sie ablesen
cos oL =—cos 3

o+ B =180°
B = (180 - o) = (180° — 135°) = 45°
Daher gilt allgemein: cos o0 =—cos (180° — o)

In unserem Fall gilt cos 135° = —cos 45° = 0,71

Damit erhalten Sie |c'1‘|-|5| -cos oL =—1,42

Das Drehmoment weist nach oben.

T
=
L)
!

Erlduterung erwiinscht Ao > 74
Weiter > 75

113
|&x5|=|ﬁ|-|5lsina 5-5=|5[-|I;|cosa

Geben Sie das duflere Produkt der
|2 Einheitsvektoren an:

Ex Xy = (it

&y X8y =

> 114
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Gegeben seien [a] =2 |BI =4

Berechnen Sie das Skalarprodukt fiir verschiedene eingeschlossene Winkel

o -—;45 " o cos O s%n o

Gb=.....o........ cosQ  |sing
. 0=0,00 0° 1 0

=90 z=052 | 30° 087 | 05

ab=............... x - 078 450 071 071

=120° a7
o= z =105 60° 0,50 | 0,87
a b S % _ 1’56 90° 0 1

Losen wir die Aufgabe in Schritten:

Gegeben seien: Drehachse 4, Kraft F,
Angriffspunkt der Kraft P.

1. Verschiebung von 7 in der Wirkungslinie, so
daB F und 7 gleichen Anfangspunkt haben.

2. Wir drehen 7 auf kiirzestem Wege in F.
Eine Rechtsschraube wiirde sich bei dieser
Drehung auf den Betrachter hindrehen. Wére
der Korper ein Brett und drehte man in dieser
Weise an einer Schraube, so wiirde sie sich
aus dem Brett nach oben herausdrehen.

> 75
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e, Xe, =¢, €€, =0
e, Xe, =-e, é,-¢,=0
é,xé, =0 é,-e, =1

Wie hiefl die Maxime fiir die Vorbereitung von Vortrégen?
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=45 a-b=4-2-071=568
a=90°=1 a-b=4.2.0=0
o=120° a-b =4-2(—0,5)=—4

Jetzt ist es wieder Zeit, eine Pause zu machen.

Rekapitulieren Sie vor der Pause kurz die in diesem Abschnitt neu gelernten Begriffe. Diese
schreiben Sie sich knapp auf einen Zettel.

Dann legen Sie fest, wie lange die Pause dauern soll. Und in der Pause tun Sie dann etwas
ganz anderes. Kochen Sie sich Kaffee, machen Sie Freilibungen oder einen kurzen
Spaziergang, spielen Sie Klavier oder Gitarre, spiilen Sie Geschirr oder spitzen Sie Ihre
Bleistifte. Das Gemeinsame aller dieser Tétigkeiten ist, daB es etwas ganz anderes ist als das
Studium der Mathematik.

115

Tell, what you are going to tell,
tell,
tell, what you have told.

Der Vektor a = (2, 3, 1) hat den Betrag

> 116




KAPITEL2 SKALARPRODUKT, VEKTORPRODUKT SEITE 90

Zwei Sonderfille mufl man sich merken:

Das innere Produkt paralleler Vektoren ist gleich dem Produkt ihrer Betrége.
Das innere Produkt senkrecht aufeinander stehender Vektoren ist 0.

Auch der umgekehrte SchluBl ist giiltig:

Ist das innere Produkt zweier Vektoren 0, so stehen diese Vektoren ...............
aufeinander. Es sei denn, einer der Vektoren oder beide verschwinden.

Ist das innere Produkt zweier Vektoren gleich dem Produkt ihrer Betrdge, so sind diese
Vektoren ...............

Die Empfehlung, in Pausen etwas zu tun, was nichts, aber auch gar nichts mit Mathematik
zu tun hat, ist begriindet. Das Lernen wird behindert, wenn &hnliche Inhalte in zeitlicher
Niahe gelernt werden. Beispiel: Eine Fremdsprachenkorrespondentin lernt gleichzeitig
Spanisch und Italienisch. Sie denkt, die Ahnlichkeit beider Sprachen wird das Lernen
begiinstigen. Leider irrt sie. Ihr fallen im Spanischen immer italienische Vokabeln ein und
umgekehrt. Dies macht sie unsicher. Das Phdnomen heifit in der Lernpsychologie
Interferenz oder Ahnlichkeitshemmung. Interferenz fuhrt zu Lernbehinderungen, verlidngert
Lernzeiten und vermindert die Sicherheit. Interferenz wird vermieden, wenn Sie in den
Pausen etwas ganz anderes machen.

Aber jetzt ist es wirklich Zeit fiir die Pause. Legen Sie nur noch schnell das Ende der Pause
fest und schreiben Sie es auf einen Zettel.

116

la|= V14 =374

Unter dem EinfluB der Kraft F = (5N, 0) bewege sich ein Korper von P, nach P,.

Ortverinderung 51 =(s1, 0)
Arbeit Wi=.ooooiioiiiiii.

Ein zweiter Korper bewege ich von P nach P,.
Ortsverdnderung s, =1(0, 5)
Arbeit Wyo=. i,
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senkrecht Hinweis: Bildet man das innere Produkt eines Vektors mit sich
parallel selbst, so liegt Parallelitit vor: a-a = a*

Gegeben seien le|=3; |a|]=3

c-a=9 Gesucht: eingeschlossener Winkel a=...............

c-a=0 Gesucht: eingeschlossener Winkel e

NACH DER PAUSE > 78

117
W,=5s5N W,=0

Wichtig bei allen derartigen Aufgaben ist zunichst die Uberlegung, welche Richtungen
Ortsverdanderung und Kréifte haben. Héufig ergibt sich dabei sofort, dal Extremfille
vorliegen wie:

Richtung von Ortsverdnderung und Kraft sind gleich,
Richtung von Ortsverdnderung und Kraft stehen zueinander senkrecht.

In allen Fillen empfiehlt es sich, eine grobe Skizze zu machen. Dies kiirzt die Arbeit oft ab.
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=0

©=90" oder %

Versuchen Sie, den Kosinussatz selbsténdig zu
a ¢ beweisen. Der Kosinussatz lautet:

2 =a? +b%-2ab cosa

Beweis gelungen > 40

Hinweis erwiinscht > 39

Pausentermine festzulegen ist viel einfacher, als sie einzuhalten. Schauen Sie doch noch
einmal auf den Zettel, auf dem das Ende der Pause notiert war. Schauen Sie nun auf die
Uhr.

Stimmen beide Zeiten iiberein?
Wenn ja: Ganz grofartig.
Wenn nein: So ist das auch nicht schlimm.

Es kann immer etwas dazwischen kommen. Dennoch sollten sich Differenzen zwischen
Vorsatz und Realisierung nicht allzusehr haufen.

> 79

Weitere Ubungsaufgaben mit Losungen finden Sie im Lehrbuch. Sinnvoll ist es, sie erst
nach einem oder mehreren Tagen zu rechnen.

Sie beherrschen den Lehrstoff vollstindig, wenn Sie die Aufgaben ohne fremde Hilfe
rechnen konnen. Bei Schwierigkeiten mufl man oft noch einmal in das Lehrbuch schauen.
Bei den Ubungsaufgaben im Lehrbuch ist jeweils angegeben, auf welchen Abschnitt sie
sich beziehen.

SchlieBlich noch eine Bemerkung zum Vergleich von passivem mit aktivem Lernen.
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Man kann ¢ durch @ und 5 ausdriicken:
Wegen a+cé=»~ gilt
¢=(b-a)
a c

Dann bilde man:
a ¢-c=(b-a)-(b-a)

Nun multipliziere man aus

Definition des Vektorprodukts
Sonderfille
Vertauschung der Reihenfolge

STUDIEREN SIE im Lehrbuch 2.4.3 Definition des Vektorprodukts

24.4
245

BEARBEITEN SIE danach Lehrschritt

Sonderfille
Vertauschung der Reihenfolge
Lehrbuch, Seite 44-46
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In Studien wurde der Einflufl der Aktivititsform auf das Lernergebnis kontrolliert.

Versuchsplan:
Gruppe A:
Gruppe B:

Studenten lesen einen Lehrbuchabschnitt viermal durch.
Studenten lesen den Lehrbuchabschnitt nur zweimal.

Nach jedem Lesen miissen sie jedoch den Inhalt frei reproduzieren.
Nach einer Stunde, einem Tag und nach 10 Tagen wird kontrolliert, was behalten wurde.
Im Diagramm ist die Differenz zwischen den Behaltensleistungen beider Gruppen
aufgetragen. Ergebnis: Die Gruppe B, die das Gelesene aktiv reproduzieren mufite, hat zu

50%

jedem Zeitpunkt mehr behalten.

25%

Zus#tzliche Reproduktions-
leistung der Gruppe B
gegenilber der Gruppe A.

I

SchluBfolgerung: ...... erworbenes Wissen wird besser behalten als

Wissen

n

1Tog 10Toge

erworbenes
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Gut ist es, wenn Sie den Beweis selbsténdig reproduzieren konnten. Der Beweis steht auf
Seite 40 im Lehrbuch und kann dort nachgerechnet werden.

Jetzt geht es mit den Lehrschritten in der Mitte der Seiten weiter.

Sie finden den folgenden Lehrschritt 41 unterhalb Lehrschritt 1

BLATTERN SIE JETZT ZURUCK und fahren Sie fort mit Lehrschritt 41. ~----=-e--eeammn > 41

Die Rechenvorschrift zur Bildung des Drehmoments ist eine Rechenvorschrift zur
Verkniipfung zweier Vektoren. Die Verkniipfung heif3t

............... Produkt oder veviieieveen... Produkt
Um dieses Produkt vom ,,inneren Produkt“ zu unterscheiden, brauchen wir neue Symbole.
Zwei gebriuchliche Symbole sind genannt

M=............... oder M=...............

Es geht jetzt weiter mit den Lehrschritten unten auf den Seiten. Sie finden Lehrschritt 81
unterhalb der Lehrschritte 1 und 41.

BLATTERN SIE ZURUCK > 81
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Aktiv erworbenes Wissen wird ldnger behalten als passiv erworbenes Wissen.

Viele MiBerfolge beim Studium haben trotz grofien Zeitaufwandes einen einfachen Grund:
Man liest zu viel und vergewissert sich nicht, ob man das, was man gelesen hat, auch
wirklich verstanden hat. Abschnittsweises Vorgehen und Selbstkontrolle nach jedem
Abschnitt wie hier im Leitprogramm, ist eine einfache, aber auflerordentlich wirksame
Technik.




